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KIRISH

Mavzuning dolzarbligi. Nozik analitik  funksiyalar ~zamonaviy
matematikaning muhim tadqiqot ob’yektlaridan biridir. Ushbu sohada tadgiqot olib
borayotganlar orasida B. Fuglede, S.EI Marzguioui, J. Wiegerinck, A.Edigarian,
D.Coman, N.Levenberg, E.Poletsky kabi matematika sohasining mashhur
namoyondalarini ko‘rish mumkin.

1972-yilda A.A.Gonchar tomonidan analitik funksiyalarni tez ratsional
approksimatsiya qgilinishi va ularning bir qiymatli analitik davom etishi o‘rtasida
uzviy bogliglik mavjudligi ko‘rsatib  berilgan. Keyinchalik, analitik
funksiyalarning bir qiymatliligini lokal shartli ko‘p kompleks o‘zgaruvchili
funksiyalar uchun ham o‘rinli bo‘lishi isbotlangan. Analitik funksiyalarni ratsional
funksiyalar bilan tez yaqinlashtirish mumkin bo‘lgan sinfi R (Gonchar sinfi)
alohida ahamiyat kasb etgani bois, keyingi tadgigqotlarda bu sinfning
xususiyatlarini o‘rganish dolzarb masalalarga aylandi. Shu sababli Gonchar
sinfining nozik topologiyadagi analitik funksiyalar bilan bog‘ligligini o‘rganish
masalalari yuzaga keldi.

Ushbu dissertasiya ishi R° sinfga tegishli cheksiz tartibli funksiyalarning
nozik analitikligini o‘rganishga bag’ishlangan bo‘lib Kirish, uchta bob, xulosa va
foydalanilgan adabiyotlar ro‘yxatidan iborat. Birinchi bob ikkita paragrafdan iborat
bo’lib, ratsional approksimatsiya hagidagi klassik teoremalar, Gonchar sinfi

haqida zarur ma’lumotlar hamda ularning xossalari keltirilgan.

Ikkinchi bob ikki paragrafdan iborat. Bu bobda nozik topologiyalar, nozik

analitik funksiyalar va ularning xossalari o‘rganilgan.

Uchinchi bobda R° sinfga tegishli funksiyalarning nozik analitikligi, va

ularning ba’zi muhim xossalari o0 rganiladi.

Tadgigotning magsadi. R° sinfga tegishli chekli funksiyalarning nozik

analitikligi, va ularning ba’zi muhim natijalar 0 rganish.



Tadqiqotning vazifasi. Ratsional funksiyalar bilan tez yaginlashtirish mumkin
bo‘lgan analitik funksiyalar uchun nozik analitik davom qilish shartlarini

o‘rganish.

Tadqgigotning obyekti. Nozik analitik funksiyalarning xossalari, tez ratsional

aproksimatsiya.
Tadqigotning predmeti. Analitik funksiyalar, Nozik analitik funksiyalar.

Tadgiqotning usullari. Ko‘p kompleks o‘zgaruvchining funksiyalar nazariyasi,

kompleks potensiallar nazariyasi usullari.

Tadgigotning natijalarining ilmiy jihatdan yangilik darajasi. Mazkur ishning

asosiy natijalari yangi.

Tadgigotning natijalarining amaliy ahamiyati va tatbigi. Olingan natijalar va
qo‘llanilgan wusullar analitik funksiyalarni maxsusliklarini o‘rganishga tatbiq
gilinadi.

Ish tuzilishi va tarkibi. Dissertatsiya ishi kirish, uchta bob, xulosa, hamda

adabiyotlar ro‘yhatidan iborat. Har bir bob bo‘limlardan tuzilgan.
Bajarilgan ishning asosiy natijalari. Dissertatsiya ishida quyidagi natija olindi:

R® sinfga tegishli va ratsional funksiyalar bilan ma’lum yaginlashtirilish tartibiga
ega funksiyalarning butun kompleks tekislikka nozik analitik davom etishi

isbotlangan.

Xulosa va takliflarning qisgacha umumlashtirilgan ifodasi. Mazkur
dissertatsiya ishida ratsional funksiyalar bilan tez yaginlashtiriluvchi analitik
funksiyalarning nozik analitiklik xususiyati o‘rganilgan bo‘lib, barcha olingan
natijalar nazariy ahamiyatga molik va funksiyalar nazariyasi bo‘yicha keyingi
tadgigotlarda qo‘llanilishi mumkin.



| bob. Ratsional approksimatsiyalar

1.1 Ratsional approksimatsiya haqidagi klassik teoremalar

1.1.1-teorema. f OA vaa,a,...,a, lar {z :‘z‘ > 1} to’plamdan olingan

turli nugtalar bo‘Isin. U holda

()= (z- ;1)(21— alzlj...(zn— a,)

korinishdagi r (z) ratsional funksiyalar uchun

T ‘f (2)- r(zX2 ‘dz‘

D

(1.1.1)

integral o‘zini minimum qiymatiga fagat va faqat r(z) ratsional funksiyani

1 1

al an

0, nugtalarda interpolyatsiya gilgan holdagina erishadi.
Isbot.r *- (1.1.1) Kko‘rinishdagi interpolyatsion ratsional funksiya, u

1
z- a,

yagona aniglangan, f- r* funksiya 1 va (k=12..,n) lar bilan

ortogonal ekanini ko‘rsatamiz. Ha gigatan ham (f - r *)(0)= 0 ekanidan

1

- r) % =0
I'ﬂD

1 (F- r*)idz|= :

D

bo‘ladi, chunki f - r * farq z = a_% nugtada ham nolga aylanadi. Shuning uchun
k

T‘f - rﬂdz‘
D

integral minimal giymatga yagona r funksiyada erishadi, anigrog‘i r =r*
bo‘lganda.



Hagigatan ham

Tlf- rr‘dz‘ =T gf - %)+ (r*- r)gf - %)+ (1 *- r)ﬂlﬁz‘:
D

2 2
= T‘f' r*‘ ‘dz‘+ T‘r*-r‘ ‘dz‘+ 0

chunki

A
r*-r=e K+ A
k=lz-ak

0

bu yerda A, - gandaydir o‘zgarmas (const)

Oxirgi tenglikdan ko‘rinib turibdiki, r *-r ratsional funksiya z = a, nuqgtada

oddiy qutblarga ega funksiya bo‘lib z ® I da chegaralangan. Teorema isbot
bo‘ldi.

a,’ qutb nugtalarini tanlash bilan {r } ratsional funksiyalar ketma-ketligi
bilan f (z) funksiyaga yaginlashishimiz mumkin ya’ni r (Z) 1O f (Z)

(n®r ,205)

Umumlashgan Koshi formulasi.

1.1.2 — teorema.K MC kompakt va U M K - biror ochiq to‘plam bo‘lsa, u
holda U \ K da yotuvchi chekli sondagi gorizontal va vertikal orientirlangan
to‘g‘ri chizigli g,,9,,...,9, kesmalar topilib, U da regulyar f funksiya uchun

1 f (X

f(Z :ﬂGEdX (ZOK)

tenglik orinli. Bunda G= g, g, 1... g,



Isbot.d = dist (K,U)> 0 deb olamiz. Tekislikda h (hJE < d) qadamli

kvadrat to‘r quramiz. K kompakt bilan kesishuvchi barcha yopiq kvadratchalarni

Q. Q,.--Q, orgali nomerlab chigamiz. U holda

K MWQ, MU

munosabat o‘rinli.
Z, OQJ. 3 K desak, u holda z, nugtani d atrofi to‘laligicha U da yotadi.

Demak, Qj kvadrat diametri h\/5< d ekanidan Qj ham U ni ichida yotadi,

chunki U, (z,) 1 Q, munosabat o‘rinli.

Endi har bir Qj kvadrat chegarasi musbat orientirlangan bo‘lsin. Agar Qj va
Q, kvadratlar umumiy tomonga ega bo‘lsa, bu tomonni tashlab yuboramiz QJ.

kvadratlarni qolgan orientirlangan tomonlarini g,,9,,...,g, orqali belgilaymiz.

Hech bir 9, kesma K to‘plam bilan kesishmaydi. Aks holda bu kesma ikkita

go‘shni kvadratga tegishli bo‘lib golar edi va uni biz tashlab ketgan bo‘lardik.

Shunday qilib

G= g, g, N.. Mg, MU\ K
Endi f funksiya U da regulyar bo‘lsin, z OK biror nugta. U holda biror j,

uchun z 0Q, bo‘ladi. Agar z 0Q; bo‘lsa u holda

0 o te g 1 10,

z 2p| x- z 2p| X - z

I qQ

10



Agar z OQ, bo‘lsa bu holda ham z 2 ta go‘shni kvadratchalarga tegishli bo‘lib

goladi, shu boisdan z I1G, f(z) uzluksizligidan yugoridagi formula bu holda

ham saglanadi.

Ratsional approksimatsiya hagidagi Runge teoremasi

Biror K MJ kompaktda aniglangan f funksiyani R (z) ratsional

funksiyalar bilan yaginlashtirish masalasini garaylik

_PG)
R(z _(TZ)

P (z) vaQ (z) lar gisgarmaydigan ko‘phadlar.

Har ganday ratsional funksiyani quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

1
RE)= ¢ PR 6)
] i
va bunda j indeks chekli to‘plamda o°zgaradi, P, P, - ko‘phadlar

1.1.3-teorema. (Runge, 1885). K MJ kompakt to‘plam va f funksiya K
da regulyar funksiya bo‘lsin. U holda ixtiyoriy e > 0 soni uchun qutblari K¢ da

joylashgan shunday R - ratsional funksiya topilib, K¢ = J \ K

‘f(z)- R(z]<e (z OK)
bo‘ladi.

Isbot. 1.1.3- teoremadan foydalanamiz va integralni Riman yig‘indilari bilan

yaginlashtiramiz. f funksiya K da regulyar ekanidan shunday U M K atrof
topilib f bu atrofda regulyar bo‘ladi. I" kesmalar birlashmasi 1.1.2-teoremadagi

kabi tanlangan bo‘lsin



N—

ﬁ (5, Z)e I'xK
-1
funksiyani gqaraymiz.

Bu funksiya I"x K da uzluksiz. Demak, tekis uzluksiz ham. Shuning uchun

V&'>0 uchun shunday o6 >0 musbat son topilib, "x, x'Od va z OK uchun

‘x- x"< d dan

() 1)

X-2 X'- 12

G ni Gj bo‘laklarga shunday ajtaramizki, bunda Gj bo‘laklar uzunligi d dan

Kichik bo‘lIsin, X, OG, nuqtalar tanlab olamiz, u holda

1 i)?dx- L 1:(X")dx

e
< —I|G
2piTx 2pi:£xj—z

Zp‘ J"

(z OK)

G; i

j bo‘yichayigib

f@)-RE)<5d (oK)

tengsizlikka kelamiz va bunda R - ratsional funksiya quyidagi ko‘rinishda

R ()= - f(X)G

]

va bu ratsional funksiya x, OG, MK ¢ nuqtalarda oddiy qutbga ega.

° deb tanlasak, teoremaning tasdig‘iga kelamiz.

\q

Teorema isbotidan ko‘rinadiki R ratsional funksiya



C.
j

Z- X
J

R(z): e bunda x, O G
j

ko‘rinishda e ni kichiklashtirish natijasida X; qutblar G da quyuglashadi

(zichlashadi) lekin K da yaginlashmaydi.
Qutblarni almashtirish.

Bu metodning magsadi Runge teoremasi bilan bog‘ligq, bunda berilgan

funksiyani R, ratsional funksiya bilan yaginlashtirilgandan keyin R, ni o‘zini

boshga bir R, - qutblari boshga nugtalarda bo‘lgan ratsional funksiya bilan

yaginlashtirish masalasi garaladi. Buni har doim amalga oshirish mumkin emas.

1
Masalan, agar K = {z :‘z‘ = 1}, R, (z)= = R,- fagatz = 2 nuqtada
qutbga ega ratsional funksiya bo‘Isin u holda

R, (2)- R,(z) <1

maX
z0OK

tengsizlik o‘rinli bo‘Imaydi.

1.1.4- teorema.M M1J ixtiyoriy to‘plam, g- M bilan kesishmaydigan
Jordan yoyi, z, va z, nugtalar uning oxirlari bo‘lsin. U holda har ganday P

ko‘phad uchun va ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday Q ko‘phad topilib

Z, -z,

P%fz_l gJ-Q)K ! gfe (zowm) (1.1.2)

o‘rinli.
Isbot. Farazga ko‘ra barcha zOM uchun

dist(g.z)i d>0  z, = X,X,..X, =z, nugtalar g dan olingan bo‘lib



Xj - Xj+1

<d (j =0L..,N - 1)
bo‘lsin

(z - zl)_ ' funksiya {z : ‘z - xl‘ i d}U{r } to‘plamda regulyar ekanidan ixtiyoriy

h> 0va ‘z ; xl‘i d uchun shunday P ko‘phad topilib

P

-1x1§f " oM)

X

bo‘ladi.

Xususan z OM da ham bajariladi. Shuning uchun P, ko‘phad topilib

K K
P 1§J_Pl 1 4§_¢e
-7, Z- X N

Xuddi shunga o‘xshash P, ko‘phad topilib
X

gt _1X1§; Pzi -1x2§f NE (zoMm)

bo‘ladi va hakoza P ko‘phad topilib,

K K
P P
Z- X, Z- 7,

ko‘rinib turibdiki Q = P, uchun (22) tengsizlik bajariladi. Teorema ishot bo‘ldi.

zOM da

§fN£ (zom)

Endi 1.1.4- teoremani Runge teoremasidagi vaziyatga M = K bo‘lganda

go‘llaymiz. Bunda



C.

R(Z): ej Z_ij

va x, OG, lekin 1.1.4-teoremaga asosan bu qutblarni xj* nuqtaga ko‘chirish

mumkin agar xj* va X lar K¢ ning ayni bir komponentasida bo‘lsa biror Q

ko‘phad uchun

C

.04 L dc e (z 0K")
Z- X, J%z-xj*

bo‘ladi. U holda

o
R*(Z): e Qj%z_ X-*

|

ratsional funksiya xj* nugtalarda qutbga ega bo‘lib,

‘f(z)- R*(ZX< 2e (z OK)
shartni ganoatlantiradi.

Yuqoridagilarga asoslanib Runge teoremasiga quyidagicha qo‘shimchalar

kiritish mumkin.

1. K® to‘plam har bir komponentasida z;, nugtalar tanlangan bo‘lsin. U

holda R - ratsional funksiyani shunday tanlash mumkinki, bunda aynan Z,

nuqtalar qutb bo‘ladi.

2. K¢ ni chegaralanmagan komponentasi uchun qutb sifatida z =T

nugtani tanlash mumekin.

Bunda xususan K*© bog‘lamli bo‘lgan holda ko‘phadlar bilan yaginlashtirish
hagidagi Runge teoremasi kelib chigadi.



1.2. Gonchar sinfi va Sadullayev kriteriyasi
Analitik funksiyalar bir giymatli bo‘lishligining lokal sharti.
Aytaylik, (fU), U={z:z- z|<D} f analitik funksiyaning elementi

bo‘lsin. Veyershtrass ma’nosida f funksiyaning tabiiy mavjudlik sohasini W

orgali  belgilaymiz. Yetarlicha kichik d,0<d<D radiusli ~ yopiq

K ={z:z- z,|J d} doirani tayinlaymiz. Ushbu kattalikni aniglab olamiz

a,taz+..+a z"
n
b,+bz+.bz"
n

ro= rn(f,K): infmaxf(z)-

a0 zOK

munosabat o‘rinli bo‘Isin. Gonchar tomonidan quyidagi natija isbot gilingan.

1.2.1-teorema. Agar
H : Un _ —
liminfr* =0 r = r. (f.K) (1.2.1)

bo‘lsa, u holda f o‘zining mavjudlik sohasida bir giymatli analitik funksiya
bo ‘lad.

Bu teoremadan bitta oddiy natijani kelib chigadi. Aytaylik F - faqgat chekli

sondagi maxsus nuqgtlarga ega, barcha analitik funksiyalar sinfi bo‘lsin. Agar
(f,U)- f OF analitik funksiyalar elementi bo‘lsa, u holda quyidagi shartlar

ekvivalent:
1) f - bir giymatli funksiya (W, da)

2) limr¥’" =0
ner "

3)liminfr¥" =
n®r n



r ni ratsional yaginlashishi bilan bir gatorda ko‘phad bilan yaginlashish ham

o‘rganiladi

e =e (f,K): inf max

g zOK

f(z)- (a0 +az+ .+ anz”X
Harganday ni O dae i r_
Yuqoridagi shartdan quyidagiga ega bo‘lamiz:

liminfe’" =0, e =e (f,K) (1.2.2)

n®T

Bu shartdan ham yana f funksiya W, da bir giymatli ekanligi kelib chigadi va

bundan tashgari W . ni bir bog‘lamli soha bo‘lishini isbotlash mumkin.

Ma’lumki, agar lim e’" = 0 tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda f - butun funksiya

bo‘ladi. (2) shart bajarilsa, zaruriyligidan funksiya mavjudlik sohasi bir bog‘lamli
ckanligini ko‘rsatadi. Masalan, f funksiya J kompleks tekislikda bitta

yakkalangan maxsus nuqtaga ega bo‘lganda edi (2) shart bajarilmaydi va bu shart

local shart sifatida go‘lanilishi mumkin bo‘lmaydi. Bundan W 11U soha ganday
bo‘lmasin C kengaytirilgan kompleks tekislida W, =W bilan ustma-ust

tushishini ta’kidlab o‘tamiz.

Biz quyidagi standart belgilashlardan foydalanamiz. S- to‘plam yopig‘i,
q9S - S MC to‘plam chegarasi, A(\/\b(W— ochiq to‘plam)- W to‘plamdagi
barcha bir giymatli va analitik (regulyar) funksiyalar sinfi. Bu belgilashni istalgan
S to‘plam uchun ham saqlaymiz. (f OA(S) yozuv W= W ochiq to‘plam va
?/OOA(V@ funksiya mavjud bo‘lib, S to‘plamda f bilan ustma-ust tushishligini

bildiradi. Aytaylik E - chegaralangan yopiq to‘plam bo‘lsin. E to‘plamning
logarifmik (garmonik) sig‘imini C(E) orgali belgilaymiz. Agar E to‘plam



to‘ldiruvchisi bog‘lamli va Dirixle masalasiga nisbatan regulyar bo‘lsa E to‘plam

regulyar deyiladi. bu quyidagiga ekvivalent:

G=J\E sohaG\ {' }dauzluksiz g(z)= g(z.T ) Grin funksiyasiga ega.

Bitti nugtaga ega, istalgan continium go‘shimcha bog‘lamlilik bilan regulyar

to‘plam bo‘ladi. E da uzluksiz j funksiya uchun faraz gilamiz

“j HE = maxh (ZX (1.2.3)

zOE

oddiy C (E) orgali E da uzluksiz bo‘lsin barcha funksiyalar fazosini belgilaymiz

r orqali darajasi n dan yuqori bo‘lmagan z ning ratsional funksiyalarini
begilaymiz (r = r_/q_ buyerda, r_,q darajasi n dan yuqori bo‘lmagan z ning
ko‘phadlari). Istalgan holatda ratsional funksiya tartibi unda belgilangan indeksdan

oshmaydi. r ratsional funksiya uchun r OA(S) yozuv r ni barcha qutblarni S

to‘plam tashqarisida yotganini bildiradi.

1.2.2-teorema. Aytaylik E regulyar to‘plam, D- E ni o'z ichiga oluvchi

ixtiyoriy (istalgan) soha, L{nk} - o0 ‘suvchi natural sonlar ketma-ketligi bo ‘Isin.

Aytaylik, f OA (D) vashunday §r, }  ratsional funksiyalar ketma-ketligi mavjud

nOL
bo ‘lib,

1/n
=0

Iime— r
nie

ne®T
nOL

bo‘lsin. U holda qganday F,E MF MD yopig to‘plam uchun {’n*}

nOL

r" OA(F), n OL ratsional funksiyalar ketma-ketligi mavjud bo ‘lib,

. L/n
I|me -r
ne®T n
nOA

F



bo ‘lad.
Ushbu teorema isboti giyidagi 2 ta lemmaga tayanadi.

1.2.1-lemma. Aytaylik E - regulyar to’plam, G- ixtiyoriy soha, E - G
sohaning yopiq qism to‘plami bo‘lsin. | = | (E,G,El) doimiy koeffitsiyent

mavjudki, "r OA (G ) ratsional funksiyalar uchun

51J I”'—fqrn

tengsizlik o ‘rinli bo lib, bu yerda g(z,b) orgali b OC \ E nugtada maxsuslikka

r

n

£

ega, E ning to ‘ldiruvchisi uchun Grin funksiyasini belgilangan.

Ushbu

In‘

r (z)(

n

- e 9(zh)

E

funksiya, C\E da subgarmonik, va bu sohaning chegarasida nomusbat(musbat

emas).

Maksimum prinsipini qo‘llab va Grin funksiyaning simmetriklik xossasini hisobga

olib, quyidagi tengsizlikni hosil gilamiz:

r (ZXJ HrnHE exp??k g(bk,z)glI zOC\E

Faraz qgilamiz, zOGIE uchun 1(z)=1 va zOG\E uchun

I (z): sup e?t?) b, ning barcha qutblari G ning tashqgarisida yotadi, oldingi

bOC\G

tengsizlikdan quyidagiga ega bo‘lamiz:

@) [r 1" @) zoG



Demak; 1J 1 (z)<+T 1 (z)- G sohada uzluksiz funksiya ekanligini

ta’kidlab o‘tamiz. | = moaéxl z) deb faraz qilib lemma tasdig‘iga ega bo‘lamiz.

Quyidagi lemma A. Kartanga tegishli

1.2.2-lemma. Har ganday d > O haqigiy son va z,,z,,...,z. kompleks sonlar

olmaylik kompleks tekislikda umumiy diametrlar yig‘indisi d ga teng bo ‘lgan
shunday aylanalar sistemasini topish mumkin-ki, bu aylanalar tashgarisida

yotuvchi har bir z nugta uchun
n n

A A A S

tengsizlik o ‘rinli bo ‘ladi.

Teorema2. Aytaylik, E va E, - regulyar to‘plamlar, L = {n } - o‘suvchi
natural sonlar ketma-ketligi bo ‘Isin. Faraz gilamiz {s }  va {t } , ratsional

funksiyalar ketma-ketligi E da f OC(E) funksiyaga tekis yaginlashuvchi bo ‘Isin

va
1 1
an-s nzan-t n=Q
n®T nile neT nllg
nOL nOL

tenglik bajarilsin. Agar bu ketma-ketliklar E,  (mos ravishda f OS(E)) va
f OC(E,) funksiyalarga) to ‘plamda ham tekis yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda

ularning limit funksiyalari E, da ustma-ust tushadi.

f(z)e £(2), z OE,.



1.2.1-ta’rif.  00J "nugtada analitik bo‘lgan f  funksiyani  biror

B = B_(O,r), r> 0 atrofda tez ratsional approksimatsiya qildirish mumkin
bo Isa, ya'ni f funksiyaning {rm ;degr_J m} ratsional funksiyalar to ‘plamidan
ogishishir_ = r_(f,B) = infsup‘f(z)- rm(z)‘uchun ushbu

m B

1
n!|®rrr1 rm(f,B)=0
tenglik bajarilsa, u holda bu funksiya R° sinfga tegishli deyiladi.
R® belgilashda"0" yugori indeks f OR? analitik funksiya gaysi nuqtada

garalayotganligini anglatadi.

Sadullayev kriteriyasi

r —
1.2.3-teorema. f(z)= ¢ akzk U;|z|J 1 birlik doira atrofida golomorf
k=0

bo lib,

A, 8, -,

V= supmod|.................. k=12...,

ajk ajk+1 ajk"'k‘ 1
bo ‘Isin. Bu yerda mod | Y determinantni modulini bildiradi. U holdaf funksiya

1
K2

R sinfga tegishli bo Tishi uchun limV,

= 0 bo lishi zarur va yetarli.

I —
Isbot. f=¢ az funksiya U = {|z[J 1MC} birlik doira atrofida golomorf
j=0

k
bo‘lsin. g, = ¢ ¢z’ - k- darajali ko*phad bo‘libc, = 1 bo‘lsin.

j=0



(k+1) _—
A (a' a'J+1 'aj+k)

. k,j = 01..
C(" Y=(.c._, .. Cp)

larni C*** fazo vektorlari deb faraz gilamiz.

<ab>= aobo+ ot akbk

bo‘lsin. U holda

f[ﬁk — _|_ e < A(k+1) C(k+1) > Zj+l

j- k+1
j=k
Buerda p — biror k-darajali ko‘phad fgq - p,  ayirmani minimallashtirish
magsadida

_ (k+1) (k+1)
h,, = 'M) sup [< A" 7,C >
C jil

kattaliklarni kiritamiz. Bu h,ketma—ketlik quyidagi xossalarga ega.

a) h i h,  k=12..vaf funksiya fagat va fagat h,, = 0 bo‘lgandagina k —

darajali ratsional funksiya bo‘ladi.

x|

b) f OR® BI I|mh =0

Aslida f OR° bo‘lsa, shunday r (z) ratsional funksiyalar ketma—ketligi topilib,

[ =

I|m||f- r ||k=

=~
()
—_
c \

bo‘ladi.

p(2)

=0

va q(z)=1+cz+..+Cz



bo‘Isin. g ko‘phadning nollari U birlik doiradan tashqgarida ekanidan.

k
1+ ¢ |c I 2°.

=1

Natijada

1
a7 2 va la.f- p, [E® 0

bo‘ladi. Buyerdan k ® T da

1 1 1
hl?:ll J SJl;lE) |< Aj(k+1),C(k+1) >|k+1J ||qnf _ pk ||5+1® 0
Aksincha, agar
1
limh¥ =0
k®T
‘ _ P, L 1 .
bo‘lsa, uholda r, = — ketma—ketlik topilib, |z |< 5 doirada
9
f : -
|qk - pk |J hk+12_k k= 1,2,

tengsizlik bajarilib, r_o‘lchov bo‘yicha f ga tez yaginlashadi va f OR°bo‘ladi.

Shuni ta’kidlab o°tish kerakki h  kattaliklarni nolga yaqginligi geometrik jihatdan
A vektorlarga tortilgan jism C* fazodagi yassi jismga yaqin. Boshga tomondan

bunday yaginlikni vV kattaliklar orgali ham xarakterlashimiz mumkin.

1.2.3-lemma. h_vaV, Kattaliklar o‘zaro quyidagicha munosabat bilan bohlangan:

Vv
Ny T (K Dhy (1.2.5)

k+1
k



Isbot. V, kattalik maksimum giymatga A™,...,A™ vektorlarda erishsin, ya’ni

vk+1 1 mOd :| ale + a‘j+1])2 Tt a‘j+k])k+1 |

Bu yerda D lar mos element algebraik to‘ldiruvchisidan iborat. Bundan C**% ni

XD D
g Lo, = ,1§ qgilib tanlasak, barcha j i 1 uchun
DI<+l Dk

+1

: (k+1) (k+1)
Vi iV, € AR CEn >

ga ega bo‘lamiz. NatijadaV,, i V, SLJ;p [< AFP.CUY > va

bo‘ladi.

Ikkinchi tomoni uchun yetarlicha kichik e > 0 son olib shunday C “*?

vektor topamizki,

|<Aj(k+l)’c(k+l)> | < hk+1+ e, j=12..

vektorlarda erishsa, u
1

+

bo‘lsin. AgarV, , o‘zining maksimum qiyma‘[igaAj ,...,Aj

holda



< (k+1) (k+1)>
2, A L QA i AJ.l ,C

a. a a a < A.(k+l) C(k+1) >

Jesa Jeartk | PR PAPE O Jee1
J (k+ 1)51?p < Aj(k”),C(k”) >V ] (k+ D(h,, + eV,
bo‘lib, e > 0 sonning ixtiyoriyligidan 1.2.5-tengsizlikni hosil gilamiz.
Teorema isboti. (2) tengsizlikka asosan

Vhh.h TV JVkihh b

bo‘lib, h_ kattalik xossalaridan foydalanib quyidagi elementar faktni isbot gilish

mumkin; istalgan kamayuvchi a i 0 ketma—ketlik uchun

1 1 1

lima* J lim(@ 4..% )< J lima* (1.2.6)

k®T k®T k®T
tengsizlik o‘rinli.

1 1

(1.2.6) ni isbot qgilish uchun a klgp af, A klgp(alq.}hk)

__ 1 - 1
a= limak, A= lim(a 4..% )
koT K k®[( 1 k)

a, ni monotonligidan
1 1

_ - k7 . Yk k7 _
A kI|®rTr1(a111..113\k) i kI|®rp(an) a

Boshga tomondan esa e > 0 sonni fiksirlab k, nomerni shunday tanlaymizki,
1

ki k0 uchun aE J a+ e bo‘lsin. U holda

_ 1 _ kot...tK 1
— h k2 1 + k2 — + 2
A I(I(l@rp(ako...ak) J I!(l@rp(a e) (ate)




1

Va e > 0 ni ixtiyoriyligidan A J a2 bo‘ladi. Bu faktdan

1

limV < =0

1
lim h = 0 bl
k®T k®T

munosabat kelib chigadi.



11 BOB. NOZIK TOPOLOGIIYA
2.1 Nozik topologiya.

Metrik fazolarning asosiy tushunchalari (limit nugta, to‘plamning yopilmasi)
atrof hamda ochiq to‘plam tushunchalari yordamida kiritiladi. Bunda atrof va ochiq
to‘plamlar ko‘rilayotgan fazoda berilgan metrika bilan aniglanadi. Umuman,
berilgan to‘plamda ochiq to‘plamlar sistemasini aksiomalar yordamida bevosita

kiritish mumkin.

2.1.1-ta’rif X to‘plamdagi topologiya deb, X ning gism to‘plamlaridan
iborat va quyidagi aksiomalarni ganoatlantiruvchi t to‘plamlar sistemasiga

aytiladi:

1°X Ot, XKOt;

2°. Agar {G, }Mt bo‘lsa, uholda UG, Ot;

aOl

bu yerda indekslar to‘plami | ixtiyoriy;

3°.G,G, G, ...,G Ot van ixtiyoriy natural son bo‘lsa, u holda

| G, Ot.

k=1

(X 1 )juftlik topologik fazo deb ataladi. X ningt sistemaga tegishli bo‘lgan

gism to‘plamlari ochiq to‘plamlar deyiladi. Shunday qilib, topologik fazoni berish
— bu biror X to‘plamni olib, unda t topologiyani kiritish, ya’ni X ning ochiq
to‘plam deyiladigan qism to‘plamlarini aniqlash, demakdir. Topologik fazoning

elementlari uning nugtalari deb ham ataladi.

Bitta X to‘plamda turli xil topologiyalarni kiritish mumkin bo‘lib, bunda

turli topologik fazolar hosil bo‘ladi.



t vat, sistemalar X dagi ikkita topologiya bo‘lsin. Agar t Mt,
munosabat o‘rinli bo‘lsa, t, topologiya t  topologiyaga nisbatan kuchliroq
topologiya deyiladi va t | J t, Ko‘rinishda yoziladi. Bu holda t, topologiyani t,
topologiyaga nisbatan kuchsizrog(sustroq) topologiya ham deyiladi.

Nozik topologiya. Bizga ixtiyoriy bir X to‘plam berilgan bo‘lsin. f orqali

quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi funksiyalar sinfini belgilaymiz:

Nf Of IOl f Of, "l i O

ii)f, f,0f 10f + f, Of ;

1 2
iii)- T Of .
Bunda 09I = 0 deb gabul gilamiz. Shu sababli i) xossa | = Ovaf funksiya
ba’zi bir nuqtalarda - I bo‘lganda ham ma’noga ega bo‘ladi.

Agar X to‘plamda topologiya berilmagan bo‘lsa, biz unda eng kuchsiz

shunday t  topologiyani kiritamizki, bu topologiyada barcha u(x)Of funksiyalar
yugoridan yarim uzluksiz bo‘ladi. Bu topologiya quyidagi to‘plamlar yordamida
hosil gilinadi:

{x OX : ux)< a}

Bu yerda u(x)Of ixtiyoriy bir funksiya, a - ixtiyoriy bir hagiqiy son. Agar X -

to‘plamda oldindan biror t, topologiya berilgan bo‘lsa, u holda biz f funksiyalar

sinfiga yana bir yugoridan yarim uzluksiz bo‘lishlik shartini qo‘shamiz.

X to‘plamdat  topologiyadan kuchli bo‘lgan topologiyalar ichida va ular
bo‘yicha f funksiyalar sinfiga garashli barcha funksiyalar uzluksiz bo‘ladigan

topologiyalar ichida eng kuchsizini t bilan belgilaymiz. Aniglanishiga ko‘ra t,



topologiyada {X D u(x) < a} to‘plamlar ochiq to‘plamlar bo‘ladi.t topologiya esa

quyidagicha aniglanadi: t_  ga qarashli barcha ochiq to‘plamlar va {x D u(x) > a}

ko‘rinishdagi barcha to‘plamlar birgalikda t topologiya, ya’ni, nozik-topologiya
bo‘ladi.

2.1.2-Ta’rif EMX gismto‘plam x  ITE nuqtada siyrak deyiladi, agar

)X, IE (Z_Z - t, topologiya bo‘yicha);

1

yoki

)X, OE va$ u(x) Of funksiya topilib,

lim u(x) < u(x,)
X® X,
xOE

qat’iy tengsizlik o‘rinli bo‘lsa.

X, ITE nugtada E to‘plam siyrak bo‘lmasligi uchun har ganday uOf

funksiyani olmaylik,

U(x,) = lim u(x)
xOE

bo‘lishligi zarur va yetarli.
Berilgan nuqtada siyrak bo‘lgan to‘plamning xossalari.

I)X,nugtada siyrak to‘plamning ixtiyoriy qism to‘plami ham X  nuqtada

siyrak bo‘ladi.

i) X  nuqgtada siyrak cheklita to‘plamning birlashmasi ham X, nugtada siyrak

bo‘ladi.



H)E to‘plam X, nugtada siyrak biror D ochig to‘plamning qismi bo‘ladi.
(x, IID).

2.1.1-Teorema(Kartan) E to'plam X, nuqtada siyrak bo'lsin, u holda
X, I1E, ya'ni X, hugtaning shunday U nozik atrofi topilib, E3U = XK va E

to ‘plamning to ‘Idiruvchisi E€ ham x , hugtaning nozik atrofi bo ‘ladi.

Isbot: Faraz qilaylik, E to‘plam X nuqtada siyrak bo‘lsin. E€ to‘plam X

nugtaning nozik atrofini saqlashini ko‘rsatamiz. Siyrak to‘plamning ta’rifiga ko‘ra,

shunday bir u(x)Of funksiya topiladiki,

iUf (sup u(x)) < u(x,)

xOE 3U

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerdan kelib chiqadiki, X nugtaning shunday bir U

atrofi topiladiki,

supu(x) < I < u(x,)
xOE 3U

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
S = {x:u(x)> I}

to‘plamni qaraymiz. U nozik topologiya bo‘yicha ochig va x, OS. E3U
to‘plamda u(x) J | ekanligidan S 3 (E 3U)= X ekanligi, ya'ni S 3U ME®
ekanligi kelib chigadi hamda U va S to‘plamlar x; nugtaning nozik topologiya

bo‘yicha atroflari bo‘ladi. Demak, E © to‘plam x nugtaning nozik atrofi bo‘ladi.

Teskarisi, aytaylik, V to‘plam x, nugtaning nozik atrofi bo‘lsin. V°©

to‘plamning X, nuqgtada siyrak ekanligini ko‘rsatamiz. V atrof o‘zida nozik ochiq



to‘plam S ni saqlaydi, qaysiki, S ' x,. Faraz gilaylik, S to‘plam X nugtaning t,

—C
—atrofi bo‘lsin(oddiy ma’nodagi ochiq to‘plam). U holda x ITV , demak, V ©
to‘plam x, nugtada siyrak bo‘ladi. Agar S to‘plam X, nugtaning t —atrofi

bo‘lmasa, u holda S to‘plam t —ochiq to‘plam bilan chekli sondagi

{X su(x) > I} ko‘rinishdagi X, nuqtani o‘z ichida saqlovchi to‘plamlar

0
kesishmasidan iborat bo‘ladi. Ularning to‘ldiruvchisi esa ta’rifga ko‘ra X, nugtada
siyrak bo‘ladi. Ularning chekli birlashmasi ham x  nugtada siyrak bo‘ladi, demak,

S® ham x, nugtada siyrak, ikkinchi tomondan vV © MS® . Demak, VV © to‘plam X

nuqtada siyrak bo‘ladi. Teorema isbot bo‘ldi.
Nozik topologiyaning ba’zi bir xossalari.

2.1.2-teorema a) agar t -topologiya nuqtalarni ajratuvchi bo‘lsa, t -

topologiya ham shunday bo ‘ladi.
b) agart - topologiya regulyar bo ‘Isa, t —topologiya ham regulyar bo ‘ladi.

v) agart — topologiya teng kuchli bo Isa, t —topologiya ham teng kuchli
bo ‘ladi.

Isbot: a) t —topologiya t —topologiyadan kuchlirok bo‘lganligi sababli t —

ajratuvchi bo‘lsa, t —topologiya ham ajratuvchi bo‘ladi.

b) x,nugtaning nozik atrofi V ni garaymiz. x, nugtaning biror t_ —atrofi U

uchun shunday u Of funksiya topiladiki, sup u(y) < u(x,). Aytaylik, |

yOCV 3U

sup u(y) <l < u(x,) shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy bir son bo‘lsin va
yOCV 3U

= :u(x)i 1} bolsin. Bu toplam t,— yopiq vax,ni nozik atrofi bo‘ladi.

Bundan tashgari S 3U MV . Teorema shartiga ko‘ra, X, nuqgtaning yopiq t —



atrofi U, topiladiki, gaysiki, U, MU bo‘ladi. U holda S 3U MS 3U vax,

1

nugtaning t — yopiq nozik atrofi bo‘ladi.

Faraz qilaylik, endi t —topologiya lokal kompakt bo‘Isin.Nozik topologiya
bo‘yicha W to‘plamda zich bo‘lgan w_ochiq to‘plamlar ketma-ketligini garaymiz
I
I

va | w to‘plam ham nozik topologiya bo‘yicha W to‘plamda zich bo‘lishligini
1

n=

Ko‘rsatamiz, ya’ni ixtiyoriy nozik-ochiq w NeJK to‘plam uchun (I Wn)3 w NedK
w, 3 w NeXK to‘plamdan X, nugta tanlab olamiz va uni biror t —yopiq atrofini
garaymiz. Bu atrofga garashli K, kompakt atrofni qaraymizki, gaysiki, u a, MK
nozik-ochiq to‘plamni o°zida saqlaydi.Endi xuddi shunday o‘zida nozik-ochiq a,
to‘plamni saqlovchi w, 3 a, to‘plamga qarashli K, kompaktni garaymiz va

xokazo. Shunday qilib, biz

ichma-ich joylashgan to‘plamlar ketma-ketligiga ega bo‘lamiz. Bu yerdan kelib

chigadiki, w 3wilw 3a UK 11K va
}I< ()
gl| an? w=| (Wn 3 W)I/I | K, NeXX.

v) Bu yerda quyidagini isbotlash yetarli. Faraz gilaylik, V to‘plam X
nugtaning biror nozik atrofi bo‘Isin. U holda shunday bir X, nugtada nolga teng,
V ¢ da 1 gateng va giymatlari to‘plami ;Ug); 1; segmentdan iborat shunday bir nozik

uzluksiz funksiya topiladi.



V € to‘plamx,, nugtada zich bo‘lmaganligi sababli ta’rifga ko‘ra shunday bir

u Of funksiya topiladiki, x, nugtaning biror U atrofida supu(x)=1 < u(x,)

vE3u
bo‘ladi. u, = inf{u, I }funksiyani garaymiz. Bu funksiya nozik uzluksiz funksiya

bo‘ladi. Aytaylik,
u,(x)= mgnf{uy u(xo)}- u (XO)i

bo‘lsin. u, (x) funksiya nozikuzluksiz va ;@; 1% oraligdagi giymatlarni gabul giladi.

Undan tashqari,

o, ()= P X

X
i x oV 3U
Lekin, t —topologiya teng o‘lchamli bo‘lganligi uchun W da uzluksiz bo‘lgan
shunday w(x) funksiya topiladiki, gaysiki, w(x,)= 0, w(x)=1, x OU° va
w:W® ;u? 1% f(x)= inf{u,, w} funksiyani garaylik. U holda f funksiya nozik

uzluksiz0J f(x)J 1 va

teorema isbot bo‘ldi.

2.1.1-ta’rif a) E toplam x, ITE nuqtada o‘ta siyrak deyiladi, agar

shunday bir u(x)Of funksiya topilib, u(x)¢ - I' va limu(x)= - T bolsa.
xOE0



b) E to ‘plam polyar to ‘plam deyiladi, agar shunday bir u (X) Of funksiya

topilib, u(x)¢ - T vau|, =-T bolsa.

V) E to‘plam qat’iy polyar to‘plam deyiladi, agar ixtiyoriy E'ME qism
to ‘plam va ixtiyoriy X IIEY nugta uchun shunday bir u Of funksiya topilib,

ule.=-T vau(x)>-T shartbajarilsa.

2.1.3-teorema Agar E to‘plam Qat’iy polyar to‘plam bo‘lsa, u holda
E\ {x} to‘plam x nuqtada o ‘ta siyrak bo ‘ladi, hamda E to ‘plamning har bir

nuqtasi nozik yakkalangan bo ‘ladi, ya ni ixtiyoriy X O E uchun nozik topologiya

bo ‘vicha E \ {x} NeE bo ‘ladi.



2.2. Nozik analitik funksiyalar va ularning xossalari
Nozik analitik funksiyalar

2.2.1-ta’rif. U to‘plam J kompleks tekislikning nozik ochiq gism to‘plami

bolsin. f :U ® J funksiya uchun ixtiyoriy V MJ ochiq to‘plam asli f ')

nozik ochiq to‘plam bo‘lsa, u holda f funksiya nozik uzluksiz funksiya deyiladi.

2.2.2-ta’rif. Faraz qilaylik z nugta U to‘plamning nozik limit nugtasi bo‘lsin.

f:U ® J funksiya uchun shunday L son topilib, bu L sonining har ganday N

atrofi uchun z nugtaning shunday V atrofi topilib,

f(v 3U)\ {z}) MN
munosabat bajarilsa, u holda L soni f(z) funksiyaning z nugadagi nozik limiti
deyiladi va quyidagicha belgilanadi:

F- limf(w)=1L

w® z

2.2.3-ta’rif. f :U ® J funksiya va z OU nuqgta berilgan bo‘lsin. Agar ushbu

nisbatning
f(w)- f(z)
W- z
w ® z dagi limiti mavjud bo‘lsa, u holda, bu limitga
f funksiyaning z nuqgtadagi nozik hosilasi deyiladi va F - f'(z) kabi
belgilanadi. Agar z nugtada funksiyaning nozik hosilasi mavjud bo‘lsa nozik

differensiallanuvchi bo‘ladi.

Yugorida keltirilgan ta’riflarga asosan nozik differensiallanuvchi funksiyalar
albatta nozik uzluksiz bo‘ladi. Nozik topologiyaning aniglanishiga ko‘ra esa

kompleks tekislikdan barcha subgarmonik funksiyalar nozik uzluksiz boladi.



Brelo sharti deb nomlanuvchi quyidagi teorema nozik uzluksiz funksiyalar lokal
uzluksiz bo‘lishini ko‘rsatadi.
2.2.1-teorema. V MJ - nozik ochig to‘plam. f :U ® J nozik uzluksiz

funksiyalar ketma-ketligi bo‘lsin. U to‘plamning har bir nugtasi uchun shunday

V- MU nozik atrofi topilib, f funksiyalarning barchasining bu to‘plamda uzluksiz

funksiyalar bo‘ladi.

2.2.4-ta’rif. V M1J nozik ochiq gism to‘plam bo‘lib, bu to‘plamda f :U ® J

funksiya aniglangan bo‘lsin. Agar f funksiya U to‘plamning har bir nugtasida
nozik differensiallanuvchi bo‘lib, uning nozik hosilasi U toplamda nozik uzluksiz

bolsa, u holda f(z) funksiyagaU to‘plamda nozik analitik funksiya deyiladi.

Keyingi teoremga asosan nozik analitik funksiya ta’rifini boshqa ekvivalent

shartlar bilan ham berish mumkin.

2.2.2-teorema. U MJ nozik ochiq to‘plam bo‘Isin. Quyidagi shartlar o ‘zaro

ekvivalent.

f:U ® J funksiya nozik analitik.

U to‘plamning har bir nugtasining V. MU nozik atrofi topilib, f |, funksiyaV

ning ichida ratsioanal funksiyalar bilan tekis yaginlashtirilishi mumkin.

U to ‘plmning har bir nugtasining shunday V MU nozik atrofi topilib, f funksiya
bu atrofda biror j OLi(J) funksiyaning Koshi-Pompeu almashtirishi bilan

ustma-ust tushadi.

fz)= 7 ﬁj )l (x), z OV

| - J dagi lebeg oIchovi, j funksiyaV da deyarli nolga teng.



2.2.3-teorema. U M1J nozik ochiq to ‘plam bolsin. Har ganday f :U ® J nozik

analitik funksiya istalgan tartibgacha nozik differensiallanuvchi bo ‘ladi va barcha

tartibli nozik hosilari nozik analitik bo ‘ladi.

2.2.4-teorema(Kartan). x nugta E to plamning nozik limit nuqtasi bo ‘Isin vag
funksiya haqiqgiy giymatli funksiya bo ‘lib, x nuqgtada | - nozik limitga ega bo ‘Isin,

u holda x nugtani shunday V * nozik atrofi topilib,

lim gy =1
y®X,
yOE\{x}3V

tenglik bajariladi.

Nozik analitik funksiyalarning ratsioanal approksimatsiyasi

2.2.5-teorema. U MJ nozik ochig gism to‘plam bo‘lsin. Agar f:U ® J
funksiya nozik analitik bo ‘Isa, u holda U to ‘plamning har bir nugtasida shunday

V MU nozik atrofi topilib, V qutblari va V atrofidan tashgarida bo ‘lgan g,

ratsional funksiyalar ketma-ketligi mavjud bo ‘ladi va istalgan ni O butun son

uchun g}”)hosilalar V to‘plamda F - f™ nozik hosilaga tekis yaginlashadi.(bu

yerda f© = f deb olamiz).

Teorema isboti uchun bizga quyidagi lemma zarur.

2.2.1-lemma. V MIJ nozik ochiq to ‘plam va k MJ kompakt to ‘plam bo ‘Isin.
Istalgan a haqiqgiy son uchun ushbu

h@= 1 l-x di(9, z0U

K\U

funksiya chekli va U to‘plamda nozik uzluksiz bo ‘lib, U ni har bir nugtasining
kompakt nozik atrofi V. MU topiladi va h_bu atrofda chegaralangan bo ‘ladi.

Ya 'ni



C,=suph (z)<T .
oV

2.2.5-teoremaning isboti. 2.2.2-teoremaga asosan ixtiyoriy z  nuqgta uchun

V_ MU nozik atrofi topilib,

f@)= 1§ (0= =i (I X, 20U,

S\U,,
ko‘rinishda tasvirlanadi va bunda |j OLi(J) bo‘lib, U to‘plamda j = Odeyarli
bajariladi.

f("), n=02x2..  funksiyalar  yuqoridagi integralni integral  ostida

differensiallashdan hosil gilingan funksiyalar bo‘Isin, ya’ni

V@)= (- D)'n! 7 %j (x)dl (x), zOuU,.
X 0

s\, VT )

Yugoridagi 1-lemmaga asosan z, nuqtaning shunday V. MU  nozik kompakt

atrofi topilib, n 1 0 da

1

C,., = suph, @) T dl (x)<T .

s\,

n+1

Z- x‘
munosabat o‘rinli bo‘ladi.

1. Awvalo biz F - f™ nozik hosilalar f™ ga tengligini ko‘rsatamiz. n ni
tayinlab olamiz, gw)=w "' wOJ \ {0} funksiyani garaymiz. g(w)

funksiyaning Teylor yoyilmasi

gw) = e ~(w- 2)'g¥@).

k=o K

tenglik o‘rinli bo‘ladi.



Endi biz quyidagi

1
R@M:W“-G%M-ﬁWWFW”5“W+mW“
k=0 K:

n+2
-(n+ Qzw" + 2" = w2 " %e P(w- 2)
i=0

funksiyani aniglaymiz. Bunda P.(z) ko‘phadlar bo‘lib, Teylor teoremasiga ko‘ra

limR&W) _
wW® z WwW- Z
munosabat o‘rinli bo‘ladi. Lekin,
n+2 )
R(Z’W) — W— n- lz— n- 2e PI(Z)(W _ Z)I— 1
W' Z j=0

tenglik o‘rinli bo‘lib, P, = 0, i = 0,1,2. bo‘lishi kelib chigadi. Bu yerda ixtiyoriy

w Nez uchun
R(Z VV) n-1,-n-2 " j
) — -n- -n- ] =
;=W e Pj+2(z)(w- z) =
(w- 2) =0
r=n+2
s=n+1
—_ -n-1,-n-2 i — - Typs- S
=w "z e a,.zIzw = ¢ bz 'w"
i,ji 0 rsio0
j=n
1=n+2

bo‘ladi va bunda b koeffitsiyentlar. w,z OV ni shunday tanlaymizki, z New

bo*Iganda
ON-lz)z[fm)ON)' 19@)- w- " @)]=

SeUnt - Xy;;t';;' 9 o () +

+°DM!T(W-nm+DQ'@m3wmu@:

S\U (W - 2)2
20



R(wW- X,z- X)

= (- D"n !S:EZO w- x)- (- x)]zj (x)dI (x)
SCnte p e 0 X 000109

munosabat o‘rinli bo‘ladi.

2.2.1-lemmaga va Gyolder tengsizligiga ko‘ra quyidagi

T (- x)"(W- X)) )dl (x)]J

s\U,

1

K
i \\“33 - X - X “dl (x)i]

U,

1 1 11
s em, @ e
tengsizlik kelib chigadi va uchburchak tengsizligiga asosan quyidagiga ega

bo‘lamiz:

r=n+2
s=n+1

- D'nle b, T (z- X) "(w- x)%j (x)dl (x)[J

rsi0 S\Uzo

r=n+2

| e ploics
r,si0

Yugoridagi yigindi chekli ekanligida, quyidagi musbat o‘zgarmas A soni topilib,

fOw)- f@)
w- Zz

fO* (@) ] A‘b HL2 ‘W— z‘

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. n = 0 bo‘lganda 3-ta’rifga asosan ixtiyoriy z OV
uchun F-f'(z)= f®3z) va matematik induksiya metodiga asosan

F- f™(z)= f™(2) tengliklar bajariladi.



2. Endi biz F- f™ nozik hosilalar analitik funksiyalar ketma-ketligi bilan

yaginlashtirilishini ko‘rsatamiz, ya’ni shunday f,funksiyalar topilib, fj(”) analitik

funksiyalarning hosilalari F - f™ da tekis yaginlashishini ko‘rsatamiz.

Ochiq w, to‘plamlarning kamayuvchi ketma-ketligini olamiz. Bunda V Mw; va

| w =V bDbo‘lsin.Bizj .
i=1 ] J

— 1{J\Wj}q funksiyani olib,

Hij-jHLZZ(Thj'j‘sz;:(T j2d|);
J

Wj\Uzo

munosabatga va bu munosabat orgali j ® T  da mb P j HL2 ® 0 bolishini

ko‘ramiz. Chunki, w, kamayadiva | w, =V MU, munosabat o‘rinli.
j=1 "

{f,} ketma-ketlikni quyidagicha aniglaymiz:

fj(z) =T %j j(x)dl (x) = fj(z) = T ﬁj J.(x)dl (x), z Ow,

S\Wj
aOija
1_1Ul_1qer(z-a)n
Z- X a-xlz—a a- X ,-o X- a
X- a

tenglikka asosan fj(z) analitik funksiyalar quyidagicha yaginlashuvchi qator

ko‘rinishida ifodalanadi

(@)= @ aytr oo (1 (0.

n=0 S\w, ( )
Ya’ni f; funksiyalar w, da golomorf va cheksiz differensiallanuvchi. fj(”) ifoda

fJ. analitik funksiyaning n - tartibli hosilasi bo‘lsin. U holda,



n) — n 1 H —_
0= (- 1) n!?mj (0dl (x), n=012.

tenglik o°rinli bo‘ladi. Bu tenglikdan va 1-lemmaga asosan

fj(n)(z) - f(n)(z)‘ —

sup fj(”)(z)- F ~ f(”)(z)‘ = sup
o/ o/

=supn!lp (z- x) 0G0 (- § 00Xl (x)|J

2 s,
0

Intsup|p - 5" 00 - G0 (0T

2 s,
0

1 1
X

K
] n!sungT -l (x)g‘iT i 00- ool (x)g\J

AR T

Baholash kelib chigadi. C -cheklisonva j ® T da

2(n+1)
i, ®o

ekanidan j ® T da

sup 1(2)- Ff‘”)(z)‘ ® 0

bo‘lishi kelib chigadi. Shuni isbotlash talab qilingan edi. Ixtiyoriy analitik
funksiyaga esa ratsional funksiyalar bilan yaginlashtirish mumkinligiga asosan
teorema isboti tugaydi.

2.2.6-teorema. U nozik sohada aniglangan f analitik funksiya o ‘zining biror

z,0U nugtadagi F- f™(z) nozik hosilalari ketma-ketligi bilan yagona

aniglanadi.
Nozik topologiya va nozik analitik funksiyalar tushunchalarini kompleks

tekislik uchun quyidagicha gisgacha tavsiflash mumkin.



J  tekislikdagi nozik topologiya deb, subgarmonik funksiyalarning

uzluksizligini bo‘lishini ta’minlovchi topologiyalarning eng kuchlisiga aytiladi.

Nozik  topologiya {u Osh(J): u(z)> a} va {u Osh(J): u(z) < a}

ko‘rinishdagi to‘plamlar orgali hosil gilinadi. z°nugtaning nozik atrofi deb, z°

nugtani o‘z ichiga oluvchi nozik topologiyadagi ochiq V MJ to‘plamga

aytiladi. Bunda, shunday U =U(z°%r) doira va U da subgarmonik bo‘lgan

lim u(z) < u(z®) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. z°
®z°% 21V

u OshU) funksiya mavjudki,
nuqtaning yopiq nozik atrofi deb, U(z° r)\ G ko‘rinishdagi kompaktga aytiladi,
bunda r > 0,G MU(z°r) orgali z°nnugtani o‘zichiga olgan ochiq siyrak to‘plam
belgilangan.

Nozik analitik funksiyalar va ularning xossalari asosida uning ta’rifini quyidagicha

ham berish mumkin ekan: Agar f(z) funksiya D sohada sig im bo ‘yicha deyarli
hamma yerda aniglangan bo‘lsa, ya’ni biror E MD polyar to ‘plamning
tashgarisida chekli giymat gabul gilib, har bir z° OD\ E nugta uchun z°

nugtaning yopiq nozik F atrofi mavjud bo‘lib, bu atrofda ratsional funksiyalar

bilan tekis yaginlashtirish mumkin boIsa, u holdaf(z) funksiya D MJ sohada

nozik analitik deyiladi.



111 BOB. R°SINF FUNKSIYASINING NOZIK ANALITIK DAVOMI
3.1R° sinfga tegishli chekli funksiyalarning nozik analitikligi

3.1.1-teorema. Agar f e R° funksiya uchun ushbu

— Inm
lim < 400

m—>o0 Inm

In—

m

P

munosabat o rinli bo ‘lsa, u holda bu funksiya butun [J tekislikka nozik analitik

davom gqiladi, ya'ni butun [ tekislikda nozik analitik bo‘lgan f(z) funksiya
topilib, f|,=f boladi.

Isbot. Isbotni bir necha gismlarga ajratamiz:

1. Umumiylikni buzmasdan, f funksiya B(0,r)c[],r>1 doirada golomorf

bo‘lsin deb hisoblaymiz. Teorema shartiga ko‘raf e R® funksiya quyidagicha

tartibga ega

— Inm
t=Iim < 40,

m—so0 Inm

In—

m

P

va bundap_=p_(f,B) va B=B(0,1). p, ning ta’rifiga asosan ixtiyoriy s>0 son

uchun shunday rm(z):pm—(z), m=1,2,3,... ratsional funksiyalar ketma-ketligi

O (2)
o ym _ ym _ INM , |
mavjudki, bunda|f -r |2 = oy SW,mZm va m=k' vk>0. Bu yerda
| >7s. f(z) funksiyani
f(@)=r,(2)+ Y[ 1, (D)1, ()] (3.1.1)
k=1

deb olamiz.(1) gator B(0,1) yopiq doirada tez tekis yaginlashadi.

2. Ushbu r, (z)-r, (z) ayirmani m, >m" uchun baholaymiz:

Hrmh1 (2) - Mo (Z)HE S‘

rmk+1 (Z) - rmk+1*1(Z)Hg + Hrmkﬂ—l(z) - rmk+1—2(Z)HE +..+



[t (@ -1, (z)HE <[, @1 (z)HE +2|r, () f (z)HE Fot

+2 WG
[m.] [m, ]

rmk+1(z) — f (Z)HE +

Hisoblashlardan kelib chigadiki, m_=k' uchun

k|

%+...+m—nr}:/ssl-k 1I~(k+1)' 4+t %k, sZIk[iIT.
[mk+1] [mk] (k_i_l)T kT K

Bu yerda biz In(k +1) <k ekanidan foydalandik.
Natijada, ushbu

baholash kelib chigadi.
3. Endi r, (z)-r, (z) ayirmani butun [J tekislikda baholaymiz. Buning

K
r, ()T, (2)] < 4K {ﬂ “om>m (3.1.2)

P, (2)

m

uchun r (z)= ifodaning surat va maxrajini o‘zgarmas songa ko‘paytirib,

0,,(z) ko‘phadning modul bo‘yicha maksimal koeffitsientini 1 ga teng bo‘ladigan
qilib olamiz. U holda

P, . (2)0, (2) = Py, (2)D,, (2)
U, (2)0,,  (2)

rmk+1(z) N rmk (Z) -

bo‘lgani uchun quyidagi tengsizlik o‘rinli
[P, @0, @) = Py, (D), ()] <
<[, @ =1, @ [, 2 0, D) - (313)
Ushbu g, (z) ko‘phadning modul bo‘yicha maksimal bo‘lgan koeffitsiyentlari 1 ga
teng ekanligidan ||q,, (z)], <m+1 bo‘lishi kelib chigadi. (3.1.2) va (3.1.3)

munosabatlardan
k|

Doy (D, (2) = Py (D0, (D), < A&HS mem (3.14)




tengsizlikka ega bo‘lamiz, bunda A =4kl(k' +1)((k +1)' +1). Endi, Bernshteyn-

Uolsh tengsizligidan foydalanamiz, bunga ko‘ra ixtiyoriy p(z) ko‘phad uchun

p@)|<|p@)|- 2", zeD
o‘rinli.Bundan va (3.1.4) dan kelib chigadiki,
kl

P, (D)0, (2) = Py, (D)0, (D). < A{H J2f, zeD.

Natijada, ushbu

kl

- Ol A

o, @0, (2]

zell, m >2m'(3.1.5)

tengsizlik hosil bo‘ladi. Bu yerda d, =k' +(k +1)".

4. Ushbu Q, :{z ell: ‘qu(z)qmm(z)

1
d <%} to‘plamni kiritib olamiz.Tekislikda

kompakt bo‘lganD=B(0,R), R>1 sohani olamiz. Agar Q,,=Q "D deb

baholasak, u holda bu to‘plam sig‘imi uchun quyidagi baholash o‘rinli bo‘ladi

C(QkﬂD):C(QkYD,D)S%.
Bunda A, orgali R ga bog‘lig o‘zgarmas belgilangan.C sig‘imning sanoqli

subadditiv ekanligidan N — 0 da C(kg“ QKD) — 0 munosabatga ega bo‘lamiz.

Demak, ﬁ UQ,vaE = ﬁ U Q, to‘plamlar polyar ekan. Agar z° ¢ U Q,

N=1 j=N N=1 j=N i=N

1
bo‘lsa, u holda bu nugtada A <%, k>Nbo‘lib, (3.1.5)

Op, (2°)0,, . (2°)

tengsizlikka asosan quyidagi baholash bajariladi
kl

K -
rmkﬂ(zo) — rmk(ZO)‘ < A{%} s -‘ZO %2t _ Alk{zdk_sk}‘zo

“ k>N. (3.1.6)

Agard, =k' +(k +1)' ekanligidan foydalansak, ushbu



I | 1 ! I |
2d, ——k =<2|1+|1+—| |-—7k
S K S
tenglikka ega bo‘lamiz. ! > 7 bo‘lishidan, yetarlicha katta k >k, lar uchun
S

2d, — Ig k' <—3k' bo‘lishi kelib chiqadi. Bunga ko‘ra ushbu

", k>max{k,,N}, m =m' (3.1.7)

r, (2) =1, (%) < A |2°

tengsizlik bajariladi. Qayd qilish kerakki,

1 k'

1 = 3
r (22 =1, () <A%K S

2°|, k=max{k, N}, m >m"

Bunda

1

A =[4KI(K' +D)((k +1)' +1)]k'+<1k+1>' —1, k—>o0

k' k' 1
—=————>—, kow
d k +(k+1) 2

bo‘lganibois, yetarlicha katta k > k(z°) uchun quyidagi tengsizlik o‘rinli:

Sl

d <1 k>k(29).
" (z)

Irmkﬂ (ZO) - rmk (ZO)

Bu tengsizlikning isbotidan ze D\ U Q; uchun bu tengsizlik tekis bajarilishi

=N

ko‘rinadi, ya ni shunday butunk, € N son mavjudki, bunda

1 —_—
dk<%, k>k,, zeD\ UQ, (3.1.8)
=N

r-mk+1 (Z) - rmk (Z)
bo‘ladi.
5. Z:CJ{Z el : q,(z)=0}to‘plam polyar bo‘lgani uchunv(z)esh(l)
k=1

subgarmonik funksiya mavjudki, v = —oo, v|, =—oo bo‘ladi. Ushbu

Sy ={UQK}UZN, A:ﬁsN

k=N N=1



belgilashlarni kiritib olamiz, bunda Z :{z el : v(z)<%}.8ig‘imning sanogli

subadditiv ekanligidan quyidagi munosabat

C(SyND)<> C(Q,ND)+C(Z,ND)—>0

k=N
kelib chigadi.

Bundan, Sning plyuripolyar to‘plam bo‘lishiko‘rinadi. S ning tashqarisida (1)
qator tez yaginlashadi va uning yig‘indisi [J \'S dagi f(z) funksiyani aniglaydi.

(3.1.8) ga asosan tayinlangan natural N son uchun shunday natural k,>N

mavjudki, bunda ze D\ U Q, kompaktda quyidagi tekis baholash o‘rinli bo‘ladi

=N

<

(D)= (@) =2 (1., @) -1, (2))

t=k

< tZk:‘rmM(Z) -1 (7)|< Z(%j | z(%j ,k>k,. (3.1.9)

t>k

Endi f(z) funksiya [ da nozik analitik funksiya bo‘lishini ko‘rsatamiz. Shu

magsadda z° <[] \'S nugtani tayinlaymiz vaz® e D\S deb olamiz. Aytaylik
F,=D\S,, F= O F, bolsin. U holda D\F 'S ayirma z° € F nugtada
N=1
“uzilgan” to‘plambo‘ladi. Fto‘plam kompakt bo‘lib, (3.1.9) ga asosan
lim|r, @)~ 1), =0.

Bu esa, f|. eR(F,)vaf(z) funksiyalarning z° nugtada nozik analitik bo‘lishini

ko‘rsatadi. Teorema isbotlandi.



3.2 Ba’zi muhim natijalar

3.2.1-teorema 3.1.1-teoremaning shartlari bajarilganda {r (z)} ratsional
funksiyalar ketma-ketligi [ tekislikning hamma yerida sig’im bo ‘yicha nozik

analitik f funksiyaga tez yaginlashadi.

3.2.1-natija. Agar f eR® funksiya chekli tartibga ega bo ‘Isa, u holda bu funksiya

[ tekislikdagi yagona nozik analitik funksiya f ni aniglaydi. Boshgacha aytganda,
agar {r'(2)}va{r’(z)}ratsional funksiyalar ketma-ketligi nolning biror atrofida f(z)

funksiyaga chekli tartib tezligida yaginlashsa, u holda ular aniglaydigan ‘fl(z) va

‘fz(z) nozik-analitik funksiyalar [ da sig’im bo‘yicha deyarli hamma yerda
ustma-ust tushadi.

R sinfning gator xossalarini keltiramiz.

Teorema3.2.2.. f - R sinfning cheklit - tartibdagi funksiyasi bo‘lishi uchun

mt

munosabat o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli. Bu yerda

>
I
>
—~
=
N
I
2 R R R R R
o
o
N
w
3
+
x
S =T

A" - Gankel determinantining moduli hisoblanadi.

Isbot. Aytaylik, f(z) OO(B(O,r)), r > 0 vaf(z)=a,+az+az*+.. Teylor

gatori yoyilmasi bo‘lsin. Oldin



P;I Ra, R%, .. R"a Igli
A (FR2)) = IIEmod Ra, R%, .. R"Ma_ | E - R"A (1)
K A
E Ra, R*'fa ., .. Rzm‘laZm_lgI
1 1

bo‘lishini aytib o‘tamiz. Demak, A" (f(Rz)) » A™(f(z)) va biz umumiylikni
buzmasdan, r > 1 radiusli doirada gator yaginlashuvchi deb faraz gilishimiz

mumkin.

Agar f funksiya R° sinfni t - chekli tartibdagi funksiyasi bo‘lsa, u holda

Sadullayev kriteriyasiga muvofiq

baholash zaruriy shartni bajarilishini isbotlaydi.
Yetarliligini isbotlash uchun biz quyidagi lemmadan foydalanamiz.

Lemma. Aytaylik, e =@,38, - -a,) 1=12..m -J ™ fazoning ixtiyoriy

vektori va

pog

3

I
R R R A R R

o

o

N
o=

ifoda o°rinli bo‘lsin. U holda, shunday e yagona vektor mavjud-ki,



‘<e,ej>‘J A, 1=12...m
Tengsizlik bajariladi.
Ushbu

e = (a.,...,aj+m_1), j=L12...m

e = (a.,...,aj+m), j=212..m+1

j,m+1 j
vektorlar uchun bu yugoridagi lemmani qo‘llab quyidagi
e=(c

C..,Cy), €' =(' ,c' ,..,C')

m- 1’

‘<e,ej’m>

JA -, j=12..,m

‘<e‘,ej’m+l> JA .., 1=L2.,m+1
vektorni topamiz. Faraz gilaylik,
q.,2)=c,+cz+.c 2"

m

q,(z)=c'+c'z+.c' 2

ifoda o‘rinli bo‘lsin. U holda,

fq m-1- Pm-1 + <e’e1,m>zm + <e’ezm>zm+1 ot <e’em,m>22m-1 + Oa(zrmg.

2m+2
— ] m+1 ] m+2 1 2m+1
fq =p + <e ,e1’m+1>z + <e ,ez'm+l>z + ...+ <e ,em+l’m+l>z + Oa(z‘ ﬁj

bajariladi.

Ushbug_.p - g p. _, ayirma2m - 1 danyugori bo‘lmagan polinom darajasi

hisoblanadi.



Demak,

- iPry =GPy = Gy 008, )27+ (00, )27 4 ot (eie, )2 1

A m+1 1 m+1 1 2m- 1T
- m_lge ,e1’m+1>z + <e ,e2’m+1>z + ...+ <e ,em_1’m+1>z :

ifodani (1) ga asosan modul bo‘yicha bu polinom Kkoeffitsientlari

const Un YA+ A ) dan oshib ketmaydi. Demak,

9. ,(2)p, (2)- qm(z)pm_l(z)‘J constqnzqi1 , 20B(01),e>0, mi m,
mt+e

munosabatga kelamiz. Bunda | > 7t butun sonni tayinlab olamiz. Faraz gilamiz,

P, (@)

m =k' var (z)= ,m=12... tengliklar bilan aniglansin. U holda

‘ " q,(z)

3.1.1.-teorema isbotidagi mulohazalarida ba’zi o‘zgartirishlar Kiritib, ularni

takrorlasak, J tekislikda aniglangan
ro
W=r,@+e ¢, @-r, @)
1 k=1 k+1 k E

gatorga ega bo‘lamiz. Bu yerda 4 nozik analitik funksiya, shuningdek, {r_(z)}
ratsional funksiyalar ketma-ketligi J tekislikning barcha joyida sig’im bo‘yicha

P analitik funksiyaga tez yaginlashadi.

||mc§z OB(O,R): ‘rm(z)- f(z)m > ei;l: 0, "e>0,R>0.

meT

Bundan, f OR® funksiyat dan oshmaydigan tartibga egaligi ham kelib chigadi.

Teorema isbotlandi.



XULOSA

Ushbu magistrlik dissertatsiyasida Gonchar sinfiga tegishli bo‘lgan
funksiyalarning nozik analitik bo‘lishi shartlari o‘rganilgan bo‘lib quyidagi asosiy

natijalar olingan.

Agar f e R° funksiya uchun ushbu

— Inm
lim
m—so0 Inm

In—

oo

< 400

munosabat o‘rinli bo‘lsa, u holda bu funksiya butun [] tekislikka nozik analitik

davom giladi, ya’ni butun [ tekislikda nozik analitik bo‘lgan f(z) funksiya
topilib, f|,=f bo‘ladi.

Yuqoridagi shartlar bajarilganda shunday {r,(z)} ratsional funksiyalar
ketma-ketligi topilib, U tekislikning hamma yerida sig’im bo‘yicha nozik analitik
f funksiyaga tez yaqinlashadi, ya’ni

1

IimC{z eBOD:|r (2)-f(2) |m>g}=o, Ve>0, R>0.
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