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KIRISH
1. Ishning umumiy tavsifi

1.1. Mavzuning dolzarbligi. Plyuripotensidlar nazariyasi yoki kompleks
potensidlar nazariyasi dd°u " - Monje-Ampere operatoriga asoslangan va

zamonaviy matematikaning asosiy yo'nalishlaridan biri  hisoblanadi.m—sh
funksiyadlar sinfida potensiadlar nazariyasi A.Sadullayev va B.Abdullayevlar
tomonidan o‘rganilgan va hozirda matematikaning bir gator yo nalishlarida
muvaffagiyat bilan qo’'llanilmoqda. m—sh funksiyalar sinfi  subgarmonik va
plyurisubgarmonik funksiyalar sinflari orasidagi sinf bo’Igani bois bu soha kompleks
potensiallar nazariyasida adohida obyekt sifatida mutaxassislar €'tiborida bo‘lib
kelmoqda.

1.2. Ishning magsadi. m-sh funksiyalarning ta'riflari va xossdariga
asoslanib gat’iy m—sh funksiyalarni o'rganish.

1.3. Ishning vazifalari.

n—k
—VYueC?*(D) DcO" funksiyauchun dd°u “A ddc\z\2 >0 Vk=1,m

tengsizlikning k =m uchun bagarilishidan golgan barcha Wk =1,m-1 lar uchun
bajarilishi yoki bajarilmasligini aniglash
— m—sh funksiyalar sinfi m=n bo’lgan holda plyurisubgarmonik funksiyalar
sinfi bilan ustma-ust tushishini o’ rganish.
— m-—sh funksiyalarning gat’iy m—sh bo'lish shartlarini o'rganish
1.4.Tadqiqot obyekti.m —sh funksiyaar, gat’iy m—sh funksiyalar.

1.5.Tadqiqot predmeti. dd‘u . Monje —Ampere operatori hamda

gessianlar, ogimlar to'g'risidagi masalalar.
1.6.Tadqgiqot usullari. Ko'p kompleks o' zgaruvchining funksiyalar nazariyasi,
kompleks potensiallar nazariyasi va chizigli agebra usullari.
1.7.Tadqiqot natijalarining ilmiy jihatdan yangilik darajasi. Mazkur
ishning asosiy natijaari yangi.
1.8.Tadgiqot natijalarining amaliy ahamiyati va tadbiqi. Olingan natijalar va



usullar funksiyalar nazariyasining keyingi rivojlanishida va kompleks anaizning
tadbiqglarida go'llanilishi mumkin.

1.9.Ish tuzilishi va tarkibi. Dissertatsiya ishi kirish, uchta bob hamda
adabiyotlar ro' yhatidan iborat. Har bir bob bo’limlardan tuzilgan.

2. | shning mazmuni

Dissertatsiya ishi kirish, uchta bob, xulosa va foydaanilgan adabiyotlar
ro'yhatidan iborat. Birinchi bob uchta paragrafdan iborat bo’lib, unda garmonik,
subgarmonik va plyurisubgarmonik funksiyalar hagida zarur ma' lumotlar hamda
ularning xossalari keltirilgan.

Ikkinchi bob ikki paragrafdan iborat. Bu bobda musbat aniglangan differensial
forma va ogimlar hamda musbat gessianlar bilan differensial formalar orasidagi
bog'lanishlar o' rganilgan.

Ikki marta silliq ixtiyoriy u OC?(D) funksiya uchun uning 2-tartibli
differensiali

[ _
ddu = Eek u; dz; 1 7, (1)
j,
(tayinlangan z° O D nuqtada) ermit kvadratik formasidan iborat bo'ladi. Bu yerda

odatdagidek, d = § + 9 , d° = 11;1__11 bo'lib,
|

_ n ﬂu n ﬂu _
du=9qu+ qu=¢e —dz, + ¢ —=dz,
k=1 14k k=192,
KN n _
du = iglke ﬂ—udzk - e ﬂ_dzkgj
S R b k=192,

(1) tenglik unitar ([4] gagarang) amashtirishlar yordamida quyidagi diagonal
formagakeltiriladi:

dd°u = 'E(I dz, 1Mz, + ...+ | dz, 11z, ) 2)

Bunda |,,...,1 lar ermit (u_—) matrisasining xos qiymatlari, bo'lib,

n Jk



| = (1,1,...,1,)O V" hagiqiy giymatlardan iborat bo'ladi.
1-ta’rif. Ikki martasilliqueC® D DcO" funksiya uchun (tayinlangan z° € D
nuqgtada)
ddu ‘A dd°lz* " 20, Vk=12..m 3)

tengsizlik bajarilsa, u holda bu funksiya D sohada m-sh (1<m<n) funksiya
deyiladi.

1-teorema. D (1" sohada n - sh bo’lgan ixtiyoriy funksiya psh dir.

2-ta’rif. Agar uem—-sh(D)NC*(D),(Dcl") funksiya uchun £>0 son

topilib, u—gHzH2 funksiya ham D sohada m-sh funksiya bo'lsa, u holda u z
funksiya D sohada qat’iy m—sh funksiyadeyiladi,

Biz ikki martasilliq u e C*(D) funksiyauchun gat’'iy m—sh funksiyata'rifini
boshgacha ko' rinishda ham ifodalashimiz mumkin:

3-ta’rif. Agar ucC?*(D), (D cl]") funksiya uchun ushbu

n-k
ddu ‘A dd’lz >0, vk=12.,m  (4)

gat’iy tengsizliklar o'rinli bo’lsa, u holda bu funksiyagat’iy m—sh funksiya
deyiladi. Bu ikki ta'rif bir-biriga ekvivalent.

1-lemma. Agar
H, A =A4+4+4+..+4,20
H, 1 =44, +A4+...+4,,4,20
< H, 1 =444+ AL, +..+ 4, A, 4,20 (5)
H., A =4.4,+.+4 A >0

n-m+2"* n
Hy 4 =4 A+ + 44, >0

m+1*

bo’lsa, uholda H, ;>0 bo’ladi.

Y uqoridagi lemma asosida quyidagi teoremani ham isbotlash mumkin:



2-teorema. Agar ue m—sh(D)(NC?*(D) bo'lib, (3)tengsizliklarda k = m

uchun dd°u " A ddc\z\2 S0 bo'lsa, uholdaqolgan barcha k =1,m -1 lar
n-k
uchunham dd°u “ A dd°[zf >0 bo'ladi, yani uem-—sh(D)NC*(D)

funksiyaning gat’iy m—sh bo'lishligi uchun  dd‘u " A ddc\z\2 S0 ning

bajarilishi zarur va yetarlidir.

Mudlif o'z ilmiy rahbari Fizika-matematika fanlari doktori B.l.Abdullayevga
masalani qo'yishda, qo‘'yilgan masadaarni ha etishda ko'rsatgan doimiy €'tibori
uchun chuqur minnatdorchiligini izhor etadi. Shuningdek, A.A.Atamuratovlarga
hamda kafedraning barcha o' gituvchilariga dissertatsiya ishini tayyorlashda bergan
gimmatli maslahatlari hamda dissertatsiya ishi masaaarini muhokama qilishda

ko'rsatgan yordamlari uchun o‘zining minnatdorchiligini bildiradi.



| BOB. FUNKSIYALARNING BA’ZI MUHIM SINFLARI

Subgarmonik va plyurisubgarmonik  funksiyalar sinflari potensidlar
nazariyasining asosiy obyektlaridan bolib, bu nazariyaning barcha metodlari asosida
ushbu tushunchalar yotadi. Masalan, Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasi,
kompleks Monje - Ampere tenglamasi uchun Dirixle masalasi, ko'p argumentli
golomorf funksiyalarni anditik davom ettirish masalaari, ko'phad va ratsiond
funksiyalar bilan yaqinlashtirishlar masalaarida ekstremal plyurisubgarmonik
funksiyalar muhim ro‘l o'ynaydi.([2],[6],[7],[8],[13],[16] ga garang)

1.1.Garmonik funksiyalar.

D < R" sohada ushbu

2 2 2
AuEa 121+8 l2J+...+a lj:O
OX;  OX, OX

n

tenglamani ganoatlantiruvchi ue c? © funksiya garmonik funksiya deyiladi, bunda

o> o? 0*
A=—+_—F+.+
OX;  OX, OX

n

laplas operatori.
Barcha garmonik funksiyalar to'plami H (D) kabi belgilanadi.
1.1.1 —teorema. Agar u(x) garmonik funksiya bo'lsa, u holdaixtiyoriy x° e D nuqta
va S(x°,r) = D sferauchun
) =—— fudo (1.1.1)

O-nr S(x°,r)

bo'ladi, bunda o, - birlik sferaning yuzi.

Aksincha, agar D dan olingan har bir x°eD nuqgta va yetarlicha kichik

r (0<r<r,(x°)) lar uchun (1.1.1) formulao'rinli bo’lsa, u holda u(x) € H(D) bo’'ladi.

Endi garmonik funksiyalarning ba’zi bir xossalarini keltiramiz.
a) Agar u,ve H(D) bo'lib, 4,z R bo'lsa, u holda
M+ wweHO
bo'ladi;
b) agar umumlashgan funksiya f uchun Af =0, yani ixtiyoriy ¢eF© da
7



f(Ap) =0 tenglik bgarilsa, u holda f garmonik funksiya bo’ladi, anigroq qilib
aytganda, shunday v(x)eC?(D) , Av=0 bo’lgan funksiya mavjudki,
f(p) =v(p) = V() (x)dv
bo'ladi;
v) agar u(x) funksiya B(x,,r) sharda garmonik, uning yopig'ida esa uzluksiz, ya ni
u(x) € H(B(X,, N)NC(B(x,,1)
bo'lsa, u holda

ux) = [u(y)P(x,y)do(y)

S(x°,r)

formulao'rinli bo’ladi, bunda

r —_ —
P(X,y)=——"—, nx2

Puasson yadrosi.

Ikkinchi tomondan, agar ¢(y) funksiya S(x°,r) sferada uzluksiz bo'lsa, u holda

u) = [ e(y)P(x,y)do(y)

S(x°,r)

funksiya B(x,,r) sharda Dirixle masalasi

Au=0 , u

spe.n=2(Y)
ning yechimi bo’ladi.
Dirixle masalasini chegarasi silliq bo'lgan ixtiyoriy DcR" sohada ham garash

mumkin: ¢(y)e C(6D) uchun yagona u(x) e C(D) mavjudki, Au=0, u‘aD:(p(y)

bajariladi;
g) kompleks tekislik C~ R?* dagarmonik funksiyalar golomorf funksiyalarga bevosita
bog’langandir.
Agar z=x+iy deyilsa, unda
A= i + i =4 &

2 oy o1
bo'ladi vahar bir golomorf f e 0© _funksiya uchun

Ref=f+f, Imf__f
2 2i




tengliklardan

ARef=0, Almf=0,
yani Ref vaimf larning garmonik funksiyalar ekanligi kelib chigadi.
Shuningdek, agar u(z) e H ©_ bo’lsa, u holda har bir z° e D nugta va uning atrofi
B(z°,r)cD uchun shunday fe<0O@ funksiya topiladiki, Re f(z)=u(z), zeB
bo’ladi.
Haqgigatan ham, z° =0 deb B = B(0,r) doirada Puasson formulasini ushbu

r* |z

_iZII _iZﬂ §+Z
u(2) = Oj u() dt=_— Oj u(&) Ref_zdt,

€2

bunda ¢ =re", ko'rinishda ifodalaymiz. Bu formuladan B(o,r) da golomorf
I PPN
f&)_zﬂ;h@)g_zdt (1.1.2)

funksiyasi uchun Re f(z) =u(z) ekanligi kelib chigadi.
(1.1.2) formula golomorf funksiyani uning haqigiy gismi orqali ifodalashda ham
ishlatiladi: ixtiyoriy f(z) e O(B)NC(B) uchun ushbu

HA=§%?M@§{§&+Hmf@)

formula o’rinlidir.
1.2.Subgarmonik funksiyalar
Faraz qilaylik, D = R" sohada aniglangan lokal integrallanuvchi
u: D —[—o0,+x)
funksiya berilgan bo’lsin, ue L (D).
Agar bu funksiya quyidagi ikki shartni bajarsa:
1) u(x) yugoridan yarim uzluksiz:

ya'ni vx° e D uchun lim u(x) <u(x°)
X—>X

(bundan u(x) funksiyaning D ga tegishli ixtiyoriy kompaktda yuqoridan
chegaraanganligi kelib chigadi);
2) har bir x° e D nugta uchun shunday r(x°) >0 topiladiki, r <r(x°) uchun



u(x®) <

— j u(x)do ; (1.2.1)

n S(x°.r)
u holda u(x) funksiya D sohada subgarmonik funksiya deyiladi.

Subgarmonik funksiyalar sinfi sh©_ kabi belgilanadi. Kelgusida qulaylik
uchun biz trivia u(x) = - funksiyasi ham D da sh(D) gategishli deb garaymiz. Endi
subgarmonik funksiyalarning xossaarini keltiramiz.

a) subgarmonik funksiyalarning musbat koeffisentli chizigli kombinatiyasi

subgarmonik funksiya bo’ladi:

u,(x)esSh(D), a, eR, (k=12,..m) =
= a,u, (x)+a,u,(x) +...+a,u, (x) e Sh(D) ;

b) chekli sondagi subgarmonik funksiyalarning maksimumi subgarmonik funksiya
bo’ladi:

u, (x),u, (x),...,u,, (x) e Sh(D) =

= max §,(%),u,(x),...u,(x) §Sh(D);
v) monoton kamayuvchi subgarmonik funksiyalar ketma — ketligining limiti

subgarmonik funksiya bo’ladi:
u;(x)esh(d) , u;xzu;,(x) (J=12..)=
:!muj (x) e Sh(D) ;
g) tekis yaginlashuvchi subgarmonik funksiyalar ketma — ketligi subgarmonik
funksiyaga yaginlashadi:
w, (x)e Sh(D) (k=123.) , u,(x)zu(x) = u(x)=Shi(D).
a) — g) xossalarning isbot bevosita yuqorida keltirilgan ta' rifdan kelib chigadi.
d) Maksimumlar prinsipi. Agar u(x) e Sh(D) funksiya biror x° e D nugtada o’zining

maksimumiga erishsa, ya ni

u(x®) =supu(x) (1.2.2)

xeD
bo’lsa, u holda u(x) =const bo'ladi.
Ushbu
M = s{eD: u(x) =u(x’)
to’plamni garaylik. u(x) funksiyaning yuqoridan yarim uzluksiz bo’lganligidan va
(1.2.2) shartdan M to’plamning D dayopidgligi kelib chigadi.
10



Ikkinchi tomondan, ixtiyoriy peM uchun (1.2.1) formulagako'ra

u(x°)=u(p) < 1n,1 [ uxdo<u(x’y,  r<r(p),

O-n S(p.r)
bo’ladi. Bu munosabatdan u‘s(p,r)zu(x"), yani p ning B(p,r(p)) atrofida u(x) = u(x°)
bo'lishini ko' ramiz. Buesa M to’ plamning D daochiq ekanligini ko rsatadi. Demak,
M=D.
e) Agar 9(x) e Sh(D), u(x)eH(D) funksiyalar uchun S(x°,r) cc=D sferada
Is<ul

bo’lsa, u holda B(x°,r) sharda 9(x) <u(x) tengsizlik o'rinli bo'ladi.
Bu xossaning isboti yuqoridagi d) xossadan kelib chigadi;
e) — xossadan quyidagi muxim xulosaga kelamiz. Faraz qilaylik,
9(x) € Sh(D) N C(D)

berilgan bo'lib, B(x°,r) cc D bo'lsin. Ushbu

U= | SWP(xYdoly),  xeB(X.r),

SOC.1)
Puasson integraini qaraylik. u(x)eh(B) , u[s=49; bollib, e) — xossaga ko'ra
B=B(x°r) da 9(x)<u(x) bo'ladi. Uzluksiz funksiyalar uchun isbotlangan bu xossa
ixtiyoriy ¢ e Sh© uchun ham o'rinlidir: $(x) <u(x) vadeyarli barcha xS lar uchun
9(x) =u(x) o’rinlidir;

j) aytaylik, u(x) e Sh(D) funksiyava x° e D nuqgta berilgan bo’'lsin.

Ushbu

m(x°,r) = —— J' u(x)do
o,r S(x.r)
va
n(x°,r)=— u(x)dv
Vnr B(xz’",r)

bunda Vv r" miqgdor B(x°,r) ning hgimi, integrallarni (o' rta giymatlarni) garaylik.

11



1.2.1 — teorema. Faraz qilaylik, u(x)esh(p) va u(x)#—« bo'lsin. U holda
ixtiyoriy x° e D uchun
u(x®) <n(x°,r)<m(x°,r), n(x°,r)>—o , 0<r< p(x°,éD) ,
tengsizliklar o’rinli bo’ladi. Bundan tashqgari, agar r monoton kamayib nolga intilsa,
unda n(x°,r) va m(x°,r) o rtagiymatlar monoton kamayib, u(x°) gaintiladi.
121 — teoremadan ushbu muhim natijaga ega bo’lamizz DcR" sohada

subgarmonik u(x)=-« funksiya D da loka integrallanuvchidir, yani ixtiyoriy

B —c D uchun IU(X)dV integral mavjuddir;
B
Z) subgarmonik funksiya D sohaning har bir nuqgtasida uzlishga ega bo'lishi
mumkin. Ayni paytda, quyidagi teoremao'rinli bo’ladi.
122 -teor ema. Aga u(x)esSh(D) bo'lsa, u holda shunday monoton

to’ plamlar

D,cD,,cD, UlezD
J:

1
ketma — ketligi va shunday monoton kamayuvchi funksiyalar
u;(x) e Sh(D;)NC”(D;), j=123,...
ketma — ketligi mavjudki,
u(x) = !igluj(x) (xe D)
bo'ladi.
| sboti.Ushbu

K x —Jce ™, agar |x<1 bo'lsa,

0, agar |x|>1 bo'lsa.

12



funksiyani qaraylik. Bu funksiya Cc*(R") sinfga tegishli bo'lib, uning samog’i
suppK (x) =B(0,)) dir. Endi K(x) ning ifodasidagi o’'zgarmas c¢ ni shunday tanlab

olamizki,

[K(av =1
i
bo’lsin. u(x) # -« deb, bu yadro yordamida ushbu

ug(x)zﬁ—ln | u(y)K[%)dV, 50 , (1.2.3)

|y-x|<8
integrani garaylik. u,(x) funksiyasi
D, = 4eD: p(x,dD) <5

ochiq to’ plamda aniglangan bo'lib, xe D, da

ug(x)=5—1nR! u(y)K[%)dV :J u(x+ &) K (y)dv

bo'ladi. Keyingi tenglikdagi birinchi integra C*(D,) sinfga, ikkinchi integral esa
Sh(D,) sinfgategishli bo’ladi. Binobarin,
us(x) e Sh(D;)NC*(Dy) .
u(x) ning subgarmonik funksiya ekanligidan, u, ning 6 ¥ 0 da, monoton kamayuvchi
bo'lishligi va
j K(x)dV =1

tenglikdan, u,(x) ning u(x) gaintilishini topamiz. Teoremaisbotlandi.
i) Subgarmonik funksiyalar umumiy holda C? sinfga tegishli bo’'Imasligidan, Au -
Laplas operatorini fagat umumlashgan funksiya sifatida garash mumkin bo’ladi:

Au(p) = [ug, ¢ € F(D).
1.2.3-teorema. Har ganday subgarmonik funksiya u(x)eSh(D), u#-w, uchun
umumlashgan manoda Au>0 bo'ladi, yani ixtiyoriy ¢eF(D), ¢>0 uchun

fuap =0 munosabat o'rinlidir.

13



Jumladan, u(x) funksiya c? sinfga tegishli bo'lib, u subgarmonik bo'lsa,

2
U0 dir.

n

2
uesh(D)NC2(D), uholda au=2Y,
OX? X

Y uqorida Keltirilgan teoremaning aksi ham o’rinli: agar umumlashgan funksiya U
uchun

Au((p):.‘.uA(pZO, peF(D), >0,

munosabat bajarilsa, u holda u subgarmonik funksiya bo’ladi;
1.3.Plyurisubgarmonik funksiyalar
1.3.1.Plyurigarmonik funksiyalar.
C"kompleks fazodagi DcC" sohada u(z) funksiya berilgan bo'lib,
u(z) eC*(D) bo'lsin.
Agar ixtiyoriy z° e D vabu nugtadan o’ tuvchi ixtiyoriy kompleks to’g'ri chiziq
l:z=2"+wé&, weC", £C uchun ushbu ¢(&) =u/l =u(z’ +wé) kesim — funksiya

£=0 nuqgtada garmonik, yani £=0 da a?zggzo bo'lsa, u(z) funksiya D da

plyurigarmonik funksiya deyiladi.
Plyurigarmonik funksiyalar sinfi Ph(D) kabi belgilanadi. Aytaylik, u(z) € Ph(D)

bo’lsin. Unda
O’u(z’ +w¢) _
OEDE
bo'lib, murakkab funksiyaning differensialash goidasidan

n 2
> aaa_ w,w, =0, weC", ekanligini ko'ramiz. Bundan va weC" vektorning
jke1 02,07,

ixtiyoriyligidan

0°u
02,07,

bo'lishi kelib chigadi.

Demak, plyurigarmonik funksiyalar sinfi (1.3.1) tenglamalar sistemasi bilan

-0 (k,j=12,..n) (1.3.1)

aniglanadi va ba'zan bu sistema plyurigarmonik funksiyaning ta'rifi sifatida ham
garaadi.

14



1.3.1 —teorema. Agar f(z)=u(z)+iv(z) funksiya Dc=C" sohada golomorf

bo’lsa, u holda
Re f(z)=u(z), Imf(z)=39(2)

funksiydlar D sohada plyurigarmonik bo'ladi va, aksincha, agar «(z) funksiya D
sohada plyurigarmonik bo’lsa, u holda ixtiyoriy B(z°,r)c D atrofda u(z) funksiya
biror f(z) eO(B(z°r)) golomorf funksiyaning haqgiqiy gismi bo'ladi: u(z)=Re f(z).
1.3.2.Plyurisubgarmonik funksiyalar.

Agar DcC" sohada aniglangan  u(z): D —[-x,) funksiya quyidagi ikKi
shartni bgjarsa:

1) u(z) yuqoridagi yarim uzluksiz;

2) ixtiyoriy 1 kompleks to'g'ri chiziq uchun u/I funksiya IND da
subgarmonik bo’lsa, u(z) funksiya D sohada plyurisubgarmonik funksiya deyiladi.

Plyurisubgarmonik funksiyalar to’plami Psh(D) kabi belgilanadi. DcC"
sohada plyurisubgarmonik bo’lgan funksiya D < R*" da aniglangan funksiya sifatida
subgarmonik funksiya bo'ladi. Uni subgarmonik funksiyalarning 2 — shartini
bajarishini ko'rish giyin emas. Binobarin, subgarmonik funksiyalarning xossaari
plyurisubgarmonik funksiyalar uchun ham saglanadi.

Endi plyurisubgarmonik funksiyalarning xossaarini keltiramiz:

a) agar u(z) ePsh(D) bo’lsa, u holda u,(z) funksiya Psh(D,)NC~”(D,) sinfga
tegishli bo'lib, 610 dau,(z) { u(z) bo’ladi;

b) agar u(z) e Psh(D) funksiya z°eD nugtada maksimumga erishsa, ya ni
u(z°) >u(z) (z<D) bo'lsa, uholda u(z) =const bo’ladi;

v)  plyurisubgarmonik  funksiyalarning musbat  koeffitientli  chiziqli
kombinatiyasi plyurisubgarmonik funksiya bo'ladi;

g) monoton kamayuvchi yoki tekis yaqinlashuvchi plyurisubgarmonik
funksiyalar ketma — ketligining limiti plyurisubgarmonik funksiya bo’ladi;

d) D sohada plyurisubgarmonik funksiyalar sinfi {u,}

QEN

berilgan bo'lib,

u =supu, yudgoridan yarim uzluksiz funksiya bo'lsin. U holda u(z) plyurisubgarmonik

QEN
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funksiyabo'ladi, u e Psh(D). Jumladan, u,(z) e Psh(D)  (j=12...,k) bo'lsa,
sup{e, (2), u,(2)....,u, (z)}  Psh(D)

bo'ladi;
e) agar f(z)eO(D) bo'lsa, a-In| f ()| Psh(D) bo'ladi, bunda o >0;
J) aar u(z)ePsh(D) bo'lsa, u holda e® ePsh(D) dir, agar u(z) e Psh(D), u|,<0
bo'lsa, u holda —In[-u(z)]e Psh(D) dir.

Bu xossaning isboti subgarmonik funksiyalarning shu xossasidan bevosita
kelib chigadi;
Z) D sohada aniglangan u(z) e C*(D) funksiyaning D da plyurisubgarmonik bo'lishi
uchun ushbu

L(u,w) =

n 2
OU_ ., (1.3.2)
= azjazk

kvadratik formaning (Levi formasining) ixtiyoriy zeD da musbat aniglangan
bo'lishi zarur vayetarlidir. (1.3.2) munosabatda w = (w;,w,,...,w,) e C" bo'lib, kvadratik
formaning musbat aniglanganligi vwe C" da L(z,w) >0 bo'lishini anglatadi.

Agar vweC", w0 da L(x,w)>0 bo'lsa, u(z) funksiya z nuqtada qat’iy
plyurisubgarmonik funksiya deyiladi; agar u(z) funksiya D sohaning har bir
nugtasida gat’iy plyurisubgarmonik bo’'lsa, u(z) sohada qat’iy plyurisubgarmonik
funksiya deyiladi.
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Il BOB.MUSBAT GESSIANLAR BILAN DIFFERENSIAL FORMALAR
ORASIDAGI BOG' LANISH

2.1.Musbat aniglangan differensial forma va ogimlar.
2.1.1.Differensial formalar. f eC* G , G c[1" funksiyaning differensiali

af =5 P ox,

i1 OX;

1-dargjali differensial formaga misol bo'ladi. Umuman aytganda, o = > a; x dx;
j=1

ko'rinishdagi ifodaga 1-darajali differensial forma deyiladi va dego =1 kabi
belgilanadi.Y uqori dargjali differensia formalarni ta riflash uchun biz quyidagi
shartlarni ganoatlantiruvchi [1 Al —tashqi ko paytma belgisini kiritamiz:
aax Al ;= ; & Xx &xdh& |
b)dx, A dx; =—dx; Adx,,=dx; Adx; =0
2.1.1-ta’rif. Ushbu

o= Z ajljz...jpdle/\dsz /\.../\dep

0< i< jpn< jp<n
ko'rinishdagi ifodaga p-dargjali differensial forma(bunda a;; ; -G sohada
aniglangan funksiya) deyiladi va degw = p kabi belgilanadi. p-dargjali differensial
formalar to'plami F* G orqgali belgilanadi.o e F? G differensia formani
quyidagi qulay ko rinishda ham yozishimiz mumkin:

o= Y a o Adx AL Adx :ZJ:adeJ

O<ji<jp<<jp=n
bunda dx, =dx; Adx, /\.../\dxjp, J= Julpendy s 1S G Jpreen Jy SN—
multiindekslar. Ravshanki, O-dargjali differensial formabu- a x skayar funksiya.
0" 002 kompleks fazoda differensia formani dz ; va dz_j lardan foydalanib

yozish mumkin.z= z,2,,...,z, koordinatalar 1" 11", z; =X, +ix =12,...

n n+j? J

dagi kompleks koordinatalar bo’lsin. Unda
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dx :dzj +dzj

dz—dz.
J | dX _ Z ZJ
2

n+) 2i

bo’lganligidan a):ZadeJ differensial formani dz; va dz, larning chiziqi
J

kombinatsiyasi ko'rinishida yozish mumkin. Har bir hadda dz; va dz, lar

turlicha bo'lishi mumkin. Masalan, 7200 * da
Xm/\dXZ/\dX3=i —dz, Adz, AdZ, +dz, AdZ ADZ,
Ammo ba'zi hollarda » dagi barcha go'shiluvchilarda dz; larning darajasi p ga,

dZ larniki esa q gateng bo'lib golishi mumkin. Bunday hollardabiz o differensial
formani p,q bidargjali differensial formadeb aytamizva v € F** deb
belgilaymiz.

2.1.2.Musbat aniglangan differensial formalar.

2.1.2-ta’rif. Ushbu

P _

=2
ko'rinishdagi differensial forma p, p bidargiai bosh kuchli musbat differensial
formadeyiladi , buyerdal; =a, dz, +...+ &, dz, — chiziqli kombinatsiya dz,,...,dz,
bazisbo'yicha a; €[/, j=12,.,p,k=12,.,n
Bunday formalarning ixtiyoriy chizigli kombinatsiyasi kuchli musbat differensial
forma deb ataladi, ya ni kuchli musbat differensial forma bu-

0=34 2 J_/Fj\l%dljs Adi,

ko'rinishdagi formadir, bu yerda 4, z - qaralayotgan G (] " sohadagi manfiy
bo’Imagan funksiya.

Agar z; =X +ix,; kompleks koordinatalardan x;, X,,; J=12,..,n haqiqiy
koordinatalarga o tsak, unda ushbu

%dz1 /\dz_l/\.../\dzIO /\dZ_p:dX1 AOX g AAdX g AdX
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ifoda [1?" fazoda 2p dargjai musbat forma bo’ladi.
n,n bidargjali differensia forma (kuchli) musbat bo'ladi, fagat vafagat shu
holdaki, gachonki u

0=1 1 j&lzdzj AdZ, = A2)d A X, AL A K A X,
ko'rinishgaegabo'lsa,bu yerda 4 z — musbat funksiya.
n,n bidargjali Q= _/n\édzj /\dz_j: dV differensia formall " dahajm formasi
]=
rolini 0’ ynaydi.
p=ldaw= Zﬂ,jkdzj A dZ — differensia forma musbat bo’ladi, fagat va fagat shu

holdaki, gachonki Zﬂjkfjfk — ermit kvadratik formasi musbat bo’lsa. Shuningdek,
ik

ixtiyoriy z° € G tayinlangan nugtada unitar a mashtirish yordamida uni
I < —
a):EZ;,ujdzj AdZ;, 1,20
J:

ko rinishda yozish mumkin.
21.3-ta’rif. o € F"? differensial forma kuchsiz musbat yoki musbat deyiladi, agar
ixtiyoriy kuchli musbat v e F"""" formauchun o Av e F™" forma musbat bo’lsa.

p=0,1,n—-1,n dakuchli musbatlik kuchsiz musbatlikka ekvivaent. Biroq boshga p

lar uchun bu sinflar ustma-ust tushmaydi. Buni aniq tushunish uchun kuchli musbat

formani quyidagi ko rinishda yozamiz:

P i L Pi P
co:zs:is z j/:\1§d|js/\d|js=?Zs:ﬂs 2 podl adl = .

i -
=or A 2 adl)

Agar 0= Z 4, z dl, formani garasak , bunda z, — kompleks giymatli funksiya,

2

- B
unda |2—p(9 A @ ko'rinishdagi forma (kuchsiz) musbat bo’ladi, birog 2< p<n-2 dau
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har doim ham * ko'rinishgaegabo’lavermaydi.
2.1.3.0gimlar. Qo pol qilib aytganda, M ko’ pxillikdagi ogim bu-
koeffitsiyentlari umumlashgan funksiyalardan iborat differensia formadir.

Tayinlangan G (1" sohauchun asosiy diffferensia formalar fazosi garaladi:
FP=F?" G = weF? G NC” G :suppwccG

F P datopologiya F G fazodagi topologiyadan aniglanadi.

2.1.4-ta’rif. F’ fazodagi uzluksiz chizigli (kompleks giymatli) T funksional

n—p=q dargali ogim deyiladi.

Barcha q— dargjai ogimlar fazosini F“ orgali belgilaymiz. F* ogimlar fazosi

umumlashgan funksiyal arning barcha xossalarini ganoatlantiradi.Xususan,ular uchun

kuchsiz yaqinlashish,kuchsiz chegaralanganlik tushunchalarini kiritish mumkin va

T,eF*nC”

0 ‘ramani aniglash mumkin, yani 6 -0 daogimsifatida T,cw >Tow, YVoeFP®

undan tashgari T ogim differensial formadek

differensidlanadi:dT cw= -1 "T odw

21.5ta’rifAgar FP = weF? G NC” G :suppwccG fazodanolingan T

ogim (funksional) weF? G NC™ G :suppw cc= G fazogauzluksiz davom qilsa,
unda T ogim m dan ko' p bo'Imagan singulyarlikka ega deyiladi, bunda 0<m <o .
Agar undantashgari T ogim weF? G NC™ G :suppwcc G fazogadavom
gilmasa, unda T ogim aniqg m singulyarlikka ega deyiladi.

T= Z S.dx, koeffitsiyentlari umumlashgan funksiya bo'lgan differensial forma

[kl=q
ogim deyiladi.
2.1.1-teorema.Ixtiyoriy q— dargiai oqim koeffitsiyentlari umumlashgan funksiya
bo’lgan differensia formabo ‘ladi, shu bilan birga singulyarligi nolga teng bo ‘Igan
ogim o ‘Ichov tipidagi ogim bo ‘ladi va uni barcha koeffitsiyentlari kompleks
giymatli o'lchov bo'ladi.
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O'Ichov tipidagi ogimlar fazosini F,* orgali belgilaymiz. F,"nafagat G clJ " soha
uchun, balki ixtiyoriy E <" bore to'plami uchun ham aniglangan. Xususan,

K <1" kompakt uchun u Banax fazosi bo'ladi,xuddi vektorlarni tekis normasi bilan
differensial forma koeffitsiyentlaridan tashkil topgan F," K =F K NC K
fazoga qo’ shma fazo kabi.

Too=u z Q Olchovtipidagi T € F,* ogim uchun

Tow=[du o'rinli.
G

Bu yerda x— kompleks giymatli o‘lchov bo ‘lib, u @ € F,” gabog’liq va
Q=dx A..AdX,

Xuddi o'Ichovlar fazosi kabi quyidagi xossalar

o ‘rinli:

a) T, c R, ogimlar ketma-ketligi T gakuchsiz yaginlashadi, ya'ni

Ier?oTj cw=Tow, Yo eF,"” faqgat vafaqgat shu holdaki,gachon mos o‘Ichovlar ketma-
ketligini yaginlashishi T, ni koeffitsiyentlaridan bo'lsa.

b) T, —F,’ ogimlar ketma-ketligi T gakuchsiz yaqinlashadi, fagat vafagat shu
holdaki,gachon T, HTJ.Hk <c, VK cc G, j=1,2,... normabo'yicha chegaraangan

bo'lsava j > da T,cw=T ow limitbiror hammayerdazich Ec F,” K

to’ plamdan olingan barcha @ lar uchun o‘rinli bo’lsa, masalan barcha cheksiz
differensialanuvchi @ e F* (N1C” K lar uchun

d)ixtiyoriy kuchsiz chegardangan E c F,* K to’plam osti kuchsiz kompakt ya' ni
uni ixtiyoriy ketma-ketligi kuchsiz yaginlashuvchi gismiy ketma-ketligini o'zida

saglaydi.
2.1.6-ta’rif.q — dargai differensia forma (oqim) yopiq deyiladi, agar uni

differensiai nolgateng bo'lsa;

U aniq deyiladi, agar u biror q -1 dargjali formani(ogimni)differensiali bo'Isa.Aniq
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formalar(ogimlar) yopiq bo'ladi, teskari tasdiq uchun G sohaga qo’ shimcha

geometrik shartlarni qo’yish zarur.

Endi (] " daasosiy differensial formalar fazosini garaymiz:

FPP=F"" G weF™ G NC” G :suppoccG

21.7ta’rif. F"* fazoda uzluksiz chizigli(kompleks giymatli) T funksionalga
n-p,n—p = q,q bidargjali oqim deyiladi.

2.1.2-teorema.Musbat ogimlar o’ Ichov tipidagi ogimlar bo’ladi.

2.1.1-misol. Koeffitsiyentlari L, sinfdan olingan ixtiyoriy T € F*9 differensia

forma q,q bidargiai ogim bo’ladi.

Tow funksiona Tow= jT Ao, YoeFPP kabi aniglanadi.Bunday oqimlar
G

regulyar ogim deyiladi.
2.1.2-misol. Ac[]" — p o'Ichamli anditik to’plam bo'Isin.U holda

Aocw= ja) integral ,q bidargjali ogimni aniglaydi.Ko'rish giyin
A

emaski, A musbat ogim bo'ladi.
2.2.M ushat gessianalar bilan differensial formalar orasidagi bog lanish
2.2.1.Gessianlar. 2-marta silliq uC?(D) funksiya uchun uning ikkinchi tartibli

differensiali

i — o
ddu=—= ) u._dz; Andz [bunda u.= — ] (2.2.1)
ko] k k
2; j k™ 52,0,

(tayinlangan z° € D nuqtada) Ermit kvadratik formasidan iborat bo'ladi.
dd°u " operator Monje-Ampere operatori deyiladi. Bunda

d=0+0 d° :l_ -0
4
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(2.2.1) tenglikni n =1 uchun ko'rib chigamiz:
ou ou

du=—"—dz+—=dz
0z 0z
dCuzi(a—”d - M43 j
4i\ 0z 0z

ddeu="1 a(a—udz—a—HdEJ+5(a—udz—a—dej:
4j 0z 0z 0z 0z

2 2. 2 2
1 6—olz dz— 2V 47 ndz+ Y g dz—a—dZ/\dz
4i| 72 0207 0202 0°7

Tashqi ko' paytmada
dzadz=0, dzadz=0, dzadz=-dzadz bo'lishidan foydalansak,

daeu~ L 2
2i 0202

ifodaga ega bo’lamiz.
Demak, ueC2(D),D <0l uchun dd°u=%65u bo'ladi.

(2.2.1) formulani n=3 uchun ham ko'rib chigamiz.

du:au+5u:ﬂdzl+8u 0z, + o oz +aﬂaz+5ﬂaz +a£az

0z, 0z, 0L, 0z, 0z, 0z,
dou=t Mgz + Map s Mgz - Mgz, - Mgz - Mgz
4o, 0 on | a, oz,

ddou=—| ol Moz, + Moz, + Moz - Moz - Moz - Moz |4
4i| |\ oz, 822 0z, 0z, 82 0z,

—dz, + —0z, + — 0z, - 8 6 —
0z, oz, 0Z, 07, az oz,

+a[au ou ou ou ou ou N S j

2 2 2 2
= l ou dz, A dz, +8—udz1 A dz, +8—udz2 A dz, +8_ud22 Adz, +
07,07, 02,07, 07,0z, 02,02,
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2 2

2 . 2 .
+ dz, Andz, + - dz3/\dzz——u_dzlAdzl—a—u_dzlAdzz—
07,01, 07,01, 2,02, 2,02
2 _ 2 . 2 . 2 .
— au_dzl/\dz3—a—u_dzz/\dzz—a—u_dzzx\dzz— —=dz, ndz, -
02,07, 02,07, 2,0, 2,02,
2 _ 2 _ 2 _ 2 _
_9 u_dngdzl— o u_dz3/\d22— u_dz3/\dz3J+ °d dz, Adz, +
07,01, 07,01, 02,01, 2,02,
2 2 2 2
2 dz, ndz, + o dz, ndz, + ou dz, ndz + ou dz, ndz, +
07,07, 02,0z, 2,0z, 02,01,
2 2 _ 2 — 2
+ ou dz, ndz, + o dz, Andz + c dz; Adz, + au dz, Andz,
2,02, 02,01, 02,01, 2,0,
2 - 2 2 2 o
_ T 47 adz -2 4z adz -2 47, adZ -—ZY 47, A,
02,07, 07,07, 2,02, 07,01,
u

2 2 2 .
=—_ 2 au dz /\dz +2 8_ dz, /\dz +2 ou dz, Adz; +
41 azaz 02,0z,

az 0z,
2 . 2 . 2 .

+2 au dzl/\d22+2i—udz3/\dzz+29—udz3/\dz3+

02,07, 07,01, 02,02,

2 2 2

ou _dz dz, +2 (z dz, dz +2 (z dz, /\dz
82 ,0Z, 07,0z, 07,0z,
1

= u.dz, ndzi+udz, Adzz +u;dz, Adzs +udz, AdZz1 +

+U,,dz, Adz2 +U.dz, AdZs +Udz, AdZy+Udz; AdZ2 +

+u3§dz3/\d23— Zu Az, Adzi.

jkl

i —
Demak, n=3 uchun ham dd‘u =§88u tenglik o'rinli ekan.

Ermit kvadratik formasi bu — q(X) = ¢(x,X) = ¢(X,X), ya ni qo'shmasi o0'zigateng
bo’lgan haqiqiy kvadratik forma.

2.21-ta’rif. Agar elementlari ' maydondan olingan A=(a,) matritsa uchun
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A" =A (yani a, =a,) tenglik bajarilsa, u ermit matritsasi deyiladi:
Unitar ([4] ga garang) a mashtirishlardan keyin u quyidagi diagonal formaga
keltiriladi:

i

dd°u =E[zlolz1 AdZ +..+ 4,02, AdZ, |

bunda 4 (u),... 4(9 - u,; ermit matritsasini xos giymatiari, yani

A=, 4,...A)eR", hagiqiy qiymatlardan iborat.

Endi xosvektorlar vaxos giymat ta' riflarini ham eslatib o' tamiz:

2.2.2-ta’rif: Agar noldan fargli xeu vektor va A son uchun Ax=.x tenglik

o'rinli bo'lsa, u holda x vektorga A chizigli almashtirishni xos vektori deyiladi,unga
mos bo’lgan 4 songa esa xos giymat deyiladi.

dd‘u " =0 ko'rinishdagi tenglamaga Monje-Ampere tenglamasi deyiladi. Bunda
ddu " =dd°uAdd’ua...nddu

n=1bo'lganda dd“u = Au |_gp|as operatori bilan ustma-ust tushadi.
Endi bu tasdigni isbotlashga harakat qgilamiz

ddu =%aéu.
Faraz qilaylik, f(z) funksiya f(z)=u(x y)+iv(x,y) z,=x +iy, eD(Dell) nugtada
[1? ma noda differensiallanuvchi bo’lsin. Ushbu du(x,, y,) +idv(x,, y,) ifoda f(z)
funksiyaning z, nuqgtadagi differensiali deyiladi va df (z,) kabi belgilanadi:

df (zo) =du (X, o) HAV (X5, o)

du :a—udx+a—udy dv:@dx+@dy
OX oy OX oy

Shularni € tiborgaolib,

df = a—udx+8—udy H %x +%y =(ﬂ-ﬂ' ﬂ}jx +
OX oy X oy X X

+| —+1— |dy = —dx +—0dy
o o X 5

25



Z=X+iy E:x—iy dX:% dz+dz ,dy:% dz-dz (2.2.3)

(2.2.2) va(2.2.3) dan
df =g & dy:ﬂi dz+dz +ii_ dz-dz =
ox oy X 2 oy 2i

of .of 1(of .of |, -
——1l— |dz+=| —+i— |dz
2 ox oy 2\ 0X oy
@ q_|@ 1 au+i@ 4+ — @_a_u
oz 2lox oy) 2\ax oy 2lox oy (2.24)

of 8f (’3f _1fou .ov 8V au
=5 3 e L (2.2.5)
0z 2 8x ay 2l ax oy) 2 8X 8y

df =L az+ L7
0z oz
. . 2 2 2 2
ddu=Lopu=t2f L O O 0TI 4
2 24| ox? 8xay 8an oy’
2 2
g_quo
OX~ oy
Ko'rish giyin emaski, dd‘u "AB T =m! n—m IH_ u g" (2.2.6)

Bunda Hou= Y .,4,.4, - gessianvektori

Kji<.<Jpsn

Shunday qilib, 2 marta silliq u funksiya uchun dd°‘u " A LS operator gessian

vektori bilan bog'liq ekan.
2.2.2.M usbat gessianlar.

Berilgan 1= 4,4,,..,4, €0" uchun
Hyo 2= D A,d,.A (2.2.7)

I<ji<.<Jjpsn
Gessianni tushunish uchun quyidagi yordamchi ifodadan foydalanamiz:
t+4 t+4, .. t+4 =t"+H, A t""+..+H 1, tel (2.2.8)
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(2.2.8) ni n=2 uchun yozib ko' ramiz:

t+4 t+4, =P+ A+A4L t+A4L, =>H, A = 4+4,, H, 1 =44
(2.2.7) formula bo’yicha yozadigan bo'lsak,

H, 1 = Z%Zﬂﬁ'ﬂza H, 41 = Z A, =44

1<)<2 1< j1<)p<2
n=3 uchun :

t+4 t+4, t+A4 =P+ L+ +4 0+ AL+ 4L+ A0, t+ A4
(2.2.7) formula bo'yicha yozadigan bo'Isak,

H A =) 4 =A4+4+4,

1<j<3

Hy A= X A4, =Ady + Ads + Aoy

1< p<3

Z 1”727 s
1<ji<jp<jp<3

Endi biz H,Z 4 >0 bo'ladigan A" vektorlar bilan gizigamiz va shunday
vektorlarni birlashtiramiz, yani S, ={100", H, 1 >0}

m>1 da bu toplan qavariq konusni hosil qilmaydi, yani A,1"€S,
ekanligidanA'+ 1" €S, ekanligi kelib chigmaydi.Shuning uchun bu to’plamni
toraytiramiz, yani A€ S, vektorlar uchun shunday I", < S, to’plamni olamizki,
{A+tl= A +t,., A4, +t ,tel"}cS bo'ladi. Unda I',, ning ko'rinishi
I',={H, 4 20,...,H, 4 >0} bo’ladi.Undan tashgari I", 11..1 vektorni o'z
ichigaoluvchi S_ to'plamni S?={1el":H_ 1 >0} ochiq yadrosining bog‘lamli
komponentasini yopig'i bilan ustma-ust tushadi.

I',, quyidagi xossalarga ega:

NIr,cl,,c..cl, T, ={4>0..4 %} =0"

Biz bu xossani n=3 bo’lgan holda Qaraymiz va
I,={H, 4 20,H, 4 >0,H, 4 >0} ekanligidan
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H A =) A, =4+4+2,20

1<j,<3

H, 2 = ) 44, =4 +A44+ 4420 =420,1,20,42>0

I<j<jp=<3

Hy A = > 440, = Adds 20

I<fi<jp<a<3
bo'lishi kelib chigadi.
r,={H, 2 >0,H, 2 >0} esa

H A=) 4, =A4+4+420

1<j<3

H, 2 = Y A4, =Ah+Ad+2,2,20

I<ji<jp<3

shartlarni ganoatlantiradi.
I,={H, 2 >0} ekanligidan esa H, 2 = > A, =4 +4,+4>0 tengsizlikning

1£7,<3
bajarilishi yetarli ekan.

2)I"  qavariq konusdan iborat, ya'ni agar A,z €I, bo'lsa, u holda Va,b el ™ uchun
al+buel’ o'rinli.

3) HY™ 1 ,1el’,, o'suvchi vabotiq konusdan iborat, ya ni

Ho™ o <H™ 2+ -4 %H}n’m A YAuel,
J. _

j
Soddalik uchun m=1, n=1 bo'Igan holni garab chigamiz:

H, o <H, 2 + u-2 %Hl A VAlpel, =

USA+ u—A = pu=pu

Endi m=1, n=2 bo'lgan holni qaraymiz:

A <L +h+ -4 + -4, demak, n=k,m=1 uchun hamma vaqt
tenglik bagjarilar ekan.m=2,n =2 bo’lgan holda esa quyidagicha ko rinishga

o tadi:
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g,k _
\/MﬂzS\/ﬂ’lﬂz*‘/‘l 212 /11/12"'/12 /LZZM

At Ay — oA At A
2\ A,

2 A pty < g Ay + 1,2 a= A, 0= 11,4,
:>a+b22\/%

iy

a m —1/m
4) Z,ujaHm A 2mHY™ g HEY™ 4 VA, uel,
]

m=Ln=1bolsa,u-1>u,=>u=u
M=LN=2=> 14 + 14, = 14 + 4,
M=2, N=2= A, + 4 > 2| 1, \[ A 4,

m=2,n=3 :M% WA+ A+ LA, +

+ﬂ2£ Ml + A+ Xy +,L13% iy +Ady + Aody 2
> 2ttty + bt + sty N Dy + Ay + Doy

t Aot Ay oy A Ay gy Aty 22t + pp + gt A + A+ A,

1/m 1/k
5)[':'1”‘] s[#] vi<k<m<n Butengsizlik Makloren tengsizligi deb yuritiladi.

k

2.2.3.Musbat gessianlar bilan differensial formalar

Bizga 11 - bidargdli a:'EZajkdszde haqiqiy differensia forma berilgan
j.k

bo’lsin. Bunda a; —ermit matrisa. Agar 4 « = 4 « ,..,4, @ —bu matrisaning xos
giymati bo'lsa, u holda H, « =H_, 2 « gessian aniglash mumkin.Bu esa (1,1) —
ermit formasi va 20" vektor orasidagi bog'liklikni aniglashga yordam beradi:

) H, a+tdd[z[ +..+tdd[z[ >0,
I'm=adael, = =
Vt=t,..t el" (2.2.9)

11y

= anf20,..,a"AB >0 .

Gessianning 2-xossasiga ko'ra agar A',A"el’,, bo'lsa, u holda a,bel, uchun
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al'+bA" el bo'ladi. Biz A" sifatida « differensial formaning xos qiymatlarini, A"
sifatida 2" = t,t,,...,t. €1 ni belgilasak va a,b =1 xususiy holni qarasak

H, a+tdd®|z[ +..+t,dd"|z, 20 Vt=t,..t, 0"
ekanligigaishonch hosil qilishimiz mumkin. Chunki T ni
I',={H, 4 20,..,H,, 4 >0}ko'rinishda aniglagan edik.
Endi boshga holatlarni ko'rib chigamiz, ya'ni A’ T", bo’'lsin. Buni misollar
yordamida tushunib olishimiz osonroq bo'ladi:
2.2.1-misol a:iz —7dz, Adz,—11dz, Adz, +3dz, dz, boO'lsin.
Aa = Al = 1,113 ¢, = H A 20, H, 2 >0 Chunki

H A a =A+A+4=-T-11+3=-15<0,
H, A a =AA+Ad+AA =77-21-33=23>0
H, A @ =AAA =231>0

Bizt= t,t,,t, € ningixtiyoriyligidan foydalanib t= 6,1,1 <0° deb tanlab olamiz
va

Hz(% ~7dz, Adz,—11dz, Adz, +3dz, Adz, +6dd°|zl|2+dd°|22|2+dd°|23|2j=

=H, -1,-10,4 =-44+10=-34<0,

bo'lishini ko ramiz. Xulosa qilishimiz uchun yana bir misolni ko'rib o'taylik:

2.2.2-misol. =+ —2dz, ndz, +dz, ndZz, +3dz, ndZ, bo'lsin.
2

Aa = A, = —213 ¢I,,T', Chunki

HAa =A4+4,+4=-2+1+3=2>0

H, 2 a =AA+AA+AA=-2-6+3=-5<0

H, A @ =AAd=-6<0

Bizt= t,t,,t, € ningixtiyoriyligidan foydalanib t= 0,1,1 €0 ° deb tanlab olamiz

va
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HZ(IE —2dz, Adz, +1dz, Adz, +3dz, Adz, +dd°|22|2+dd°|z3|2j:
—H, —2,2,4 =-4-8+8=-4<0

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Agar t= 1,35 ° deb olsak, unda ushbu

HS(IE —2dz, Adz, +1dz, Adz, +3dz, AdZ, +dd°|zl|2+3dd°|z2|2+5dd°|z3|2j=
—H, -1,4,8 =-32<0
ifodaga ega bo’lamiz. Shunday qilib, biz quyidagi xulosaga keldik:

2 a eT, bo'lgandagina H, a+tdd®|z|" +..+t,dd|z,[" >0Vt=t,..t, e0"tengsizlik

n

o rinli bo’lar ekan. Boshga hollarda bu tengsizlik bajarilmas ekan.

2.2.1-teorema.[18] Agar «,,...a, e[n ,1<k<m bo'lsa, u holdag, A...nc A ™™ >0,

bo'ladi.
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11 BOB bo'yicha xulosa

Ushbu bobda differensia forma va ogimlar, musbat aniglangan differensia
formalar o'rganildi. Xususan, musbat gessianlar bilan differensia formalar orasidagi
bog'lanish o'rganildi. Musbat gessianlardan biz ikki marta sillig m-sh
funksiyalarga ta'rif berishda va ularning xossdarini isbotlashda hamda gat’iy

m — sh (ikki marta silliq funksiyalar uchun) funksiyalarni ta'riflashda foydalanamiz.
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111 BOB. QAT’lY m-sh FUNKSIYALAR

3.1. m—sh funksiylar va ularning xossalari

3.1.1-ta’rif. Ikki marta silliq ueC® D funksiya (Dc") z°eD nugtada
m-—sh (@<m<n)deyiladi, agar u |_,matrisani A u = A4 u ., 4, u xos
qgiymatlari T"_ ga tegishli bo'lsa yoki dd‘u efm bo'llsa. ueC? D funksiya DcO"
sohada m—sh, (1<m<n) deyiladi, agar u har bir z° € D nugtada m—sh bo’lsa.
Boshgacha aytganda, ueC’ D funksiya m-sh (L<m<n) deyiladi, agar
dd°uelm bo'lsa yoki unga quyidagi tengsizlik teng kuchli:
ddu A B*>0, Vk=12,..,m (3.1.1)
(3.1.1) gaquyidagi tengsizlik ham ekvivaent:
[dd%+gmfhf+mA¢pdﬂQfJmAﬁ”mZOVt:twwy e0"]
34.4-misol. u z =—|z|" +2|z,|" +3|z,| funksiya(m=1,2 bo‘lgan hol uchun) m—sh
bo'ladi.
ddu ="+ —dz, Adz, +2dz, ndz, +3dz, Adz,
k =1 bo'lganda
dd°u AcmﬂqzZzé-nquZ+2m2AdZ+3mgAdg,«

AL dz, AdZ, +dz, AdZ, +dz, AdZ, A% dz, AdZ, +dz, ndZ, +dz, AdZ, =

i)’ - - - - —
:(—j —dz, Adz, +2dz, Adz, +3dz, AdZ, A(dz, AdZ, Adz, AdZ, +
+dz, Adz, Adz, Adz, +dz, AdZz, Adz, Adz, +dz, AdZ, Adz, AdZ, +
+dz, Adz, Adz, Adz, +dz, AdZ, Adz, AdZ,)

Tashqi ko' paytmada
dz, A dz; =-dz; Adz, bo'lishidan foydalansak,
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2 i3 — J— _
dd°u A dd°|zf’ :('Ej —dz, ndZ, +2dz, AdZ, +3dz, Ad7Z,
A2(dz, Adz, Adz, Adz, +
+dz, Adz, Adz, Adz, +dz, AdZ, Adz, AdZ) =
- \3
:(IEJ 4dz, ndZ, Adz, AdZ, Adz, ADZ,
dz, =dx, +idy,, dz, =dx —idy,
dz, ndz = dx +idy, dx —idy, =—idx, Ady, +idy, Adx =
=—2idx, A dy,
ekanidan foydalanib
dz, Adz, Adz, Adz, Adzy AdZ = =20 “dx Ady, Adx, Ady, Adx, Ady,
SHunday qilib,
- \3
2(%) 8i dx, A dy, Adx, Ady, Adx, Ady, =
=2dx, Ady, Adx, Ady, AdX, Ady, >0
2
Demak, dd°u A dd°|z© >0 bo'lishi uchun 4 +4,+4, >0 bo'lishi kerak

ekan.
Endi k =2 uchun (3.1.1) tengsizlikni tekshiramiz:

ddu “ A dd°|zf =dd°unddunddz =
i\’ — — —
:(Ej —dz, Adz,+2dz, Adz,+3dz, AdZ, A
A —dz, Adz, +2dz, AdZz, +3dz, AdZ, A
A'E dz, ndz, +dz, AdZ, +dz, AdZ, =
i\’ - - -
ZZ(EJ dz, Adz, Adz, AdZ, Adz; AdZ, >0
= Ad, +A4d + 4,4, 20
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k=3 daesa
3 i 3 — — —
ddu :_6(§j dz, Adz, Adz, Adz, Adz, AdzZ,

Demak , 44,4, <0 ekan.

3.1.2-misol. u z =-7|z| ~11|z,|" +3|z,| .Bu funksiya uchun ham yugoridagi
mulohazalarni yuritish mumkin.

A =—1, 4, =-11, A, =3 bo'lganda k = 2 uchun bajarilgan tengsizlik

k =1uchun bajarilmaydi, yani @A, + 4A; + A4, =77-21-33=23>0

¢ +4 +4; =-15<0, k=3 uchun 44,4 =231>0 O'rinli. Ammo bu funksiya
plyurisubgarmonik ham , m—sh ham emas. Demak, (3.1.1) tengsizlik k =m uchun

bajarilishidan golgan barcha k =1,m-1 lar uchun ham bajarilishi kelib chigmas ekan.

Undan tashqari quyidagi tasdiq ham o'rinli:

ddUnay Ana AL 20 YV ay.a,eln,1<k<m (3.1.2)

Bu tasdiq ikki xil xarakterga ega. agar u ikki marta sillig bo'lib,

. €ln uchun (3.1.2) shartni ganoatiantirsa, u holda u funksiya m—sh
bo'ladi.

u funksiyani m-sh ligini tekshirish  uchun (31.2) da fagat
a;=ddu; ,u;eC* D , j=12,..,m-1 differensia formani chegaralangan bo'lishi
yoki m—sh ko phad bo'lishi yetarli.

Bu esabizga L, . funksiyalar sinfida m—sh funksiyalarni aniglashga yordam beradi.
3.1.2ta’rif. uel,, D funksiya D" sohada m—sh deyiladi, agar u yuqoridan

yarim uzluksiz vaixtiyoriy ikki martasilliq v, ,...,v, ,

m —sh funksiyalar uchun
ddundd®v, A...Addv, , A S"™ ogim
[dd°unddv, A..AddV, A" ] @ =

(3.1.3)
Judd®v, A...Add,, ;A 87" Add 0, @ € F°

musbat aniglangan bo’lsa.
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Biz bilamizki, p,p — finit differensia formalar fazosidagi chiziqli, uzZluksiz T
funksional (kompleks giymatli)
FPP=F"" D = we”® D NC” D :suppoccD , n—-p,n—-p = q,q
bidargjali ogim deyilar edi.

m —sh funksiyalarning xossalari:

1) ueC? D funksiya m—-sh (lI<m<n)bo'ladi, fagat va fagat shu holdaki,
gachonki dd°u e I'v2°eD bo'lsa.

2)agar uem-sh D bo'lsa, uholda u; z =u=K; z—w standart approksimatsiya
(o'rama) ham m—sh bo'ladi, ( j —» « dau; Y u bo'ladi)

3) agar u,ve m-sh bo’lsa, u holdaixtiyoriy a,b>0 uchun au+bvem-sh D .
au+bvem-sh D = Au,lv el a,b>0 ekanligidan
alu +biv e[, >au+bvem—sh D bo'lishi kelib chigadi.

4) psh=n-shc...cl-sh=sh

Bu xossani n=3 hol uchun isbotlaymiz:

Kk s 3Kk
ddu A dd°|zT >0, k=123
2
k=1 bo'lganda dd°u A dd°|z]’ >0 bo'lishi uchun 4 +4 +4 >0 bo'lishi

kerak ekan.
Endi k =2 uchun tengsizlikni tekshiramiz:

ddu “ A dd°[zf 20=> A4, + A4 + A4, >0
k =3 uchun:
- \3
dd°u 3:ddCU/\ddcu/\dd°u:6(|§j A2z, Adz, Adz, AdZ, Adz AdZ,

= Aofe 20
Y uqgoridagi uchala tengsizlikni birgalikda yechamiz:
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A+A,+4, 20

A, + A+ 4,2, 20 (3.1.4)

A4, 20
(3.1.4) tengsizlikning bajarilishi uchun 4, 4,, 4, larning 2 tasi manfiy, bittasi
musbat yoki uchadasi ham musbat bo'lishi kerak. lkkala holni ham tekshirib
ko ramiz:
14,20, 14, <0, 4; <0bo’lsin.

{214'/12"'/13 20 — {ﬂ’lz_ﬂz"'/ie/

Ay + Al + 425 20 A (A, + A3) + 4,45 20
{/112—@2+ﬂ,3: :{212—@2+/13:
2ol 2=20(Q +23) 2 (M + 45)° (L +4)° < A4

A+ 20,05+ " <Ay = A" +A° <-A,4; Bu esa zddiyat. Bu holda
tengsizliklar sistemasi yechimga ega emas ekan. 2-holda tengsizliklar sistemasi
doimo yechimga ega. Ravshanki, m=1 bo’lganda m-subgarmonik funksiya
subgarmonik funksiyaga aylanadi va A +4,+ 4, >0tengsizlikning bajarilishi
yetarli.Yuqoridagilardan ko rinadiki, pyurisubgarmonik bo’lgan funksiya albatta
m-sh va sh funksiya bo’la oladi. O’z navbatida m-sh bo’lgan funksiya
subgarmonik funksiyabo'la oladi.

Endi quyidagi teoremani isbotlaymiz:

3.1.1-teorema.([24 ga qarang) Dc" sohada n- sh bo'lgan ixtiyoriy
funksiya psh dir.

Isboti. Faraz qilaylik, (3.1.1) tengsizliklar barcha k lar uchun bagjarilsin,
k=1,2,...,n. Natijada quyidagi tengsizliklar sistemasi hosil bo'ladi:

M+, +1,+..+1,1 0

g, + 10+ k1 110

A+ 10, + o+ 1 . i0 (3.1.5)

n-1n

0 0, )i 0
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I,,1,..1, laning hagigiy sonlar ekanligidan (3.1.5) tengsizliklar sistemasini
0 rganish uchun biz quyidagicha belgilashlarni kiritaylik:

?'a1=ll+I2+I3+...+I 1 0

n
Ea2=I1I2+I1I3+...+In_1ln1 0
ga, = Ll I+ 101, +..+1 ., 0,10 (3.1.6)
Ha, = Il gl 0,10

Endi koeffitsiyentlari 1,- a,a,, ...,(- 1)"a, bo’lgan

f1=2"-al""+a,4"*-alA"’+.+(-D)"a, (3.1.7)
ko'rinishdagi ko phadni garaylik. Bu ko'phad uchun Viyet teoremasini qo llasak
(3.1.6) sistema hosil bo'ladi.

Bu ko'phadning ildizlari xarakterini aniglash uchun quyidagi teoremadan

foydalanamiz:

3.1.2-teorema (Dekart) ([5] ga garang)f (I ) ko'phadning karrasini hisobga
olgan holda hisoblangan musbat ildizlarining soni bu ko phadning

koeffitsiyentlaridan tuzilgan sistemadagi ishora o zgarishlar soniga teng yoki bu
sondan juft songa kam bo'ladi. (Bunda nolga teng bo’lgan koeffitsiyentlar hisobga
olinmaydi)

SHubhasiz, f (I ) ko'phadning manfiy ildizlarining sonini topish uchun
Dekart teoremasini f (- 1 ) ko'phadga qo'llash kifoyadir.

Ko'phadning barcha ildizlari hagigiy ekanligi avvaldan malum bo'lgan
xususiy holda Dekart teoremasiga birmuncha aniglik kiritish imkoni tug'iladi: agar

f (I ) ko'phadning barcha ildizlari haqiqiy bo'lib, ozod had noldan farqli bo’lsa, u
holda bu ko'phad musbat ildizlarining soni k, uning koeffitsiyentlari sistemasidagi
ishora o'zgarishlar soni s, ga teng, manfiy ildizlarining soni k, esa f(— I )
ko'phadning koeffitsiyentlari sistemasidagi ishora o'zgarishlar soni s, ga teng

bo’ladi.
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Endi yuqoridagi tasdigni biz qurgan (3.1.7) ko phad uchun qo’llaylik. Oldin
biz a;,a,,...,a, NeO bo’lgan holni garaymiz. Agar a,,a,,...,a, NeO bo'lsa, u holda
(3.1.7) ko phadning koeffitsiyentlari sistemasi

1- a,a,,..(- )'a,
uchun ag,a,,...,a, > 0Oligidan bu sistemadagi ishora o'zgarishlar soni n gateng
bo'ladi. Bundan (3.1.7) ko' phad n tamusbat ildizga ega bo’lishi kelib chigadi.
Bundal I ,,...,1, > 0 ekanini ko'ramiz. Endi ixtiyoriy u OC?*(D) I (m - sh(D))
funksiyani quyidagi yordamchi funksiya bilan amashtiramiz:
ve(z)=u(z)+ e‘z‘z OC?D) 1 (m - sh(D))

Bu funksiya uchun ham yuqgoridagi mulohazalarni yuritish orgali koeffitsiyentlari
1- adayy ....(- D)"a,¥bo'lgan

f 2 =2-aA"+a/A"*-a; A" +..+(-D)"a/ (3.1.8)

ko'rinishdagi ko phadni hosil qilamiz. Bu ko'phad uchun ham Viyet teoremasini
go'llasak ushbu

fay=1,+e+l,+e+..+1 +e>0

I;azg’: (G +e)l,+e)r (I, +e)l,+e)+ ..+ (1, ,+e)l,+e)>0

éan}"’= (1,+e)l,+e),+e)>0

(3.1.9)

sistema hosil bo'ladi. aya,y...a,y> 0 bo’lgani uchun (3.1.8) ko'phad
koeffitsiyentlari sistemasida ishora o zgarishlar soni n ga teng bo’'ldi. Demak, bu

kophad n ta musbat 1,(v,).l1,(v,).....1,(v,) ildizga ega ekan. Bunda

= liml;(v,)i 0 j= 1n. SHunday gilib, biz

l,i 01,1 O01;i O, ...,1, i O ekanligini anigladik. Demak, agar

n

uOC?(D) funksiyasi uchun (1) tengsizliklar barcha k lar uchun bajarilsa, u
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holda u z funksiya psh bo’lar ekan, ya ni
n-sh(D)I c?(D)=psh(D)I C*(D).  (3.1.10)
Endi biz (3.1.10) ni ixtiyoriy n - sh funksiyalar uchun ko'rsatamiz: faraz gilaylik
u— ixtiyoriy n - sh funksiya bo’lsin, u On - sh(D). U holda
u; = u*K, (z- w) standart approksimatsiya olamiz,
r

MMD D = .
J:

uon-sh(@;)IC" @;)u; Tu,D, MMD,

Unda (3.1.10) gakora  u;epsh D, bo'lib, plyurisubgarmonik funksiyalarning
xossasigakora j ® T dau; ] u bo'lganligidan u O psh (D) bo'ladi. Teorema
isbotlandi.

S)agar y t — tell, parametrning o suvchi gavariq funksiyasi va u e m—sh bo'lsa,

u holda y ou e m-sh bo'ladi.

6)tekis yaqinlashuvchi yoki kamayuvchi m—sh funksiyaar ketma-ketligining limiti
yana m—sh bo'ladi.
7)chekli sondagi m—sh funksiyalarning maksimumi m-—sh funksiyadan iborat

bo'ladi; ixtiyoriy lokal tekis chegaradangan u, —m-sh m-subgarmonik
funksiyalar oilasining supremumi u z = supu, z regulyarizatsiyasi u* z ham
o

m-—sh bo'ladi.m—-shcsh ekanligidan u z <u* z —toplam 0" ~0* da polyar
toplam bo’ladi.Qisgacha aytganda uning Lebeg o'lchovi nolga teng. Ixtiyoriy lokal
tekis  chegaralangan u, cm-sh funksiyalar  ketmaketligining  limiti

uz =limu; z regulyarizatsyas u* z ham m-sh va uz <u*z -polyar

jo>on
to’ plam bo’ladi.

8)agar uem—sh bo’lsa, u holda ixtiyoriy P c[1" kompleks gipertekislik uchun
ul,esh, , bo'ladi.

Haqiqatdan, gessianning 4-xossasidan foydalanib, 4, eI’ vektor uchun
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5 1/m 1-1/m
dp—H, A =mH™ g H™ 2
—"1 oA

4=0,..01 deb oladign bo'lsak, %Hm A =H_,'A>0. Bu shuni

n

anglatadiki, agar A= A,...,4, ,,A4, €I, bolsa, uholda‘'A= A,..4, , €I,
bo'ladi. Endi uem—sh(D) va Pcl1" gipertekislik bo'lsin.Umumiylikka zid ish
gilmagan holdabiz ueC? D , P= z, =0 deb faraz gilamizva u|,=u 'z,0 esh_
ekanini isbotlaymiz.

A= Aysdy “U=ug ,jk=12..n matrisani xos qgiymatlari bo'lsin.

U= sy — €U =u, , jk=12..n-1 matrisani xos qiymatlari bo'lsin.

Unitar almashtirishlardan keyin (tayinlangan 'z°,0 € Dnuqgtada) U quyidagi
ko rinishga keladi:

0 0 u-
U= . .

0 0 o U

nl uni unni—l unﬁ

Uz em-sh ekan, u holda (ixtiyoriy tayinlangan tel] , parametr uchun)
u z =u z +t|z, em—shbo'ladi.
Natijada A t =4 u, eI, vektor yuqgoridaisbotlanganigako'ra

‘At =A,t,.,4,t el ,.Boshgatomondan 41 t quyidagi

A-pw 0 . 0 u-
0 0 .. A-u, u -
u. u- .. u— /’L—t—unﬁ

tenglamaning ildizi.Y ana amashtirishlar bajarsak,
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u-
A-pw, O 0 f
u .- |[=0
0 0 o A-u ”t‘l“
A-uU -
u us .. u— " -1

t>codad t >y, At el ean uhodal,  ningyopidligiden uel’ ,

m-1

yani ul,=u 'z,0 em-shekanligi kelib chigadi. 8-xossa isbotlandi.
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111 BOB bo'yicha xulosa

Ushbu bobda m—sh funksiyalar va ularning xossalari hamda gat’'iy m—sh
funksiyalar o'rganildi. Ixtiyoriy n—sh  funksiyalar plyurisubgarmonik bo’lishi
polinomlar nazariyasining asosiy teoremalaridan biri bo’'lgan Dekart teoremasi
yordamidaisbotlandi. m—sh funksiyalarning gat'iy m-sh bo'lish shartlari
organildi. Olingan natijalar va usullarni funksiyalar nazariyasining keyingi

rivojlanishida va kompleks analizning tadbiglarida qo’llanilishi mumkin.
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XULOSA

Dissertatsiya Qat’iy m—sh funksiyalarni o'rganishga bag'ishlangan.
Dissertatsiyada olingan asosiy natijalar yuzasidan quyidagi xulosaga kelindi:

1.vueC?(D) Dcl" funksiyauchun dd°u ‘A dd®|z| >0 vk=Lm
tengsizlikning k =m uchun bagjarilishidan golgan barcha Wk =1,m-1 lar uchun
bajarilmasligini aniglandi.

2. m—sh funksiyalar sinfi m=n bo’lgan holda plyurisubgarmonik funksiyalar
sinfi bilan ustma-ust tushishi isbotlandi.

3. m—sh  funksiyaarning gat’iy m—sh bo'lish shartlari o' rganildi.

Umuman, dissertatsiyaishidagi olingan asosiy natijalar yangi bo‘lib, kompleks

0'zgaruvchining funksiyalar nazariyasining keyingi rivojida go'llanilishi mumkin.
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