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ma‘ruza. Mavzu: Bir o’zgaruvchining funksiyasi.
O’zgaruvchi va o’zgarmas miqdorlar.

Inson o’z faoliyati davomida hajm, yuza, uzunlik, vaqt, bosim, harakat,
tezlik, og’irlik kuchi, elektr tokining kuchi va hakozo kabi miqdorlarga duch
keladi. Bu miqdorlar mazmun jihatidan turlicha bo’lsada ularning o’zlariga xos
umumiylik tomoni ham bor bo’lib ularni o’lchash mumkinligidadir. Ularni
o’lchash natijasida bu miqdorlarning son qiymatlari deb ataluvchi sonlar hosil
bo’ladi. Bir xil miqdorlarni turli vaqtda va turli sharoitda o’lchansa uni sonli
qiymati turlicha bo’lishi mumkin. Masalan avtomobil tezligi yo’lning har xil
qismida yoki har xil vaqtda turlicha sonli giymatlarga ega bo’ladi. Shuningdek
yopiq idishdagi gazning bosimi ham har xil haroratda har xil bo’ladi. Istalgan
gavariq ko’pburchakning tashqi burchaklari yig’indisi har qanday ko’pbuchak
uchun o’zgarmas va 360° ga teng. Bu misollardan ko rinib turibdiki migdorlar har
xil son giymatlarni gabul gilishi yoki fagat birgina sonli giymatni gabul gilishi ham
mumkin ekan. Har xil sonli giymatlarni qabul giladigan miqdorning o’zini
o’zgaruvchi miqdor deb ataladi.

Qaralayotgan sharoitda o’zini sonli qiymatlarini o’zgartmaydigan miqdor
o’zgarmas miqdor deb ataladi. Matematikada migdorni uning fizik ma‘nosidan
qat‘ity nazar qabul qilishi mumkin bo’lgan sonli giymatlari to’plami berilganda
o’zgaruvchi miqdor berilgan deb hisoblanadi. O’zgarmas miqdorni sonli qiymatlari
to’plami birgina sondan iborat o’zgaruvchi miqdorning xususiy ko’rinishi deb
garash mumkin,

O’zgarmas miqdorlarga ko’plab misollar keltirish mumkin: aylana
uzunligining uning diametriga nisbati (7), uchburchakning ichki burchaklari
yig’indisi (180°), yorug’likning bo’shliqdagi tezligi (299,800 km/sek), erkin
tushayotgan jismning tezlanishi (9,81 m/sek?), kvadrat diagonalining uning
tomoniga nisbati (/2 ) 0’zgarmas miqdorlardir.

Bir miqdorning o’zi vaziyatga qarab o’zgaruvchi yoki o’zgarmas bo’lishi
ham mumkin. Masalan tekis harakat qgilayotgan jismning tezligi o’zgarmas, erkin
tushayotgan jismning tezligi esa o’zgaruvchidir.

O’zgarmas miqdorlarni  a,b,c,... harflar bilan belgilanadi. O’zgaruvchi
miqdorlarni esa x, y, z,... harflar bilan belgilanadi. O’zgaruvchi miqdorlarning
barcha son qgiymatlari to’plami shu o’zgaruvchining o’zgarish sohasi deyiladi.
O’zgaruvchi miqdorlarning sonli qiymatlari haqiqily sonlarning qandaydir
to’plamini tashkil etadi. Bunga sonlar o’qining ma‘lum nuqtalari to’plami mos
keladi. Kelgusida kesma (segment) va interval deb ataluvchi sonlar to’plamlari
bilan ko’proq ish ko’ramiz. O’zgaruvchi migdor X ning ma‘lum p Xo0ssaga ega
qiymatlari to’plamini {X: p} kabi belgilaymiz.

a va b sonlar (yoki ikkita nuqta) berilgan bo’lib a<b bo’lsin.
a<x<b tengsizliklarni ganoatlantiradigan x sonlar to’plami {X: a<x<b}
kesma yoki segment deb ataladi va [a,b] orqgali belgilanadi. a va b kesmaning
uchlari (yoki oxirlari) deb ataladi, hamda (garalayotgan holda a va b sonlar
ham to’plamga tegishli bo’ladi). a<x<b tengsizliklarni ganoatlantiradigan x



sonlar to’plami {X: a<x<b} intenrval deb ataladi va (a,b) kabi belgilanadi. Bu
holda intenrvalning a va b oxirlari sonlar to’plamiga tegishli bo’Imaydi.
a<x<b yoki a<x<b tengsizliklarni ganoatlantiradigan x sonlar to’plami {Xx:
a<x<b} yoki{x: a<x<b} yarim ochiqg kesma yoki yarim yopiq interval
deb ataladi hamda (a,b] yoki [a,b) kabi belgilanadi.

Kiritilgan kesma yoki interval tushunchalari nafagat sonlar to’plamiga
tegishli, balki unga mos sonlar o’qining nugqtalari to’plamiga ham tegishlidir.
Masalan, [a,b] kesmaga sonlar 0’qining oxirlari a va b nugtadan iborat kesmasi
mos kelib bu holda kesmaning oxirlari a va b nugta ham kesmaga tegishli
bo’ladi. (a,b) intervalga ham sonlar o’qining oxirlari a va b nugtalardan iborat
kesmasi mos kelib bu holda kesmaning oxirlari kesmaga tegishli bo’lmaydi.
x biror X to’plamga tegishli bo’lganda xe X va u shu to’plamga tegishli
bo’lmaganda x¢ X kabi yoziladi. Masalan N natural sonlar to’plami bo’lganda

3eN, 0¢N, %ggN. Shuningdek: 3< [2,4], 5¢ [0,3], 2¢(0, 2).

Ba‘zi hollarda cheksiz intervallar va cheksiz yarim intervallar bilan ish

ko’rishga to’g’ri keladi. Ular quyidagicha ta‘riflanadi va belgilanadi:
{x:x>a}=(a+w), {x:x>a}=[a+x), {x: x<b}=(~ow;b),
{x: x<b}=(~o0; b].

Butun sonlar o’qini (barcha haqiqiy sonlar to’plamini) cheksiz interval
(—o0; +0) ko’rinishida tasvirlash mumkin. Ba‘zan kesma, interval, yarim ochiq
yoki  yarim  yopiqg intervallarni  oraliglar deb  ham  ataymiz.

Endi muhim tushunchalardan biri nugtaning atrofii tushunchasini kiritamiz.
¢ nugtaning atrofi deb shu nugtani ichiga olgan har ganday (a,b), (a<c<b)
intervalga aytiladi. Markazi ¢ nuqtada va uzunligi 2¢ (¢>0) bo’lgan (c-&; c+é)
interval ¢ nugtaning (e-atrofi deb ataladi (1-chizma). [x—c| <& tengsizlik -

e<x-c<g Yyoki c-e<x<c+e tengsizliklarga teng kuchli ekani maktab kursidan
ma‘lum. Demak |x—c/|<e tengsizlik ham ¢ nugtaning e-atrofini anglatar ekan,

ya‘ni xe(c—¢, c+e).

1-chizma

Funksiya tushunchasi.

Har xil tabiat hodisalarini o’rganishda ko’ramizki, unda bir-biriga bog’liq
bir nechta o’zgaruvchi miqdorlar ishtirok etadi. Masalan o’zgarmas haroratda
yopiq idishdagi gazning bosimi idishning hajmiga teskari proporsional. Hajm
o’zgarganda gazning bosimi ham unga bog’liq ravishda ma‘lum qonuniyat asosida
o’zgaradi, Shuningdek ishbay asosida haq oladigan ishchining ish haqi u ishlab
chigaradigan mahsulotining miqdoriga bog’liq, ya‘ni ishchi qancha ko’p mahsulot
ishlab chigsa u shuncha ko’p maosh oladi. Doiraning radiusi o’zgarganda uning



yuzi ham ma‘lum qonun assosida unga bog’liq ravishda o’zgaradi. Agar doiraning
yuzini S va radiusini R orgali belgilasak, uning yuzi
S =7R?

kabi topilar edi. Bu yerdagi = o’zgarmas son, R esa doiraning radiusi bo’lganligi
uchun u fagat musbat giymatlarni gabul giladi va biz istagan doirani garaganimiz
uchun u ixtiyoriy musbat qiymatni qabul gilishi mumkin, ya‘ni R €(0; + ).

Doiraning radiusi R ning o’zgarishi uning yuzi S ni ham ma‘lum qonuniyat
asosida o’zgarishga majbur etadi. R ning har bir anig giymatiga S ning bitta aniq
giymati mos keladi. Bunday holda doiraning yuzi uning radiusining funksiyasi deb
ataladi. Bunga o’xshagan ko’plab misollarni keltirish mumkin. Ularda bir
o’zgaruvchining o’zgarishi ikkinchi o’zgaruvchining ma‘lum qonuniyat asosida
o’zgarishga majbur etadi. Masalan yopiq idishda ma‘lum miqdordagi gaz qaralsa
harorat o’zgarmagan holda idishning kichrayishi gaz bosimini oshishga majbur
etadi. O’zgaruvchi miqdorlarni biri ikkinchisiga bog’liq ravishda o’zgarishi
funksiya tushunchasiga olib keladi.

Ikkita x vay o’zgaruvchi migdorni qaraymiz.

1-ta‘rif. Agar x miqdorning D sohadagi har bir giymatiga biror gonun yoki
qoida bo’yicha y ning biror E sohadagi aniq bir qiymati mos qo’yilsa, y
o’zgaruvchi migdor x o’zgaruvchi migdorning funksiyasi deb ataladi.

Bu holda y migdor x ning bir giymatli funksiyasi deb yuritiladi.

O’zgaruvchi x miqdor erkli o’zgaruvchi yoki argument, y miqdor esa
erksiz o’zgaruvchi yoki funksiya deb ataladi.

y ning x o’zgaruvchining funksiyasi ekanligi ramziy tarzda

y=f(x)

ko’rinishda yoziladi (o’qilishi: y teng ef x). y= f(x) funksiyaning argument x ni
aniq x, giymatidagi xususiy giymati f(x,) yoki y|x_X kabi belgilanadi. Masalan,

agar f(x)=2x+3 bo’lsa f(1)=2-1+3=5, f(0)=2-0+3=3, f(2)=2-2+3=7.

Bu yerdagi f, funksiyaning gqiymatiga ega bo’lish uchun uning argument
ustida qanaga matematik amallarni bajarish lozimligini ko’rsatadi.

Funksiyani y=¢(x), y=y(X), y=¢(X),.... ko’rinishda ham belgilash
mumkin.

Ba‘zan argumentning har bir giymatiga funksiyaning bir emas birnechta
giymatlari mos keladi. Bunday holda funksiya ko’p qiymatli funksiya deb ataladi.
Masalan, x*+y®=R? aylananing har bir nugtasining x abssissasiga aylananing
ordinatalari y=+vR?-x*> bo’lgan ikkita nuqtasi mos keladi, ya‘ni bu yerda biz
ikki gqiymatli funksiyaga duch keldik.

Bundan buyon biz faqatgina bir qiymatli funksiyalar Bilan ish ko’ramiz.

2-ta‘rif. Argument x ning f(x) funksiya ma‘noga ega bo’ladigan
giymatlari to’plami funksiyaning aniqlanish sohasi deb ataladi va D(f) orqali
belgilanadi.

Masalan f(x):ﬁ funksiya x=2 nuqgtadan boshga x ning barcha

giymatlarida aniglangan. x=2 da kasrning maxraji nolga aylanib, funksiya



ma‘nosini yo’qotadi, chunki hech bir sonni nolga bo’lib bo’lmaydi. Demak
D(é) = (— o0; 2)u(2; +oo)
Funksiya biror nuqtada aniglangan bo’lishi uchun u shu nuqtada

%,f, 0-00,00—00,0% 17, o® ko’rinishga ega bo’lmasligi lozim. Shuningdek
Q0
y =2/o(x) ko’rinishdagi funksiya fagat x ning ¢(x)>0 tengsizlikni

ganoatlantiradigan giymatlaridagina aniglangan.

3-ta‘rif. f(x) funksiyaning gabul qiladigan qiymatlari to’plami uning
o’zgarish sohasi yoki giymatlar sohasi deb ataladi va E(f) orqali belgilanadi.
Masalan. E(sinx)=[-1;1], E(tgx)=(-o; «).

4-ta‘rif. Oxy tekislikning koordinatalari y=f(x) munosabat bilan
bog’langan P(x,y) nuqtalarning geometrik o’rni y= f(x) funksiyaning grafigi deb
ataladi.

Funksiyaning grafigi uning asosiy xossalarini shu grafikka garab aytish
imkonini beradi. Har qanday funksiya ham grafikka ega deb o’ylash
noto’g’ri.Masalan Dirixle funksiyasi deb ataladigan

{1, x ratsional son bo'lsa,
D(x) = o
0, x irratsional son bo'lsa.

funksiya grafikka ega emas. Butun sonlar 0’qi bu funksiyaning aniqlanish sohasini
tashkil etadi, funksiyaning qiymatlar to’plami faqat ikkita son, ya‘ni 0 va 1 dan
iborat. Demak  D(D(x)) =(~o;0),  E(D(x))={0;1}.

Endi funksiyaning berilish usullarini garaymiz.

Funksiya turli usullar bilan berilishi mumkin. Ulardan ko’p uchraydigani
analitik, jadval va grafik usullaridir.

x va y o’zgaruvchi orasidagi moslik formula orqali ifodalanganda
1

funksiya analitik usulda berilgan deb ataladi. Masalan: y=x*, y= :
x? -1

— 2X
Y=t
Funksiya aniglanish sohasining turli gismlarida turlicha formulalar orgali
berilishi ham mumkin. Masalan,

1, agar x > 0 bo'lsa,
signx =<0, agar x =0 bo'lsa,
-1, agar x <0 bo'lsa.

x va y o’zgaruvchi orasidagi bog’lanish jadval ko’rinishida ifodalanganda
funksiya jadval usulda berilgan deb ataladi. Masalan, logarifmik, trigonometrik
funksiyalarning qiymatlari jadvallari funksiyaning jadval usulda berilishiga misol
bo’la oladi.

Funksiya grafik usulda berilganda uning grafigi ma‘lum bo’lib,
argumentning turli giymatlariga mos keluvchi funksiyaning giymatlarini bevosita
ana shu grafikdan topiladi.



Asosiy elementar funksiyalar, ularning aniqglanish va o’zgarish
sohalari, grafigi.

Y ok \y
y=x
y=x"
y=x y=x
1 g x 0 x
g ¥
)":'\J'l;
0 rx
2-chizma.

. y =C -o’zgarmas(konstanta) funksiya, bunda C -o’zgarmas son.
. y=x" -darajali funksiya, bunda n noldan fargli son.

. y=a* -ko’rsatkichli funksiya (a>0, a=1).

. y=rog,x -logarifmik funksiya (a>0,a=1).

5. y=sinx, y=cosx, y=tgx, y=ctgx -trigonometrik funksiyalar.

6. y=arcsinx, y=arccosx, Yy=arctgx, y=arcctgx -teskari trigonometrik
funksiyalar.

Bu funksiyalar asosiy elementar funksiyalar deb ataladi. Shu
funksiyalarning aniqlanish va o’zgarish sohalarini hamda grafiklari bilan
tanishamiz.

1. y=C -o’zgarmas funksiya butun sonlar o’qida aniglangan bo’lib uning
giymatlari sohasi birgina C sondan iborat, ya‘ni D(C) =(~o;+x), E(C)=C.Bu
funksiyaning grafigi Ox o’qga parallel to’g’ri chizigdan iborat ekanligi aytib
o’tilgan edi.

2. y=x" -darajali funksiyaning aniqlanish va o’zgarish sohalari hamda
grafigi n ko’rsatkichga bog’liq. Masalan, D(x)=D(x?)=D(x*) = (- o0;+0),
E(X) = (-oo+00), E(x?)=[0i+0) . D) =[0;+0), E(WX)=[0;+0).

Ba‘zi bir darajali funksiyalarning grafiklari 81-chizmada keltirilgan.

3. y=a* ko’rsatkichli funksiya (a>0,a=1) uchun: D(a*)=(-a0;+w),
E(@*) = (0;+0). Ko’rsatkichli funksiyaning grafigi 82-chizmada tasvirlangan.

W DN
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3-chizma.
4. y=rog,x logarifmik funksiya(a>0,a=1) uchun: D(/og,x)=(0;+),
E(fog,X) = (~oo;+0). Logarifmik funksiyaning grafigi 83-chizmada tasvirlangan.
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4-chizma.

5. y=sinx, y=cosx, Yy=tgx, y=ctgx -trigonometrik funksiyalar uchun:
D(sin x) = D(cosX) = (—oo+0),  E(sinx) =E(cosx) =[-L;1]. y=tgx funksiya son

o’qining (2k +1)% ko’rinishdagi nugtalaridan farqli, y=ctgx funksiya esa son

o’qining x=kz (K-butun son) ko’rinishdagi nuqtalaridan farqli barcha nuqtalarida
aniglangan. E(tgx) = E(ctgx) = (—oo;+00). Trigonometrik funksiyalarning grafiklari
84-chizmada tasvirlangan.

6. y=arcsinx, y=arccosx, y=arctgx, y=arcctgx -teskari trigonometrik
funksiyalarning aniqlanish, o’zgarish sohalari hamda ularning grafiklari bilan
keyinrog tanishamiz.
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5-chizma.

Murakkab funksiya. Elementar funksiya.

Har doim ham funksiyaning argumenti erkli o’zgaruvchi bo’lavermaydi.
Ko’p hollarda shunday funksiyalar ham uchraydiki, ularning argumentlari boshqga
bir o’zgaruvchining funksiyasi bo’ladi. Argumenti x o’zgaruvchining funksiyasi,
ya‘ni u=g(x) bo’lgan y=f(u) funksiyaning garaymiz. Bu holda y o’zgaruvchi
ham x o’zgaruvchining funksiyasi bo’ladi va u bu holda murakkab funksiya
yoki funksiyaning funksiyasi deb ataladi hamda y = f[p(x)] kabi belgilanadi.

u argument murakkab funksiyaning oraliq argumenti deb ataladi. Masalan,
agar y=tgu, u = rog,x bo’lsa, y x ning murakkab funksiyasi bo’ladi: y =tg(¢og,Xx).

Asosiy elementar funksiyalar va murakkab funksiya tushunchalaridan
foydalanib elementar funksiya tushunchasiga ta‘rif beramiz.

5-ta‘rif. Elementar funksiya deb asosiy elementar funksiyalardan chekli
sondagi arifmetik amallar va ulardan olingan murakkab funksiyalardan tuzilgan
funksiyaga aytiladi. Asosiy elementar funksiyalarning o’zlari ham elementar
funksiyalar sinfiga tegishli. Masalan,
XX+ x+1

=/g(l+sin®x), y=2396m)
y =19( ), Y Y=""7 5 .3

, y=sin?3* funksiyalarning

barchasi elementar funksiyalardir.

Izoh.  Elementar  bo’lmagan, ya‘ni  noelementar  funksiyaga
y=n! (y=1f(x)) funksiya misol bo’ladi. Bunda n!=1.2-3-..-n (o’qilishi: en
faktorial). Chunki y ni topish uchun kerak bo’lgan amallar soni n ning o’sishi
bilan ortadi, ya‘ni u chekli emas. Bundan buyon biz ayrim hollarni hisobga
olmaganda fagatgina elementar funksiyalar bilan ish ko’ramiz.



Butun va kasr-ratsional funksiyalar.

6-ta‘rif. y=a,x" +a,x"" +a,x"? +..+a, ,x+a, ko’rinishdagi funksiya butun
ratsional funksiya yoki ko’phad deb ataladi, bu yerdagi n natural son ko’phadning
darajasi, a,, a;, a,,..,a,,,a, ma‘lum sonlar ko’phadning Kkoeffitsientlari deb
ataladi.

Masalan, y=2x+1, y=2x*+3x+4, y=6x®+4x-7 funksiyalar mos ravishda
birinchi, ikkinchi va uchinchi darajali ko’phadlardir.

Birinchi darajali y=a,x+a,x ko’phad chizigli funksiya deb ataladi.

Umumiylikni buzmaslik magsadida y=C o’zgarmas funksiyani nolinchi
darajali ko’phad deb garash mumkin: y=Cx’.

Odatda n- darajali ro’phadni P,(x) kabi yoziladi.

7-ta‘rif. Ikki ko’phadning nisbati kasr-ratsional funksiya yoki ratsional
R(X) = Qu(X) _ byX™ +b X" +b,x"* +...4+b, X +b,

P.(X) ax"+ax" +a,x"?+..+a, X+a,

Kasrning suratini darajasi maxrajining darajasidan kichik (m<n) bo’lganda
kasr to’g’ri va aks holda (m>n) kasr noto’g’ri kasr deb ataladi. Masalan,
_ x*=7x-3 x4+l X +3

Tacrex—1' Y 1-x" YT X+7x18
bo’lib, ulardan birinchi ikkitasi noto’g’ri kasr, uchinchisi esa to’g’ri kasrdir.

kasr deyiladi.

funksiyalar kasr-ratsional funksiya

Funksiyaning juft va toqgligi, davriyligi.

8-ta‘rif. Agar y= f(x) funksiyaning aniglanish sohasiga tegishli barcha x lar
uchun f(—x) = f(x) tenglik bajarilsa f(x) funksiya juft funksiya deb ataladi. Agar
har bir xe D(f) uchun f(-x)=-f(x) tenglik bajarilsa f(x) funksiya toq funksiya
deb ataladi. Juft funksiyaning grafigi Oy o’qqa nisbatan, toq funksiyaning grafigi
koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik bo’ladi.

Masalan, y=x, y=x>, y=sinx funksiyalar toq y=x%,y=x*, y=cosx
funksiyalar juft (81 va 84 chizmalar) funksiyalardir. y=a*,y=/og,x funksiyalar
juft ham emas tog ham emas.

Ko’rinib turibdiki juft funksiyaning ham, toq funksiyaning ham aniqlanish
sohasi koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik bo’ladi.

O-ta‘rif. Agar o’zgarmas 7=0 son mavjud bo’lib y= f(x) funksiyaning
aniglanish sohasiga tegishli barcha x lar uchun f(x+T)=f(x) tenglik bajarilsa
f(x) funksiya davriy funksiya deb ataladi. f(x+T)=f(x) tenglikni
ganoatlantiruvchi musbat 7 sonlarning eng Kkichigi T, f(x) funksiya davri deb
ataladi. Masalan, y=sinx, y=cosx funksiyalar davri 2~ ga teng davriy
funksiyalar, tgx, ctgx funksiyalar esa davri 7~ ga teng davriy funksiyalardir.

Monoton funksiyalar.
f(x) funksiya biror [a;b] kesmada (interval, yarim interval bo’lishi ham

mumkin) aniglangan bo’lsin.



10-ta‘rif. Agar x ning shu kesmaga tegishli ixtiyoriy ikkita x, va x,
giymatlari uchun x, <x, bo’lganda f(x)< f(x,) (yoki f(x)> f(x,) ) tengsizlik
o’rinli bo’lsa, f(x) funksiya [a;b] kesmada o’suvchi (yoki kamayuvchi)
deyiladi.

Boshgacha aytganda argumentning katta giymatiga funksiyaning Kkatta
qiymati mos kelsa funksiya o’suvchi deyilar ekan.

Masalan, y=+/x (81-chizma) funksiya [0; +«) da, y=a* (a>1) (82-chizma)
funksiya (—oo; +o0)da, y=rog,x (a>1)(83(a)-chizma) funksiya (0; +o0)da, y=sinx

T

(84-chizma) funksiya [—E;ﬂ kesmada, y=cosx (84-chizma) funksiya [-7; 0]

kesmada o’suvchi.

Argumentning katta giymatiga funksiyaning kichik giymati mos kelganda
funksiya kamayuvchi deyilar ekan.

Masalan, y=x*y=x* funksiyalar (81-chizma) (-o;0) oraligda,
y=a* (0<a<1l) (3-chizma) funksiya (-oc; +0) oraliqda, y=rog,x (0O<a<1) (83-
chizma) funksiya (0; +wo)oraliqda, y=cosx (84-chizma) funksiya [0; z]kesmada
kamayuvchi.

[a;b] kesma f(x) funksiyaning mos ravishda o’sish yoki kamayish
oralig’i deyiladi. O’suvchi va kamayuvchi funksiyalar monoton funksiyalar deb
ataladi. Monoton funksiyaning o’sish, kamayish oraliglari uning monotonlik
oralig’i deyiladi.

Funksiyaning o’sish yoki kamayishi haqida gapirganda o’sish yoki kamayish
oraliglari ko’rsatilishi shart. Chunki bir funksiyaning o’zi bir oraligda o’ssa u
boshqa bir oraligda kamayishi ham mumkin. Masalan, y=cosx funksiya [-; 0]
orligda o’sadi, [0; z] orliqgda kamayadi (84-chizma). Shuningdek y=x*va,y=x*
funksiyalar ham (-oc; 0) oraligda kamayadi, (0; +o) oraliqda esa o’sadi.

11-ta‘rif. Agar x <x, bo’lganda f(x)<f(x,) (yoki  f(x)=>f(x,) )
tengsizlik o’rinli bo’lsa, f(x) funksiya [a;b] kesmada kamaymaydigan (yoki
o’smaydigan) funksiya deyiladi.

Masalan, 85(a)-chizmada kamaymaydigan, 85(b)-chizmada o’smaydigan
funksiyalarning grafiklari tasvirlangan.

al b B

g/ﬁ |
o f -

o‘a e 0
6-chizma.
Funksiyaning chegaralanganligi.
12-ta‘rif. (a; b) intervalda aniglangan y = f(x) funksiya uchun shunday M>0
son mavjud bo’lib, (a; b) dagi barcha x lar uchun |f(x)<M tengsizlik bajarilsa,
y = f(x) funksiya (a; b) intervalda chegaralangan deyiladi.



Agar bunday M son mavjud bo’lmasa, u holda y=f(x) funksiya (a;b)
intervalda chegaralanmagan deb ataladi.

Masalan, y=cosx funksiya (~oc; +o0) intervalda chegaralangan, chunki bu
intervaldagi barcha x lar uchun |cosx| <1, ya‘ni M=1.

1£M

y:% funksiya (0;1) intervalda chegaralanmagan, chunki S

tengsizlikni ganoatlantiruvchi musbat A/ sonni topish mumkin emas, chunki 1
X

kasrning maxraji kichraygan sari u kattalasha boradi. Shu funksiyaning 0’zi 0
nugtani o’z ichiga olmagan istalgan intervalda chegaralangan bo’ladi.

ma‘ruza. Mavzu: O’zgaruvchi miqdorning limiti.
Sonli ketma-ketliklar.
1-ta‘rif. Natural sonlar to’plamida aniglangan x,=f(n), neN

funksiyaning qiymatlari to’plami sonli ketma-ketliklar deb ataladi.
Agar nga1,2,3,... giymatlar bersak, bu funksiyaning
x=1Q,x,=1(2),..x,=f(),...
xususiy qiymatlariga ega bo’lamiz, ular ketma-ketlikning hadlari yoki elementlari
deb ataladi.
Bunda x, ketma-ketlikning birinchi hadi, x, uning ikkinchi hadi va hakozo

x, ketma-ketlikning n-hadi deyiladi. Demak
Xy Xpy ooy Xy oo YOKI £(2), £(2),..., f(n) ...
sonli ketma-ketlikni tashkil etadi. Sonli ketma-ketlik {x,} yoki {f(n)} orgali
belgilanadi. Ketma-ketlikning n-hadi x,= f(n) uning umumiy hadi deb ataladi.
Ketma-ketlikning umumiy hadi ma‘lum bo’lsa u berilgan hisoblanadi.

1-misol. x, =2in funksiya {xn}:{ L }:{1 1.2 }ketma-ketlikni beradi.

7 e
2-misol. x, =2n funksiya {x,}={2n}=1{2,4,6.....2n,..}ketma-ketlikni beradi.
3-misol. X, =1+(-1)" funksiya

=8+ )"}= 0,20, 2,,...1+(~1)",... | ketma-ketlikni beradi.
4-wncou. x, = funksiyal fx, |- {%} _ {1, - %} ketma-ketlikni beradi.

Barcha misollarda n natural son, ya‘ni neN.
Shunday M son mavjud bo’lsaki, barcha neN uchun x, <M tengsizlik

bajarilsa, {x,} ketma-ketlik yugoridan chegaralangan ketma-ketlik deb ataladi.
Shunday M>0 son mavjud bo’lsaki, istalgan ne N uchun x, >M tengsizlik
bajarilsa, {x,} ketma-ketlik quyidan chegaralangan ketma-ketlik deb ataladi.

Ham yuqoridan ham quyidan chegaralangan ketma-ketlik chegaralangan
deb ataladi. Chegaralangan ketma-ketlik uchun shunday M>0 son mavjud bo’lib
barcha ne N uchun |x| <M tengsizlik bajariladi.



Agar istalgan n natural son uchun x, <x,,, tengsizlik bajarilsa, {x,} monoton
o’suvchi ketma-ketlik deb ataladi.

Agar istalgan n natural son uchun x_ > x
kamayuvchi ketma-ketlik deb ataladi.

Agar istalgan n natural son uchun x, >x
o’smaydigan ketma-ketlik deb ataladi.

Agar istalgan n natural son uchun x,<x,, tengsizlik bajarilsa, {x,}
kamaymaydigan ketma-ketlik deb ataladi.

5-misol. {x. } = {nz}z {],4, 9,16,....,n2,...} -o’suvchi, quyidan chegaralangan ketma-
ketlik.

tengsizlik bajarilsa, {x,} monoton

n+1

tengsizlik bajarilsa, {x,}

n+l

6-misol. {x, } = {l—2n}={-1,-3,-5,....}-kamayuvchi, yugoridan chegaralangan
ketma-ketlik.
. n 123 n 5 .
7-misol. {x, } = {—} = {—,—,— ...... —,..}-0 suvchi, chegaralanganketma-
n+1 2 34 n+1
ketlik.

Ketma-ketlikning limiti.
a o’zgarmas son va {x,} ketma-ketlik berilgan bo’lsin.
2-ta‘rif. Agar istalgancha kichik >0 son uchun shunday N =N(g) natural
son mavjud bo’lsaki, undan katta barcha n lar uchun |x, —a <& tengsizlik bajarilsa,

a o’zgarmas son {x,} ketma-ketlikning limiti deb ataladi va limx =a yoKki

n—o0o

x, — a kabi belgilanadi.
Agar {x,} ketma-ketlikning limiti & chekli son bo’lsa ketma-ketlik

yaginlashuvchi, aks holda ya‘ni ¢ mavjud bo’lmasa yoki oo bo’lsa u
uzoglashuvchi ketma-ketlik deb ataladi.
x,—al<e tengsizlik a-s<x, <a+¢ tengsizliklarga teng kuchli ekanini

ko’rdik. Buni e‘tiborga olsak, limit tushunchasini geometrik nuqtai nazardan
bunday tushuntirish mumkin: agar istalgan &>0 son uchun shunday N =N(g)
natural son topilsaki,  {x,}={X,X,,.....Xy, Xy,1,-.; Ketma-ketlikning N+1- hadidan
boshlab barcha hadlari @ nuqtaning ¢- atrofiga tushsa, ya‘ni a nugtaning &-
atrofiga {x,} ketma-ketlikning birinchi N ta chekli sondagi hadlaridan tashqari
barcha hadlari tushsa, a o’zgarmas son {x,} ketma-ketlikning limiti deb ataladi.
Shunday qilib a 0’zgarmas son {x,} ketma-ketlikning limiti bo’lganda bu
nugtaning istalgan ¢-atrofi (a—e, a+¢) da ketma-ketlikning cheksiz ko’p hadlari
yotadi, ¢-atrofdan tashqarida ketma-ketlikning chekli sondagi hadlari goladi xolos.

8-misol. {X”}:{niﬂ} ketma-ketlikning limiti 1 ga teng ekanligi

ko’rsatilsin.

n

Yechish. Ixtiyoriy &>0 sonni olib |xn—a|=‘nil—4<g yoki <¢
+

tengsizlikni tuzamiz. Birog n>0, shuning uchun %<g yoki nst
&



Bundan ko’rinadiki, N =N(s) sifatida 1 hatural bo’lganda shu sonni
&

0’zini, u natural son bo’lmaganda F}+l sonni ([x]- x ning butun gismi) olinsa, u
&

holda n ning n> N(¢g) tengsizlikni ganoatlantiradigan barcha giymatlari uchun
‘l <¢ YokKi ‘L—l‘<g tengsizlik bajariladi. Bu esa lim N __1 ekanini
n n+1 n>on 41

bildiradi.
Masalan, £=0,01 bo’lsa Nzlzoimzloo va ketma-ketlikning 101-hadidan

boshlab barcha hadlari a=1 nugtaning 0,01- atrofi (0,99, 1,01) ga tushadi, atrofdan

tashqgarida ketma-ketlikning chekli, ya‘ni 100 ta hadi qoladi. Shuningdek £=0,001
bo’lganda N:%OflOOO va n ning 1001-giymatidan boshlab barcha hadlari

uchun

nlﬂ—1‘<0,001 tengsizlik bajariladi.Boshgacha qilib aytganda bu holda

n+1
£=0,001 atrofi (0,999, 1,001) ga tushadi, bu atrofdan tashgarida esa ketma-
ketlikning chekli, ya‘ni 1000 ta hadi qoladi xolos.
1-izoh. O’zgarmas sonning limiti shu sonning 0’ziga teng.
Haqiqatan, o’zgarmas C sonni barcha hadlari shu songa teng bo’lgan ketma-
ketlik deb gqarash mumkin, ya‘ni x,=c. Shuning uchun istalgan & >0son uchun

X, —¢=lc—c|=0<¢&

{Xn}:{i} ketma-ketlikning 1001-hadidan boshlab barcha hadlari a=1 nugtaning

tengsizlik doimo bajariladi.
2-izoh. Yaginlashuvchi ketma-ketlik fagat birgina limitga ega bo’ladi.
Hagigatan, limx, =a, limx =b bo’lib a=b bo’lsin. U holda ketma-ketlik

n—oo

limitining ta‘rifiga binoan istalgancha kichik & >0son uchun shunday N, va N,
natural sonlar topilib n ning N, dan katta barcha giymatlari uchun |x, -a/<e¢
tengsizlik va n ning N, dan katta barcha giymatlari uchun |x, —bj <& tengsizlik
bajariladi. N, va N, dan kattasini N deb belgilasak n ning N dan katta barcha
giymatlari uchun |x,—a <& Ba |x,—b/<e tengsizliklar bir vaqgtda bajariladi.
Demak {x,} ketma-ketlikning x,,- hadidan boshlab barcha hadlari ham x=a

nugtaning ham x=b nugtaning & -atrofida yotadi. Bu esa a #bbo’lganda b—Ta dan

Kichik & lar uchun bajarilmaydi. Bundan a=b ekani kelib chigadi.
3-izoh. Har ganday ketma-ketlik ham limitga ega bo’lavermaydi.

Masalan, {xn}={1+(—1)“}={0, 2,0, 2,,....;L+(—1)”,...} ketma-ketlik hech ganday
limitga ega emas, chunki uning toq ragamli hadlari 0 ga, juft ragamli hadlari 2 ga
teng bo’lib, |x,,, —x,|=2 va &<1 bo’lganda n ning barcha giymatlarida |x, —a/<e
tengsizlikni ganoatlantiruvchi @ son mavjud emas.



Monoton chegaralangan ketma-ketlik limitining mavjudligi.
1-teorema. Agar {x,} ketma-ketlik monoton o’suvchi va yuqoridan

chegaralangan bo’lsa, u chekli limitga ega.
2-teorema. Agar {x,} ketma-ketlik monoton kamayuvchi va quyidan

chegaralangan bo’lsa, u chekli limitga ega.

Bu teoremalarning isbotini keltirmaymiz.
Funksiyaning nuqtadagi limiti.

f(x) funksiya x=a nuqtaning biror atrofida aniqlangan bo’lsin (x=a
nuqtaning o’zida aniglanmagan bo’lishi ham mumkin). D(f)-funksiyaning
aniglanish sohasidan limitga ega bo’lgan ixtiyoriy {X,}={X,%,....X,,..; Ketma-
ketlikni olamiz. f(x) funksiyaning {x,} ketma-ketlikning nugtalaridagi giymatlari
{f(x,)} ketma-ketlikni tashkil etadi.

3-ta‘rif. Argument x ning a dan fargli va unga yaginlashuvchi barcha {x,}
ketma-ketliklar uchun y=f(x) funksiyaning shu ketma-ketlik nuqtalaridagi
giymatlaridan tuzilgan {f(x,)} ketma-ketlik b songa yaginlashsa, b son y= f(x)
funksiyaning x=a nuqtadagi (yoki x—a dagi) limiti deb ataladi va ¢imf(x)=b

X—a

yoki x—ada f(x) —b ko’rinishda yoziladi.

f(x) funksiya x=a nuqtada faqat birgina limitga ega bo’ladi. Bu
yaginlashuvchi {f(x,)} ketma-ketlikning yagona limitga ega ekanligidan kelib
chigadi.

9-misol. D(x) = {1, agar x r_at5|or_1al son bo'lsa,

0, agar x irratsional son bo'lsa.

Dirixle funksiyasi sonlar o’qining hech bir nuqtasida limitga ega emasligi
ko’rsatilsin.
Yechish. Son o’qining istalgan x, nuqtasini olamiz. x, ga yaginlashuvchi

argumentning  {x,} ratsional sonlar ketma-ketligiga funksiyaning {D(x,)}={1}
giymatlari ketma-ketligi mos bo’lib uning limiti 1 ga teng bo’lishi ravshan. x, ga
yaginlashuvchi argumentning {x?} irratsional sonlar ketma-ketligiga funksiyaning
{D(x,)}={0} giymatlari ketma-ketligi mos kelib uning limiti 0 ga teng bo’ladi.
Shunday qilib, x, ga yaginlashuvchi argumentning {x,} va {x,} ketma-ketliklariga
funksiyaning shu ketma-ketliklarni nugtalaridagi giymatlaridan tuzilgan {D(x,)}
va {D(x,)} ketma-ketliklar har xil limitlarga ega. Bu funksiyaning limitga ega
bo’lish ta‘rifiga xilof. Demak D(x) funksiya x, nugtada limitga ega emas. x,

nuqta sonlar o’qining istalgan nuqtasi bo’lganligi uchun u sonlar 0’qining hech
bir nugtasida limitga ega emas. Shunday qilib Dirixle funksiyasi aniglanish
sohasining hech bir nugtasida limitga ega emas ekan.

4-ta‘rif. Istalgan &>0 son uchun shunday &>0 son mavjud bo’lsaki,
Ix—a| <& tengsizlikni ganoatlantiradigan barcha « dan fargli x nugtalar uchun

[f(x)-b| <& tengsizlik bajarilsa, b chekli son f(x) funksiyaning x=a nuqtadagi
(yoki x —a dagi) limiti deb ataladi.



Bu ta‘rifga quyidagicha geometrik izoh berish mumkin. b son f(x)
funksiyaninr x=a nuqtadagi limiti bo’lganda (a-¢J, a+¢J) intervaldagi barcha x
lar uchun f(x) funksiyaning giymatlari (b—¢, b+¢) intervalda yotadi.

Keltirilgan uchinchi va to’rtinchi ta‘riflarni teng kuchliligini ko’rsatish
mumekin.
x> —25

10-misol.  lim =
x-5 X° —5X

. _x*-25
Yechish. f(x)—x2_5x
(4,6) intervalda qaraylik. Ixtiyoriy >0 sonni olib |f(x)-bj<e ni x=5 deb

quyidagicha o’zgartiramiz:

= 2 ekanini tarifdan foydalanib isbotlang.

funksiyani x=5 nugqtaning biror atrofida, masalan

|x? —25 | (x=5)(x+5) X+5 ‘_5—x 5-X
~2 = ~2= -2= = :
‘x2—5x | X(X —5) | x X X
. _ s | X2 =25 |5—X| . ) )
x>4 ekanini hisobga olsak |x|=x>4 bo’lib T—Z <T kelib chigadi. Bundan
X" —9X

ko’rinib turibdiki, 6=4¢ deb olsak, u holda 04x-5<s tengsizlikni
ganoatlantiradigan barcha xe(4; 6) uchun
x* —25

5 2A<=-=¢
X —5x

gi funksiyaning x=5 nuqtadagi

tengsizlik bajariladi. Bundan 2 soni f(x)=§z:
limiti bo’lishi kelib chigadi.

5-ta‘rif. Istalgancha katta M>0 son uchun shunday &=6(M)>0 son
mavjud bo’lib, | x—a|< & tengsizlikni ganoatlantiradigan barcha a dan fargli x lar
uchun | f(x)|>M tengsizlik bajarilsa, x—a da f(x) funksiya cheksizlikka intiladi
deb aytiladi va bu lim f(x) = oo kabi yoziladi.

11-misol. Iimzizzoo ekani isbotlansin.
X—> X_

Yechish. f(x):ﬁ funksiyani qgaraylik. Ixtiyoriy ~ M>0 sonni olsak,

| £(x) |:‘ﬁ >M tengsizlik [x—2|< ﬁ bo’lganda bajarilishi ko’rinib turibdi. Agar

5:% deb olinsa, [x—2 <& tengsizlikni ganoatlantiradigan barcha x lar uchun

1

X—2

>M tengsizlik bajariladi. Bu esa x—»2 da f(x)= iz

1 |1
>—=M vyoki |——
5 y ‘ 2

funksiya cheksizlikka intilishini bildiradi, ya‘ni Iirn2 LZ =00
X—> X_
Funksiyaning cheksizlikdagi limiti.
6-ta‘rif. Agar f(x) funksiya x ning yetarlicha katta gqiymatlarida aniglangan
bo’lib, istalgan £>0 son uchun shunday N>0 son mavjud bo’lib, |x|>N
tengsizlikni ganoatlantiradigan barcha x lar uchun |f(x)—b/< ¢ tengsizlik bajarilsa,



o’zgarmas b son y=f(x) funksiyaning x —c dagi limiti deb ataladi va bu
lim f(x)=b kabi yoziladi.

12-misol. lim x+1 =1 ekani isbotlansin.

X—>00 X

Yechish. f(x):XT+1 funksiyani qaraylik. Istalgan £<0 sonni olsak

x+1_4_ 1 2
X
X+1

X=X 1oy otip N=2
——4 < % = ¢ tengsizlik o’rinli bo’ladi. Bundan 1 soni f(x)= x+1 funksiyaning
X

HOECE ;

desak, barcha |x|>N  uchun

X £
X

x — oo dagi limiti bo’lishi ayon bo’ladi.

7-ta‘rif. Agar f(x) funksiya x ning yetarlicha katta giymatlarida aniglangan
bo’lib, istalgan yetarlicha katta M>0 son uchun shunday N>O0 son topilsaki, [x|>N
tengsizlikni ganoatlantiradigan barcha x lar uchun |f(x)>M tengsizlik bajarilsa,

y=f(x) funksiya x—oo da cheksizlikka intiladi deyiladi va lim f(x) =0 kabi

yoziladi.
13-misol. lim x?> =« ekani isbotlansin.

X—00

Yechish. f(x)=x* funksiyani garaylik. Istalgan M>0 sonni olib |f(x)|>M
tengsizlikni tuzamiz. x*>M, bundan |x>+M kelib chigadi. N =+M deb olinsa,
X >N tengsizlikni ganoatlantiradigan barcha x lar uchun x*> > N? =M tengsizlik
bajariladi. Bu lim x* = ekanini bildiradi.

Limitga ega funksiyaning chegaralanganligi.
16.3-teorema. Agar f(x) funksiyaning a nuqgtadagi limiti b chekli son
bo’lsa, u holda y=f(x) funksiya a nugtaning biror atrofida chegaralangandir.
Isboti. lema f(x)=b chekli son bo’lsin. U holda limitni ta‘rifiga binoan

istalgan ¢>0 son uchun shunday &>0 son topilib (a-s,a+¢8) intervaldagi
barcha x lar uchun |f(x)-b| <& yoki |f(x)|—|b|<|f(x)-b| <&, bundan |f(x)|<|b|+&
bo’lishi kelib chigadi. Agar M =|b|+¢ deb olinsa a nugtaning & -atrofidagi barcha
x lar uchun |f(x))<M tengsizlik bajariladi. Bu f(x)funksiya (a-¢,a+5)

intervalda chegaralanganligini ko’rsatadi.

Agar f(x) funksiya biror intervalda chegaralangan va nolga teng bo’Imasa,
u holda % funksiya ham shu intervalda chegaralangan bo’lishini ta‘kidlab
o’tamiz.

Bir tomonlama limitlar.

8-ta‘rif. Agar f(x) funksiyaning x=a nuqtadagi limitining ta‘rifida x
o’zgaruvchi a dan Kichik bo’lganicha qolsa, u holda funksiyaning shu nuqtadagi
b, limiti uning x=a nuqtadagi (yoki x —a-0 dagi) chap tomonlama limiti deb
ataladi va b, = lim f(x), yoki b, = Iirg_of(x),yoki b, = f (a-0) kabi yoziladi.

X<a



Agar a=0bo’lsa, u holda b = lim f(x)=f(-0) kabi yoziladi.

O-ta‘rif. Agar f(x) funksiyaning x=a nuqtadagi limiti ta‘rifida x
o’zgaruvchi a dan katta bo’lganicha qolsa, u holda funksiyaning shu nugtadagi
b, limiti uning x=a nuqtadagi (yoki x —a+0 dagi) o’ng tomonlama limiti deb
ataladi va b, = lim f(x) yoki bz=XEf£0f(X),y0ki b, = f(a+0) kabi yoziladi.

Agar a=0bo’lsa, u holda b, = lim ()= f(+0) kabi yoziladi.

f(x) funksiyaning x=a nuqtadagi chap va o’ng tomonlama limitlari
bir tomonlama limitlar deb ataladi. b,=b, bo’lsa, u holda f(x) funksiya x=a
nugtada limitga ega. Aksincha, f(x) funksiyaning « nuqtadagi bir tomonlama
limitlari mavjud va ular teng, ya‘ni f(a-0)=f(a+0) bo’lganda va faqat
shundagina bu funksiya a nuqtada limitga ega bo’ladi.

Masalan,
1, agar x>0 bo'lsa,

f(x)=signx=< 0, agar x=0 bo'lsa,
-1 agar x<0 bo'lsa
funksiya x=a nugtada limitga ega emas, chunki f(-0)=-1, f(+0)=1va
f(-0) = f(+0) (86-chizma). Bu funksiya 0 dan fargli istalgan nugtada limitga ega.

F'y

1

y =sSigh X

¥

7-chizma.

Cheksiz kichik va cheksiz katta funksiyalar.
10-ta‘rif. Agar lim f(x) =0 (yoki lim f(x)=0) bo’lsa, f(x) funksiya x —ada

(yoki x —oda) cheksiz kichik funksiya deyiladi.

Cheksiz kichik funksiya x=a nuqtada chekli 0 limitga ega bo’lgani uchun
u shu nuqtaning qandaydir atrofida doimo chegaralangan bo’ladi.

11-ta‘rif. Agar IX@a f(x) =00 (yoki )|(ILT!O f(x)=w) bo’lsa, f(x) funksiya

x —ada (yoki x —oda) cheksiz katta funksiya deyiladi.

Cheksiz  katta funksiya qaralayotgan x=a nuqtaning atrofida
chegaralanmagan bo’ladi.

Endi cheksiz kichik va cheksiz katta funksiyalar orasidagi bog’lanishni
ifodalovchi teorema bilan tanishamiz.



4-teorema. 1. Agar f(x) funksiya x —a da (yoki x —ooda) cheksiz kichik

funksiya bo’lsa, u holda % funksiya x—a da (yoki x—>woda) cheksiz katta

funksiya bo’ladi.
2. Agar ¢(x) funksiya x—a da (yoki x—o da) cheksiz katta funksiya

bo’lsa, u holda —— funksiya x—>a da (yoki x oo da) cheksiz kichik funksiya

»(X)
bo’ladi.
Isboti. 1. lim f(x) =0 bo’lsin. U holda cheksiz kichik funksiyaning ta‘rifiga

X—a

ko’ra istalgan >0 son uchun shunday >0 son topilib, 0<|x—a <& shartni
ganoatlantiradigan barcha x lar uchun |f(x)<e¢ tengsizlik bajariladi. Bundan

1
(x)
Iimizoo ekanini, ya‘ni f(x) funksiya x-—a da cheksiz katta funksiya ekanini

o2 £ (x)

1151 bolishi kelib chlqadl ~=M deb belgllasak —

&

>M bo’ladi. Bu esa

bildiradi. x — o bo’lgan hol ham shunga o’xshash isbotlanadi.

2. lim ¢(x) =0 bo’lsin. U holda cheksiz katta funksiyaning ta‘rifiga binoan
istalgan M>0 son uchun shunday &>0 son topilib, 0<|x—al<¢& tengsizlikni
ganoatlantiradigan barcha x lar uchun |(p(x)|>M tengsizlik bajariladi. Bundan

1 1
LD(X) <W kelib chigadi, ——g deb belgilasak |——

ox <g bo’ladi. Buesa x—a da

BN ni, ya‘ni lim L-0 ekanini bildiradi. x -« bo’lgan hol ham shunga
9(x) 2 p(X)

o’xshash isbotlanadi. Bu teoremaga binoan Ilmx 0 bo’lgani uchun |Im1=

x>0 X
ekanligi kelib chigadi.
Cheksiz kichik funksiyalarning asosiy xossalari.
1-xossa. Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalarning algebraik yig’indisi
ham cheksiz kichik funksiya bo’ladi.
Isboti. Ikkita qo’shiluvchi bo’lgan holni qaraymiz. a(x) va g(x) x—a da

cheksiz kichik funksiyalar bo’lganda, ularning yig’indisi u(x)=«a(x) +A(x) ham
cheksiz kichik funksiya bo’lishini ko’rsatamiz. a(x) x—a da cheksiz kichik
funksiya bo’lgani uchun ¢ >0 son uchun shunday &, >0 son topilib, 0<|x—a|<¢,

shartni ganoatlantiruvchi barcha x lar uchun |a(x)| <§ tengsizlik bajariladi.

B(x) ham cheksiz kichik funksiya bo’lganligi sababli yana o’sha ¢>0 son
uchun shunday &, >0 son topilib, 0<|[x—a <&, shartni ganoatlantiruvchi barcha x

lar uchun |B(x) <§ tengsizlik bajariladi.



6, va ¢&,sonlarning kichigini 5 deb belgilasak, u holda 0<|x-a <&
tengsizlikni ganoatlantiradigan barcha x lar uchun |a(x)|<§ va |ﬁ(x)|<§

tengsizliklar bajariladi.
Demak, a nugtaning biror & -atrofi uchun

U=l edx) + A(x) <l alx)] +| BX)I< S +§—8

tengsizlik to’g’ri bo’ladi. Bundan x—a da u(x) cheksiz kichik funksiya bo’lishi
kelib chiqadi, ya‘ni limu(x) =0. Xossa isbot bo’ldi.

2-xossa. Cheksiz  kichik  funksiyaning chegaralangan funksiyaga
ko’paytmasi ham cheksiz kichik funksiya bo’ladi.
Isboti. x—>a da a(x) cheksiz kichik funksiya z(x) chegaralangan funksiya

bo’lganda, u(X)=a(x)z(x) funksiyani cheksiz kichik funksiya bo’lishini
isbotlaymiz. x —»a da z(x) chegaralangan funksiya bo’lgani sababli biror M>0 son
uchun shunday &, >0 son topiladiki, 0<|x—a <g,tengsizlikni ganoatlantiradigan
barcha x lar uchun |z(x)| <M tengsizlik bajariladi.

x —a da a(x) cheksiz kichik funksiya bo’lganligi sababli istalgan ¢ >0 son
uchun shunday &, >0 son topilib, 0<|x—a| <&, shartni ganoatlantiradigan barcha x

lar uchun |a(x)| <ﬁ tengsizlik bajariladi.
6, va &, sonlarning kichigini 5 deb belgilasak, u holda 0<|x—-a <& shartni
ganoatlantiradigan barcha x lar uchun |z(x)) <M va |a(x) <ﬁ tengsizliklar

bajariladi. Demak, a nuqgtaning biror & -atrofidagi barcha x lar uchun

Ul elx) 2(x)I=] )| IZ(X)|<ﬁ- M=¢
tengsizlik to’g’ri bo’ladi. Bundan x—a da u(x) cheksiz kichik funksiya bo’lishi
kelib chigadi, ya‘ni limu(x) = lim «(x)-u(x) =0.

3-xossa. Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalarning ko’paytmasi ham
cheksiz kichik funksiya bo’ladi.

Isboti. Ikkita ko paytuvchi bo’lgan holni garaymiz. x —a da a(x) va g(x)
cheksiz kichik funksiyalar bo’lsin, Cheksiz kichik funksiya chegaralanganligi
sababli u(x)=«a(x) A(x) ko’paytmada funksiyalardan biri chegaralangan funksiya,
ikkinchisi esa cheksiz kichik funksiya bo’lib ikkinchi xossaga binoan ularning
ko’paytmasi ham cheksiz kichik funksiya bo’ladi, ya‘ni

Iirrl1 u(x) = Iirr]al a(x)- B(x) =0 bo’ladi.

4-xossa. Cheksiz kichik funksiyani noldan farqli limitga ega bo’lgan
funksiyaga bo’linmasi ham cheksiz kichik funksiya bo’ladi.

Isboti. x—a da a(x) cheksiz kichik funksiya, z(x) esa 0 dan fargli limitga
ega bo’lgan funksiya bo’lsin. Biroq limitga ega bo’lgan z(x) funksiya

L ks afx)
chegaralangan. Shu sababli —— funksiya ham chegaralanmagan. —=Z
garalang 200 y g gan. ()Z(X)



bo’linmani cheksiz kichik funksiyani chegaralangan funksiyaga ko’paytmasi

sifatida garash mumkin. U holda 2-xossaga binoan alx) bo’linma ham x—a da

2(x)

cheksiz kichik funksiya bo’ladi, yani fim % _0.

16.5-teorema. 1. Agar y=f(x) funksiya x—a da chekli b limitga ega
bo’lsa, u holda uni b son va x—a da cheksiz kichik funksiyaning yig’indisi
ko’rinishida ifodalash mumkin.

2. Agar y=f(x) funksiyani o’zgarmas b son bilan x —a da cheksiz kichik
funksiyaning yig’indisi ko’rinishida ifodalash mumkin bo’lsa, u holda b son bu
funksiyaning x —a dagi limiti bo’ladi.

Isboti. 1. lim f(x) =b bo’lsin, u holda limitni ta’rifiga binoan istalgan & >0

son uchun shunday &>0 son mavjud bo’lib, O<|x-al<s shartni

ganoatlantiradigan barcha x lar uchun |f(x)-b/<¢ tengsizlik bajariladi. Bu
tengsizlik f(x)—b funksiya x-—a da cheksiz kichik funksiya ekanligini bildiradi.
Uni o(x) orgali belgilasak f(x)—b=a(x) yoki f(x)=b+«(x) kelib chigadi, bu yerda
a(x) x—a da cheksiz kichik funksiya.

2. f(x)=b+a(x) bo’lsin, bu yerda b-o0’zgarmas son, «(x) esa x—a da
cheksiz kichik funksiya. U holda cheksiz kichik funksiyani ta‘rifiga binoan istalgan
>0 son uchun shunday &>0 son mavjud bo’lib, 0<|x—-a <& shartni
ganoatlantiradigan barcha x lar uchun |a(x)|<e yoki [f(x)—bl<e tengsizlik
bajariladi, chunki a(x)=f(x)-b. Bu x—a da f(x) funksiya b limitga ega
ekanligini bildiradi, ya‘ni IXITa f(x)=b.

ma‘ruza. Mavzu: Limitlar hagida asosiy teoremalar. Ajoyib
limitlar. Cheksiz kichik funksiyalarni tagqoslash.

Limitlar hagida asosiy teoremalar.
Funksiyalarning limitlarini topishga yordam beradigan limitga o’tishning eng
sodda goidalari bilan tanishamiz.
Bunda isbot fagatgina x —a hol uchun o’tkaziladi (x — o da shunga o’xshash
isbotlanadi). Ba‘zan gisqalik uchun, x —a ni ham, x — o0 ni ham yozmaymiz.

17.1-teorema. Chekli sondagi limitga ega funksiyalar algebraik
yig’indisining limiti qo’shiluvchi funksiyalar limitlarining algebraik yig’indisiga
teng, ya‘ni

im(u, (X) + U, (X) +...4+u, (X)) = Zimu, (X) + £imu, (X) +...+ Zimu, (X)

Isboti. Mulohazani ikkita go’shiluvchi bo’lgan hol uchun yuritamiz.
fimu(X)=a, fimu,(x)=b bo’lsin. U holda /im (u,(x)+u,(x))=a+b tenglik to’g’ri
bo’lishini  ko’rsatamiz. Cheksiz kichik funksiyalarning xossalaridagi  16.5-
teoremaning birinchi gismiga asosan u =a+a, u,=b+p deb yozishimiz
mumkin, bu yerdagi a, p- cheksiz kichik funksiyalar.



Demak, u, +u, =(a+a)+(b+8)=(a+b)+(a+ ) butenglikda a+b-o’zgarmas
son, a+p-cheksiz kichik funksiya. Yana o’sha 16.5-teoremaning ikkinchi gismini
qo’llasak  /im(u, +u,) =a+b=/imu, +/imu, ekanligi kelib chigadi.

x> —4 (x=2)(x+2)

1-misol. ﬁirrzl—zzﬁirrzl 5 =(im(x+2) = (imx+(im2=2+2=4.
X—> X— X—> X— X—> X—> X—>
4 B2 4 2
2-misol. zim= 45X = Kim(x—‘l—sizlj = fim(l—izj = éiml—éimi2 =1-0=1.
X—00 X X—00 X X X—00 X X—00 X—00 X

2-teorema. Chekli sondagi limitga ega funksiyalar ko’paytmasining limiti
shu funksiyalar limitlarining ko’paytmasiga teng, ya‘ni
2im(uy(X) - uy(X) ... u, (X)) = Limu,(X) - £imu,(X) -...- £im u,, (X) _

Isboti. Ko’paytmada ikkita funksiya bo’lgan holni garaymiz.
fimy, =a, fimu,=b bo’lsin. U holda yuqorida eslatilgan 16.5-teoremaga binoan
fimy, =a+a, fimu,=b+p4 bo’ladi, a, PB-cheksiz kichik funksiyalar. Demak,
u-u,=(@+a)(b+p)=ab+(cb+as+ap). Bu tenglikdagi ab-o0’zgarmas son,
(@b+ap+ap)- cheksiz kichik funksiya. Yana o’sha 16.5-teoremani ikkinchi
gismini go’llasak  /imu, -u, =ab=/imu, - /imu, ekanligi kelib chigadi.

3-misol. firr;(x +3)(x—4) = éin;(x + 3)£irr21(x —4) = [ﬁirr21 X+ firgB] - [éin;x - firrzm] =

= (2+3)(2—4) =5-(-2) =-10.
) . 1 1 i 1) . 1
4-misol. flm(l——j(Z — _Zj = flm(l— —jflm(Z ——Zj =(1-0)(2+0)=2
X—00 X X X—00 X X—0 X
Natija. O’zgarmas C ko’paytuvchini limit belgisidan chigarish mumkin,
ya‘ni /imC-u(x)=C/imu(x) chunki ¢/imC=cC.
5-misol. /im7x* =7 firplxz =7-(-D*=7.

x—>-1
17.3- teorema. Ikkita limitga ega funksiya bo’linmasining limiti maxrajning

limiti noldan farqli bo’lganda, shu funksiyalar limitlarining bo’linmasiga teng,

ya‘ni agar ¢imv =0 bo’lsa, fimng!ﬂ bo’ladi.
v /imyv

Isbot. /imu(x)=a, /imv(X)=b#0 bo’lsin. U holda u=a+a, v=b+p
bo’lishini hisobga olsak.
U at+a _a (a+a aJ_E ab+ob-ab-af _a db-afp

Vb+iB b \btg b) b bbd+p) b blo+p)
tenglikka ega bo’lamiz, bundag-o’zgarmas son, ab-ap cheksiz kichik
b b(b+ )
funksiya, chunki ob—apg cheksiz kichik funksiya va b(b+ 3)#0.
So’nggi tenglikka 16.5-teoremani 2-qismini qo’llasak rim¥=2 =£!ﬂ
v b /imv
tenglik hosil bo’ladi.
6-misol. im2*3  ni toping.

x-2 3x+1



Yechish. (im@Bx+1) =3-2+1=7 0. Shuning uchun:
2x+3_M@x+3) 2.243 7_,

X—2 -

Im = =
x>2 3x +1 EirTzl(3x+l) 3-2+1 7

7-misol. /im** ni toping.

X=3 x —
Yechish. Eirr31(x—3)=3—3=0 bo’lgani uchun 17.3-teoremani qo’llab
bo’lmaydi. Suratning limiti fim(x+1)=3+1=4%0 bo’lgani uchun berilgan
x=3_0m@x-3) 3.3 o

_f - k - = . I. -y - : . — X—3 — —

ifodaning teskarisining limitini topamiz @;Hl fim(e+D) 3+1 4

Bundan éin;LJ“é:w kelib chigadi, chunki cheksiz kichik funksiyaga teskari
X—>3 x —

funksiya cheksiz katta funksiya bo’ladi.

4-teorema. Agar a nugtaning biror atrofiga tegishli barcha x lar uchun
y=f(x)>0 va rimf(x)=b (b-chekli son) bo’lsa, uholda b>0 bo’ladi.

Isboti. Teskarisini faraz qilamiz, ya‘ni  /im f(x)=b  bo’lib b<0 bo’lsin.
U holda |f(x)-b|>|b[>0 bo’lishi ravshan. Oxirgi tengsizlik f(x)-b ayirmaning nolga
intilmasligini, ya‘ni b son f(x) funksiyaning x-—a dagi limiti emasligini
ko’rsatadi. Bu teoremaning shartiga zid, binobarin b<O0 degan faraz shu ziddiyatga
olib keldi. Demak, f(x)>0 bo’lsa ¢im f(x)>0 bo’lar ekan.

Shunga o’xshash limitga ega f(x)<0 funksiya uchun fimf(x)<0

bo’lishini isbotlash mumkin.

Boshgacha aytganda nomanfiy funksiya limitga ega bo’lsa uning limiti manfiy
son bo’lolmas ekan va nomusbat funksiya limitga ega bo’lsa uning limiti musbat
son bo’laolmas ekan.

17.5- teorema. Agar x —a da limitga ega f(x) va f,(x) funksiyaning

mos giymatlari uchun f(x) > f,(x) tengsizlik bajarilsa, u holda /sim f(x)
> ¢im f,(x) bo’ladi.

Isboti. Shartga ko’ra f(x)> f,(x), bundan f.(x)- f,(x) >0. Oldingi
teoremaga binoan  /im [ f(X)-f,(X)]>=0 yoki ¢im f(x)-/im f,(x) >0. Bundan
fim f,(x) > /im f,(x) tengsizlik kelib chigadi. Teorema isbot bo’ldi. Bu teoremaga
ko’ra tengsizlikda limitga utish mumkin ekan.

17.6-teorema (oralig funksiyaning limiti hagida). Agar x—a da limitga
ega bo’lgan u(x), v(x) va z(x) funksiyalarning mos giymatlari uchun u(x)<
v(X)< z(X)
tengsizliklar bajarilsa va  /imu(X)=¢im z(X)=b bo’lsa, u holda  r/im v(X)=b

bo’ladi.
Isboti. Shartga ko’ra /imu(x)=b va rimz(x)=b, demak istalgan &>0 son

uchun @ nugtaning &, -atrofi mavjudki, undagi barcha x lar uchun |u(x)-bl<e



tengsizlik bajariladi. Shunga o’xshash & >0 son uchun a ning &, -atrofi mavjud

bo’lib undagi barcha x lar uchun |z(x)-bl<e  tengsizlik bajariladi. Agar o

orgali &, va &, sonlarning kichigini belgilasak « nugtaning & -atrofidagi barcha

x laruchun |u(X)-blce va |z(x)—b|< & tengsizlik bajariladi. Bular
—e<u(X)-b<e Va —g<z(X)-b<e (17.1)

tengsizliklarga teng kuchli.

Endi teorema shartidagi  u(x)<v(x)<z(x) tengsizliklarni unga teng kuchli
u(x)—b <v(x)-b< z(x)-b tengsizliklar bilan almashtiramiz (barchasidan bir xil b
son ayirildi).

Bunga (17.1) tengsizliklarni qo’llasak —e& <u(x)—b <V(X)-b< z(x)-b<e¢
yoki bundan —&<v(x)-b < ¢ tengsizlikka ega bo’lamiz. Shunday qilib a nugtaning
¢ - atrofidagi barcha x lar uchun —¢<v(x)-b <& tengsizlik o’rinli ekan.

Bu /im v(x)=b ekanini bildiradi.

X—a

Bu teoremani hazillashib «Ikki militsioner hagidagi teorema» deb atashadi.
Nima uchun shunday deb atalishini o’ylab ko’rishni o’quvchiga havola etamiz.
8-misol. (imsin x =0 isbotlansin.

Yechish. Radiusi 1 ga teng aylanani qaraymiz.

H . ) AC . . . P L
8-chizmadan: x>0 bo’lsa a=5|n X AC=sinx,
AB=x  (markaziy burchak o’zi tiralgan yoy bilan -
o’lchanadi), AC<4B yoki sinx<x ekani ayonbo’ladi. o ¢ 5
X<0 bo’lganda |sin x|<|X| bo’lishi ravshan. 8-chizma.

Shunday qilib x>0 uchun O<sinx<x va x<O uchun O<|sinx|<[X|
tengsizliklarga ega bo’ldik. ¢im 0=¢imx=0 ekanligini hisobga olsak 17.6-

x—0 x—0

teoremaga binoan (imsin x =0 ekanligi kelib chigadi.
9-misol. (im sin g =0 isbotlansin.

. X
sin —|
2

Yechish. 0< <[sin x| ekani ravshan.

(im 0 =/imsin x|=0bo’lgani uchun 17.6-teoremaga binoan im

x—0 X—

=0 Yyoki

. X
sin —
2

¢im sin g -0 kelib chigadi.

10-misol. ¢im cosx=1 ekanligi isbotlansin.

x—0

Yechish. Zsir’%:l—cox yoki cosx=1—2sin2§ ckanligini e‘tiborga

olsak
firg cosX=€irEl (1—23in2§j = 1—2£irgsin2§=1—2-02 =1 hosil bo’ladi.

Birinchi ajoyib limit.



Si”TX funksiya fagat x=0 nugtada aniglanmagan, chunki bu nugtada
kasrning surati ham, mahraji ham 0 ga aylanib uni 0’zi % ko’rinishga ega bo’ladi.
Shu funksiyaning x — 0 dagi limitini topamiz. Bu limit birinchi ajoyib limit deb
ataladi.

7-teorema. SNX funksiya x—0 da 1 ga teng limitga ega.

Isbot. Radius;(l ga teng aylana olib AOB markaziy burchakni x bilan
belgilaymiz va u (o, %) intervalda yotadi deb faraz gilamiz (87-chizma)

Chizmadan ko’rinib turibdiki,
A AOB yuzi<AOB sektor yuzi<A DOB yuzi (2).

Biroq, A AOB vyuzi =%OA-OB-sinx:%-l-lsinx:%sinx (uchburchakning

yuzi ikki tomoni va ular orasidagi burchak sinusi ko’paytmasining yarmiga teng).
1 = 1 1

AOB sektor yuzi = EOBZ-AB=§-12-x=§x,
A DOB yuzi ZEOB-BDleB-@=l-1-tgx=ltgx.
2 2 1 2 2
Shu sababli (2) tengsizliklar %sin x<%x<%tgx ko’rinishni yoki % ga
gisgartirilgandan so’ng si<x<tg: ko’rinishni oladi. Buning barcha
hadlarini  sinx>0 ga bo’lamiz [0< X< fj. U holda 1<—* <1 yoki
2 Sin X cosX

sin X

1>—— > cosX
X

tengsizliklarga ega bo’lamiz. Bu tengsizliklar x>0 deb faraz qilinib chiqarildi.

sin (—x) _ sin x
(-x) X

bo’lganda ham to’g’ri degan xulosaga kelamiz. Ammo éin(’)llzl va /im cosx =1.

x—0

, cos(—X) = cosx ekanligini e‘tiborga olib, bu tengsizliklar x<O

Demak, S'nTX funksiya shunday ikki funksiya orasidaki, ularning ikkalasi ham
bir xil 1 ga teng limitga intiladi. Shuning uchun oraliq funksiyaning limiti
hagidagi 16.6-teoremaga binoan oraliqdagi S'nTX funksiya ham ana shu 1 limitga
intiladi, ya‘ni

. sin X _
/im ——=1.

x—0 X

y:sinTx funksiyaning grafigi 88-chizmada tasvirlangan.



I L

-3 _21[&___“__\_\_\_'_—)__,_1_1; 0 11:\___/21[ 3T ——x
88-chizma
sin X
. . tgx _ . . sinx 1 . sinx . 1 1
11-misol. rim 98X =/im 08X = jjmy SNX 2 iy SNX iy 2 =92,
x—0 X x—0 X x—0 X COSX x—0 X x—0 COS X 1
. .sinmx_ .. sin mx . Sin mx R
12-misol. /im =/im m- =m/im =m-1=m (m-o0’zgarmas
x—0 X x—0 mx x—=0 mx
son).
sin a X . Sinax
] sin a X é'_[g a
13-misol. fim == fim sinx,b’x = sinxﬁx ==,
X—> sin IHX X—> Zim ﬂ
X x—0 X

Ikkinchi ajoyib limit.
Ushbu {xn}z{(u%j } sonli ketma-ketlikni garaymiz, bunda n-natural son.

8-teorema. Umumiy hadi x, =(1+%) bo’lgan ketma-ketlik n—oo da 2

bilan 3 orasida yotadigan limitga ega.

Isboti. Nyuton binomi formulasi
n n(n-1) n(n-1)(n—2)

(a+b)' =a"+—-a" b+ a"?h? + a"%b® +..+
1 1.2 1-2-3
N n(n-)(n—2)...[n—(n-1)] b"
1.2-3-...-n

dan foydalanib ketma-ketlikni x, va x,,, hadlarini qo’yidagi ko’rinishda yozamiz:
n 2 3
(14_;) :1+E.1+n(n_1).(lj +W(lj +...+

n 1n 1.2 n 1.2-3 n
+ n(n—l)(n—Z).--[n_(n—l)] [ljn :1+1+i(l_l)_i_L(l_lj[l_gj_'_m_i_ (174)
1.2-3-...-n n 1.2 n) 1.2-3 n n

+

L (1—%[1—3)...(1—”—_1),
1-2-3..n n n n
n+1
Xopy = 1+i :1+1+i 1- ! + L 1- ! —i +..+
n+1 1.2 n+l1) 1.2-3 n+1 n+1

salmal o e e e
+ 1- 1-—— . 1- + 1- 1-— [ 1-———
1-2-3.n n+1 n+1 n+1l) 1-2-3..(n+1) n+1 n+1 n+1)

x, bilan x ni tagqoslasak, x,, had x, haddan bitta musbat qo’shiluvchiga
ortigligini ko’ramiz.

n+1 n+l



L >1—% (k=123..,n—1) bo’lgani uchun uchinchi haddan boshlab x,, dagi

n+1
har bir qo’shiluvchi  x, dagi unga mos qo’shiluvchidan katta. Demak, istalgan n

uchun x.,>x, va umumiy hadi xn:(1+%j bo’lgan ketma-ketlik monoton
o’suvchi.

Endi berilgan ketma-ketlikni chegaralanganligini ko’rsatamiz. Istalgan
k=1,2,3,... uchun 1—%<1 ekanini hisobga olib (17.4) formuladan

X, = 1+l <1+1+i+ +ot—
n 1.2 1.2.3 1.2-3-...-n

tengsizlikni hosil gilamiz.
1 1 1 1 1
<, < <
1.2.3 22°1.2.3.4 2° 1.2-3-...n 2™
ekanligini ta‘kidlab tengsizlikni

xn:(1+1j <1+(1+1+i2+i3+...+ 11+...)
n 2 2° 2 2"

So’ngra

ko’rinishda yozamiz. Qavsga olingan yig’indi birinchi hadi a=1 va maxraji q:%

bo’lgan geometrik progressiyaning hadlari yig’indisini ifodalanganligi uchun
cheksiz kamayuvchi geometrik progressiyaning hadlari yig’indisini topish

formulasi S =ﬁ ga asosan X, =(1+1j <1+i1:1+2:3

n 11
2

tengsizlikka ega bo’lamiz. Ketma-ketlik monoton o0’suvchi bo’lganligi sababli

1
uning birinchi hadi x, = (1+ 3 =2 uning qolgan barcha hadlaridan kichik bo’ladi.

Demak, barcha n uchun 23[1+1j <3 o’rinli, ya‘ni umumiy hadi
n

X, = (1+%) bo’lgan ketma-ketlik monoton o’suvchi va chegaralangan. Shu sababli

u monoton chegaralangan ketma-ketlikning limiti mavjudligi hagidagi 16.1-
teoremaga ko’ra chekli limitga ega. Bu limitni e harfi bilan belgilaymiz, ya‘ni

Eim(1+1J =e
n—o0 n
e-irratsional son. Keyinrog uni istalgan darajada aniglik bilan hisoblash usuli

ko’rsatiladi.
e=2,7182818284

9-teorema. (1+1) funksiya x— da e songa teng limitga ega:
X

dm{1+1) 2 (17.5).
142) = @9

X—>00



Isboti. 1) x —oo deylik U holda  n<x<n+1: %21 >_1

X n+l’
n+l X n
1+121+l>1+i, [1+lj 2(1+1j >(1+ij bo’ladi. Agar x —+o, U
n X n+1 n X n+1

) 1 n+l ) 1 X ) 1 n .
holda n—»>wva /im/1+=| >/im{1+=| >/im/1+— | YoKi

n—w n X—>400 X n—w n+1

n X n+1 -1 X
Eim[1+lj (1+1j2 Zim (1+1j Zﬁim(lwtij [l+lj e-1> /im (1+1j >e-l
n—o0 n n X—>4a0 X n—o n+1 n X—>+0 X
bundan 2im (1+1j =e
X—>+00 X

kelib chigadi.

2) x——o deylik. Yangi t=-(x+1) yoki x=-(t+1) o’zgaruvchini kiritamiz.
t—>+00 da x——0Vva

X —(t+1) —(t+1)
Zim (1+l) = /im (1—ij = /im (Lj =
X——0 X t—+o0 t+1 to+o| t 41

t+1 t+1 t
:ﬁim(t—ﬂj :fim(1+}j =£im[l+}j (1+}j:e-1:e
t—+0 t t—+w0 t t—+0 t t

Shunday  qilib, fim(ulj _o ekanini isbotladik. Bu limit ikkinchi ajoyib

x—>Fo0 X
limit deb yuritiladi.

Agar bu tenglikda 1 _ 4 deb faraz gilinsa, u holda x > da ¢ —>0 (a#0) va
X

fim(1+ a)é =e

a—0

tenglikni hosil gilamiz. Bu ikkinchi ajoyib limitning yana bir ko’rinishi
y :(1+%) funksiyaning grafigi 89-chizmada tasvirlangan.
Chizmadan ko’inib turibdiki bu y=(1+ 1y
funksiya (-1,0) intervalda J
: . 1 -
aniqlanmagan, ya‘ni 1+=<0. y €

X
Izoh. Asosi e bo’lgan y=¢ /

ko’ursatkichli funksiya eksponental

funksiya deb ataladi. Bu funksiya e
mexanikada (tebranishlar
nazariyasida), elektrotexnikada va 10-chizma

radiotexnikada, radioximiyada va
hakozolarda turli hodisalarni
o’rganishda katta rol o’ynaydi.
Izoh. Asosi e=2,7182818284 sondan iborat logarifmlar natural logarifmlar

yoki Niper logarifmlari deb ataladi va ¢og.,x o’rniga /nx



/og.b

/og.a
foydalanib o’nli va natural logarifmlar orasida bog’lanish o’rnatish mumkin:

deb yoziladi. Bir asosdan ikkinchi asosga o’tish formulasi /og,b = dan

x=MX _ L 0y -0434204 imx yoki ¢nx=/n10fgx=2302585x.
/mn10 /10
14-misol.

n+8 n 8 n 8
fim(1+l) :ﬂim(l+ 3) (1+1j :Zim(l+ 3) Eim(1+l) =e(l+0) =e.
n—oo n n—o n n n—o0 n n—o0 n

15-misol. ﬁim(1+§j topilsin.
X

X—>00

Yechish. x=3t desak, x —>o da t—>w» va

X 3t t t t
fim(l+§j =€im(1+}) =fim(1+}J [1+}j (1+%) =
e x) e t) et t t

1Y A A
=£im(1+—j fim(1+—j fim(1+fj —e-e.e=¢° bo’ladi.

t—o t) tow t) tow

X+2 X+1+1 (x+1)+1
16-misol. fim(ﬂj :Eim[x+1+3j =£im(1+ij =

x>\ X+1 x+1 X5 x+1

y+1 y 1
=€im(l+§j =€im(l+§j -éim(1+§j =e¥.1=¢%
y— y y—© y y—0 y

Ikkinchi ajoyib limit 1 ko’rinishdagi anigmaslik ekanini ta‘kidlab o’tamiz.
Cheksiz kichik fynksiyalarni tagqgoslash.
a=a(x) va B=p(x) funksiya x—>a (yoki x—o) da cheksiz kichik
funksiyalar bo’lsin. Bu funksiyalarning yig’indisi, ayirmasi va ko’paytmasi ham
cheksiz kichik funksiya bo’lishini ko’rdik. Ularning nisbati, ya‘ni bo’linmasi
hagida gapirilmagan edi. Ikkita cheksiz kichik funksiyalar ularning nisbatlarini
limitiga garab tagqoslanadi.
1-ta‘rif. Agar Eim%zo (yoki fimgzoo) bo’lsa, « funksiya gfunksiyaga
nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik funksiya deyiladi.
Masalan x -0 da «=sin*x funksiya g =x funksiyaga nisbatan yugori tartibli

cheksiz kichik funksiya, chunki zingsin ’x=0, limx=0 va
X—> X
- 2 -
/im sh X _ (imﬂfim sinx=1-0=0.
x—0 X x—0 X x>0

2-ta‘rif. Agar ﬁim%:A;to bo’lsa, « va g funksiyalar bir xil tartibli

cheksiz kichik funksiyalar deyiladi.
Masalan x -0 da a=sin3x va g=x funksiyalar bir xil tartibli cheksiz kichik

funksiyalardir, chunki (imsin3x =0 , fimx=0 va  (im sunx3x

=3=#0.




3-ta‘rif. Agar fim%:l bo’lsa, o va B  cheksiz kichik funksiyalar

ekvivalent deb ataladi va «~ g yoki o~ g kabi yoziladi.
sin X

Masalan,x —0 da sinx~X, chunki fim===1 va x—0 da tgx~x, chunki
X—> X

im8X _1.

x>0 X

Amaliyotda qo’yidagi teoremadan ko’p foydalaniladi.

10-teorema. Agar a~a,, S~ f3, bo’lsa, eim% = fim% tenglik to’g’ridir.
1

Hagigatan 4im% = fim% %2 _ jim % gim % pim 2 —1.6im % 1 = sim %

a, B B e B B By B
17-misol. ¢im=" X _ Eimz =5.
x—0 X x=0 X
18-misol. ¢im tgox =£im2—§.

08N 7X x>0 7X 7
ma‘ruza. Mavzu: Funksiyaning uzluksizligi.
Argument va funksiyaning orttirmalari.
y = f(x) funksiya (a; b) intervalda aniglangan bo’lsin. Bu intervaldan ixtiyoriy

X, hugtani olamiz, unga funksiyaning vy, = f(x,) giymati mos keladi (91-chizma).
(a; b) intervaldan olingan argumentning boshga x giymatiga funksiyaning y = f (x)
giymati mos keladi. x—x, ayirma x argumentning x, nuqgtadagi orttirmasi deyiladi

va Ax orgali belgilanadi.
f(x)- f(x,) ayirma f(x) funksiyaning argument orttirmasi Axga mos orttirmasi

deyiladi va Ay orqali belgilanadi. Shunday qilib, Ax=x-x,, Ay=f(x)-f(x,).
Bundan x=x,+Ax, Ay=f(x,+Ax)- f(x,).

91-chizmada (a; b) intervalning hech bir nugtasida grafigi uzilmaydigan
funksiya tasvirlangan. Undan Kko’rinib turibdiki argumentning kichik Ax
orttirmasiga funksiyaning ham kichik Ay orttirmasi mos keladi. Boshgacha

aytganda argument x ning bir-biriga yaqgin giymatlariga funksiyaning ham bir-
biriga yagin giymatlari mos keladi. Bu goida har ganday funksiya uchun ham

to’g’ri kelavermaydi. Masalan, y:% funksiyani garaylik. x ning bir-biriga ancha
yagin x, =-10° va x,=10° giymatlariga funksiyani bir-biridan katta farq
giladigan y, =-10° va y, =10° giymatlari mos keladi. Agar biz y:% funksiyani

grafigini (90-chizma) kuzatsak grafikning uzilishga ega ekanligini va uzilish x
ning x=0 qiymatida sodir bo’lishini ko’ramiz.



Shuning uchun ham  argumentning 7 4
x,=0 nugtaga yaqgin nuqgtalardagi Kkichik
orttirmasiga funksiyaning kichik orttirmasi

mos kelmaydi.
Bu kabi hollar barcha funksiyalar sinfini .

ikkiga, ya‘ni grafigi uzilmaydigan va grafigi i )
bir nechta qismlardan iborat funksiyalar
sinfiga bo’lib o’rganishni taqozo etadi.

11-chizma.

Funksiyaning nugtada va intervalda uzluksizligi.
y = f(x) funksiya x, nuqgtada va uning biror atrofida aniglangan bo’lsin.

1-ta‘rif. fim f(x) = f(x,), (2)
ya‘ni funksiyaning x, nuqtadagi limiti uning shu nuqtadagi qiymatiga teng bo’lsa,
y = f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deb ataladi.

Y i

¥ =i

Ay =fx it hx)-fiz,)
e¥ IEE PR ERYey
i x xﬂ+ Mx

-
x

12-chizma.
Bu ta‘rifga teng kuchli yana bir ta‘rifni keltiramiz.
2-ta‘rif. Istalgan >0 son uchun shunday &§=35(¢)>0 son mavjud bo’lsaki,

[x—xX,| <& shartni ganoatlantiradigan istalgan x uchun |f(x)— f(x,)| <& tengsizlik
bajarilsa, y= f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deb ataladi.

3-ta‘rif. fxmg Ay =0 (2)
bo’lsa, y = f(x) funksiya x, hugtada uzluksiz deb ataladi.

12-chizmada tasvirlangan y = f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz, chunki (2)

shart bajariladi.



Y =0

13-chizma.
13-chizmada tasvirlangan y= f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz emas, chunki

/imAy =0

Ax—0
1-misol. y = x> funksiyani ixtiyoriy x, nuqtada uzluksizligini ko’rsating.
Yechish. Bu funksiya butun sonlar o’gida aniglangan. Ay ni tuzamiz:
f(x) =x?; f (%)= on; f (X, +AX) = (X, +AX)?;
Ay = f (X, +AX) — F(X,) = (X +AX)> —XZ = X2 +2X,AX + AX? —XZ = 2X,AX+ AX..
Demak, fim Ay = (im (2x,Ax + Ax?)=0 va y=x*> funksiyani ixtiyoriy  x,

AX—0 Ax—0

nuqtada uzluksiz.
Shunday qilib, y=x* funksiya aniglanish sohasining har bir nugtasida uzluksiz

ekan.
2-misol. y=sinx funksiyani ixtiyoriy x, nugtada uzluksizligini ko’rsating.
Yechish. f(x)=sinx

Xy +AX =X, COSx0 + AX+ X, _

Ay = (X, +AX) — f (%) =Ssin( X, + AX) —sin X, = 2sin
= 2sin gcos( + &j
- 2 T )

ZIM Ay = /im 2sin gcos(x0 +&j =2/imsin ax Zim cos[x0 +&j =0
Ax—0 2 2 2 &0 2

AX—0 AX—0
chunki zimsin 2 = 0.
AX—0 2

Har bir elementar funksiya uchun shu tariga mulohaza yuritib quyidagi
teoremaning to’g’riligiga igror bo’lamiz.

1-teorema. Asosiy elementar funksiyalar o’zlari aniglangan barcha
nugtalarda uzluksizdir.

Bir tomonlama limit tushunchasidan foydalanib uzluksizlikni quyidagicha

ta‘riflash mumkin.

4-ta‘rif. Funksiyaning x, nuqtadagi chap va o’ng tomonlama limitlari
mavjud va o’zaro teng bo’lsa, y = f(x) funksiya x, nugtada uzluksiz deb ataladi.

Shunday qilib f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo’lishi uchun u shu
nuqgtada aniglangan va f(x, —0) = f(x, +0) = f(x,) shart bajarilishi lozim ekan.



Yana 1-ta‘rifga qaytib uni /im f(x) = f (/imx) ko’rinishda yozamiz. Bundan
ko’rinib turibdiki x, nuqtada funksiya uzluksiz bo’lsa funksiyaning shu nuqtadagi
limitini topishda limit ishorasini funksiya belgidan ichkariga kiritish mumkin ekan

1 1
3-misol. £im ™9 _jim L i x) = fim n(1+)* = fn{firg(1+ x)X} —/ne=1

x—0 X x=0 X

Bu yerda /nx funksiyani x=e nuqtada uzluksizligidan foydalanib limitni
funksiya ishorasi /n ning ichkarisiga kiritdik.

5-ta‘rif. (a;b) intervalning barcha nugtalarida uzluksiz f(x) funksiya shu
intervalda uzluksiz deb ataladi.

Agar funksiya x, nuqgtada aniglangan bo’lib Aim £(X) = (%) bo’lsa

y = f(x) funksiya x=x, nugtada o’ngdan uzluksiz deyiladi.
Agar funksiya x=x, nugtada aniglangan bo’lib fim_0 f(x)=f(x) bo’lsa

y = f(x) funksiya x=x, nugtada chapdan uzluksiz deyiladi.

6-ta‘rif. y=f(x) funksiya (a;b) intervalda uzluksiz bo’lib x=a nuqgtada
o’ngdan va x=b nuqtada chapdan uzluksiz bo’lsa, u [a; b] kesmada uzluksiz deb
ataladi.
5- va 6- ta’riflarga hamda 18.1 teoremaga asoslanib y=a*, y=sinx, y=cosx
funksiyalar butun sonlar o’qida, y=rog,x funksiya (0;+) intervalda, y=+/x

funksiya [0; +0) intervalda, y:% funksiya (-oc;0)u(0; +0) intervalda uzluksiz

ekanligini ta‘kidlab o’tamiz.

Shuningdek ko’phad butun sonlar o’qida, kasr-ratsional funksiya x ning
kasr maxrajini nolga aylantirmaydigan barcha qiymatlarida uzluksiz ekanini
eslatib o’tamiz.

2- teorema. Agar f(x) va g(x) funktsiyalar x, nuqtada uzluksiz bo’lsa, u

holda ularing algebraik yig’indisi, ko’paytmasi va g(x,)#0 bo’lganda %
bo’linmasi ham shu x, nuqtada uzluksiz bo’ladi.

Bu teoremaning isboti funksiya limitining xossalariga asoslangan.

Endi murakkab funksiyaning uzluksizligiga oid teorema bilan tanishamiz.
Nugtada uzluksiz funksiya xossalarini ifodalovchi teorema bilan
tanishamiz.

3-teorema. Agar u=¢(x) funksiya x, nugtada uzluksiz, y=f(u) funksiya

U, = ¢(x,) nugtada uzluksiz funksiya bo’lsa, u holda y = f[p(x)] murakkab funksiya
ham x, nuqtada uzluksiz bo’ladi.

Isboti. sim f[p(x)]= f[p(x,)] ekanligini ko’rsatamiz. u=g(x) funksiyaning x,
nugtada uzluksizligidan /ime(x) =(x,) =u, ga ega bo’lamiz, ya‘ni x—x, na

u—u, f(u) funksiyaning shu nugtada uzluksizligini hisobga olsak
fim fp(9] = fim £ (u)= (uy) = fle(x)]



Shunday qilib ikkita uzluksiz f(u) va ¢(x) funksiyalardan tashkil topgan
y = f[p(x)] funksiya ham uzluksiz bo’lar ekan. Masalan, y =/n(4—x?) murakkab
funksiya x ning 4—x> >0 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha qiymatlarida, ya‘ni
(-2;2) intervalda uzluksiz.

Asosiy elementlar va murakkab funksiyani uzluksizligi hagidagi
teoremalarga tayanib elementar funksiyaning uzluksizligi haqidagi qo’yidagi
teoremaga ega bo’lamiz.

4-teorema. Barcha elementar funksiyalar o’zlarining aniglanish sohalarida
uzluksizdirlar.

4-misol.  ¢im 45™ topilsin.

X—>—
2

Yechish. 4™ murakkab funksiya x:% nuqtada uzluksiz bo’lgani uchun

fim 45 =4""2 —4' =4 bo’ladi.

a
x>
2

5-misol. (im %_1 topilsin.
Yechish. Bu yerda %ko’rinishdagi anigmaslikka egamiz. a¥—1=t

almashtirish olamiz. U holda a* =1+t, x=/og,(l+t) bo’lib x—0 da t—0da va

¢im 2 _1=£im ;—Kim L = L L =(0g,a=/na

0 X o0 fog,(L+t) oo :foga(l+t) {Lrpﬁoga(lﬂ)i tog,e

bo’ladi. Xususiy holda (im © X_lzfnezl kelib chigadi, ya‘'ni x—0 na e*-1~x
p -_— - -
6-misol. (im (Lrx)° -1 topilsin.
X—> X

Yechish. Bu yerda %ko’rinishdagi anigmaslikka egamiz.  (1+x)° -1=y

almashtirish olamiz. U holda (@1+x)’=1+y, yoki buni e asosga ko’ra
logarifmlasak pn(l+x) =/n(1+y) bo’ladi. x—0 da y—0. Demak,

p f—
/im Mzﬂim Y _ tim pn(L+ X)- y . p/im gn(ler)-fim y . p-1.1=p.
x—0 X x>0 X x50 X (n(]_+ y) x—0 X y—0 Kn(]_+ y)
(@+x)P -1

Shunday qilib, (im =p formulaga ega bo’ldik.

Uzluksizlik  tushunchasidan  foydalanilsa limitni  hisoblash  ancha
osonlashadi, ya‘ni uzluksiz funksiyaning biror nuqtadagi limitini hisoblash uning
shu nugtadagi giymatini hisoblashga keltiradi.

Endi asosiy elementar funksiyalarning aniglanish sohalarining chetlaridagi
limitlari hamda ajoyib limitlar jadvalini keltiramiz.

1) x=a nugtada uzluksiz y = f(x) funksiya uchun éifa‘ f(x) = f (@) bo’ladi.



2) fime* =+, fime* =0.

X—>+00 X—>—00

3) a>1 bo’lganda /ima* =+, fima*=0 bo’ladi.

X—>+00 X—>—0

4) 0<a<1 bo’lganda /ima* =0, /ima* =+o bo’ladi.

X—>+o0 X—>—00

5) a >0 bo’lganda /im x* =+, a<0 bo’lganda ¢imx* =0 bo’ladi;

X—>+00 X—>+00

6) /im /nx = +oo, Eirpofnx:—oo.

6’) a>1 bo’lganda ¢im fog,x =+, éicnoéogax=—w
7) 0<a<1 bo’lganda ¢im ¢og x =—oo, éicnofogax=+w.
8) /im tgx=-+o0, /im tgx=—o0.

x—>——0 X—>—+0
2 2

9) sim arctgx=2, /im arctgx:—%.

X—>+00 2 X—>—00

10) Eims’in—le.

x>0 X

X—>+o0

11) ¢im (1+%j =e.

12) ¢im a’ -1

x—0 X

12°) ¢im& =2

x—0 X

=/na

=1

13) ‘im

x—0

=p
log,(l+x) 1

14) fim =
x>0 X /na

14°) ¢im fnil+x)

x—0 X

@+x)P -1
X

=1.

Uzilish nuqtalari va ularning turlari.
Agar f(x)funksiya x, nuqtada uzluksiz bo’lsa, u shu nuqtada aniqlangan, x,

nuqtada o’zaro teng f(x,—-0), f(x,+0) bir tomonlama limitlarga ega hamda bu
bir tomonlama limitlar funksiyaning x, nuqtadagi giymati f(x,)ga teng bo’lishini
ko’rdik. Ana shu shartlardan birortasi bajarilmasa, x, nugta f(x)funksiyaning

uzilish nuqgtasi, funksiyaning o’zi uzlukli funksiya deb ataladi.
Shunday qilib:
1) funksiya x, nugtada aniglanmagan;

2) funksiya x, nugtada aniglangan, lekin f(x, —0) va f(x,+0) bir tomonlama

limitlardan kamida bittasi mavjud emas;
3) funksiya x, nugtada aniglangan, bir tomonlama limitlar ham mavjud, ammo

ular o’zaro teng emas;
4) funksiya x, nugtada aniglangan, bir tomonlama limitlar ham mavjud va

o’zaro teng , lekin ular funksiyaning bu nuqtadagi giymatlariga teng emas:



f(x,-0)=f(x,+0)= f(x,) shartlardan kamida bittasi bajarilganda x, nuqgta

funksiyaning uzilish nugtasi deyilar ekan.

Masalan, y:s'nTX funksiya x=0 nuqgtada uzilishga ega(uzlukli), chunki bu
nugtada funksiya aniglanmagan. Shuningdek f(x)=signx funksiya ham x=0
nuqtada uzilishga ega(uzlukli), chunki bu nugtada funksiya limitga ega emas, ya‘ni
f(-0) = f(+0).

Uzilish nugtalari uch turga bo’linadi.

7-ta‘rif. x, nugtada y = f (x)funksiya anigqlanmagan birog shu nuqgtadagi bir
tomonlama limitlar mavjud va o’zaro teng, ya‘ni f(x,—0)=f(x,+0) bo’lsa, x,
nugta funksiyaning yo’qotiladigan uzilish nugtasi deb ataladi.

Masalan, x,=0 nuqgta y:¥ funksiyaning yo’qotiladigan uzilish nuqtasi,
chunki bu funksiya x =0 nuqgtada aniglanmagan, biroq
zirp0 S'r)'(x = Ein% S'T(X =1, ya‘ni f(-0)= f(+0) bir tomonlama limitlar mavjud va o’zaro
teng. Agar biz funksiyaning x=0 nuqtadagi giymati sifatida uning bir tomonlama
limitlarining giymati 1 ni olsak, f(0)=f(-0)=f(+0)=1 bo’lib funksiya x=0
nuqgtada uzluksiz funksiyaga aylanadi va x=0 uzilish nuqgta yo’qoladi.

8-ta‘rif. Agar y= f(x)funksiya x, nugtada aniglangan yoki aniglanmagan,
lekin  bir tomonlama limitlar mavjud va o’zaro teng bo’lmasa, ya‘ni
f(x, —0) = f(x, +0) bo’lsa, x, nugta funksiyaning birinchi tur uzilish nuqtasi deb
ataladi.
h=f(x, —0)- f (x, +0) soni funksiyaning x, nugtadagi sakrashi deb ataladi (93-chizma).
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14-chizma
Masalan,
1, agar x>0, bo'lsa,
f(x)=signx =< 0, agar x=0, bo'lsa,
-1, agar x<0, bo'lsa
funksiya uchun x=0 nugta birinchi tur uzilish nuqtasi bo’lib bu nuqtadagi
funksiyaning sakrashi 2 ga teng.
Hagigatan, f(x)=signx funksiya x=0 nuqtada aniglangan va f(0)=0.
f(+0) = fim signx = fim1=1. f(-0)= £im signx = (im (-1)=-1, ya‘ni x=0 nugtada

bir tomonlama limitlar mavjud va o’zaro teng emas. h= f (+0)- f (-0)=1-(-1)=2.



O-ta‘rif. Agar x, nuqgtada bir tomonlama limitlardan kamida biri mavjud
bo’lmasa yoki cheksizlikka teng bo’lsa, x, nugta funksiyaning ikkinchi tur uzilish
nugtasi deb ataladi.

Masalan, x=0 nugta f(x):% funksiya uchun ikkinchi tur uzilish nugtasi

bo’ladi, chunki x=0 nugtada bir tomonlama limitlarning har ikkalasi cheksizlikka

o .1 .1
teng, ya'ni /im —=-c0 Va  /Im — = +o0,
x—>-0 X x—>+0 X

Kesmada uzluksiz funksiyalarning xossalari

Kesmada uzluksiz funksiyalarning ayrim xossalarini isbotsiz keltiramiz.

5-teorema. Agar f(x)funksiya [a; b] kesmada uzluksiz bo’lsa, u holda u bu
kesmada o’zining eng kichik va eng katta qiymatiga erishadi, ya‘ni [a; b] kesmada
shunday x,, x, nugqtalar mavjud bo’lib [a;b] kesmadagi barcha x lar uchun
f(x,)> f(x) va f(x,)< f(x) tengsizliklar to’g’ri bo’ladi (94-chizma).
m=f(x,) va M=f(x,) y=f(x)funksiyaning [a;b] kesmadagi eng kichik va
eng katta giymatlaridir.

Izoh. Teoremaning  shartidagi £
kesmani interval yoki yarim intervalga 4 ]
almashtirish mumkin emas.

Masalan, (0; 1) intervalda uzluksiz
y=x funksiya bu intervalda o’zining eng
kichik va eng katta qiymatlarini hech _j

iri i : 5] P ;cj ;%? 5 >
biriga erisha olmaydi. 15-chizma
Natija. [a;b] kesmada uzluksiz ~ f(x)funksiya shu kesmada

chegaralangandir.

Hagigatan, f(x)funksiya [a;b] kesmadagi eng katta va eng kichik
giymatlarini mos ravishda M va m orqali belgilasak [a;b] kesmadagi barcha x
lar uchun m< f(x) <M tengsizliklar o’rinli bo’ladi. Agar C orqali |m| va |[M| dan
kattasini belgilasak |f(x)<C tengsizlik bajariladi. Bu tengsizlik f(x)funksiya
[a; b] kesmada chegaralanganligini ko’rsatadi.

6-teorema. Agar f(x)funksiya [a;b] kesmada uzluksiz va kesmaning
oxirida turli ishorali giymatlarni gabul gilsa, u holda (a; b)intervalda kamida bitta
nugta mavjud bo’lib, bu nugtada funksiyaning giymati nolga teng bo’ladi.
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16-chizma



16-chizmada f(a)>0, f(b)<0 va x,X,,x, nugtalarda funksiyaning grafigi
Ox 0’qni kesib o’tadi, demak, f(x,)=0, f(x,)=0, f(x,)=0

7-teorema. f(x)funksiya [a;b] kesmada uzluksiz bo’lib m va M uning shu
kesmadagi eng kichik va eng katta qiymati bo’Isin, u holda funksiya shu kesmada
m bilan M orasidagi barcha oraliq giymatlarini gabul giladi, ya'ni m<i<M
shartni ganoatlantiradigan istalgan 2 son uchun [a; b] kesmada kamida bitta x=c

nuqta mavjud bo’lib, f(c)=A tenglik to’g’ri bo’ladi (96-chizma).
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17-chizma
Izoh. Funksiya [a;b] kesmaning birorta nugtasida uzilishga ega bo’lganda

18.6- va 18.7- teoremalar bajarilmasligi mumkin. Masalan, f(x)=E funksiya
X
uchun f(-1)=-1<0, f(1)=1>0 bajarilsada y [-1,1] kesmaning hech bir nugtasida
nolga aylanmaydi. Buning sababi f(x)=1 funksiya [-1,1] kesmadagi x=0
X

nuqtada uzilishga ega
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