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ma‘ruza. Mavzu: Funksiyaning hosilasi, uning geometrik va

mexanik ma‘nolari.
Hosila tushunchasiga olib keluvchi masalalar.
1. Tezlik haqgidagi masala. Faraz qilaylik moddiy nuqta to’g’ri chiziq
bo’ylab s=f(t) qonun bo’yicha bir tomonlama harakatlanayotgan bo’lsin,

bunda t-vaqt, s t wvaqt ichida nuqtaning bosib o’tgan yo’li. Vaqtning t,
momentini garaymiz. Bu momentda nugta s, = f(t,)yo’lni o’tadi. Moddiy
nugtaning t, momentdagi oniy tezligini topish masalasini qo’yamiz. Buning
uchun vagtning boshga t, + At momentini garaymiz. Bunga s= f(t, + At) o’tilgan
yo’l mos keladi. U holda At=t-t, vaqt ichida moddiy nuqgta
As=s—s, = f(t, + At)— f(t,) masofani o’tadi  (18-chizma).
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1-chizma
v, =i—fnisbat nuqta harakatining At vaqt oralig’idagi o’rtacha tezligini beradi.

o'rt
O’rtacha tezlikning At —0 dagi limiti t, momentdagi oniy tezlik deb ataladi va
u v, orgali belgilanadi.
Demak, v, = (im S yoki v, = ¢im flto+at)- f(tO).
A0 At At—0 At
Shunday qilib moddiy nugtaning t, momentdagi oniy tezligini topish
v, = fim f(t, +At)— f(t,) (1)
At—0 At
limitni hisoblashga keltirildi.
1-misol. Moddiy nuqgta to’g’ri chiziq bo’ylab s=t* qonuniyat asosida
harakatlanayotgan bo’lsin. Bunda s- o’tilgan yo’l santimetrda o’lchanadi, t-vaqt
sekundda o’Ichanadi. t=2cek dan t, =(2+At)sek gacha vaqt oralig’ida nuqtaning
o’rtacha tezligi topilsin; At=1; 0,01; 0,001 deb olinsin. t=2 momentdagi oniy
tezlik topilsin.
Yechish. As=(t+At)f —(t) =3 +3t°At + AL + At —t° = 3t°At + AL + AL,

O’rtacha tezlik v, :§=3t2 +3tAt + At* bo’adi. Agar At=1sek bo’lsa, t=2sek

o'rt
ekanini hisobga olib v,., =3-2*+3-2-1+1* =19 sm/sek kelib chigadi.
t=2sek, At=0,0lsek bo’lganda v, =3-2°+3-2-0,01+(0,01)* =12,0601 sm/sek
va t=2sek, At= 0,001sek bo’lganda
V,, =3-2°+3-2-0,001+(0,001)* =12,006001 sm/ sek bo’ladi. Endi t=2sek
momentdagi oniy tezlikni topamiz.
Vv, =/limv, . = fim(3t2 + 3tAt +At2)= 32,

At—0 At—0

t=2sek bo’lganda v, =3-2* =12sm/sek hosil bo’ladi.



Olingan natijalar shuni ko’rsatadiki t t=2sek ga At 0 ga ganchalik yaqin
bo’lsa o’rtacha tezlik oniy tezlikdan shunchalik kam farq gilar ekan.

2
2-misol. s:% gonuniyat asosida tekis tezlanuvchan harakatlanayotgan

(erkin tushayotgan) moddiy nugtaning harakatning ixtiyoriy t momentidagi va
t=3sekund momentidagi oniy tezliklari topilsin.

Yechish.

2 2 2

As=s(t+At)—st) = L+ at)? - I 2 92 4 oAt + ar2)- 9~ grar+ 2L
g
2 2 2 2 2
At?

AS . As gm”gz g N
— nisbatni tuzamiz: —=——%—=gt+>At; ta‘rifga binoan
At At At 2

V, = fimE = fim(gt +%Atj = gt.

At—>0 AT At—>0
Demak, t vaqgtning istalgan momentida oniy tezlik v, =gt ga teng ekan.
t=3sek bo’lsa v,(3)=g-3=9,8m/sek?-3sek =29,4m/sek, ya‘ni harakat boshlangandan
so’ng uchinchi sekundda moddiy nuqtaning tezligi 29,4m/sek bo’lar ekan.

2. Sterjenning zichligi haqidagi masala. Uzunligi ¢ ga teng ingichka
to’g’ri chiziqgli bir jinsli bo’lmagan sterjenni qaraymiz. Shu sterjenning istalgan
nuqgtasida zichlikni aniglaymiz. Sterjen Ox 0’q bo’ylab joylashgan va uning
uchlaridan biri koordinatalar boshida yotadi deb faraz gilamiz. U holda sterjenning
har bir nuqtasiga ma‘lum x koordinata mos keladi.

Koordinatalari O va x bo’lgan sterjen nugqtalari orasidagi gismining
massasini m orqali belgilaymiz. U holda m massa x ning funksiyasi bo’lishi
ravshan: m= f(x). Sterjenning aniq qo’zg’olmas x, nugtasini hamda o’zgaruvchi

X, +AX nugtasini garaymiz. Sterjenni garalayotgan gismining uzunligi Ax ga,
massasi Am= f(x, + Ax)— f(x) ga teng bo’ladi. AA_m nishat sterjenning x, va x, + Ax
X

oraligdagi o’rtacha zichligi deb ataladi.
O’rtacha zichlikning sterjenning uzunligi Ax nolga intilgandagi limiti
sterjenning x, nuqtadagi zichligi deb ataladi va u § orqali belgilanadi. Demak,

5= iim 2™ fim f(xo+ixx)—f(xo)- (2)

Ax—>0 AX M0

3. Egri chizigga urinmaning burchak koeffitsienti. Oldin egri chizigga
urinma tushunchasini kiritamiz.

1-ta‘rif. Egri chizigning berilgan M va ixtiyoriy N nuqtasini orgali
o’tadigan kesuvchi to’g’ri chizigning N nuqta egri chiziq bo’ylab M nugtaga
intilgandagi limit holati shu egri chizigga M nugtasida o’tkazilgan urinma deb
ataladi
(98-chizma).



2-chizma
Uzluksiz egri chiziq y=f(x) tenglama yordamida berilgan bo’lib uning
M(x,, ¥,) nhuqgtasida egri chizigqa o’tkazilgan urinmaning burchak koeffitsientini
topish talab etilsin.

=d

Q

3-chizma
Egri chizigda N(x, +Ax, y, +Ay) nugtani olib MN kesuvchini o0’tkazamiz.
Bu kesuvchini Ox o’qning musbat yo’nalishi bilan tashkil etgan burchakni g
orgali belgilaymiz. Urinmaning Ox o’q bilan tashkil etgan burchakni « desak
99-chizmadagi AMNP dan

Ay
t = —
9p

ckani ko’rinib turibdi. N nuqgta egri chiziq bo’ylab M nugtaga intilganda Ax —0
va f—a. Demak, fxin?)tgﬂ:tga va tga:Zim&.

Ax—0 AX
Shunday qilib, urinmaning burchak koeffitsientini k orgali belgilasak uni topish
Ay
k=fx|m)& 3
ko’rinishdagi limitni topishga keltirildi.

Biz garagan masalalarning barchasida ularning fizik mohiyatidan qat‘iy
nazar bir xil ya‘ni funksiya orttirmasining argument orttirmasiga nisbatini
argument orttirmasi nolga intilgandagi limitini topishga keltirildi. Shuning uchun
bu kabi nisbatlarni o’rganish va ularning limitlarini hisoblashni bilish magsadga
muvofiq.



Hosilaning ta‘rifi, uning geometrik va mexanik ma‘nolari.
y = f(x) funksiya (a;b) intervalda aniglangan bo’lsin. (a;b) intervalga
tegishli x, va x, + Ax nugtalarni olamiz.

Funksiyaning x, nuqtadagi orttirmasi Ay = f(x, + Ax)— f(x,) ni hisoblab %

nisbatni tuzamiz.

2-ta‘rif. Funksiya orttirmasi Ay ning argument orttirmasi Ax ga nisbatining
Ax nolga intilgandagi limiti (agar u mavjud bo’lsa) y=f(x) funksiyaning x,
nugtadagi hosilasi deb ataladi.

Funksiyaning hosilasi Y, f'(xo),%,% belgilardan biri bilan
belgilanadi.

Shunday qilib, '(x,)= fim Y = fim %0 *ixx)‘ fx),

Ax—0 AX  Ax—0
Hosilani topish jarayoni funksiyani differensiallash deb ataladi.
Endi yugorida qaralgan misollarga gaytamiz. Hosila tushunchasidan
foydalanib (19.1) tenglikni
. AS
Vo = (im~= =5 (t)
ko’rinishda yozish mumkin. Demak, to’g’r1 chiziqli bir tomonlama harakatda oniy
tezlik yo’ldan vaqt bo’yicha olingan hosilaga teng ekan. Bu hosilaning mexanik
ma‘nosidir.
(2) tenglikni hosila tushunchasidan foydalanib
5= 6im 2™ fim flx + 40~ Fx,) _ m'(x)
Ax—0 AX M0 AX
ko’rinishda yozish mumkin. Demak to’g’ri chiziqli sterjenning x nuqtadagi
zichligi m massadan x uzunlik bo’yicha hosila ekan.
Shunga o’xshash (19.3) tenglikni hosila tushunchasidan foydalanib
k= imY = f(x,)

Ax—0 AX

xo’rinishda yozishimiz mumkin. Demak, f'(x,) hosila geometrik nugtai nazardan
y=f(x) egri chizigga M(x,, f(x,)) nugtasida o’tkazilgan urinmaning burchak
koeffitsientiga teng ekan. Bu hosilaning geometrik ma‘nosi.

3-misol. y = x* funksiyaning istalgan nuqgtadagi hosilasi topilsin.

Yechish. f(x,)=x2, f(x, +Ax)=(x, +Ax)*,
Ay = (X, +AX)— T(X))= (X, + AXF —X2 = X2 + 2X,AX + AX? — X2 = 2X,AX + AX?
Ay _ 2% AX+AX* 2%, + AX.
AX AX

Hosilaning ta‘rifiga binoan  y'= fxmg% = fxinz)(ZXO +AX)= 2%, +0=2x,,

chunki x, anig qiymat.



X, -istalgan nuqta bo’lganligi uchun y=x? funksiya (-0, +0) intervalning
barcha nuqgtalarida hosilaga ega ekanligi va uning hosilasi 2x ga tengligi kelib
chiqadi, ya‘ni (xz)' =2X.

4-misol. y=x* parabolaga M(3;9) nugtasida o’tkazilgan urinmaning
burchak koeffitsienti topilsin.

Yechish. x,=3, f(x)=f(3)=32=9. f'(x,)=2x, edi. Demak, k=
f'(3)=2-3=6.

Biz yugorida hosilaning mexanik va geometrik ma‘nolari bilan tanishdik. Endi
uning biologik va igtisodiy ma‘nolari bilan tanishamiz.
Hosilaning biologik ma‘nosi.
Ko’paygan mikroorganizmlar soni y va ko’payish vaqti t orasidagi bog’lanish
y=p()
tenglama bilan berilgan bo’lsin.

Vagtning aniq t momentiga mikroorganizmlarning aniq p(t) soni va
vagtning boshga t+At momentiga mikroorganizmlarning aniq p(t+At) soni mos
keladi. Ay = p(t+At)-p(t) ifoda At vaqt oralig’ida mikroorganizmlarni o’zgarish
sonini beradi.

i—f nisbat ko’payishning o’rtacha tezligi yoki boshqacha aytganda ko’payishning

o’rtacha samaradorligi y'={im % =p'(t) vagtning t momentidagi

mikroorganizm ko’payishining samaradorligini anglatadi. Bu hosilaning biologik
ma‘nosi.
Hosilaning igtisodiy ma‘nosi.

Sarflangan xarajatlar migdori x va olinadigan mahsulot miqgdori y

orasidagi moslikni aniglovchi
y=1()
funksiyani olaylik.

U holda sarflangan xarajatni anig x  miqgdoriga olingan mahsulotning
f(t)ymiqdori va sarflangan xarajatning boshga bir x+Ax miqgdoriga olingan
mahsulotning f(x+Ax) migdori mos keladi. Ay = f(x+Ax)— f(x) ayirma xarajat Ax
ga oshganda olingan go’shimcha mahsulotning migdorini beradi.

Y nisbat sarflangan  Ax xarajat miqdoriga mos olingan mahsulot

AX

miqdorining o’rtacha o’zgarish tezligidir. y'= fxin%% = fxinl f(x+ix)3_ f(x) ifoda
xarajatlarning ma‘lum miqdoridagi olingan mahsulot hajmining o’zgarish tezligini
(xarajat birligida olingan mahsulot hajmini) anglatadi. Bu hosilaning iqtisodiy

ma‘nosidir.

Funksiyaning differensiallanuvchiligi.
3-ta‘rif. Agar y= f(t) funksiya x, nugtada chekli hosilaga ega bo’lsa, u shu
nugtada differensiallanuvchi deb ataladi.



A-ta‘rif. Agar y=f(t) funksiya (a;b) intervalning har bir nugtasida
differensiallanuvchi bo’lsa, u shu intervalda differensiallanuvchi deb ataladi.

Funksiyaning uzluksizligi va differensiallanuvchiligi orasidagi bog’lanishni
ko’rsatadigan teoremani isbotlaymiz.

1-teorema. Agar y = f(x) funksiya x, nuqtada differensiallanuvchi bo’lsa, u
shu nugtada uzluksizdir.

Isboti. y= f(x) funksiya x, nugtada differensiallanuvchi bo’lgani uchun

: . A
f (Xo):ﬁ(‘g})&y

chekli limit mavjud. Buni limitning xossasi (16.5-teorema) dan foydalanib

A :

&y =f (XO)+a
ko’rinishda yozish mumkin, bu yerda  Ax—0da «-cheksiz kichik funksiya.
Bundan Ay = f'(X, JAX + a - AX va

fim Ay = £im f'(x, )AX+ fim a- Ax = f'(x,)-0+0-0=0.

AX—0 Ax—0 AX—0

Demak, fxirr(m)Ay =0 va y=f(x) funksiya x, nugtada uzluksiz. Shunday qilib

funksiyaning chekli hosilaga ega ekanligidan uning uzluksizligi kelib chigar ekan.
Teskari da‘vo, umuman aytganda, to’g’ri emas, chunonchi nuqtada uzluksiz,

biroq bu nuqtada hosilaga ega bo’lmagan funksiyalar ham mavjud.
X, agarX >0 bo'lsa,

y = f(X)=|x =10, agarx =0bo'lsa,
—X, agarXx < 0 bo'lsa.
funksiyani garaymiz. Bu funksiya butun sonlar 0’qida, jumladan xo=0 nuqgtada ham
uzluksiz ~ (21-chizma),  chunki fO)=/0=0;  Amf(x)=/limx=0  va

fm f(x) = f(0)=0.

4-chizma
Bu funksiyaning x,=0 nugtada hosilaga ega emasligini ko’rsatamiz.

A . |AX . AX
Ay: f(XO +AX)_ f(Xo)=|O+AX|_|0|=|AX| va ﬁ@o&yzgﬁo%:fimgzj-



AX - -
Shunga o’xshash  /im Y _ jim u — gim =X _ 1. Shunday qilib Ay
MAX—>-0 AX  MAx—>0 AX Ax—>-0  AX AX

nisbat x=0 nuqtada har xil bir tomonlama limitlarga ega. Bu % nisbat xo=0

nugtada limitga emasligini, ya‘ni f'(0) hosilaning mavjud emasligini ko’rsatadi.
Demak, funksiyaning biror nugtada uzluksizligidan uning shu nugtada chekli
hosilaga ega ekanligi(differensiallanuvchiligi) kelib chigmas ekan.
Differensiallashning asosiy qoidalari.
teorema. Agar u(x) va v(x) funksiyalar x, nugtada differensiallanuvchi
bo’lsa, u holda ularning algebraik yig’indisi, ko’paytmasi va mahraji noldan farqli

bo’lganda bo’linmasi ham shu nuqtada differensiallanuvchi bo’lib, hosilalar
a) (uxvy=u+v', b) (wy=uv+uv,d) [%j = UIV_ZUV' formulalar yordamida topiladi.
v

Isbot. (Bo’linma uchun). vy= f(x)=3(—:3 bo’lsin, bu yerda v(x)=0 Ay

orttirmani tuzamiz: : ) u) M)t M )
U(X, +AX)  U(Xy) U(Xy +AXMX, )—U(X, MX, + AX
R 7 v T e
_ (X + AXNV(X )= U(xo V(g ) = U(xg W(Xg +AX)+u(xo (X, )
V(%o +Ax)(x, )
[u (Xo + AX) _ U(Xo )]V(Xo ) _ U(Xo )[V(Xo + AX) _ V(Xo )] — AUV(XO )_ U(Xo )AV
V(X + AX(x, ) V(X + AX(x, )

> . Au : . Av .
Shartga ko’ra Afxm&:u(xo), ﬁ'ﬂ%&zv(xo) va fxlm)V(XO+AX)=V(XO)

(differensiallanuvchi funksiya uzluksiz).

MOOAX M50 V(X +AXN(X,) V¥ (%)

u Av
Demak, y'= Eimﬂz /im EV(XO)_U(XO)& U'(Xo)\/(xo)—u(xo)\/l(xo)

Shunday qilib, y'=(%} _uv-w a) va b) formulalar ham shunga o’xshash

V2

isbotlanadi.

Teorema qo’shiluvchilar va ko’paytuvchilar soni chekli bo’lganda ham to’g’ri
bo’ladi. Masalan, (u+v-w)=u+v-w, yoki  (ww)=u'vw+u'w+uvw  tenglik
o’rinli.

Natija. O’zgarmas ko’paytuvchini hosila belgisidan chigarish mumekin,
ya‘ni (Cu)=Cu' yoki (%j :%, bunda C-o’zgarmas son.
Hagigatan, y =Cu(x) bo’lsa, Ay = Cu(x, +Ax) —Cu(x,)
&y _ CUlt + 89 =CUGG) ol = (Cuy= € fim U+ TU0) _ i) boladi.
AX AX A0 AX
Murakkab funksiyaning hosilasi.




Murakkab funksiyani differensiallash qoidasi bilan tanishamiz. y= f(u),
u=¢(x) murakkab funksiyani garaymiz.

3-teorema. y=f(u) va u=¢(x) differensiallanuvchi funksiyalar bo’lsin.
Murakkab  f(u) funksiyaning erkli o’zgaruvchi x Dbo’yicha hosilasi bu
funksiyaning oraliq argumenti u bo’yicha hosilasi y, ning oraliq argumentning
erkli o’zgaruvchi x bo’yicha hosilasi u'(x) ga ko’paytmasiga teng, ya‘ni

Vi =Yy Uy
Isboti. u=g(x)funksiya x=x, nuqtada, y= f(u) funksiya esa bu nugtaga

mos  u, =¢(X,) nugtada differensiallanuvchi bo’lsin. U holda im2Y - f'(u,)

Au—0 AU

chekli limit mavjud. Bundan %:fI(UO)Jra yoki Ay = f'(u,)Au+aAu  kelib

chigadi, bu yerdagi «, Au—0 da cheksiz kichik funksiya. So’nggi tenglikni har

ikkala tomonini  ax ga bo’lsak Y- ') +a2Y  hosil boladi. Bunda
AX AX AX

Ax —0 da limitga o’tib
fimﬂzy;, fimﬁzu;, fima=/tima=0 ekanini hisobga olsak isbotlanishi

Ax—0 AX Ax—0 AX Ax—0 Au—0

lozim bo’lgan  y'(x,)= f'(ug)-u'(x,) y, =V, -u, kelib chigadi. Biz bu

yoki
yerda differensiallanuvchi u(x) funksiya uzluksiz va Ax —0 da Au—0 ni hisobga

oldik.
Teskari funksiya va uning hosilasi.
[a;b] kesmada aniglangan o’suvchi yoki kamayuvchi y=f(x) funksiyani

garaymiz. f(a)=c, f(b)=d bo’lsin. Aniglik uchun y = f(x) funksiya[a; b] kesmada
o’suvchi deb faraz qilamiz. [a; b] kesmaga tegishli ikkita har xil x, va x, nugtani
olamiz. O’suvchi funksiyaning ta‘rifidan agar x <x,  va y, = f(x,),
y, = f(x,)bo’lsa, y, <y, bo’ladi.

Demak, argumentning ikkita har xil x, va x, giymatlarga funksiyaning ikkita
har xil y, va y, giymatlari mos keladi. Buning teskarisi ham to’g’ri, ya‘ni y, <V,
bo’lib, y, = f(x,), y,=f(x,)bo’lsa, o’suvchi funksiya ta‘rifidan x, <x, bo’lishi
kelib chigadi.

Boshgacha aytganda x ning giymatlari [a; b] kesma bilan y ning giymatlari
[c; d] kesma orasida o’zaro bir giymatli moslik o’rnatiladi. y ni argument, x ni
esa funksiya sifatida garab x ni y ning funksiyasi sifatida hosil gilamiz:

x=(y) -

Bu funksiya berilgan y=f(x) funksiyaga teskari funksiya deyiladi.
Kamayuvchi funksiya uchun ham shunga o’xshash mulohaza yuritish mumkin.
Shuni aytish lozimki, y= f(x) funksiyaning giymatlari sohasi [c; d] unga teskari
x=¢(y) funksiyaning aniqglanish sohasi bo’ladi va aksincha. x=¢(y) funksiya
uchun y=f(x) funksiya teskari funksiya bo’lgani uchun x=¢(y) va y=f(x)
funksiyalar o’zaro teskari funksiyalar deb ataladi.



y= f(x) funksiyaga teskari funksiya y= f(x) tenglamani x ga nisbatan
yechib topiladi. O’zaro teskari funksiyalarning grafigi Oxy tekisligidagi bitta egri
chizigni ifodalaydi.

5-misol. y = x* funksiyaga teskari funksiya topilsin.

Yechish. Bu funksiya butun sonlar o’qida aniglangan va o’suvchi. Tenglikni
x ga nishatan yechsak berilgan funksiyaga teskari x =3/y funksiya hosil bo’ladi.

Har ganday funksiya ham teskari funksiyaga ega bo’lavermaydi. Masalan
y =x* funksiya (—oo,+o0) intervalda teksari funksiyaga ega emas, chunki y ning
har bir musbat giymatiga x ning ikkita x=—y va x=./y giymatlari mos keladi.
Agar y=x* funksiyani (-«,0] intervalda qaralsa funksiya x=-,/y teskari
funksiyaga ega, chunki y ning har bir musbat giymatiga x ning yagona y=x’
tenglikni ganoatlantiradigan giymati mos keladi.

Shuningdek y=x? funksiyani [0+w) oraligda qarasak unga teskari x=.y
funksiya mavjud bo’ladi.

Izoh. y=f(x) funksiyaga teskari x=¢(y) funksiyaning argumentini
odatdagidek x bilan, funksiyani esa y bilan belgilasak va y= f(x) hamda
y=¢(x) funksiyalarni grafigini bitta koordinatalar sistemasida chizsak grafik
birinchi koordinatalar burchagining bissektrisasiga nisbatan simmetrik bo’ladi.

4-teorema. Agar o’suvchi (kamayuvchi) y=f(x) funksiya [a;b] kesmada

uzluksiz, shu bilan birga f(a)=c, f(b)=d bo’lsa, u holda unga teskari x=g(y)
funksiya [c; d]([d; c]) kesmada aniglangan monoton va uzluksiz bo’ladi.
Endi x=¢(y) teskari funksiyani hosilasini bilgan holda y= f(x) funksiyaning
hosilasini topish imkonini beradigan teoremani isbotlaymiz.
5-teorema. Agar x=¢(y) funksiya biror intervalda monoton bo’lib shu
intervalning y nuqtasida noldan fargli ¢'(y) hosilaga ega bo’lsa, bu nuqtaga mos x
nuqgtada teskari y = f(x) funksiya ham hosilaga ega bo’lib,
R ———
?'(y)
bo’ladi.
Isboti. Shartga binoan x=¢(y) funksiya monoton va differensiallanuvchi
bo’lgani uchun u uzluksiz hamda unga teskari monoton va uzluksiz y=f(x)
funksiya mavjud. x ga Ax=0 orttirma bersak y= f(x) funksiya Ay orttirma oladi

va uzluksizligini nazarga olsak Ax -0 da Ay —0. Natijada

fo=imY o pm o1 1
M0 AX AXHO& ﬂmg q)l(y)

Bu formulani vy, _ L ko’rinishda yozish mumekin,
X
y

Shunday qilib, teskari funksiyaning hosilasi shu funksiya hosilasiga teskari
miqdorga teng ekan.



ma‘ruza. Mavzu: Asosiy elementar funksiyalarning
hosilalari.

O’zgarmas funksiyaning hosilasi.
1-teorema. O’zgarmas funksiyaning hosilasi nolga teng, ya‘ni C'=0 bunda

C-o0’zgarmas son.
Isbot. y=f(x)=C desak x argument Ax orttirma olganda y funksiya

Ay = f(x+Ax) - f (x) =C—C =0 orttirma oladi.

Demak, C'= lim A = jim 3_0 Shunday qilib C'=0.

MXx—0 AX  Ax—0 AX

Masalan, (25) = 18) =(tg20°) —(In87) =0.

2. Logarifmik funksiyaning hosilasi.
2-teorema. /nx lagorifmik funksiyaning hosilasi 1 ga teng.
Isboti y=Inx funksiyani garaymiz. x  Ax orttirmz: olganda funksiya
Ay=In(x+Ax)-Inx=In x+xAx =In[1+ gj orttirma oladi.

X
ﬂ:iln(H%]:l-iln(H&j In(1+&) nisbatni tuzamiz. 2 -« deb
AX  Ax X X AX X X X X
belgilasak Ax—0 da a—0.

B . ,

Demak, '= lim In(l+gj ~ Liim In(1+a) Elnezl, ya‘ni (hx)'==
M0 X X X a0 X X

1

Bu yerda lim (1.+ a)* =e ikkinchi ajoyib limitdan foydalanildi.

Shunga o’xshash (|ogax)1:['”xj _x)'_ 1 yelib chigadi. (bunda a>0,
Ina lha xlha
a#l).

Agar y=Inu bo’lib, bunda, u =u(x) differensiallanuvchi funksiya bo’lsa, u
holda murakkab funksiyani differensiallash

goidasiga binoan ( Inu )' - Y tenglikka ega bo’lamiz.
u

Xususan, agar y =log,u, u=u(x) bo’lsa, u holda

! Inu ' 1 ! ut o1 1
( |0gau ) —(R] —m(an) —m bO ladl

Darajali funksiyaning hosilasi.

3-teorema. x* darajali funksiyaning hosilasi ox** ga teng, bunda
0-0’zgarmas son.

Isboti. y=x* funksiyani garaymiz. Uni e asosga ko’ra logarifmlab Iny=alnx
tenglikka ega bo’lamiz. y ni x ning funksiyasi hisoblab, tenglikning ikkala



gismini X bo’yicha differensiallaymiz: Y_gl Bundan
y X
’ a 1 a-1
y:a.y._:a.x — =X
X X

Shunday qilib (x“)’ =a-x“". Teorema isbotlandi.

Agar y=u“ bo’lib, u=u(x) differensiallanuvchi funksiya bo’lsa, u holda
murakkab funksiyani differensiallash qoidasiga binoan (u*) =« -u**-u' bo’ladi.
1-misol. y=+/x funksiyaning hosilasi topilsin.

1

1\! 1
Yechish. yl=[\/;)l=(x2j N S N

N
2l

2 2 1
2x2

Demak, (\/E)l :%.

2-misol. y:1 funksiyaning hosilasi topilsin.
X

Yechish. y' = [lj = (xl) =1.x=—x?%= _iz ,
X X

!

Demak, [EJ =—i2.
X

X
Izoh. Bundan buyon funksiyaning hosilasi topilsin deyilganda shu
funksiyaning aniglanish sohasiga tegishli istalgan nuqtada uning hosilasini topishni
nazarda tutamiz.

Ko’rsatkichli funksiyaning hosilasi.
4-teorema. ¢* ko’rsatkichli funksiyaning hosilasi a*Ina ga tengdir.
Isboti. y=a* (a>0, a#l1) funksiyani qaraymiz. Uni e asosga ko’ra
logarifmlasak Iny=x-Ina bo’ladi. y nix ning funksiyasi hisoblab, tenglamaning

ikkala gismini x bo’yicha differensiallaymiz. 2~ =Ina. Bundan y =ylna yoki
y

y'=a*Ina kelib chigadi. Demak, (ax)' =a‘Ina.
y=a" murakkab funksiya uchun (a“)’ =a'lha-u formulaga ega bo’lamiz.
Xususiy holda a=e bo’lsa Ine=1 bo’lib (&) =e* va (¢*) =e"-u" formulalarga ega

bo’lamiz.
3-misol. y=2*bo’lsa, y’ topilsin.

Yechish. (2) =2* 2.

4-misol. y=3“ bo’lsa, y' topilsin.
Yechish. vy =(3Xz> =3 In3(x%) =3 In3-2x.
5-misol. y =e* bo’lsa, y’ topilsin.



Yechish. y = (ex3) =’ (%) =¥ 3%’

Trigonometrik funksiyalarning hosilalari.
5-teorema. sinx funksiyaning hosilasi cosx ga teng.
Isboti. y=sinx funksiyani garaymiz. x ga Ax orttirma bersak funksiya

Ay=sin(x+ AX)-sinx=2c0s (HAXT“) sin (HAZX_X] = 2cos(x+%jsin %
orttirma oladi. Shuning uchun
2sin AZX . cos(x + Azxj sin AX

Ay _ _ 2 of x4+ X
Ax AX AX 2
2
. AX
, sin —- Ax
va 'y =(sinx) =AlixmO 2 -Alixmocos[x+7j:1-cosx=cosx.
2

Bu yerda birinchi ajoyib limitdan hamda cosx funksiyaning uzluksizligidan
foydalanildi.

Shunday gilib, (sin x) = cosx.

y=sinu (bunda u=u(x)) murakkab funksiya uchun (sin u), =cosu-u’ formulaga
ega bo’lamiz.

6-misol. y=sin/x funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. y' = cosﬁ-(ﬁ)' = cos&-% = % .

7-misol. y=sin®x funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. y =(sin’x) = ((sin x)2> — 2sin x- (sin x) = 2sin x- cosx = sin 2x.
8-misol. y=sin(Inx) funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. y' = cos (Inx)in x) = %Inx) :

6- teorema. cosx funksiyaning hosilasi —sinx ga teng.
Isboti. y=cosx funksiyani garaymiz. Keltirish formulasidan foydalanib uni

J=COSX=Sin (%—xj ko’rinishda yozamiz. Demak ,

y' = (cosXx)' = (Sin (% - xD = cos(% — xj : (g —~ x) =sin x-(0—1) = —sin x, yoki (cos x)’ = —sin X

y=cosu (bunda u=u(x)) murakkab funksiyani hosilasini topish uchun
(cosu) =—sinu-u' formulaga ega bo’lamiz.
9-misol. y=cosx® funksiyaning hosilasini toping.

U

Yechish. y =—sin x3(x3) = —sin x*-3x2.
10-misol. y=cos+/x*+1 funksiyaning hosilasini toping.



Yechish. y'= —sin vx? +1(\/x2 +1) =—sinv/x* +1- ! (x* +1)
2Ux% +1
H [v2
= —sin VX2 +1-;-2X = _M.
2Ux*+1 VX2 +1
7-teorema. tgx funksiyaning hosilasi
Isboti. tgx—ﬂ bo’lganligi sababli bo’linmani hosilasini topish qoidasiga
COS X
binoan
(sin xj _ (sin x)* - cosx —sin x(cosx)" _ cosx-cosx—sin x-(-sin x) _ cos’x+sin’*x_ 1
COS X cos® X cos® X cos® X cos’ X

Shunday gilib, (tgx) = P
y= tgu (bunda, u=u(x)) murakkab funksiyani hosilasini topish uchun

t
( gu) cos’u
formulaga ega bo’lamiz.

11-misol. y:tg% funksiyani hosilasini toping.

Yechish, y' = -(Ej:- 1

1
cos?= \X x%cos® =

X X
12-misol. y=tg3+vx funksiyani hosilasini toping.

Yechish. y’:((tg\/;)) 3tg?V/x - (tgv/x)’ —3th\/_ 2\/_ ((Wx) =

3tg?V/x
" 2Jx-coJx

20.8-teorema. ctgx funksiyaning hosilasi - sn2x

Bu teoremanti isbotlashni o’quvchiga qoldiramiz.
13-misol. y ctgv2x® +1 funksiyani hosilasini toping.

—— @EQ_IE) L1 acay-

y =-
2\/2x S|n2\/2x2+1 242x% +1
- 1 . 1 Ay 2
Sin2V2x2 +1 242x% +1 Sin?2x% +1-42x% +1

Teskari trigonometrik funksiyalar va ularning hosilalari.

1) y=arcsinx funksiya. x=siny funksiyani garaymiz. Bu funksiya -%Syﬁ%
kesmada monoton o’uvchi bo’lib uning qiymatlari -1<x<1 kesmani to’ldiradi.

Shuning uchun bu funksiya aniglanish sohasi [-1+1] dan, giymatlar sohasi
T T

{—E,E} kesmadan iborat teskari funksiyaga ega (19.4-teorema).



SE
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|
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¥ = @rosin X

E
2

5-chizma.
Odatda uni y=arcsinx ko’rinishda yozish gabul gilingan. Demak x=siny va
y=arcsinx funksiyalar o’zaro teskari funksiyalar. y=arcsinx funksiyaning grafigi

5-chizmada tasvirlangan. D(arcsinx)=[-1,1], E(arcsinx):[—%,ﬂ.
) L. . 1

9. teorema. arcsinx funksiyaning hosilasi ateng..

y g T g g

Isboti. y=arcsinx funksiyani garaymiz. x=siny funksiya bu funksiyaga
teskari funksiya bo’ladi.

O’zaro teskari funksiyani hosilasini topish formulasi y'= il (19.5.teorema)dan
xy

1T 1 1 11
(siny), cosy +f1-sin’y l-sin’y J1-x'

chunki [—%ﬂ kesmada cosy>o0 bo’lgani uchun ,/1-sin?y oldidagi plyus ishora

foydalanamiz. y' =

olindi.

Shunday qilib, (arcsin x) = :
1-x°
, 1

y=arcsinu (bunda, u=u(x)) murakkab funksiya uchun (arcsinu) =

1-u?
hosilani topish formulasiga ega bo’lamiz.
14-misol. y=arcsine* funksiyani hosilasini toping.

. S G N
Yechish. y = i) T

15-misol. y = 2arcsin/x funksiyani hosilasini toping.

1
Yechish. y' =2(arcsin/x )’ :2ﬂ=2. 2y _ 1
J1-(Vx)? Vi-x  Jx-(1-x)

2) y=arccosx funksiya. x=cosy funksiyani qaraymiz. Bu funksiya o<y<r
kesmada monoton kamayuvchiligini bilamiz. Shuning uchun bu funksiyaga teskari
funksiya mavjud (19.4 teorema) bo’lib uning aniqlanish sohasi [-1,1] kesmadan,
giymatlari sohasi [0; z] kesmadan iborat bo’ladi. x=cosy funksiyaga teskari




funksiyani y=arccosx kabi yoziladi. y=arccosx funksiyaning grafigi 102-chizmada
tasvirlangan. D(arccosx)=[-1,1], E(arccosx)= [0; =] ekani ravshan.

L

X

g
T
a
2
\ ¥ = arcoos x
1

6-chizma.

10-teorema. arccosx funksiyaning hosilasi - ga teng.

1
V1-x?
Teoremaning isboti 9-teoremaning isbrtini takrorlagani uchun uni isbotlashni
0’quvchiga goldiramiz.

3) y=arctgx funksiya. x=tgy funksiyani garaymiz. Bu funksiya —% <y <%

intervalda monoton o’sadi. Shuning uchun bu funksiyaga teskari funksiya
mavjud(19.4-teorema) bo’lib uning aniglanish sohasi butun sonlar o’gidan iborat.
x=tgy funksiyaga teskari funksiya y=arctgx kabi yoziladi. Demak
D(arctgx)=(-oc; ), E(arctgx):[—%,%j va lim arctgx=—%, lim arctgx=%.
y=arctgx funksiyaning grafigi 7-chizmada tasvirlangan.

&

5T

7-chizma
1
Isboti. y=arctgx funksiyani garaymiz. x=tgy funksiyaga teskari funksiya

11-teorema. arctgx funksiyaning hosilasi

ga teng.

bo’lganligi sababli ularning hosilalari (5-teorema) yX,:i, tenglik orgali

Xy



1 1 , 1 1

bog’langan. Shuning uchun y' = @) r=—7 =00sy= Ty L Demak,
" cos?y
arctgx'z . y=arctgu murakkab funksiyani hosilasi arctgu)' = !
1 2 1 2
X u

formula yordamida topiladi.
16-misol. y=(arctgx)® funksiyani hosilasini toping.

Yechish. y =3(arctgx)? -(arctgx) =3(arctgx)? -

1+x%°

17-misol. y=arctgx® funksiyani hosilasini toping.

. , () 2

Yechish. y S o Lex

4) y=arcctgx funksiya. x=ctgy funksiyani garaymiz. Bu funksiya O<y<rx
intervalda monoton kamayuvchi. Shuning uchun bu funksiyaga teskari funksiya
mavjud (19.4-teorema) va uning aniglanish sohasi (-o0,+o0) dan iborat. x=ctgy
funksiyaga teskari funksiya y=arcctgx ko’nishda belgilanadi. Demak,

D(arcctgx)=(-o0,+0),  E(arcctgx)=(0; z) va lim arcctgx=z, lim arcctgx=0.

y=arcctgx funksiyaning grafigi 8-chizmada tasvirlangan.
AV

0
8-chizma.
12-teorema. arcctgx funksiyaning hosilasi- ! > ga teng.
+ X

Teoremani isboti 11-teoremani isbotiga o’hshaganligi uchun uni isbotini
o’quvchiga goldiramiz.

!

y=arcctgu murakkab funksiyani hosilasi (arcctgu)'z— formula

1+u?
yordamida topiladi.
18-misol. y = =arcctgx* funksiyani hosilasini toping.

4N\r 3
Yechish, y=__&) __ 4
echis y 1+ (x*)? 1+x°

19-misol. y:arctg1 funksiyani hosilasini toping
X



!
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ma‘ruza. Mavzu: Ba’zi elementar funksiyalarning hosilalari.
Hosilalar jadvali.
Giperbolik funksiyalar va ularning hosilalari

shx=9—¢ . chx=¢ te , thx=ed_e: . cthx="% +ei,
2 2 e +e” e —e’
tengliklar yordamida aniglanadigan funksiyalar giperbolik funksiyalar deb ataladi.

Bunda shx- giperbolik sinus, chx-giperbolik kosinus, thxzzh—hi - giperbolik

tangens, cthx=%— giperbolik kotangens deb ataladi.

Bu funksiyalar orasida
ch?x-sh?x=1, ch?x+sh?x=ch2x,
1
1-th® x
ayniyatlar o’rinli ekanligini tekshirib kurishni o’quvchiga tavsiya etamiz.
Endi Shu funksiyalarni hosilalarini topish formulalarini hosil gilamiz.

sh2x=2shx chx, ch?x=

(th)' _ (e" —e‘“‘j — (ex —e*x)' _e —;e"‘ = chx,

(Chx)’ _ (e" +€_Xj — (ex +e“) _e e’ _ shx,

2 2 2
(thx)' _(th j’ _ (shx)'chx -shx(chx)’ _ ch®x-sh’x _ 1
chx Ch2X ChZX ChZX )
(cthx) :(chxj _ (chx)'shx -chx(shx)' _ sh®x-ch®x 1
shx sh?x sh? x shix

Hisoblashda (e*)=e,(e™*)=-e* ekanligidan foydalandik.
Shunday qilib:
(shy' = chx, (ch¥ =shx, (th) :chlzx’ (cthx) :-Shlx.
Oshkormas funksiya va uning hosilasi
x va y o’zgaruvchilar orasidagi funktsional bog’lanish F(x,y)=0 tenglama
bilan berilgan bo’lsin. Agar qandaydir (@, b) intervalda aniglangan y=f(x)
funksiya mavjud bo’lib, u F(x,y)=0 tenglamani ganoatlantirsa, u holda y=f(x)
funksiya F(x,y)=0 tenglama bilan aniglangan oshkormas funksiya deyiladi.
Funksiya y=f(x) tenglik yordamida berilganda y oshkor ko’rinishda berilgan
deyiladi. Oshkor ko’rinishda berilgan funksiyani y-f(x)=0 ko’rinishda yozilsa y
oshkormas ko’rinishda berilganga o’tiladi. Funksiya F(x,y)=0 tenglama yordamida




oshkormas shaklda berilganda tenglamani y ga nisbatan yechilsa funksiyaning
oshkor ko’rinishdagi tenglamasi hosil bo’ladi. Ammo bunday o’tish har doim ham
oson bo’lavermaydi, ba‘zan esa umuman o’tishning iloji bo’lmaydi.

Shuning uchun oshkormas funksiya hosilasini uni oshkor holga keltirmasdan
topish usuli bilan misollarda tanishamiz.

1-misol x?+y?=4 tenglama bilan berilgan funksiyaning y' hosilasini toping.

Yechish. Berilgan tenglamani y ni x ning funksiyasi ekanligini hisobga olgan
holda x bo’yicha differensiallaymiz: (x*) +(3?)' =4; 2x+2y.y' =0,

x+y-y =0,bundan y' = X

y
2-misol, y*-4xy+x*=0 tenglama bilan berilgan funksiyaning y' hosilasini
toping.
Yechish. Differesiallaymiz: 4)°.y —4(x'y+x-))+4x*=0; 1* -y —y-x)' =—x°;
3
' . ' - X
OP-x)y =y-2* Y=
y —X

Biz kelgusida oshkormas funksiyaning hosilasini topishga yana gaytamiz.
Shuning uchun bu yerda uni batafsil o’rganib o’tirmaymiz.

Funksiyaning parametrik berilishi va parametrik berilgan
funksiyaning hosilasi.

{x = o(t), 1)

y=y(t)
tenglamalar berilgan bo’lsin. Bu yerda t [7,,7, | kesmadagi giymatlarni gabul
giladi. t ning har bir giymatiga x va y ning aniq giymatlari to’g’ri keladi. Agar x
va Y ni Oxy koordinata tekisligidagi nugtaning koordinatalari deb garalsa, u holda t
ning har bir giymatiga tekislikning ma’lum bir nuqtasi to’g’ri keladi. t ning
giymatlari T; dan T, gacha o’zgarsa, bu nuqta tekislikda biror egri chizigni chizadi.
(1) tenglamalar ana shu egri chizigning parametrik tenglamalari deyiladi, t
parametr deyiladi.
Bu egri chiziq gandaydir y=f(x) funksiyaning grafigi bo’lsa, u holda
y=f(x) funksiya (1) parametrik tenglamalari yordamida berilgan deyiladi. x bilan y
orasidagi bog’lash (1) tenglamalardan t ni yuqotish orqali o’rnatiladi.
Faraz gilaylik, x=¢ft) funksiya t=ad(x) teskari funksiyaga ega bo’lsin.
U holda t=a(x) ni (1) ning ikkinchi tenglamasiga qo’ysak y ni x ning
funksiyasi sifatida aniglaydigan
y=y[D(x)] yoki  y=f(x)
tenglikka ega bo’lamiz.
Shunday qilib (1) tenglamalar gandaydir y=f(x) funksiyani aniglar ekan.
3—-misol:  Mo(xo ,0) nugtadan o’tib S=mi+nj Yyo’naltiruvchi vektorga
ega to’g’ri chizigning parametrik tenglamalari yozilsin.



X=Xy _ Y=g

Yechish. Bu to’g’ri chizigning kanonik tenglamasi - -

ko’rinishga ega ekanligi ma‘lum. — Yo, X7
n

- =t deb belgilasak x-xo=mt,

X =X, +Mmt,

to’g’ri chizigning parametrik tenglamalari hosil
y=y,+nt

y-yo=nt yoki {
bo’ladi.

4-misol x = RCost,

MIsol. {y: RSint (0<t<2z, R>0)
tenglamalar aylananing parametrik tenglamalari ekanini ko’rsatamiz.
Tenglamalarni kvadratga ko’tarib qo’shsak
x*+)?=R2c0st+R%sin’t= R?(cos’t+sin’t)=R?

yoki x?+1?=R? hosil bo’ladi. Bu markazi koordinata boshida bo’lib radiusi R
ga teng aylananing kanonik tenglamasi ekani ma‘lum.

5_misol. {x = acost,

y=bsint, (0<t<27,a>0, b>0)

tenglamalar ellipsning kanonik tenglamalari ekanini ko’rsatamiz. Tenglamalarni
birinchisini a ga, ikkinchisini b ga bo’lib ularni

X = COSt,
a
Y _sint
b
ko’rinishda yozamiz. Bu tenglamalarni kvadratga ko’tarib qo’shsak
xZ y2 . . x2 y2
2t =cos’t+sin*t =1 yoki Tt =1
ellipsning kanonik tenglamasiga ega bo’lamiz.
: =ach
6-misol. |~ ¢t
y =hsht.
tenglamalar giperbolaning parametrik tenglamalari ekanini ko’rsatamiz (a>0, b>0).

Tenglamaning birinchisini a ga ikkinchisini b ga bo’lsak =~ =ch; %: sht hosil
a

bo’ladi. Bu tenglamalarning kvadratga ko’tarib birinchi tenglamadan ikkinchisini

hadlab ayirsak

2 2 2 2

%—#:chzt—shztzl yoki :—Z—Z—Zzl giperbolaning kanonik tenglamasiga
ega bo’lamiz.

Endi parametrik tenglamalari {ngo((tt))’ bilan berilgan funksiyaning hosilasini
y=y

topish uchun formula chigaramiz.o(t), w(t) funksiyalar differensiallashuvchi
hamda x=¢(t) funksiya t=¢(x) teskari funksiyaga ega deb faraz gilamiz. U holda
y=y(t), t =¢(x) bo’lgani uchun y x ning murakkab funksiyasi bo’ladi, t-oraliq
argument.

Shu sababli murakkab funksiyani hosilasini topish formulasiga binoan



! !

Y« =W 'tx (2)
bo’ladi. Teskari funksiyani differensiallash goidasiga ko’ra tX' = i , bo’lgani

Xe
uchun buni (21.2)ga qo’ysak yx' = yt' i =Y hosil bo’ladi.
X X%
Shunday qilib, vy, =3 (3)

%
parametrik  tenglamalari bilan berilgan funksiyaning hosilasini topish
formulasini hosil gilamiz.

. X = acost, '
7-misol. {y —bsint y, -7
Yechish. '_(bsnt) _ bcost _ —Ectgt.
*  (acost) a-(-sint) a
. X = acht, '
8-misol {y —bsht. y, -7
Yechish. ' (bshty’ _ beht =9cthz
*  (acht) asht a
9-misol {x =acos’t, y. -2
y=asin®t. "

yechish. yx' _ (asinZt)’ _ 3asinit(sin 1) _ sinzzco_st __sint
(acos®t)’ 3acos“t(cost)’ —cos“tsint cost
Hosilalar jadvali
u =u(x), v = v(x) -differensiyallanuvchi funksiyalar deb hisoblab asosiy
elementar funksiyalarning hosilalari jadvalini tuzamiz va differensiyallash
qoidalarini keltiramiz:
1) C'=0; C=const
2) x' =1, x—erkli 0’zgaruvchi.

= —tgt.

3) (U*)Y =au”?* U, a=const. 4) Xususiy holda (\/U), - ﬁ'u"
. 1 1
5) Xususiy holda (U) = —F.u'_

6) (a“) =a“-Ina-u', a=const, a>0, a=1. 7) Xususiy holda (e*) =e"-u'.
8) (log, u)' =
ulna

10) (sinu) =cosu-u'’.
11) (cosu) =—sinu-u’.

12) (tgu) =

-u', a=const, a>0, a=1.9) Xususiy holda (nu) = l-u'.
u

!

-u.

cos’u

/ l ’
13) (ctgu) =70 u'.




1
V1—u?

u'.
' 1 '
15) (arccosu) = ———-u'.
1—u?

14) (arcsinu) =

!

.
1+u?

17) (arcctgu)’:-1 1u2' '
+

18) (shu) =chu-u’.
19) (chu) =shu-u'.

20) (thu) =

16) (arctgu) =

cheu
1
21) (cthu) = —
) (cthu) sh?u
22) (Uuxv) =u'=xV.
23) (u-v)'=u"-v+u-v.

!

-u .

24) (Cu) =C-U, {Ej -4 = const.
C C
25) [Ej _uhvouv
v v

26) y = f(u), u=u(x) murakkab funksiyani hosilasi uchun yx' :yu'-ux' o’rinli.

27) y=f(x) va x=v(y) 0’zaro teskari funksiyalar uchun yx' :i, o’rinli.
X

y
i

28) {x =00 posa y 2
y=y() X,

Izoh. y=[u(x)]"™ ko’rinishdagi funksiyaning hosilasini topish talab etilsa,
avval berilgan tenglikni e asosga ko’ra logarifmlab keyin tenglikni x bo’yicha
differensiallash ma‘qul.

10-misol. y=x** funksiyaning hosilasini toping.

Yechish.  Ihy=x*-lhx; %-y’:ZX-In x+x2-%, y' = y[2xIn x+ x|

yoki y'= (xxz) =x* . x[2In x+1].

ma‘ruza. Mavzu: Funksiyaning differensiali. Yuqori tartibli hosilalar va
differensiallar. Urinma va normal tenglamalari.
Funksiyaning differensiali va uning geometrik ma‘nosi.
(a;b) intervalda differensiallanuvchi y=f(x) funksiyani olamiz. U holda

(a; b) dagi istalgan x uchun

F(=fm ()



chekli hosila mavjud bo’ladi. Umumiy holda f'(x)=0 deb faraz qgilinsa, (1)
tenglikdan (16.5-teorema) %: f'(x)+a  ekani kelib chigadi, bunda (fima=0.

Agar oxirgi tenglikni barcha hadlarini Ax ga ko’paytirilsa

Ay = F'(X)AX + aAX (2)
tenglik hosil bo’ladi. (22.2) dagi har ikkala qo’shiluvchilar ham Ax —0 da nolga
intiladilar. Ularni Ax bilan taggoslaymiz:

Kimmzf'(x) - chekli son, im E 2 _ fim g =o0.

Ax—0  AX Ax—0  AX Ax—0

Shunday qilib (22.2) tenglikdagi birinchi qo’shiluvchi Ax bilan bir xil tartibli
cheksiz kichik miqdor(funksiya), ikkinchi qo’shiluvchi «-Ax esa Ax ga nishatan
yugori tartibli cheksiz kichik migdor. Bundan (2) formulada birinchi qo’shiluvchi
f'(x)Ax asosiy ekanligi kelib chigadi. Ana shu qo’shiluvchi funksiyaning
differensiali deyiladi.

Funksiyaning differensiali dy yoki df(x) kabi belgilanadi.

Demak,

dy=f'(x)Ax.  (3)

Shunday qilib funksiyaning differensiali uning hosilasini argument
orttirmasiga ko’paytirilganiga teng ekan. y=x bo’lganda y'=x'=1 bo’lib,
dy=dx=1-Ax Yyoki dx=Ax, ya‘ni erkli o’zgaruvchining differensiali uning
orttirmasiga tengligi kelib chigadi. Buni hisobga olsak (3) formulani

dy=f'(x)dx=y'dx (4)
ko’rinishda yozish mumkin. Bundan y':% , ya‘ni hosila funksiya differensialining
argument differensialiga nisbati ekanligi kelib chigadi.

(22.4) tenglikdan ko’rinib turibdiki funksiyani differensialini topish masalasi
uning hosilasini topishga teng kuchli, chunki funksiyaning hosilasi erkli
o’zgaruvchining orttirmasi Ax ga ko’paytirilsa funksiyaning differensiali hosil
bo’ladi. Shunday qilib hosilalarga tegishli bo’lgan teoremalar va formulalarning
ko’pchiligi differensiallar uchun ham to’g’ri bo’ladi.

Xususan, differensiallanuvchi u va v funksiyalar uchun differensiallash
qoidalaridagi singari

d(u+v)=du+dv, d(cu)=cdu, ¢=const,

u ) _ vdu—udv

v) VP
formulalar to’g’ri bo’ladi.
1-misol. y=t funksiyaning

differensialini toping.
Yechish. dy = y'dx = (tgx) dx =

d(u-v)=vdu+udv, d(

1
cos’ X
2-misol. y=e* funksiyaning
differensialini toping.

dx. Bk Ayt A7)




Yechish. dy=y'dx:(exz)dx=ex2(x2)'dx=eX22xdx.

Endi differensialning geometrik ma‘nosi bilan tanishamiz.

y = f(x) funksiya va unga mos egri chizigni garaymiz(105-chizma).

Egri chizigning M(x, y) nugtasini olib shu nugtada egri chizigga urinma
o’tkazamiz. Urinmaning Ox o’qning musbat yo’nalish bilan hosil gilgan burchakni
a bilan belgilaymiz. Erkli o’zgaruvchi x ga Ax orttirma beramiz, u holda
105-chizma
funksiya PN=Ay=f(x+Ax)—f(x) orttirmani oladi. Chizmadagi AMPQ dan
;—gztga yoki PQ=MPtgxr =tga-Ax Ammo hosilaning geometrik ma‘nosiga
binoan tga = f'(x) ekanini hisobga olsak PQ= f'(x)Ax bo’ladi. Differensialning
ta‘rifiga asosan dy=f'(x)Ax edi. Shunday qilib, PQ=dy. Bu tenglik f(x)
funksiyaning x va Axning berilgan giymatlariga mos keluvchi differensiali
y="f(x) egri chizigga M(x, f(x)) nuqtada o’tkazilgan urinmaning ordinatasi
orttirmasiga teng ekanligini bildiradi. Differensialning geometrik ma‘nosi
shundan iborat.

Tagribiy hisoblashda differensialdan foydalanish.

Yugorida chigarilgan  (2) tenglikni dy=f'(x)Ax  ekanini  hisobga

olibAy =dy+aoAx ko’rinishda yozamiz, bunda Afxiinooz=0. Buni dy ga bo’lsak

Ay . aAX

1+— vyoki Ax — 0 da limitga o’tsak
amY C1him— 1 b gima=1+- L 0-1
AXx—0 dy AX—0 f'(x)Ax f'(x) AX—0 f'(x)

hosil bo’ladi. Shunday qilib f'(x) # 0 bo’lganda dy va Ay Ax—0 da
ekvivalent cheksiz kichik migdorlar ekan. Demak, Ay ~dy Yyoki Ay = f'(X)Ax.

Ay = f(x+Ax)— f(x) ekanini hisobga olsak f(x+AX)—f(X)= f'(X)Ax  Yyoki
bundan

fx+M) ~ F )+ F'o)ax (5)

hosil bo’ladi.

Bu formuladan foydalanib biror x nugtada funksiyani va uning hosilasining
giymatini bilgan holda unga yagin boshga x+Ax nugtada funksiyaning tagribiy
giymatini hisoblash mumkin. (22.5) tenglikda Ax ganchalik kichik bo’lsa tenglik
shunchalik aniq bo’ladi.

3-misol. (1+Ax)" ~1+nAx taqribiy tenglikning to’g’riligi ko’rsatilsin, bunda
Ax etarlicha kichik son.

Yechish. f(x)=x" funksiyani qaraymiz. U holda Ay=(x+Ax)" —x",
dy=n-x"*Ax bo’lib (5) tenglikka ko’ra (x+Ax)"—x"~nx"'Ax yoki
(x+AX)" = x" +nx"*Axbo’ladi. Bunga x=1 qiymatni qo’ysak (1+Ax)" ~1+nAx
taqribiy hisoblash formulasiga ega bo’lamiz. Bunga asoslanib quyidagilarni hosil
gilamiz:

1) (1,03f° =(1+0,03) ~1+5-0,03=115(Ax=0,03, n =5).



2) /1,005 ~ 1+% -0,005 =1,0025 (Ax = 0,005, n = %) .

3) 3/0,998 =3/1-0,012 ~ 1+1 -(-0,012) =1-0,004 = 0,996. (Ax =-0,012, n= %j :

4) 4267 =4/256+11 = 4/256 1+£ — a1+t 1 1 Ej:
25 4 256
11 1

= 4(1+0,0107) = 4,0428.. (

26 4)'
4-misol. cos61° hisoblansin.
Yechish. f(x)=cosx funksiyani garaymiz. Bu funksiya uchun (21.5) formula

cos(x + AX) ~ cosx—sinx-Ax ko’rinishni oladi.
x=60° =2, Ax=1°=-" ~0,01745 desak
180

3 ]
c0s61° ~ cos60° —sin 60° -1° = ; \/— -0,01745~ 0,4849 hosil bo’ladi.

Yuqorl tartibli hosilalar.
(a;b) intervalda differensiallanuvchi y=f(x)  funksiyani olamiz. Bu

funksiyani hosilasi f'(x) funksiyaning hosilasi hagida gapirish mumkin.

1-ta‘rif. Berilgan funksiya hosilasidan olingan hosila shu funksiyaning
ikkinchi tartibli hosilasi yoki ikkinchi hosilasi deyiladi va y" yoki f"(x) kabi
belgilanadi: y"'=(y')'= f"(x).

Masalan, y=x" bo’lsa, uholda y'=7x®, y"'=(7x®) =7-6-x° =42x°.

2-ta‘rif. Funksiyaning Ikkinchi tartibli hosilasidan olingan hosila shu
funksiyaning uchinchi tartibli hosilasi yoki uchinchi hosila deyiladi va y"' yoki
f"'(x) kabi belgilanadi.

Masalan, y=x* bo’lsa, u holda y'=4x?, y":(4x3)' =12x%, y"'= (12x2)' =24X.

3-ta‘rif. Funksiyaning (n-1)-tartibli hosilasidan olingan hosila shu
funksiyaning n-tartibli hosilasi yoki n-hosilasi deyiladi y™ yoki f®(x) kabi
belgilanadi: y™ = (y(”‘l))’ = f(x).

Qonuniyatni saglab golish magsadida n=0 bo’lgan xususiy holda f©(x) = ()
deb olamiz, ya‘ni nolinchi hosila funksiyaning o’ziga teng.

To’rtinchi, beshinchi va undan yuqori tartibli hosilalar Rim ragamlari bilan
ham belgilanadi: y", y*, y",

5-misol. y=sinx bo’lsa, y™ topilsin.

Yechish. y'=cosx =sin (x+%),

y(”)zsin(x+n —) Shunday gilib, (sin x)’ )—sin(x+n-%).



Shu formulaga asoslanib sinx funksiyaning 102-hosilasini topamiz:
(sin x)*? =sin(x+102§j =sin(x+51- ) =sin(x + 7 +50- 7) =sin(x + ) = —sin x.

Demak, (sin x)*® =—sin x.

6-misol. y =cosx bo’lsa, y™ topilsin.
Yugoridagi singari (cosx)” = cos(x +n- %}

ekanini ko’rsatish mumkin.

Ba‘zi-bir elementar funksiyalarning istalgan tartibli hosilalari uchun ham
formulalar shunga o’xshash chiqariladi.

O’quvchiga y =e*,y = x*,y =a*,y =e*, y=/nx funksiyalarning n-tartibli
hosilalari uchun formulalarni o’zi topishini maslahat beramiz.

n-tartibli hosilalar uchun  (u+v)™ =u® +v®, (cu)” =cu®  tengliklarning
to’g’riligini isbotlash giyin emas.

Shuningdek (uv)™ =u®y+ut-dy LGl VY
1 1.2

formulaning to’g’ri ekanligini ko’rsatish mumkin.
Bu yerdagi u=u(x), v=v(x) funksiyalar n-tartibgacha hosilaga ega bo’lgan
funksiyalar. 6 formula Leybnis formulasi deb ataladi.
Oshkormas funksiyaning yuqori tartibli hosilasi.
x ning funksiyasi y F(x,y)=0 tenglama yordamida oshkormas shaklda
berilgan bo’lsin. Bu funksiyaning y' hosilasini topish usuli bilan misolda tanishgan
edik. Uning yugori tartibli hosilalarini topish usuli bilan ham misolda tanishamiz.

2 2
7-misol. X—2+y—2—1:0 tenglama bilan oshkormas holda berilgan y
a~ b

vt 4w (6)

funksiyaning ikkinchi hosilasini toping.
Yechish. Oldin y' ni topamiz. y ni x ning funksiyasi ekanligini hisobga olib

berilgan tenglamani differensiallasak ?+23t; y =0 hosil bo’di. Bundan
y'yI X . . bZX_ , bz X " b2 X b2 X'y_xy'
pr e T YTy Y ey ) Ty
y+xb2 X
N : C e N a2y b? aly?+b*’
y' ga tOpI|gan y n1 qo yamiz. y :—g'Ty:—g'{azT.
2 2
Ammo %+é’—2=1 tenglamadan b’x* +a’y* =a’b* kelib chigishini hisobga
b? a’b? . b*
olsak '=-= oki y'=———
y a a2y3 y y a2y3

ga ega bo’lamiz.
y", y",y" vahakozo hosilalarni ham shunga o’xshash topish mumkin.

Parametrik berilgan funksiyaning yuqori tartibli hosilalari
x ning funksiyasi y



{X = olt),
y=yl(t)

tenglamalar bilan parametrik berilgan bo’lIsin, bunda x = ¢(t) funksiya t = ®(x)
teskari funksiyaga ega. U holday, hosila

y, =% W
X,
formula yordamida topilishi isbotlangan edi. Ikkinchi hosila y,, ni topish
uchun (7) tenglikni t x ning funksiyasi ekanini hisobga olib x bo’yicha

differensiallaymiz.
yxx"_(yx'),_(y_ajr.tx’_ytt Xt_’{t “ Xy i’
Y (xt j X

. " y ” ' ! _ y! ) "
Shunday qilib y, == % = all
(*)
y", yV,y" vahakozo hosilalarni ham shunga o’xshash topish mumkin.
8-misol, {* = 2ot
" |y=asint. a=const
parametrik tenglamalari yordamida berilgan x ning funksiyasi y ning
ikkinchi hosilasini toping.
y,  (asint) _acost _

Yechish. yX'=—,= ; — = —Ctgt,
X, (acost) asint
Voo =(cotgt) 4 = o e oL
sin“t Xt sin“t (acost)t asin°t

Yuqori tartibli differensiallar.

Differensiallanuvchi y = f(x) funksiyani garaymiz. Bu funksiyani differensiali
dy=f'(x)dx yana x ning funksiyasi bo’ladi. Shuning uchun bu funksiyaning
differensiali hagida gapirish mumkin.

4-ta‘rif. Funksiyaning differensialidan olingan differensial shu funksiyaning
ikkinchi tartibli differensiali yoki ikkinchi differensiali deyiladi va d*y kabi
belgilanadi.

Shunday gilib, d(dy)=d?y.

5-ta‘rif. Funksiyaning ikkinchi tartibli differensialdan olingan differensial
shu funksiyaning uchinchi tartibli differensiali yoki uchinchi differensiali
deyiladi va d°y kabi belgilanadi.

Shunday qilib, d(d?y)=d?y.

6-ta‘rif. Funksiyaning (n-1)- tartibli differensialdan olingan differensial shu
funksiyaning n-tartibli differensiali yoki n-differensiali deyiladi va d"y kabi
belgilanadi.

Shunday gilib, d(d™*y)=d"y.



Yugqori tartibli differensiallarni hosilalar orgali ifodalaymiz. dx=Ax=const
ekanini hisobga olib ikkinchi tartibli differensial uchun
d?y =d(dy)=d(y'dx)= (y'dx),dx = y"dxdx=y"(dx)? = y"'dx* ga ega bo’lamiz.
Shunday gilib, d?y=y"dx?*.
Bu yerda dx* = (dx)?, chunki argument differensiali darajasini yozishda gavsni

tashlab yozish gabul gilingan.
Shunga o’xshash uchinchi tartibli differensial uchun
dy = d(dzy): d(y”dxz): (y”dx2 )' dx = y"dx’dx = y"(dx)* = y"dx®*  tenglikka  ega
bo’lamiz. Demak, d’y=y"dx*. Bu jarayonni davom ettirib, n-tartibli
differensial uchun d"y = y™dx" formulani hosil gilamiz, bunda dx" = (dx)" .
Yuqori tartibli differensiallarni hisoblash uchun chigarilgan formulalardan
istalgan tartibli hosilani differensiallarning nisbati sifatida tasvirlovchi
_dy ._d%y d®y n_dy
Ve Ve e Y g
tengliklarga ega bo’lamiz.
Shu paytgacha y = f (x) munosabatda x erkli o’zgaruvchi deb qaradik. Endi x
oraliq argument bo’lgan holni qaraymiz, ya‘ni y= f(x) murakkab funksiyaga ega
bo’laylik, bundax=eft). Murakkab funksiyaning hosilasini topish qoidasiga

yI”:

ko’ra yt' = yX, : xt’ bo’lgani uchun
dy = y,dt = yxl -xt,dt = yX’dx = y'dx.

Shunday qilib y=f(x) funksiyaning differensiali x erkli o’garuvchi
bo’ganda ganday ko’rinishga ega bo’lgan bo’lsa u x oralig argument ya‘ni biror
yangi o’zgaruvchining funksiyasi bo’lganda ham xuddi o’sha ko’rinishga ega
bo’lar ekan. Birinchi tartibli differensialning bu xossasi differensial shaklning
invariantligi deb ataladi.

9-misol. y=sin+/t funksiyaning differensialini toping.

Yechish. +t =x desak y=sinx murakab funksiyaga ega bo’lamiz. U holda

dy = y'dx = (sin x) dx = cosxdx = cos/T dt .

Murakkab funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali invariantlik xossasiga
ega emasligini, ya‘ni d’y = y"dx* ekanini ko’rsatamiz.

Qaralayotgan holda dx=dg(t)=¢'(t)dt =const ekanini hisobga olib, ikkinchi
differensial uchun

d?y =d(dy) =d(y'dx) =dy'dx+ y'd(dx) = y"dx* + y'd *x
tenglikka ega bo’lamiz.

Buni x erkli o’zgaruvchi bo’lgan holdagi d®y =y'"'dx* bilan tagqoslab ularni
tashqi ko’rinishlari o’xshash emasligini ko’ramiz. Boshqacha aytganda ikkinchi
tartibli differensial invariantlik xossasiga ega emas ekan. Shunga o’xshash yuqori
tartibli differensiallar ham invariantlik xossasiga ega bo’lmasligini ko’rsatish
mumkin.

Invariantlik xossasi fagat birinchi tartibli differensiallar uchun o’rinli.



10-misol. y=tgx funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli differensiallarini
toping, x-erkli o’zgaruvchi.

Yechish. dy = y'dx = (tgx)'dx = 12 -dx,
cos’ X _
d’y =y"dx’ = (cos’2 x) dx® = —2cos>x-(cos x)' dx* = izlsr; )): dx.

11-misol. y=sinx, x=¢' murakkab funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli
differensiallarini toping.
Yechish. dy=y'dx=cosxdx,
d?y=d(y'dx) = y"dx* + y'd*x = —sin xdx* +cos xd*x.
Ikkinchi hosilaning mexanik ma‘nosi.
To’g’ri chiziq bo’ylab harakat giluvchi jismning o’tgan s yo’li bilan t vaqt
orasidagi bog’lanish y= f(t) formula bilan ifodalansin.
Hosilaning mexanik ma‘nosiga binoan jismning oniy tezligi yo’ldan vaqt
bo’yicha olingan hosilaga teng, ya‘ni v(t) =s'(t) :$ :
Biror t momentda jismning tezligi v ga teng bo’lsin. Agar harakat tekis
bo’lmasa, u holda t paytdan keyin o’tgan At vaqt oralig’ida tezlik Avga
o’zgaradi.
_Av
Qort = Xt
nisbat At vaqgtdagi o’rtacha tezlanish deyiladi.
O’rtacha tezlanishning vaqt orttirmasi At nolga intilgandagi limiti berilgan

momentdagi yoki oniy tezlanish deb ataladi: a= ﬁi”}% = %
Demak, oniy tezlanish tezlikdan vaqt bo’yicha olingan hosilaga teng. Ammo
2
v:E bo’lgani uchun a :E(Ej =d_25 , ya‘ni to’g’ri chiziqli harakat
dt dt\dt) dt

tezlanishi yo’ldan vaqt bo’yicha olingan ikkinchi hosilaga teng. s= f(t) ga
asosan: a=f"(t).
Bu ikkinchi tartibli hosilaning mexanik ma‘nosidir.

Urinma va normal tenglamalari.
Tenglamasi y=f(x) bo’lgan egri chizigni qaraymiz, bunda f(x)
differensiallanuvchi funksiya. Bu egri chizigda M,(x,,»,) nugtani olamiz va bu

nuqtada egri chiziqqa urinma o’tkazamiz. O’tkazilgan urinma 0y o’qqa parallel
emas deb faraz qilib, uning tenglamasini yozamiz. Berilgan M, nugtadan o’tuvchi

to’g’ri chiziq tenglamasiga ko’ra urinmaning tenglamasi

Y= Yo =klx—2x,)
ko’rinishga ega bo’ladi. Hosilaning geometrik ma‘nosiga binoan k= f'(x,)
bo’lgani uchun urinma tenglamasi Y=Y, = (%) (x—x,)

ko’rinishni oladi.



7-ta‘rif. Urinish nuqtasidan o’tadigan va urinmaga perpendikulyar to’g’ri
chizig egri chizigga berilgan nugtada normal deb ataladi(106-chizma).

Ta‘rifdan qaralayotgan nuqtada egri chiziq urinmaga ega bo’lmasa u
normalga ham ega bo’lmasligi kelib chiqadi. f'(x) hosila mavjud bo’lmaganda
egri chizigga uning M(x; f(x)) nugtasida 0y o’qqa parallel bo’lmagan urinma
o’tkazib bo’lmaydi.

¥

normal

Urinma

106-chizma.
Endi normalni tenglamasini yozamiz.
Ikki to’g’r1 chizigning perpendikulyarlik shartiga ko’ra normalning burchak
koeffisientini k, urinmaning burchak koeffisienti k = f'(x,) bilan
1 1

ok (%)

tenglik orqali bog’langan.
Demak, y = f(x) egri chizigga M,(x,,,) nugtasidagi normal tenglamasi

(x—xo)

Y=Yo=— -
T (%)
ko’rinishga ega.
12-misol. y=x* egri chizigga uning M, (L 1) nugtasida o’tkazilgan urinma
va normalning tenglamalari yozilsin.
Yechish. y'=4x* bo’lgani uchun urinmaning burchak koeffisienti
y'|,=4-1° =4 gateng. Demak, urinma tenglamasi: y-1=4(x—1) yoki y=4x-3.
Normal tenglamasi: y—1:—%(x—1) yoki y=—%x+§.
Mavzu: Differensiallanuvchi funksiyalar

hagida ba‘zi teoremalar

Ferma teoremasi. (a;b) intervalda aniglangan y=f(x) funksiya shu
intervalning biror nugtasida eng katta va eng kichik giymatlaridan birini gabul
gilsin. U holda funksiya shu nuqtada hosilaga ega bo’lsa funksiyaning hosilasi
nolga teng bo’ladi.



Isboti. Aniglik uchun funksiya (a; b) intervalning x=c nuqtasida o’zining
eng katta giymatiga erishadi va f(c)=M deb olib f'(c) =0 ekanini ko’rsatamiz.
Hosilaning ta‘rifiga ko’ra f'(c) = ¢im f(C+AA)2_ f(©) :

Ax—0

¢ nugtada funksiya eng katta giymatiga ega bo’lganligi sababli istalgan musbat
yoki manfiy Ax uchun f(c) > f(c+Ax) yoki f(c+Ax)— f(c)<0 bo’ladi.

Bundan, Ax>0  bo’lganda f(CJFAAXi_ HOPY bo’lib,  bundan

f'(c)=A£Xirnof(C+AAX))(_f(C)so kelib  chigadi. Agar Ax<O0 bo’lganda

f("‘*AAX))(‘f(C)zo va f'(c):fxingf(CJrAAxi_f(C)zo kelib chigadi. Shunday qilib

f'(c) hosila musbat ham bo’laolmaydi va manfiy ham bo’laolmaydi. Demak,
f'(c)=0

Ferma teoremasiga quyidagicha geometrik izoh berish mumkin. f'(c)=0
tenglikdan hosilaning geometrik ma‘nosini hisobga olsak tga=0 YOKi «=0
kelib chigadi, bunda « y=f(x) egri chizigga M(c; f(c)) nuqtasida o’tkazilgan
urinmaning Ox o’qning musbat yo’nalishi bilan tashkil etgan burchagi. Demak, egri
chizigning M(c; f(c)) nugtasida o’tkazilgan urinma Ox o’qga parallel bo’lar ekan
(107-chizma).

Roll teoremasi. Agar y=f(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz, (a;b)
intervalda differensiallanuvchi, kesmaning oxirlarida nolga teng ( f(a)= f(b)=0)
giymatlarni gabul gilsa, u holda (a; b) intervalda kamida bitta x=c nugta mavjud
bo’lib unda hosila nolga teng, ya‘ni f'(c)=0 bo’ladi.

Isboti. Shartga binoan f(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz bo’lgani uchun
u shu kesmada o’zining eng katta M va eng kichik m giymatlarini gabul
giladi(teorema).

Agar M=m bo'lsa f(x) funksiya [a;b] kesmada o’zgarmas bo’lib uning
hosilasi f'(x) kesmaning barcha nuqgtalarida nolga teng bo’ladi. M =m bo’lsin.

J

Urinma

BN
N

107-chizma
U holda f(a)=f(b)=0 bo’lgani uchun m va M dan kamida bittasi,
masalan M =0 bo’ladi. Funksiya x=c nuqtada o’zining eng katta M giymatiga
erishsa bu nuqta [a;b] kesmaning ichki nuqtasi bo’ladi, chunki kesmaning




oxirlarida f(a)=f(b)=0. Demak, Ferma teoremasiga binoan f'(c)=0 kelib
chigadi.

Bu teoremaga quyidagicha geometrik izoh berish mumkin. Teoremaning
shartlari bijarilganda (a; b) intervalda kamida bitta x=c (a<c<b) nugta topilib
y=f(x) egri chizigga uning M(c; f(c)) nugqtasida o’tkazilgan urinma Ox o’qga
parallel bo’ladi.

1-misol. f(x)=cosx funksiya {%%{} kesmada Roll teoremasi unga qo’ygan

barcha shartlarni ganoatlantiradi. Bu funksiyaning f'(x) =-sinx hosilasi [%37”}
kesmaning x =z nugtasida nolga teng. Demak, f(x)=cosx egri chizigga M(z; 1)
nuqtasida o’tkazilgan urinma Ox 0’qqa parallel bo’lar ekan.

1-izoh. f(x) funksiya (a; b) intervalning aqalli birorta nugtasida hosilaga ega
bo’lmaganda funksiyaning hosilasi (a; b) intervalning hech bir nugtasida 0 ga
aylanmasligi mumkin.

Masalan, f(x)=1-%x* funksiya [-1,1] kesmada uzluksiz va kesmaning

chetlarida f(-1)= f(@)=0. Ammo y'=—i hosila (-1 1) intervalning hech bir
R/x*

nuqgtasida 0 ga aylanmaydi. Buning sababi funksiyani hosilasi x=0 nugtada mavjud

emas. Bu holda [-1,1] kesmada Ox o’qga parallel urinma mavjud bo’Imaydi

(108-chizma).

2-izoh. Roll teoremasi. f(a)= f(b) shart bajarilganda ham o’z kuchini
saglaydi.

Lagranj teoremasi (chekli orttirmalar hagida). Agar y= f(x) funksiya [a; b]
kesmada uzluksiz, (a;b) intervalda differensiallanuvchi bo’lsa, u holda (a;b)
intervalda kamida bitta x=c (a<c<b) nuqta topilib bu nuqgtada

fo)-f(@="f'(c)b-a) 1)
tenglik bajariladi.

Isboti. ,
F=f00-f@-0 Da)

yordamchi funksiyani garaymiz. Bu
funksiya Roll teoremasining barcha
shartlarini ganoatlantiradi, ya‘ni u
[a;b] kesmada uzluksiz, (a;b)
intervalda differensiallanuvchi va

F(a)= f(a)—f(a)—%(a—a):o 3 0 1

' o) f 108-chizma
F(b) = f(b)— f(a)—%(b—a) =0



Shu sababli Roll teoremasiga ko’ra (a; b) intervalda kamida bitta x=c nugta
mavjud bo’lib, unda F'(c) =0bo’ladi. F'(x) hosilani topamiz:

F'(x) = f'(x)—M. Demak x=c da F'(c)= f’(c)_M:o

Bundan f'(c):w yoki f(0)— f(a) = F'(c)(o—a).
(23.1) formula Lagranj formulasi deyiladi.
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109-chizma
Lagranj formulasining geometrik ma‘nosi bilan tanishish magsadida Lagranj

formulasini M = f'(c) ko’rinishda yozamiz.

109-chizmadan wztga ekani ko’rinib turibdi, bunda o burchak

AB vatarning og’ish burchagi. Ikkinchi tomondan, f'(c) =tgs, bunda g -abssissasi
¢ ga teng nugtaday = f (x) egri chiziqqga o’tkazilgan urinmaning og’ish burchagi.
Lagranj teoremasiga ko’ra tga=tgs, bundan «=p ekani kelib chigadi.
Demak, egri chizigda kamida bitta nugta mavjud bo’lib, bu nuqtadagi egri chiziqqa
urinma AB vatarga parallel bo’ladi. Bu Lagranj teoremasining geometrik
ma‘nosi.
Endi Lagranj formulasining boshgacha ko’rinishi bilan tanishamiz.
a=% b=x+Ax deb olamiz.
U holda Lagranj formulasi
f(x+Ax)— f(x) = f'(C)AX
ko’rinishga ega bo’ladi, bunda ¢ x bilan x+Ax orasidagi qiymat. Agar ¢ ni
c=x+0Ax ko’rinishida tasvirlasak, bunda 0< @ <1 Lagranj formulasini
f(x+Ax)— f(x) = f'(x+0A)AX, O€(0;1)
ko’rinishda yozish ham mumkin.
Agar f(a)= f(b) bo’lsa (23.1) Lagranj formulasidan f'(c)=0 kelib chigadi.
Bu Roll teoremasi Lagranj teoremasining xususiy holi ekanligini ko’rsatadi.
O’zgarmas funksiyaning hosilasi nolga tengligi isbotlangan edi. Lagranj
teoremasidan foydalanib teskari tasdigning ham to’g’riligini ko’rsatish mumkin,



ya‘ni [a;b] kesmada uzluksiz funksiya (a;b) intervalda O ga teng hosilaga ega
bo’lsa, u [a; b] kesmada 0’zgarmas bo’ladi.

Bundan 0’z navbatida [a; b] kesmada hosilalari teng bo’lgan funksiyalarning
o’zlari bir-birlaridan o’zgarmas songa farq qilishi kelib chigadi.

2-misol. y=x* parabolaning qaysi nuqtasida o’tkazilgan urinma uning
A(-L 1) va B(3;9) nugtalarini tortib turuvchi vatariga parallel bo’ladi.

Yechish. a=-1b=3, f(x)=x> va f(a)=(-1)? =1 f(b)=3%=09.

f(b)-f(a)= f'(c)b—a) Lagranj formulasiga tegishli qiymatlarni qo’yib
tenglamadan ¢ ni topamiz: 9-1=2¢(3+1); 8=8¢; c=1.

Demak, parabolaning (L 1) nugtasida o’tkazilgan urinma AB vatarga parallel
bo’lar ekan.

23.4. Koshi teoremasi. Agar ikkita f(x) va g(x) funksiya [a;b] kesmada
uzluksiz, (a; b) intervalda differensiallanuvchi bo’lib g'(x) hosila intervalning hech
bir nugtasida nolga teng bo’lmasa, u holda (a;b) intervalda kamida bitta x=c
(a<c<b) nuqta mavjud bo’lib unda

f()—f(a) _ f'(c) )
g)-g(@ dg'(c)
tenglik bajariladi, bunda g(a) = g(b) . (23.2) Koshi formulasi deb ataladi.

Isboti. F(x)=(f()-f(a))g(x)—(g(b)-g(@))f(x) yordamchi funksiya Roll
teoremasining shartlarini bajarishiga asoslangan. Teoremaning isboti Lagranj
teoremasining isbotini takrorlagani uchun uni tekshirib ko’rishni o’quvchiga
goldiramiz.

Lagranj teoremasi Koshi teoremasining g(x) = x bo’lgandagi xususiy holidir.

3-misol. f(x)=x> va g(x) = x* funksiyalar uchun Koshi formulasi yozilsin va
¢ topilsin.

Yechish. f'(x)=3x%, g'(x)=2x, f(b)=b®, f(a)=a®, g(b)=b?, g(a)=a?,
f'(c)=3c?, g'(c)=2c bo’lgani uchun f(b) - f(a) _ ()

gb)-g(@) 9g'(c)
Koshi formulasi quyidagi ko’rinishga ega bo’ladi.

b®-a® 3c>. (b—a)p’+ba+a’) 3
= , =—C.
b?-a? 2c (b-a)b+a) 2
2 2
Bundan, C:2(b +ba+a).
3b+a)

Mavzu: Anigmasliklarni ochish. Lopital goidasi

% ko’rinishdagi anigmaslik

1-teorema. Agar f(x) va ¢(x) funksiyalar x=a nugtaning biror atrofida
uzluksiz, a nuqtaning o’zidan tashqari shu atrofda differensiallanuvchi bo’lib, shu



atrofda ¢(x)#0 va ¢(a) = f(a) =0hamda chekli yoki cheksizlim flé;():A limit
X—a ¢

mavjud bo’lsa, u holda lim RO limit ham mavjud bo’ladi va

X—a (p(x)
iim 1) _ i £09
—a g(x)  xa g(x)

tenglik o’rinli bo’ladi
1) _ 109 =T(a) nisbatni garaymiz. f(a)=0, ¢(a) =0 bo’lgani uchun

Isboti. =
(X)) o(x)-e(a)
bu tenglik to’g’ri.
Agar x a nuqtaning atrofiga tegishli bo’lsa, u holda yuqoridagi nisbatning
o’ng tomoniga Koshi teoremasini qo’llasak 0 _ ﬁ
p(x)  ¢'(c)
kelib chigadi, bunda ¢ « bilan x orasidagi qiymat bo’lgani uchun x—a da c—a
Shu sababli oxirgi tenglikda x —a da limitga o’tsak
im L) = im fI(C): f,(C): im fI(X)
x—a ¢(x) X—a (D(C) X—C (p(c) x—a ¢(x)
isbotlanishi lozim bo’lgan tenglik hosil bo’ladi.
l-eslatma. Agar f(@)=0, ¢@)=0 va f(x) hamda ¢(x) hosilalar
RO nishbatga ikkinchi

24.1- teorema shartlarini ganoatlantirsa, u holda teoremani
@'(X

marta qo’llash mumkin. Ya‘ni: lim fx )—Im f'(x) =lim f”(x) va hakozo.
X—a ¢(x) x—a Q(X) x>C @ (X)
1-misol. lim S"‘—X(gj—lim (5in ) =lim %% =cos0=1.
x=0 X 0 x—0 X' x—0 ]_
2-misol. lim X=X (Qj:nm (xSIX)' — fy L7 COSX (Qj:
T x50 e 0 x—0 (X3), x>0  3x° 0
:—(1_(:25)() Cgim SnX -1 sinx_1 ., 1
(3x°) x>0 6X 6 x0 X 6 6
2-eslatma. 1-teorema x—»>o da f(X)—>0, ¢@(x) >0 bo’lganda ham
to’g’riligicha qoladi, ya‘ni
jm %) =i L0
=0 g(x) o gl(x)

Bu tenglikning to’g’riligiga x=1 almashtirish olib ishonch hosil gilish

mumkin.
1 .(zj 1 .(_2)
X2

X—0

3-misol. lim —=2 =i
= § O X—0 3 _ 9
(j NG X



1

wIlN

wIlN

cos?0

4-misol. lim

X—a )(

0

N X3 —5x2 +2X +8 [oj (X -5x°+2x+8)
“TISOL A, X 20 ~16x¢ + 2x+15\0 ) A (X - 26 ~16° + 2x+15)

-10x+2  31-10(-h+2 15 5
= A6 —32x+2  4-(1)—6.1-32.(_1)+2 24 8

* ko’rinishdagi anigmaslik
e 0]

Ushbu teoremani isbotsiz keltiramiz.

2-teorema. Agar f(x) va ¢(x) funksiyalar x=a nuqgtaning biror atrofida
uzluksiz, differensiallanuvchi (x=a nuqtaning o’zidan tashqarida) bo’lsa hamda
shu atrofda  ¢(x)#0, IxiTaf(X):oo’ IxiTa ¢ (X)= bo’lsa va chekli yoki cheksiz

X" —a" 9 (x"—amy g, MX"_ma" _ m .,
-a x>a (x"—a") xa nx"  na" n '

lim @ limit mavjud bo’lsa, u holda lim G limit ham mavjud bo’ladi va
= @'(X) > (X)
f'()

im 1) = i
=2 p(X)  x2 ¢l(X)

tenglik to’g’r1 bo’ladi.
Bu teorema x —ooda ham o’z kuchini saglaydi.

somisol. g X2 X x 0
-misol. im T\ lim_ N lim 1 fim, (=) =
N

X
1
: In X In x)' M
7-misol.  lim —(sz lim ( ,) = lm £=0
X—>to X 00 X—>+o0 X x>0 1
) . e* (w0 . e* (oo - (eX)I - e~
- . — | — | = = = — =+
8-misol lim v (OOJ lim N o ( j lim (2x) lim 5 =T
f(x) = Iim f'(x)

3-eslatma. lim
X—a ¢(X) X—>a (D(X)

cheksiz limit mavjud bo’lsa uning chap tomonidagi limit ham mavjud bo’ladi.
O’ng tomonidagi limitning mavjud bo’lmasligidan uning chap tomonidagi
limitning mavjud bo’lmasligi kelib chigmaydi.

9-misol. fim XFNX

X—>+0 X

tenglikning o’ng tomonidagi chekli yoki

limitni toping.

Yechish. Lopital qoidasini qo’llaymiz:
X+sin X X+sin X)'
fim (S} i SN 1 cos)
X—>+00 X o0 X—>+o0 (X) X—>+o0
X —+oo da 1+cosx ifoda O bilan 2 orasida tebranadi, ya‘ni x —+oo da 1+COSX
ifodaning limiti mavjud emas. Shu sababli Lopital qoidasini qo’llab bo’Imaydi.




Izlanatgan limitni boshga yo’l bilan topamiz.

X+Sin X in sin X
lim = lim (1+Tj 1+ lim —=1+0=1.

X—>+0 X X—>+0 X—>+0 X

3. w—oo ko’rinishdagi anigmaslik. Bunday anigmaslikni ochish
deyilganda Jjm f (X) =0, Jjm «(x) = o, bir xil ishorali cheksizlik bo’lganda
lim (f (X) — (X)) limitni topish tushiniladi. Bunday anigmasliklar %yoki *
X—a o0

ko’rinishga keltirilib keyin Lopital qoidasidan foydalaniladi. Bunda a =< bo’lishi
ham mumkin.

. 1 1 .
10-misol. lim (———j limitni toping.

-1 \Inx x-1
1 1 _ X=1-Inx(0)
1 1 x-1
=i (xl—lnx)’ li X =i X @ _
(D) . b XXXl
X X
B L o T
T X x+x-100) (XIn x+x-1) o In x+x-1+1 Mnxt2 2

X
4. 0-o ko’rinishdagi anigmaslik. Bunday anigmaslikni ochish deyilganda

lim f(x)=0, lim @(X) =00 bo’lganda lim f (x)- @(X) limitni topish tushiniladi.
Agar f(x)-p(x) = ( ) yoki - f(x)-p(x) = (1)
(p(x) ()

ko’rinishda yozilsa 0- ko’rinishdagi anigmaslik 0 yoki 2 ko’rinishga
keltiriladi. Bunda a = oo bo’lishi ham mumkin.

11-misol. lim xInx(0-c0) = lim In X( j o (6-misolga garang).

x—>+0 1

X
5. 17 ko’rinishdagi anigmaslik. Bunday anigmaslikni ochish deyilganda
lim f(x)=1 lim @(x) =cobo’lganda lim [f(x)]?* limitni topish tushiniladi.

Inf
Agar [f(x)F"= e¢(x) ) () ko’rinishda tasvirlansa 1 ko’rinishdagi

anigmaslikni ochish 0.0 ko’rinishdagi anigmaslikni ochishga keltiriladi. Bunda
(a)=» bo’lishi ham mumkin.

12-misol. lima+ mxﬁ limitni hisoblang.

X—>+0

YeCh|Sh Ilm (1+ mx) (1 )_ ||m efln(l+mx) |Im In(1+mx)

. e x—>+0 X —
X—>+0 X—>+0



. In 0 .
lim "™ im
- ex—>+0 - e x—+0 — e .

6. 0° ko’rinishdagi anigmaslik. Bunday anigmaslikni ochish deyilganda
lim f(x)=0, lim ¢(x) =0 bo’lganda lim [ )} limitni topish tushiniladi. Bu
holda ham yuqoridagi («) tenglikdan foydalaniladi. Bunda a = bo’lishi ham
mumkin.

13-misol. lim x*(0°) = lim exinx zgion " 2g0=1

7. ©° ko’rlnlshdagl anlqmasllk. Bunday anigmaslikni ochish
deyilganda lim f(x)=co, lim px)=0 bo’lganda lim [f(x)F® limitni topish

tushiniladi. Bunda a = o bo’lishi ham mumkin.
14-misol. lIm (—1n x)* (c°)=lim e = lim e

X—+0 X—+0

XILTOX-In(—Inx) )

e
lim x-In(~In x)0-o0)= lim L'”X)[f]:lim (nChx)) _ '”X X/ =
x—>+0 x—>+0 1 00 X—>+0 1 X—>+0 i
= lim =0,
x—+0 |n X

Demak lim (—1n x)* =€’ =1.
4-eslatma. 17, 0° va «° ko’rinishdagi anigmasliklar [f(x)}* ifodani

logarifmlab % yoki 2 ko’rinishdagi anigmasliklardan birortasiga keltiriladi.
o0

Shunday qilib,0-c0, -, 1*, «°, 0° ko’rinishdagi anigmasliklar %yoki o

o0
ko’rinishga keltirilib keyin Lopital qoidasidan foydalanilar ekan.

X _ p_
In(1+x):1’ im® ! _ha IIm(1+x) 1

X x—0 X x—0

Lopital qoidasidan foydalanib isbotlashni o’quvchiga tavsiya qilamiz.

Isbotlangan lim = p ajoyib limitlarni

Mavzu: Teylor va Makloren formulalari

1.Teylor formulasi. Matematik analizning muhim formulalaridan biri bilan
tanishamiz. Bu formula matematik analizning o’zida ham shunga o’xshash
matematikaga yaqin boshqa fanlarda ham ko’p sonli tadbiglarga ega.
y=aX"+ax" " +..+a, _x+a  ko’rinishdagi funksiyani ko’phad deb atadik,
bundagi n—natural son ko’p hadning darajasi. Ko’p had istalgan tartibli hosilalarga
ega ekanligi ko’rinib turibdi. Endi teskari masalani qaraymiz, ya‘ni bir qancha
hosilalarga ega bo’lgan funksiyani ko’p had ko’rinishida tasvirlash mumkinmi? Bu
savolga qo’yidagi Teylor (1685-1731) teoremasi javob beradi.

1-teorema. f(x) funksiya x=a nugtada va uning biror atrofida (n+1)-
tartibgacha hosilalarga ega ((n+1)-hosila ham kiradi) bo’lib, x shu atrofga tegishli



va a dan farqli ixtiyoriy nuqta bo’lsin. U holda « bilan x orasida shunday z nuqgta
topilib
(n) (n+1)(

_(a), f@) @), _ap, . f
f(x)=f(a)+ T (x—a)+ 1 (x—af +---+ T (x a)" + (D!
formula o’rinli bo’ladi. Bunda n! orgali 1 dan n gacha natural sonlarning
ko’paytmasi belgilangan, ya‘ni n!=1.2.3-....-n (o’qilishi: en faktorial). Masalan,
11=1, 21=1.2=2, 31=1.2-3=6, 4!=1.2-3-4=24 va hakoza. Umumiy qonuniyatni
saqglab qgolish magsadida 0!'=1 deb olinadi.

Isboti. ¢(x.a) = f(a)+ (a)(x a) + (a)(x a)’ +.. +$(x a)"

)( a)"  (25.1)

belgilashni kiritamiz. Bu ko’phad f(x) funksiyaning (x-a) ning darajalari bo’yicha
Teylor ko’phadi deyiladi. f(x)-¢(x,a)=R,,(x) deb belgilaymiz. Agar
(n+1)
R...(x)= (:(21)!(x—a)”+1, a<z<Xx
ekanligini ko’rsataolsak teorema isbot bo’ladi, bunda z a bilan x orasidagi giymat
x ning garalayotgan atrofga tegishli ixtiyoriy giymatini olamiz. Aniqglik uchun

x > a deb hisoblaymiz. [a,x] kesmada o’zgaruvchi migdorni t orgali belgilab

(X — t)n+l Rn+1(x)
FO)= (0 plr)- 27 s @
yordamchi funksiyani garaymiz. Bu funksiya [a,x] kesmada Roll teoremasining
barcha shartlarini ganoatlantiradi: 1) (25.2) formuladan hamda teoremada f(x) ga
qo’yilgan shartlarga binoan F(t) funksiya [a,x] kesmada uzluksiz va
differensiallanuvchi, chunki f(t) funksiya n- tartibgacha uzluksiz hosilalarga ega;
2) (2) formulaga t=a giymatini qo’ysak

F(a) =f (X)_¢(X’ a)_ R (X) =R, (X)_ Ri (X) =0

va unga t=X giymatni qo’ysak

rn+l

et ey ) ) e FP0) o (x=x) R(x)
70 10 100~ s - Lo -l

kelib chigadi. Demak F(a)=F(x). Roll teoremasiga ko’ra (a,x) intervalda
shunday z nuqta topilib funksiyaning bu nuqtadagi hosilasi nolga teng, ya‘ni
F'(z)=0. F'(t) hosilani hisoblaymiz. (2) tenglikka ¢(x,t)0’rniga giymatni qo’yib,
keyin hosil bo’lgan tenglikni t bo’yicha differensiallasak

o T ), ) 0, (90

F'(t)=—f (t)+T—T(x—t)+T2-(x—t)—T(x—t) +...+Tn(x—t)

(n+1)
_f—(t)(x_t)” (n+1)(X t) 1n+1()

n! (X_a)n+
yoki o’xshash hadlar qisqartirilgandan so’ng

(n+1)
F’(t):—]c - (t)(x—t)” (n+l)((x t;m“*l(x) hosil bo’ladi. Bunga t=z qiymatni qo’yib
! X—a

F'(z)=0 ekanligini hisobga olsak




Fz)=— f (n+1)(Z)(X )+ (n+1)(x-2)'R, ,(x) _0: (n+1R,,(x) f (n+1)(z) .

n ' (X _ a)n+l (X _ a)n+l n! !
f(n+1)(z) -
R = —a)"™.
n+l(X) n |(n +1) (X a)
f(n+1)(z) - ] ’ '
Bundan R,,(x)= (1)1 (x—a)"™*. Teorema isbot bo’ladi.

(1) formula Teylor formulasi deb ataladi, R ,,(x)= f(x)-¢(x,a) esa Teylor
formulasining qoldiq hadi deb ataladi. R, ,(x) goldig hadining turli shakllari

n+l
mavjud bo’lib teoremada keltirilgan R, ,,(x)= (fn +S?(x—a)"” shakli goldiq hadning

Lagranj shakli deb ataladi.
R,..(x) goldiq hadni boshgacharoq ko’rinishda yozish ham mumkin. z < (a,x)

bo’lgani uchun (0,1) intervalda shunday @ son mavjud bo’lib z =a+6(x—a) tenglik

(n+1) _
o’rinli bo’ladi. U holda R, ,(x)= f [(iif)()l( a)l

(x—a)", 0<0<1 ko’rinishga ega

bo’ladi.
Makloren formulasi. (25,1) Teylor formulasining a=0 bo’lgandagi xususiy
ko’rinishi

f(x)=f(0)+ fi(!o)x+ f;(!o)xz +...+%x” +R,.,(x) (3)

n+1
Makloren (1698-1746) formulasi deyiladi. Bunda Rm(x):f (Z)x”“ yoKi

(n+1)!
(n+1)
R,.,(x)= f(n+§‘)95l()x”+1, 0<#<1va z0 bilan x orasidagi giymat .

(1) va (3) formulalardan ko’rinib turibdiki qoldiq had R,,,(x) ganchalik kichik

bo’lsa f(x) funksiya shu funksiyaning Teylor ko’phadiga shunchalik yaqinlashar
ekan.
Endi ba‘zi-bir muhim elementar funksiyalarning Makloren
formulalari bilan tanishamiz.
f(x)=e* funksiyani Makloren formulasi bo’yicha yoyish
f(x)=f'(x)= f"(x)=...= £ (x)=¢* bo’lgani uchun
f(0)=f'(0)= f"(0)=...= £"(0)=1
bo’lib (25.3) Makloren formulasi qo’yidagi ko’rinishga ega bo’ladi.
. x x* x X e
=1+ —+—+—+..+—+
11 21 31 n! (n+1)!
Bu formula istalgan xe(-o,+w0) uchun o’rinli. Endi shu yoyilmadan
foydalanib e sonni istalgan aniqlikda hisoblash mumkinligini ko’rsatamiz. Agar &
funksiyani uning Teylor ko’phadi bilan almashtirsak

n

X", 0<6<1. (4)

()



taqribiy tenglikka ega bo’lamiz, bunda absolyut xato
e n+
Rl = g™ 001

Agar e* funksiya [-1;1] kesmada qaralsa

3
Rl i<y ©
chunki 2<e<3. (5) ra x=1 qiymatini qo’ysak e ning giymatini taqribiy hisoblash
) 1 1 1
uchun e =1+l+—+—+..+—
2! 3! nlt

formulaga ega bo’lamiz, bunda absolyut xato dan kichik. Agar e ning

(n+1)!
3

giymatini 0,001 aniglikda hisoblash talab etilsa, n
(n+1)!

—=_<0,001 tengsizlikdan

aniqlanadi, ya‘ni (n+1)!>i =3000 yoki 7!=5040>3000 bo’lgani uchun n=6
0,001

deb olish mumkin, ya‘ni e= 2+i i i i 1. 2,718
2!3' 41 51 6!
Shunday qilib, Makloren formulasidan foydalanib e sonni istalgan aniglikda
hisolash mumkin ekan. (5) va (6) formulalarga asoslangan e sonni hisoblash
algoritmi EHM da osonlikcha amalga oshiriladi.

f(x)=sinx funksiyani Makloren formulasi bo’yicha yoyish

f(0)=sin0=0, f'(0)=cos0=1, f"(0) =—sin0=0, f"(0) =—cos0 = —1......, f ™ (0) =sin n-% =

—1

0, n juft son bo'lsa,
( 1) 2 n toqg son bo'lsa.

f(nd (z):sin(z+(n +1)%), bunda z 0 bilan x orasidagi giymat.

Topilgan giymatlarni (3) Makloren formulasiga qo’yib sinx uchun
ushbu yoyilmani hosil gilamiz.

3 5 2n-1 2n+1

: X* X 1 X : V3
smx=x—a+a—...+(—l) (Zn_l)!+(2n+1)!5|n(z+(2n+1)5j. (7)

Bu formula istalgan xe(-o, +) uchun to’g’ridir. Bu formuladan
foydalanib sinx funksiya istalgan giymatini istalgan aniqlikda hisoblash mumkin.

1-misol. sin10°  ning tagribiy giymati ~ 0,00001 gacha aniglikda
hisoblansin.
Yechish. Burchakning radian o’lchoviga o’tilsa
x=10" = —
18

bo’ladi. Agar sinx funksiyani uning Teylor ko’phadiga almashtirsak



3 5 2n-1

Sin X X -t Xy
3 5 (2n—1)!

hosil bo’ladi. Bunga x = % qiymatini qo’yamiz.

3 5 2n-1
sin10° —S|n—z£—i[”j +£[£j Fon +(_1)"+1. 1 [ﬁj _
18 18 3118 5118 (2n-1) \18

Bu holda xatolik:
1

2n+1 2n+1
— ;(zj sm(z +(2n+1) j ( ad j < 0,00001.
(2n+1)1\18 2)| 7 @n+1)118

3
Agar n=1 bo’lsa, u holda |R,| < %{@ — 0,00089 > 0,00001.

|R2n+1|

5
Agar n=2 bo’lsa, u holda |R| < é[@ — 0,0000013< 0,00001.

Demak taqribiy formulaning dastlabki ikkita hadi olinsa hisoblashning talab
gilingan aniqligiga erishiladi:
r 1

sin10° ~ 18 _§(l8j =0,17453-0,00089 = 0,17364.

f(X)=cosx funksiyani Makloren formulasi bo’yicha yoyish
f(x)=cosx funksiyaning x=0 dagi ketma—ket hosilalarini topish va Makloren
formulasiga qo’yish bilan qo’yidagi yoyilmani hosil gilamiz.

2 X4 2n 2n+2

X -1
cosx=1—z+z— ...... +(-D" 20! (2n+2)!cos(z+(n+1)7r). (8)

Endi goldig hadni baholash imkonini beradigan

lim (Li)l — otenglik x ning har ganday aniq qiymatida to’g’ri ekanligini
e (n+1)1

n+1
—(n+1) 133 7 Il n+1 ga egamiz. Agar X aniq son bo’lsa u holda

shunday N natural son topilib

ko’rsatamiz.

x| <N
tengsizlik barcha N dan katta n lar uchun bajariladi.

% = q belgilashni kiritamiz; u vaqtda

Lﬂzi.é...‘ili..li MM qggea- L
m+D! (1] ]2] IN=ZN|n+1 |njn+1 1 2 N- (N -1 !
chunki | = ‘ q.. <Q
n+1
Ammo (| | D) miqdor o’zgarmas ya‘ni n ga bog’liq emas, 0<q<1 bo’lgani

uchun n— o da g™*2 nolga intiladi. Shuning uchun



n+1

X

Iim - ——=0

n—>o (N 4-1)! '
Demak, n—>o da €”,SIN X,COSX funksiyalarning yoyilmalaridagi goldig
hadlarning barchasi 0 ga intiladi, chunki e* <3, sin(z+(2n+1)%j <1,

cos(z + (n+1)z) <1.
f(x) = +x)* funksiyani Makloren formulasi bo’yicha yoyish
f(x) = L+x)* funksiyaning x=0 nugtadagi hosilalarini hisoblaymiz, bunda
a -0’zgarmas son.
f(X)=1+x) F'(X)=al@+x)“" ") =al@-D0+X)*7,.... O X) =a(a -D)(@=2)...(a —n+ L+ x)*™",
fOD(x) = (@ —D(a@—2),... (a—n)1+xf"" va f(0)=1,
'(0) = ¢, 1"(0) = (e —1), T ™(0) = (@ -D(@ - 2)....(a —n+1),

n+1

R..(X)= (D) “ala-D(a-2).....a-n)A+z)* ",

Hosilalarning topilgan qiymatlarini (25.3) Makloren formulasiga qo’yamiz:

(L+x) =1+glx+ a(z'—l) X% + a(a—ila)fa "Dy

N a(a—l)(a—Zl)...(a—n+l) N
n!
Xususiy holda «=n natural son bo’lsa, f™Y(x)=0, demak R ,(x)=0 bo’lib
(8) dan Nyuton binom formulasi

v, N
(1+x) _1+ﬁx+

(8)

+ Rn+l(X)

3

nin-1) , n(n-1)(n-2)
2! T 3!

X4+ X"

kelib chigadi.
2-misol. 4/83 ning tagribiy giymatini 0,000001 gacha aniglikda hisoblang.
Yechish. Berilgan ifodani

1
4/83=4/81+2 =4 81[1+£j :3(1+£J4

81 81
ko’rinishda yozib
(L+x) z1+2X+05(05_1)X2+ ......... +a(a—1)___(a_n+1) «
1! 2! n!
tagribiy hisoblash formulasidan foydalaniamiz.
X =£, o =1desak
81 4

1 1 1(1—1j ) 1(1— )...(1—n+1j .
4\/@:3-(1+8—23j4z3- 1+A-£+L(2j +...+4 4 4 (Ej

11 81 21 |81 nt 81

yoki ba‘zi hisoblashlardan keyin



1(1 1
1 1 7 4(4_ )"'(4_“1} 2!
483 ~3-| 1+ - ( ]

J— + J— —_
162 162-108 162-108-486 n! 81
hosil bo’ladi
AL i) o,
Xatolik: 3R, =3 (—j (@L+2z)a "
(n+1)! 81

Hisoblashlarning xatoliklari 3R | ketma —ketlikni baholaymiz:

agar n=1 bo’lsa, u holda 3R,| < 1%2 <0,018518> 0,00000%;

agar n=2 bo’lsa, u holda 3R,| < < 0,0002 > 0,00000%;

162-108

agar n=3 bo’lsa, u holda 3R,| < 3T < 0,000003 > 0,00000%
162-108- 486

agar n=4 bo’lsa, u holda 3R < 37 < 0,00000006 < 0,000001.
162-108-486-59
Demak, hisoblashning talab etilgan anigligiga erishmoqg uchun R, dan oldin
keladigan to’rtta had yig’indisini olish kifoya:
483 ~ 3(1+0,006-173—0,000054 0,00000) = 3,01834¢.
Shunday qilib, Makloren formulasidan foydalanib funksiyaning tagribiy
giymatini talab etilgan ¢ aniglikda hisoblash uchun bu funksiyani Teylor

(Makloren) ko’phadi bilan almashtirib undagi qo’shiluvchilar soni n ni |R | <&

tengsizlikdan aniglash lozim ekan, bunda R,.;—goldiqg had.

Endi Makloren formulasining yana bir tatbiqi, ya‘ni undan foydalanib
funksiyaning limitini topish usuli bilan misollarda tanishamiz .
sin X — X

3-misol . lim =

x—0 X
Yechish. n=2 bo’lganda (25.7) ga binoan

topilsin.

i 8 oxs . T X2 x°
SNX=X——+—S8IN| Z+5— |=X——+—C0SsZ
31 5l 2 3! 5

bo’lganligi sababli

X x°

. X——4+—C0SZ—X )
. SINX—X . 3! 51 . 1 x 1 1
lim ;— =1m 3 =lim| -——+—cosz |=——+0=—=
x>0 X x—>0 X -0 31 51 3! 6

kelib chigadi.
XZ

. . e 2 —cosx o

4-misol. lim ———— topilsin
x>0 X°sin X

Yechish. (25.4) ga binoan

X 2 2\2 2\3 2 4 6
e 2 :1_X_+£ _X_ +£e@( _X_ :1_X_+X__X_e6x’
2 21l 2 3! 2



2 1 6

(8) formulaga asosan cosx=1—~ + 2+ % cos(z +37)=1- >+ 2 — % cosz,
21 41 6! 2 24 6l

’ S X3 . 3z X3
hamda (7) formulaga ko’ra Sinz=x- Esm Z+— [=X+ Ecosz

y X2 xt x5, N 6
e_T_COSX 1—?+§—478e —1+?—Q+ECOSZ
bo’lganligi sababli lim ——— =lim . : -
x—0 X°sSIn X x—0 X
6 6 2 2
ix4 X e 4 X sz i—x—e‘a’X _ X cos
. 12 48 6! _. 12 48 61! 1
- !!To 2 - !!To X2 - E )
x4[1+)écoszJ 1+Ecosz

Mavzu: Funksiyaning o’sishi va kamayishi.
Funksiyaning maksimum va minimumi

Funksiyaning o’sishi va kamayishi
O’suvchi va kamayuvchi funksiyalarga ta‘rif berilgan edi. Shunday

bo’lsada ularni yana bir eslaylik. (a; b) intervalda(u kesma bo’lishi ham mumkin)
aniglangan y = f(x) funksiyani garaymiz. (a; b) intervaldan olingan argumentning
istalgan  x, <x, giymatlariga funksiyaning f(x )< f(x,) giymatlari mos kelsa
y="f(x) funksiya (a;b) intervalda o’suvchi deyilar edi. Shuningdek, (a;b)
intervaldan olingan argumentning istalgan x, <x, giymatlari uchun f(x)> f(x,)
bo’lganda, y = f(x) funksiya (a; b) intervalda kamayuvchi deyilar edi.

Bu yerda funksiyaning o’sish, kamayish oraliglarini uning hosilasi yordamida
aniglash usuli bilan tanishamiz.

O’suvchi funksiyaning ta‘rifiga binoan x, —x, >0 bo’lganda f(x,)- f(x,)>0
bo’ladi. Agar x,—x, =Ax, f(x,)-f(x)=Ay deb belgilasak, Ax>0 va Ay>0
ekanini, ya‘ni orttirmalar bir xil ishorali ekanini ko’ramiz.

Shunday qilib o’suvchi funksiya uchun % >0 bo’lar ekan. Shunga o’xshash

kamayuvchi funksiya uchun % <0 bo’lishiga ishonch hosil gilish giyin emas.

6.1-teorema(funksiya o’suvchi bo’lishining zaruriy sharti). Agar (a;b)
intervalda differensiallanuvchi y = f(x) funksiya shu intervalda o’suvchi bo’lsa, u
holda bu funksiyaning hosilasi intervalning hech bir nugtasida manfiy bo’lmasligi
zarur, ya‘ni (a; b) intervaldagi barcha x lar uchun f'(x)>0 bo’ladi.

Isboti. Teoremaning shartiga ko’ra y=f(x) funksiya (a;b) intervalda

o’suvchi, shu sababli istalgan x (a; b) uchun %>0. Musbat funksiyaning limiti

manfiy bo’la olmasligi sababli fxing%zo. Ammo teoremaning shartiga ko’ra

f(x) funksiya (a;b) intervalda differensiallanuvchi bo’lganligi  sababli



f'(x):fxi”l% chekli limit mavjud va (a;b) dagi barcha x lar uchun f'(x)>0

bo’ladi. Teorema isbot bo’ldi.

2-teorema(funksiya kamayuvchi bo’lishining zaruriy sharti). Agar (a; b)
intervalda differensiallanuvchi y=f(x) funksiya shu intervalda kamayuvchi
bo’lsa, u holda bu funksiyaning hosilasi intervalning hech bir nugtasida musbat
bo’Imasligi zarur, ya‘ni (a; b) intervaldagi barcha x lar uchun '(x) <0 bo’ladi.

Teoremani isboti kamayuvchi funksiya uchun % <0 ekanini hisobga olinsa

1-teoremang isbotidagi
mulohazalarni takrorlagani uchun uni )L

isbotlashni o’quvchiga hovola etamiz.
Bu teoremaga quyidagicha geometrik /
izoh  berish  mumkin.  O’suvchi F//G suveh

funksiyaning grafigi Ox o’q bo’ylab :
o’'ngga  harakatlanganda  yuqoriga |
ko’tarila boradi. v~ !
<0 X, .
110-chizma

Bu holda grafika urinma Ox o’gning musbat yo’nalishi bilan o’tkir «
burchakni tashkil etadi, yoki ba‘zi-bir nugtalarda y Ox o’qqa parallel bo’ladi.
Masalan x, nugtada f'(x,)=0(110-chizma).

O’tkir burchakning tangensi musbat (urinma Ox ga parallel nugtalarda nolga
teng) va hosilaning geometrik ma‘nosiga ko’ra tga=f'(x) bo’lgani sababli
o’suvchi funksiya uchun f'(x)>0 kelib chigadi.

Kamayuvchi funksiyaning garfigiga urinma Ox o’qning musbat yo’nalishi
bilan o’tmas burchak tashkil etadi, yoki Ox ga parallel bo’ladi. O’tmas burchakning
tangensi manfiyligini hisobga olib kamayuvchi funksiya uchun f'(x)<0
tengsizlikka ega bo’lamiz(111-chizma).

3-teorema(funksiya o’suvchi bo’lishining yetarlilik sharti). Agar [a;b]
kesmada uzluksiz y= f(x) funksiya (a; b) intervalda musbat hosilaga ega bo’lsa, u
holda bu funksiya [a; b] kesmada o’suvchi bo’ladi.

Isboti. Barcha a<x<b uchun f'(x)>0 bo’lsin. (a;b) intervalga tegishli
ikkita ixtiyoriy x, <x, giymatlarni garaymiz. [x,, x,] kesma uchun Lagranjning
chekli ayirmalar formulasini yozamiz:

f(xz)_f(xl): f'(C)(Xz_Xl)’ X <c<x, (1)

Teoremaning shartiga ko’ra f'(x)>0. Bundan tashqgari x,—x, >0. Shuning
uchun (26.1) tenglikdan  f(x,)—f(x)>0 &
yoki f(x,)>f(x), ya‘ni f(x) funksiya
[a; b] kesmada o’suvchiligi kelib chigadi.
Teorema ishot bo’ldi. \

4-teorema(funksiya kamayuvchi
bo’lishining zaruriy sharti). Agar [a; b]

Cad

1 4

|
I
I
|
0 X,
111-chizma



kesmada uzluksiz y = f(x) funksiya (a; b) intervalda manfiy hosilaga ega bo’lsa, u
holda bu funksiya [a; b] kesmada kamayuvchi bo’ladi.
[a;b] kesmada fagat o’suvchi (fagat kamayuvchi) funksiya shu kesmada
monoton o’suvchi (monoton kamayuvchi) funksiya deb atalar edi.
Funksiya fagat o’suvchi yoki fagat kamayuvchi bo’ladigan intervallar uning
monotonlik intervallari deyilar edi.
1-misol. y=x> funksiyaning monotonlik intervallarini aniglang.

Yechish. y' hosilani topamiz: y'=2x.

x<0 da y'<0 va funksiya (-o0;0) intervalda kamayadi;

x>0 da y'>0 va funksiya (0;+ ) intervalda o’sadi;

2-misol. y=4x+sinx funksiyaning monotonlik intervallarini aniglang.

Yechish. y' hosilani topamiz: y'=4+cosx. Barcha xe(-o;+0) uchun
y'>0bo’lganligi sababli berilgan funksiya (-oc;+0) intervalda o’sadi.

2. Funksiyaning maksimum va minimumi

X, hugtada va uning atrfida aniglangan y = f(x) funksiyani garaymiz.

1-ta‘rif. Agar y=f(x) funksiyaning x, nugtadagi giymati shu funksiyaning
bu nugtaning yetarlicha kichik atrofidagi qolgan giymatlaridan katta bo’lsa,
y = f(x) funksiya x, nugtada maksimum (maximum)ga ega deyiladi.

Boshgacha aytganda, agar har ganday yetarlicha kichik musbat yoki manfiy
Ax larda  f(x, +Ax)< f(x,) bo’lsa, f(x) funksiya x, nugtada maksimumga ega
deyiladi(Ax>0da 112-chizma). Bu holda X, funksiyaning maksimum nugqtasi
deyiladi.

ftx,)

fex,-2%)

fx,+Ax)

O

L
N

1
“
"

0

112-chizma

2-ta‘rif. Agar y= f(x) funksiyaning x, nuqgtadagi giymati shu funksiyaning
bu nugtaning yetarlicha kichik atrofidagi qolgan giymatlaridan kichik bo’lsa,
y = f(x) funksiya x, nugtada minimum ga ega deyiladi.

Boshgacha aytganda, agar har ganday yetarlicha kichik musbat yoki manfiy
Ax larda f(x,+Ax)> f(x,) bo’lsa, f(x) funksiya x, nugtada minimumga ega
deyiladi(Ax >0da 113-chizma). Bu holda X, funksiyaning minimum nugqtasi deb
ataladi.



f(x,+ax)

ftx -ax)

ftx)

113-chizma.

Masalan, y = x?*funksiya x=0 nugtada minimumga ega, chunki x=0 bo’lganda

y=0 va x ning boshga giymatlarida y>0.
1-eslatma. [a; b] kesmada aniglangan funksiya o’zining maksimum va

minimum giymatlariga x ning shu kesma ichidagi giymatlaridagina erishadi.
Boshgacha aytganda f(a), f(b) giymatlar funksiyaning maksimum va minimum
giymatlari bo’laolmaydi.

2-eslatma. Funksiyaning [a; b] kesmadagi maksimum va minimumini uning
shu kesmadagi eng katta va eng kichik giymatlari deb garash xato bo’ladi.
Funksiyaning maksimum giymati uning funksiya maksimumga ega nugtaga yetarli
darajada yaqin turgan hamma nugtalaridagi giymatlariga nisbatangina eng katta
bo’ladi. Funksiyaning minimumi hagida ham shunga o’xshash gaplarni aytish

mumkin.

l\y

2 S S ——

|
|
|
|
|
|
|
1
X,

114-chizma

Funksiyaning maksimumi uning minimumidan har doim katta bo’ladi deb
o’ylash noto’g’ri. 114-chizmada [a; b] kesmada aniglangan funksiya tasvirlangan.
Bu funksiya:

X=X, Va x=x, nuqgtalarda maksimumga ega; x=x, va x=x, nhuqtalarda
minimumga ega; lekin funksiyaning x=x, nuqgtadagi minimumi uning x=x,
nugtadagi maksimumidan katta. Funksiyaning x=b nuqtadagi giymati uning [a; b]
kesmadagi eng katta giymati bo’ladi.

Funksiyaning maksimumlari va minimumlari funksiyaning ekstremumlari
yoki ekstremal giymatlari deyiladi.



Agar Xo nuqtada funksiyaning ekstrimumga ega bo’lsa u holda bu nugta
funksiyaning ekstrimum nugqtasi deyiladi.

Izoh. Biror oraligda fagat o’suvchi(fagat kamayuvchi) funksiya shu oraliqda
ekstremumga ega bo’Imaydi.

3. Ekstremum mavjudligining zaruriy sharti.
5-teorema. Agar differensiallanuvchi y=f(x) funksiya x, nuqgtada
ekstremumga ega bo’lsa, u holda uning shu nuqtadagi hosilasi nolga teng bo’lishi
zarur, ya‘ni f(x) =0 bo’ladi.
Isboti. Aniglik uchun funksiyaning x, nugtada maksimumga ega deb faraz
gilamiz(115-chizma).

Ay Urirnma

0 x,
115-chizma
Ay

1) U holda x<x, lar uchun funksiya o’suvchi va E>O’

demak, f'(x,) = Aéi”_‘o% >0

2) x> x,lar uchun funksiya kamayuvchi va L 0, demak, f'(x,)= ¢im DY
AX Ax—>+0 AX

f'(x,) >0 va f'(x,) <0 munosabatlardan f'(x,) =0 kelib chigadi.

Teoremaning geometrik mazmuni shuni bildiradiki, differensiallanuvchi
funksiya uchun ekstremum nuqtalarida urinma Ox o’qqa parallel bo’ladi.

Biz shu paytgacha funksiya ekstremumga ega bo’lgan nugtalarda
differensiallanuvchi deb faraz qgildik.

Funksiya hosilaga ega bo’lmagan yoki hosilasi cheksiz bo’lgan nuqgtalarda
ham funksiya ekstremumga ega bo’lishi mumkin.

3-misol. y=|x funksiya butun son o’qida uzluksiz bo’lib x=0 nugtada
hosilaga ega emasligi isbotlangan edi. Bu nugtada funksiya minimumga ega
(100-chizma).

4-misol. y=1-3/x? funksiyaning hosilasi y'=—% x=0 nugtada

X

cheksizlikka aylanadi. Funksiya x=0 nugtada maksimumga ega (108-chizma).

Shunday qilib funksiya ekstremumga ega bo’lgan nugtalarda funksiyaning
hosilasi yo nolga teng, yoki cheksizlikka teng yoki mavjud bo’Imas ekan. Bunday



nuqtalar funksiyaning Kkritik(statsionar) nuqtalari deyiladi. Demak funksiya

ekstremal giymatlarini fagatgina o’zining kritik nugtalarida gabul gilishi mumkin.
Teskari tasdiq o’rinli emas, ya‘ni nugtaning kritik nugta ekanligidan shu

nugtada funksiyaning ekstremumga ega ekanligi kelib chigmaydi. Masalan, y = x*

funksiyaning hosilasi y'=3x* x=0 nuqgtada nolga aylanadi. Ammo bu nugtada
funksiya ekstremumga ega emas, chunki u o’suvchi (y'>0).

Ekstremum mavjudligining yetarlilik sharti
6-teorema(ekstremum mavjudligining birinchi yetarlilik sharti).  f(x)

funksiya kritik nugta x, ni o’z ichiga olgan birorta intervalda uzluksiz va shu
intervalning barcha (balki x, nugtaning o’zidan boshga) nugtalarida
differensiallanuvchi bo’lsin. Agar shu nugtaning chap tomonidan o’ng tomoniga
o’tishda hosilaning ishorasi plyusdan minusga o’zgarsa, funksiya x=x, Kritik
nugtada maksimumga ega bo’ladi. Agar x=x, nugtaning chap tomonidan o’ng

tomoniga o’tishda hosilaning ishorasi minusdan plyusga o’zgarsa, funksiya bu
nugtada minimumga ega bo’ladi.
Isboti. x,-kritik nugta bo’lib uning chap tomonidan o’ng tomoniga o’tishda

f'(x) hosila ishorasini plyusdan minusga o’zgartirsin, ya‘ni x, nugtaning chapida
hosila musbat, uning o’ngida hosila manfiy bo’lsin. Demak shunday yetarlicha
kichik musbat h>0 son mavjud bo’lib (x, —h, x,) intervalda funksiyaning hosilasi
f'(x)>0 va (x,, X, +h) intervalda hosila f'(x) <0 bo’ladi.

Funksiyaning o’sishi va kamayishi hagidagi teoremaga binoan [x, —h, x,]
kesmada funksiya o’sadi , [x,, x, + h] kesmada esa u kamayadi.

Demak, [x,-h, x,+h] kesmaga tegishli barcha x lar uchun
f(x) < f(x,)bo’ladi. Bu f(x) funksiya x=x, nugqtada maksimumga ega ekanligini
ko’rsatadi(116-chizma).
/

116-chizma
Teoremaning ikkinchi gismi ham shunga o’xshash isbotlanadi(117-chizma).



Izoh. x=x, kritik nugtaning bir tomonidan ikkinchi tomoniga o’tishda f'(x)
hosila ishorasini o’zgartirmasa x=x, kritik nugtada funksiya ekstremumga ega
bo’lmaydi.

5-misol. y=2x*-9x*>+12x+1 funksiyaning monotonlik intervallarini va
ekstremumini toping.

Yechish.1) Berilgan funksiya (-o;+c0) intervalda aniglangan va
differensiallanuvchi.

2) Funksiyaning hosilasini topamiz: y'=6x* —18x+12.

3) Kritik nuqgtalarini topamiz: 6x* -18x+12=0; x*-3x+2=0;

X, :gi %—2 :gi%; x, =1, x, = 2-Kritik nuqtalar.

y'=6(x—-1)(x—2) hosilaning ishorasini intervallar usulidan foydalanib

tekshiramiz.
y

I
|
|
|
|
|
0 x-h X, x+h
117-chizma
Demak, (-o;1) va (2;+) intervallarda y'>0 bo’lgani uchun bu intervallarda
funksiya o’sadi, (2) intervalda y'<0 bo’lgani uchun bu intervalda funksiya
kamayadi. x=1 kritik nugtaning chap tomonidan o’ng tomoniga o’tishda hosila
ishorasini plyusdan minusga o’zgartirganligi uchun x=1 Kkritik nugtada funksiya
maksimumga ega. x=2 Kkritik nugtaning chap tomonidan o’ng tomoniga o’tishda
hosila ishorasini minusdan plyusga o’zgartirganligi uchun bu kritik nugtada
funksiya minimumga ega(118-chizma).
Yex = YD) =6, Ynin =Y(2) =5.

118-chizma



Funksiyaning kesmadagi eng katta va eng kichik giymatlari

[a;b] kesmada uzluksiz y=f(x) funksiyani garaymiz. Bu funksiya [a;b]
kesmada o’zining eng katta va eng kichik giymatlarini gabul gilishi aytilgan edi
(18.5-teorema). Agar funksiya o’zining eng katta (eng kichik) giymatlarini [a; b]
kesmaning ichki nugtasida gabul gilsa u funksiyaning (a;b) intervaldagi
maksimum(minimum) giymatlaridan biri bo’ladi. Bundan tashgari funksiya
o’zining eng katta va eng kichik giymatlariga [a;b] kesmaning oxirlarida ham
erishishi mumkin,

Shunday qilib, funksiyaning [a;b] kesmadagi eng katta va eng kichik
giymatlarini topish uchun quyidagi goidaga ega bo’lamiz.

1. Funksiyaning (a; b) intervaldagi barcha kritik nugtalarini topib funksiyaning
bu nuqgtalardagi giymatlarini hisoblaymiz.

2. Funksiyaning kesmaning oxirlari x=a, x=b nuqtalardagi giymatlari
f(a), f(b) larni hisoblaymiz.

Topilgan giymatlardan eng kattasi funksiyaning [a; b] kesmadagi eng katta
giymati, ulardan eng Kichigi funksiyaning [a; b] kesmadagi eng kichik giymati
bo’ladi.

6-misol. f(x)=2x*-21x* +72x+6 funksiyaning [2; 5] kesmadagi eng katta va
eng kichik giymatlarini toping.

Yechish.1. Funksiyaning [2; 5] kesmadagi kritik nugtalarini topamiz va bu
nugta-larda f'(x) hosilani hisoblaymiz. f'(x)=6x*—-42x+72. f'(x)=0 tenglamani
yechamiz:

6X° —42x+72=0; x*-7x+12=0; x, =3, X, = 4-kritik nuqtalar. Kritik nuqta-
larning har ikkalasi berilgan kesmaga tegishli. Funksiyaning x, =3 va x,=4
nuqtalardagi giymatlarini hisoblaymiz:

f(3)=2-32-21.32+72-3+6=87, f(4)=2-4°-21-42+72-4+6=80.

2. Funksiyaning [2;5] kesmaning oxirlari x=2 va x=5 nuqtalardagi
giymatlarini hisoblaymiz:

f(2)=2-2°-21.22+72.2+6=82, f(5)=2-5°—21.5?+72-5+6=91.

Topilgan giymatlar 82, 87, 80, 91 dan eng kichigi 80 berilgan funksiyaning
[2; 5] kesmadagi eng kichik giymati, ulardan eng kattasi 91 uning shu kesmadagi
eng katta giymati bo’ladi.

Ekstremumlarni ikkinchi hosila yordamida tekshirish
Ba‘zi hollarda funksiyaning ekstremumlarini  uning ikkinchi hosilasi
yordamida tekshirish qulay bo’ladi.
Faraz qgilaylik y= f(x) funksiyaning hosilasi x=x, nuqtada nolga aylansin,
ya’ni f'(x,)=0 va funksiya shu nuqtada hamda uning biror atrofida ikkinchi
tartibli uzluksiz hosilaga ega bo’lib, f''(x,) =0 bo’lIsin.

7-teorema(ekstremum mavjudligining ikkinchi yetarlilik sharti).



Agar f"(x,)<0 bo’lsa f(x) funksiya x=x, kritik nugtada maksimumga ega
bo’ladi, f"(x,)>0 bo’lganday x=x, Kritik nugtada minimumga ega bo’ladi.
Isboti. Aniglik uchun f"(x,) <0 bo’Isin. f(x) funksiya x=x, kritik nugtada

maksimumga ega ekanligini ko’rsatamiz. Ikkinchi hosilaning ta‘rifiga binoan:
o F106 + A0~ ()

f06) = fim
Shartga ko’ra f'(x,) =0 bo’lgani uchun
" o F(X +AX)
£(%) = fim—=2 =

Ammo f"(x,)<0. Shuning uchun

f%%)zgqii%§§9<o.

limiti manfiy ifodaning o’zi ham kichik |Ax| lar uchun manfiy bo’lganligi sababli
f'(x, + AX) <0
AX
bo’ladi.

Ax<0 bo’lsin, u holda f'(x,+Ax)>0; agarda Ax>0 bo’lsa, u holda
f'(x, +Ax) < 0. Bu x=x, kritik nugtaning chap tomonidan o’ng tomoniga o’tishda
hosila ishorasini plyusdan minusga o’zgartirishini ko’rsatadi. Demak, ekstremum
mavjudligining birinchi yetarlilik shartiga ko’ra y= f(x) funksiya x=x, nuqtada
maksimumga ega.

Teoremaning ikkinchi gismi ham shunga o’xshash isbotlanadi.

7-misol. y=x+2cosx funksiyaning [0;27] kesmadagi ekstremumini toping.

Yechish.1. Birinchi hosilani topamiz: y'=1-2sinx.

2. (0;27) intervalga tegishli kritik nugtalarni topamiz:

6 6
3. Ikkinchi hosilani topamiz: y'"=-2cosx.

1-2sinx=0; sinx=%, X, =

4. 1kkinchi hosilaning xlzg Ba X, =%” kritik nuqtalardagi ishoralarini
aniglaymiz.
f"(£j=—2cos£=—2-£=— 3<0, f"(5—”j=—2c035—”=2-£=\/§>0
6 6 2 6 6 2

26.7- teoremaga binoan berilgan funksiya x, :% nugtada maksimumga va

X, = %” nugtada minimumga ega bo’ladi.

T\ & T T J3 314
=y = |=2+2cos= == +2- 22 =271 [3~2,23,
e y(6j 6 6 6 2 6
Y rin :y(5—ﬂ):5—”+2cos5—”:5—7[—2-§z1,78.
6 6 6 6 2

8-misol. f(x)=x"* funksiyaning ekstremumini toping.



Yechish. Bu funksiya butun sonlar o’qida aniglangan va differensiallanuvchi.

1. Hosilani topamiz: f'(x) = 4x®.

2. Hosilani nolga tenglashtirib uning ildizlarini topamiz: f'(x)=0;

4x® =0; x =0-kritik nugta.

3. Ikkinchi hosilani topamiz: f'(x) =12x>.

Kritik nugtada ikkinchi hosila nolga teng, ya‘ni f'(0)=12-0° =0. Demak,
garalayotgan hol uchun ikkinchi yetarlilik sharti ishlamaydi. Birinchi yetarlilik
shartiga murojaat etib topamiz: x<0 da f'(x)<0 va x>0 da f'(x)>0. Shunday
gilib, x=0 Kkritik nuqgtaning chap tomonidan o’ng tomoniga o’tishda hosila
ishorasini minusdan plyusga o’zgartirganligi sababli x=0 nugtada funksiya
minimumga ega.

Demak, kritik nuqgtada ikkinchi hosila mavjud bo’lib u noldan fargli
bo’lgandagina ikkinchi yetarlilik shartidan foydalanish mumkin ekan. Agar Kritik
nuqgtada ikkinchi hosila nolga teng bo’lsa yoki mavjud bo’lmasa, u holda ikkinchi
yetarlilik shartidan foydalanib bo’Imaydi.

Shunday qilib differensiallanuvchi y= f(x) funksiyaning ekstremumini
quyidagi sxema asosida izlash magsadga muvofiqdir.

1. Fuksiyaning hosilasi f'(x) topiladi.

2. Kritik nugtalar topiladi; buning uchun: a) f'(x)=0 tenglamaning haqiqiy
ildizlari topiladi.

b) x ning f'(x) hosila mavjud bo’lmagan yoki cheksizlikka aylanadigan
giymatlari topiladi.

3. Yetarlilik shartlarining birortasidan foydalanib topilgan kritik nuqgtalarning
har birida funksiyaning maksimum yoki minimumga ega ekanligi yoki
ekstremumning mavjud emasligi aniglanadi.

4. f(x) funksiyaning ekstrimumi mavjud kritik nugtalaridagi giymatlarini
hisoblab uning ekstremumini topiladi.

26.7. Ekstremumlar nazariyasining masalalar yechishga tadbiqi

Ekstremumlar nazariyasi yordamida geometriya, mexanika va hakozolarga
doir ko’pgina masalalar yechiladi. Shunday masalalarning ba‘zilarini yechish usuli
bilan tanishamiz.

1-masala. Uzunligi 120 metrlik panjara bilan bir tomondan uy bilan
chegaralangan eng katta yuzga ega to’g’ri to’rtburchak shaklidagi maydon o’rab
olinishi kerak. To’g’ri to’rtburchakli maydonning o’lchovlari (bo’yi va eni)
aniglansin.

Yechish. Maydonning uzunligini x, enini y, yuzini S orqgali belgilaymiz. U
holda to’g’ri to’rtburchakning yuzini topish formulasiga ko’ra maydonning yuzi
S=xy bo’ladi.

S yuz hozircha ikkita erkli o’zgaruvchilar x va y ga bog’lig. Ulardan
birortasini ikkinchisi orgali ifodalash uchun masalaning shartidan foydalanamiz.
Shartga ko’ra maydonning bir tomoni tayyor uy (devor) bilan, golgan uch tomoni
uzunligi 120m  panjara bilan chegaralanishi lozim, ya‘ni x+2y=120. Bundan



x=120-2y kelib chigadi. x ning ushbu giymatini S yuzni topish formulasiga
qo’yamiz. U holda S =(120-2y)y =120y -2y* bitta erkli o’zgaruvchining
funksiyasi hosil bo’ladi. Endi shu S(y) funksiyaning eng katta giymatini topamiz.

S'(y) =120-4y, S"(y)=(120—4y) =4,

S'(y)=0 yoki 120-4y=0 dan 4y=12Q y=30 Yyagona Kkritik nuqgta kelib
chigadi.

S"(30) =—4 <0 bo’lgani uchun ikkinchi yetarlilik shartga ko’ra x=30 giymatda
funksiya maksimumga ega. Bu yagona maksimum uning eng katta giymati ham
bo’ladi. Shunday qgilib bir tomoni uy bilan golgan uch tomoni 120 m uzunlikdagi
panjara bilan chegaralangan to’rtburchak shaklidagi maydonlar orasida eni y=30x,
bo’yi  (uzunligi) x=120-2-30=60m  bo’lgan maydon eng Kkatta
S =60-30m* =1800n° yuzga ega bo’lar ekan.

2-masala. 180 soni ko’paytmasi eng katta va ulardan ikkitasi 1:2 nisbatda
bo’lgan uchta qo’shiluvchiga ajratilsin.

Yechish. Faraz gilaylik 180=x+y+z ko’rinishda tasvirlansin. Shartga ko’ra

X,y,Z sonlardan ikkitasi, masalan X,y 1:2 nisbatda, ya‘ni §=% y =2x bo’lishi

lozim. U holda 180=x+2x+z Yyoki 180=3x+2z, z=180-3x hosil bo’ladi. Demak
180=x+2x+(180-3x) ko’rinishdagi uchta x, 2x, 180-3x qo’shiluvchilarga
ajratildi. Shularning ko’paytmasi

v =x-2x-(180-3x)=360x* —6x° ifodaning eng katta giymatini topishimiz kerak.
V'(X) = 720x —18x%; Vv''(X) = 720-36x; V'(x) =0 yoki 720x —18x* =0; dan
x-(720-18x)=0; x#0bo’lgani uchun 720-18x=0; x= 71—? =40 kritik giymat kelib
chigadi. v'(40)=720-36-40<0 bo’lgani uchun ikkinchi yetarlilik shartiga binoan
x=40 giymatda v = x- 2x-(180—3x) funksiya eng katta giymatga ega bo’ladi.

Demak, y=2x=2.40=80, z=180-3x=180-3-40=60. Shunday qilib, 180
soni 40, 80, 60 sonlarning yig’indisi ko’rinishida tasvirlanganda qo’shiluvchilardan
ikkitasi 1:2 nisbatda bo’lib, qo’shiluvchilarning ko’paytmasi eng katta bo’lar ekan,
ya‘ni v, =40-80-60=192000.

3-masala. Marvaridni bahosi uning massasi kvadratiga proporsional. Ishlov
berish vaqtida marvarid ikki bo’lakka ajralib ketdi va natijada eng ko’p qiymatini
(bahosini) yo’qotdi. Bo’laklarning massalari topilsin.

Yechish. Marvaridning massasini m, bahosini z, bo’laklarning massalarini
m,,m,(m, +m, =m) va ularning baholarini mos ravishda z,,z, orqgali belgilaymiz. U
holda butun marvaridning bahosi  z=a-m*  bo’laklarning baholari esa
z,=a-m’,z,=a-m,”> bo’ladi, bunda « >0-proporsionallik koeffitsienti. Shartga
ko’ra, butun marvaridning bahosi z=«-m? bilan siniq ikki bo’lak marvaridning
bahosi «-m?+a-m,? orasidagi farq y=a-m?>—a-(m?+m,?) eng katta ekanligi
bizga ma‘lum, m=m+m, Yoki m,=m-m, ekanini hisobga olsak
y=a-m’—a-Mm’+m?)=a-m’—a-m’ —a-(m-m)? =
—a-m—a-m’—a-m*+2a-m-m —a-m’ =2a-(m-m —m?) kelib chigadi. Bu yerda



a, m o’zgarmas miqdorlar, m »3ca o’zgaruvchi miqdordir. Endi y(m,)
funksiyaning eng katta giymatini topamiz. y'=2a(m-2m,);y"=—-4a. y'(m,) =0

yoki m—2m, =0 dan m, = kritik giymat kelib chigadi. y"(gjz—4a<0 bo’lgani
uchun ikkinchi yetarlilik shartiga ko’ra  y=2a(mm —2m?) funksiya m1=g

qiymatda maksimumga ega bo’ladi. Demak, marvarid teng (ml =m, =g) ikKi

bo’lakka bo’linganda o’zining eng ko’p bahosini yo’qotar ekan.

4-masala. Jism v, =60m/sek tezlik bilan tik yo’nalishda yuqoriga otilgan.
Jismning eng yuqori ko’tarilish balandligi topilsin.

Yechish. Fizika kursidan ma‘lumki tik yo’nalishda yuqoriga v, boshlang’ich

2
tezlik bilan otilgan jismning harakat tenglamasi H :vot—% bo’ladi. Bunda H-

otilgan jismning yerdan balandligi, g~10m/sek? erkin tushish tezlanishi, t esa
sarflangan vagt. Masalaning shartiga asosan v, =60m/sek Vva binobarin,
H=6a-5*. Endi shu H() funksiyaning eng Kkatta giymatini topamiz.
H'(t) =60—10t; H" (t) =—10.

H'(t) =0 yoki 60-10t =0 dan 10t =60, t =6 kritik nugta kelib chigadi.
H'(6) =-10<0 bo’lgani uchun ikkinchi yetarlilik shartiga asosan t=6 giymatda
H =60 —5t* funksiya maksimumga ega bo’ladi. Demak,
H_.=H(6)=60-6-5-62 =180 (m).

Shunday qilib v, =60m/cex tezlik bilan yuqoriga tik otilgan jism tagriban

6 sek.dan so’ng eng yuqori H=180m balandlikka ko’tarilar ekan.
5-masala. Asosi a va balandligi h bo’lgan uchburchakka eng katta yuzli
to’g’ri to’rtburchak ichki chizilgan. To’g’ri to’rtburchakning yuzi aniglansin.
Yechish. 4BC(119-chizma) uchburchakka ichki chizilgan to’g’ri
to’rtburchakning tomonlarini x va y orqali belgilaymiz. U holda to’g’ri
to’rtburchakning yuzi S =xy bo’ladi.

A, M B,

N
g

|
D

C, FE B
119-chizma.

ABC va AB,C uchburchaklarning o’xshashligidan A;El = (c;;'(\;/l (1)
1




proporsiya  kelib chiqadi. Masalaning shartiga ko’ra AB=a, CC, =h.
Belgilashimizga asosan AB, =x, BE=MC, =y,CM=CC,-CM =h-y bo’lgani
uchun (1) munosabat quyidagi ko’rinishga ega bo’ladi.

X h-y

an
bundan x =%(h— y) kelib chigadi. x ning ushbu giymatini S =xy ga qo’yib

a a
Y hoyy=2
S h( y)y -

Endi shu S(y) funksiyaning eng katta giymatini topamiz.

s =2(h-2y), (1) =-=2.

S(y) =0 yoki 2(h-2y)=0 dan h-2y =0, yzg kritik giymat kelib chigadi.

S"(gj:—z—;<0 bo’lgani uchun ikkinchi yetarlilik shartiga ko’ra S(y)

(hy— yz) bir o’zgaruvchining funksiyasiga ega bo’lamiz.

funksiya yzg da maksimumga ega bo’ladi. Bu yagona maksimum uning eng
katta giymati ham bo’ladi. Shunday qilib uchburchakka ichki chizilgan to’g’ri

to’rtburchaklardan asosi x:%(h—y):%(h—gj:% va balandligi y:g bo’lgan

to’rtburchak eng katta yuzga ega bo’lar ekan. Bu to’rtburchakning yuzi esa
ah, ., ..

S ZTbO ladi.

6-masala. Gipotenuzasi 24sm, burchagi 60°to’g’ri burchakli uchburchakka
asosi  gipotenuzada bo’lgan to’g’ri to’rtburchak ichki chizilgan. Shu to’g’ri

to’rtburchak eng katta yuzga ega bo’lishi uchun uning tomonlari ganday bo’lishi
kerak?

Yechish. To’g’ri to’rtburchakning tomonlarini x va y orgali belgilaymiz.
U holda uning yuzi S=xy bo’ladi. Endi y ni x orqgali ifodalaymiz(120-chizma).

B

120-chizma.
Shartga ko’ra  Z/A=60°, «C=90°. Demak «B=30°. Ma‘lumki to’g’ri
burchakli uchburchakning 30° li burchagi garshisidagi tomoni gipotenuzaning



yarmiga teng. Shuning uchun AC = % - 2_24 —12(sm) . To’¢’ri burchakli uchburchak

MNC ning 30° li burchagi garshisidagi MC tomoni uning gipotenuzasi x ning

yarmiga teng, ya‘ni MC_E Demak AM = AC-MC = 12—5 AADMdan AD = A;\/I

Pifagor teoremasiga ko’ra y* = DM? = AM? — AD* = AM? —[%) =%AM 2 yoki

yngM =§(12—§):\/_(6——j bo’ladi.

2
Demak, to’g’ri to’rtburchakning yuzi S = xy= x\/§[6 —gj = \/§(6x —X?j bo’ladi.
Endi shu S(x) funksiyaning eng katta giymatini topamiz.

S'(x) = \/_[6—%), S”(x)=—§;s'(x)=0 yoKi 6—2:0 dan x=12 kritik

giymat kelib chigadi. S"(12) =—§ <0 bo’lgani uchun ikkinchi yetarlilik shartiga
ko’ra

2
S(X):‘@((SX_XTJ:‘@((S_%)X funksiya x=12 giymatda maksimumga ega

bo’ladi.
Shunday qilib, uchburchakka ichki chizilgan va bir tomoni uning 24 sm i
gipotenuzasida bo’lgan  to’g’ri  to’rtburchaklardan  tomonlari x=12,

y=+3 [6——) 3J3 ga teng bo’lgani eng katta yuzga ega bo’lib,

S =12-3J3 =363 (sm?) ga teng ekan.
7-masala. ABCD kvadrat berilgan. Uning uchlaridan bir xil Aa, Bb, Cc, Dd
kesmalar ajratilgan va a, b, ¢, d nugtalarni birlashtirib kvadrat hosil gilingan. 4a
ning ganday giymatida abcd kvadratning yuzi eng kichik bo’ladi.(121-chizma).
Yechish. Aa=x, AB=¢ deb belgilasak, aB=/¢-x va Pifagor teoremasiga
ko’ra ab? =x? +(£—x)* =x? + (2 —20x+x? = 2x* — 2(x+¢* bo’ladi. Tomoni ab ga teng
abcd kvadratning yuzi S =ab”* ga teng. Demak, S=2x*-2¢x+¢>. Endi shu S(x)
funksiyaning eng kichik giymatini topamiz. S'(x) =4x—2¢,S"(x) =4.S'(x) =0 Yyoki

4x—2¢=0 dan x =g = % kritik giymat kelib chigadi. S’(g) =4 >0 bo’lgani uchun

ikkinchi yetarlilik shartiga binoan S =2x*—-2/x+¢> funksiya x=§ giymatda eng

kichik gqiymatga ega bo’ladi. Shunday qilib, ABCD kvadratga masalaning shartida
ko’rsatilgandek qilib ichki chizilgan kvadratlardan ABCD kvadrat tomonlarini
o’rtasini birlashtirib hosil qilingan kvadrat eng kichik yuzga ega bo’lar ekan.
(121-chizma).



121-chizma.

8-masala. Tagi kvadrat shaklidagi, hajmi 108 m® ga teng ochiq hovuzning
o’lchovlari shunday aniglansinki, uning devorlari bilan tagini goplash uchun
mumkin gadar oz material sarf etilsin. Hovuzning o’lchovlari deganda uning tagini
tomonlari va balandligi (chuqurligi) tushuniladi.

Yechish. Hovuz tagini tomoni x orgali va hovuz balandligini h orqali
belgilaymiz. U holda hovuz parallelepiped shaklida bo’lgani uchun uning hajmi
v=x°h bo’ladi. Shartga ko’ra  x*h=108. Hovuz tagi x*, devori 4xh yuzga ega
bo’lgani uchun jami S =x*+4xh yuzni material bilan goplash lozim. S yuzni

birgina erkli o’zgaruvchining funksiyasi sifatida ifodalash uchun x*h=108
108

tenglikdan topilgan h= 7 giymatni unga qo’yamiz. U holda
S =x? +4x1)%8 =X’ +% kelib chigadi. Endi shu S(x) funksiyaning eng kichik

giymatini topamiz.

S’(x):2x—£22; S”(x)=2+8—634(x>0).
X X
S'(¥) = 2x— 3% _ 0 dan 2x*~432=0; x° =216, x=6 _kritik nugta kelib chigadi.
X

Ikkinchi hosila S”(6):2+2i£>0 bo’lgani uchun ikkinchi yetarlilik shartiga

asosan x=6 giymatda S(x)=x? +£x2 funksiya eng kichik gqiymatga ega bo’ladi.

Demak, hajmi 108 m® ga teng ochiq hovuzning tagi 6m kvadratdan iborat,
balandligi h= % =3 m bo’lgandagina uning devorlariga ishlov berish uchun eng

kam material sarflanar ekan. Ya‘ni hovuzning o’lchovlari  6mx6mx3m bo’lishi

lozim ekan.

9-masala. Trapetsiyaning kichik asosi va yon tomonlarining har biri « ga
teng. Uning katta asosi shunday aniglansinki, trapetsiyaning yuzi eng Kkatta
bo’lsin(122-chizma).



a

122-chizma
Yechish. Chizmaga binoan trapetsiyaning katta asosi 2x+a ga teng.
Trapetsiyaning balandligini h orqali belgilaymiz. Ma‘lumki trapetsiyaning yuzi
asoslari yig’indisining yarmi bilan balandligi ko’paytmasiga teng, ya‘ni

2X+—2""J“"‘h:(x+a)h

Pifagor teoremasiga ko’ra chizmadan h=+a®-x* bo’lgani uchun
trapetsiyaning yuzi S =(x+a)va®-x* bo’ladi. Endi shu S(x) funksiyaning eng
katta giymatini topamiz.

S'(x) = V&% — X% + (x +a) ——= _a’-x"—x(x+a) =—2X2—ax+a2.

Ja? - X’ Jaz—x?2 JaZ - x?
i + 2 .2.3% +
S'(x)=0 yOkl _2%x% —ax+a? =0 dan lezza_\/a—:jl—zaza_ja;

X, :%; x, =—a kelib chigadi. Masalaning shartiga ko’ra x>0 bo’lgani uchun

X :% kritik qiymatga ega bo’lamiz. Hosilani

- Z(X - 2j(x +a)
S'(x) = ko’rinishda tasvirlasak x <2 bo’lganda x 2 0va
JaZ—x 2 2

S'(x) >0 ekani kelib chigadi. Xuddi shuningdek x>% bo’lgandaS’(x) <0 ekani

kelib chigadi. S'(x) hosila x:% kritik qiymatning chap tomonidan o’ng tomoniga
o’tganda 0’z ishorasini «+» dan «-» ga o’zgartiradi. Shuning uchun birinchi
yetarlilik shartiga ko’ra S = (x+a)v/a? —x*> funksiya x:% giymatda maksimumga
ega bo’ladi. Bu yagona maksimum uning eng katta qiymati ham bo’ladi. Shunday
qilib trapetsiyaning katta asosi 2x+a=2%+a=2a bo’lganda u eng katta yuzga

ega bo’lar ekan.
Izoh. Masalaning natijasidan kanal qazish ishlarida, tarnov yasash va
hakozolarda foydalanish mumkin.



10-masala. Yarim doiraga asosi yarim doira diametridan iborat bo’lgan
trapetsiya ichki chizilgan. Trapetsiyaning asosiga yopishgan burchagi ganday
bo’lganda trapetsiyaning yuzi eng katta bo’ladi(123-chizma).

|
'\
i
«
x d2-x
123-chizma
Yechish. Doiraning diametrini d, trapetsiyaning balandligini h, trapetsiya yon
tomonining katta asosidagi proeksiyasini x, shu tomon bilan asos orasidagi
burchakni « deb olamiz. U holda trapetsiyaning kichik asosi d-2x, balandligi

h=xtge va yuzi S= &;th =(d —x)xtga bo’ladi. Ikkinchi tomondan
chizmadan Pifagor teoremasiga ko’ra
2 2
h? = (%} —(%— x) =dx-x*> ga ega bo’lamiz. Bunga h=xtga giymatni

qo’ysak

Xtgfa=d-x—x%; xtg’a+x* =d-x; X2(1+tgza):d X X- 12 =d; x=dcos’ a
cos’ a
kelib chigadi. Shunday qilib,
S =(d —x)xtga = (d —dcos® a)d cos? @ N % _ d(l—cos2 a)d cosa -sin ¢ =d?sin® acosa

cosa
bo’ladi.
Endi S(a) =d?*sin®acosa funksiyaning eng katta giymatini topamiz.
S'(a) = d2<sin3a003a) = dz(Ssin2 acos’ o —sin’ a)z d?sin? arcos® a(3—tgza)
S'(a)=0 yoki d’sifac 0%a(3—tgza)= 0 dan sifacosa=0 bo’lgani

uchun 3-tg?x=0; tg?a=3tga=+/3 kelib chiqadi. Shartga ko’ra O<a<%

bo’lgani sababli tge=+3, «a=60" kritik qiymatga ega bo’lamiz. 0<a <60
bo’lsa tga <tg60° =/3, tg?a <3, 3—-tg?a >0 va S'(a)=d23in2acosza(3—tgza)>0
bo’ladi.

60° <ax<90° bo’lganda tg60° <tge; V3 <tge, 3<tg’cx; 3—tg’a <0 bo’lib,
S (a) <0 bo’ladi, chunki y=tgx funksiya o’suvchi. S(a) funksiyaning hosilasi
a=60" kritik giymatning chapidan o’ngiga o’tganda ishorasini “+” dan “-” ga
o’zgartirganligi uchun birinchi yetarlilik shartiga binoan funksiya « =60 bo’lganda
uning yuzi eng katta bo’lar ekan.

11-masala.Tunnelning ko’ndalang kesimi bir tomoni yarim doiradan iborat
to’g’ri to’rtburchak shakliga ega. Kesim perimetrii 25m. Yarim doira radiusi
ganday bo’lsa, kesim yuzi eng katta bo’ladi(124-chizma).



R E— X —_—
124-chizma
Yechish. Aylana uzunligini topish formulasi (¢=2R) ga binoan yarim doiraning
uzunligi 7R (R-yarim doiraning radiusi). To’g’ri to’rtburchakning asosini x,
balandligini y orqgali belgilasak kesimning perimetri shartga ko’ra
Xx+2y+mR=25 (a) bo’ladi. Kesimning yuzi to’g’ri to’rtburchak yuzi bilan yarim

doira yuzining yig’indisidan iborat, ya‘ni S:xy+%7zR2 (B) bo’ladi. x=2R

bo’lgani uchun (a) dan 2R+2y+ R =25; y:12,5—”T+2R kelib chigadi. y ning

topilgan giymatini (8) ga qo’yamiz. U holda S = 2R(12,5—7[T+2 Rj+%7zR2 =

= 25R— (7 +2)R? +%7ZR2 bir 0’zgaruvchi R ning funksiyasi kelib chigadi. Endi shu

S(R) funksiyaning eng katta giymatini topamiz.

S'(R)=25-2(7+2R+7R; S"(R) =27 +2)+7=-r—-4=—(7+4) S'(R)=0 yoki
25-2(7+2)R+R=0 dan 25-7/R-4R=0;R = 254 ~35 kelib chigadi.

T+
S"(R) = (7 +4) <0 bo’lgani uchun ikkinchi yetarlilik shartiga asosan funksiya

R=3,5m bo’lganda tunnel kesimining yuzi eng katta bo’lar ekan.

12-masala. 4 zavodga yaqin bo’lgan joydan berilgan to’g’ri chiziq bo’yicha
B shaharga qarab temir yo’l o’tqazilgan. Agar bir tonna yukni bir km ga tosh yo’l
bo’yicha tashish temir yo’l bo’yicha tashishga qaraganda m marta gimmatroq
bo’lsa, A4 dan B ga yuk tashish eng arzon bo’lishi uchun, 4 zavoddan temir

yo’lgacha tosh yo’Ini temir yo’lga nisbatan ganday « burchak ostida o’tkazish
kerak?(125-chizma).

A

ol
D a C

125-chizma
Yechish. 4 zavoddan temir yo’lgacha masofani b (AD=b), D dan B gacha
masofani a, tosh yo’l bilan temir yo’l orasidagi burchakni « orgali belgilaymiz.




1 tonna yukni tosh yo’lda 1 km ga tashish uchun d so’m sarf bo’lsin. U holda
1 tonna yukni temir yo’lda 1 km ga tashish uchun % so’m sarflanadi. Yuk 4 dan
B gacha AC km tosh yo’lda, CB km temir yo’lda tashiladi. AACD dan
trigonometrik funksiyalarning ta‘rifiga ko’ra quyidagilarga ega bo’lamiz.
AD b DC
sina sina’ AD
Demak CB=DB-DC=a-bctger. Shunday qilib tashilgan yuk A dan B gacha

b bd

AC =—— km.ni tosh yo’lda o’tib uni tashishga —— so’mni CB=(a-bctga)
Sin o SIn o

2_5 —sina, AC = — ctger; DC = ADctger = betger .

km.ni temir yo’lda o’tib uni tashishga (a—bctga)% so’m sarflanadi. U holda yukni

tashish uchun hammasi bo’lib f () = % +(a—bctga)% so’m pul sarflanadi. Endi
a

a, b, d, m larni o’zgarmas hisoblab  f(«)funksiyaning eng kichik giymatini
topamiz.
1
_bdcose  bd |, 1-mcosa m_ e

f'(a) = =hd =mbd™M | f'(x)=0 oki
(@) sin? +msin2a sin o m sina (@) y

%—COSa:O dan COSaZ%; a:arccos% kritik giymat kelib chigadi. cosa funksiya

{O; %} da kamayuvchi ekanini hisobga olsak o < arccos% bo’lganda cosa > %;

L 1 cosa 1 L
——cosa<0, f'(@)=mbdM <0 va a>arccos— bo’lganda cose <= ;
m sin? o m m

%—cosa>o, f'a)>0  kelib chigadi. Hosila a:arccos% kritik nugtaning

chapidan o’ngiga o’tganda ishorasini “-” dan “+”ga o’zgartirganligi uchun birinchi
yetarlilik shartiga ko’ra funksiya shu qiymatda minimumga ega bo’ladi.
Shunday qilib yukni 4 zavoddan B shaharga tashish eng arzon bo’lishi uchun

tosh yo’Ini temir yo’lga « = arccos% burchak ostida qurish lozim ekan.

Hususiy holda yukni tosh yo’lda tashish temir yo’ldagiga garaganda 5 marta
gimmat bo’lganda eng kam xarajat qilish uchun tosh yo’lni temir yo’lga

a= arccos% ~78° burchak ostida o’tkazish kerak ekan.

13-masala. Sayyoh 4 manzildan chiqib tosh yo’l bo’ylab shu yo’ldan 8 km
chetda joylashgan va A dan to’g’ri chiziq bo’yicha 17 km uzoqlikda joylashgan B
manzil tomon bormogda. Sayyoh B manzilga tezroq yetishish uchun tosh yo’lning
gaysi joyidan B manzilga burilishi kerak?(126-chizma). Sayyoh burilgandan so’ng
B manzilgacha yo’lsiz yuradi.

Sayyoh tosh yo’ldagi tezligi 5 km/soat, yo’lsiz joydagi tezligi 3km/soat.



126-chizma.

Yechish. Aytaylik sayyoh tosh yo’lning M nugtasidan B manzilga burilsin.
Chizmadagi D nuqta bilan M nuqgta orasidagi masofani x orqali belgilaymiz.

To’g’ri burchakli ABAD dan Pifagor teoremasiga asosan

AD =~/ AB? —BD? =172 —82 =+/289—64 =+/225=15, ya‘ni AD=15km Kkelib
chigadi.

Demak A4 va M orasidagi masofa AM=AD-MD=15-x ga teng. AMB
marshrutni o’tish uchun sarflangan vaqtni t orgali belgilaymiz. Sayyoh AM =15-x

tosh yo’Ini 5km/soat tezlik bilan 15-x

(t :% formulaga asosan) vaqt oralig’ida

bosib o’tadi. AB M dan Pifagor teoremasiga ko’ra MB=+8%+x? =/64+x’
bo’ladi. Yo’lning MB qismida 3km/soat tezlik bilan harakat gilgan sayyoh uni

2
04+ x vaqt oralig’ida bosib o’tadi. Demak AMB marshrutni o’tish uchun sayyoh

15—x+\/64+x2
5 3
giymatini topamiz.
: ( ' _ 2
t'(x):1(15—x)+1(r4+x2)_—1 1 (64+x?) _ 1, X -3/e4+x +5x
5 3 320641 5 3ehrnd  15/641x
t'(x) =0 yoKi —3v64+x* +5x=0 dan 3v64+x* =5x;

9(64+x2):25x2; 9.64+9x% =25x%; 9-64=16x>; X? 9124 x? =36, x=6

jami t= vaqt sarflaydi. Ushbu t(x) funksiyaning eng kichik

kritik giymat kelib chigadi (chunki x> 0).

' NV
y 1 64 + X2 1 64 + x? — X? 64
t"(x) = _§+ \/7 = =3 5
364+ [Vea-x | (64+x) 3(64+ X2
t"(6) = o4 - = 04 o bo’lgani uchun ikkinchi yetarlilik shartiga asosan

3(64+36), 3000
x=6 giymatda t(x) funksiya eng kichik qiymatga ega bo’ladi. Shunday qilib,
sayyoh 4 manzildan 15-6=9(km) yurgandan so’ng B manzilga burilsa u eng kam

_ 2
155 X “64;)( :% soat (t~5soatu 8 minut) sarflar ekan.

ma‘ruza. Mavzu: Funksiyaning grafigini chizish.

vagt t =




Funksiya grafigining gavariqgligi va botigligi. Egilish nuqgta.

(a; b) intervalda differensiallanuvchi y=f(x) funksiyaning grafigini
garaymiz. y=f(x) funksiya grafigining (a; b) intervaldagi urinmasi deyilganda
grafikning abssissasi  (a; b) intervalga tegishli istalgan nugtalaridan grafikka
o’tkazilgan urinmalar tushuniladi.

1-ta‘rif. Agar (a; b) intervalda differensiallanuvchi y=f(x) funksiyaning

grafigi o’zining shu intervaldagi har qanday urinmasidan pastda joylashsa, u holda
bu funksiyaning grafigi (a; b) intervalda gavariq deyiladi(127-chizma).
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2-ta‘rif. Agar (a; b) intervalda differensiallanuvchi y=f(x) funksiyaning
grafigi o’zining shu intervaldagi har ganday urinmasidan yuqorida joylashsa, u
holda bu funksiyaning grafigi (a; b) intervalda botiq deyiladi(128-chizma).
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128 - chizma
3-ta‘rif. Uzluksiz funksiya grafigining gavarig gqismini botig gismidan
ajratuvchi nugtasi grafikning egilish nuqgtasi deyiladi. (129-chizma).
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129- chizma

Funksiya grafigining botiglik, gavariqglik intervallari hamda grafikning egilish
nuqgtalarini aniglash funksiyaning ikkinchi hosilasidan foydalanib amalga
oshiriladi.

27.1-teorema. Agar (a; b) intervalning barcha nugtalarida f"(x) mavjud va
f"(x)<0 bo’lsa, u holda (a; b) intervalda y=f(x) funksiyaning grafigi gavariq
bo’ladi.

Isboti. (a; b) intervalda f"(x)<0 bo’lsin. (a; b) dan ixtiyoriy x=x, nugtani
olib M, (x,; f(x,)) nuqtada grafikka urinma o’tkazamiz(130-chizma).

¥ o4

130 - chizma

Urinmaning x abssissaga mos ordinatasini Y orqgali belgilaymiz. U holda
urinmaning tenglamasi

Y = f(x)=F'(x )J(x=%,) YOKi Y =7f(x,)+f'(x)x=%x,) (27.1)
bo’lishi ravshan.

X nugtada grafik va urinma ordinatalari ayirmasi
y=Y = F)—Fx)+ F (% )x=%)  (27.2)
bo’ladi. f(x)-f(x,) ayirmaga nisbatan Lagranj formulasini qo’llasak
f(x) - f(x,)= f'(c)(x—x,) bo’ladi, bu yerdagi ¢ x, bilan x orasidagi giymat. Ushbu
giymatni (27.2) tenglikka qo’ysak
y-Y= fI(C)(X_Xo)_ f'(Xo)(X_Xo)
yoki
y=Y =[f'(c)- (% )x—x%,) (27.3)

kelib chigadi.



f'(c)- f'(x,)  ayirmaga  nisbatan  Lagranj  formulasini  qo’llab
f'(c)- f'(x,)=f"(c,J(x—x%,) tenglikni hosil xilamiz, bu yerda ¢, ¢ bilan x,
orasidagi giymat. Oxirgi tenglikni hisobga olib (27.3) ni

y-Y= f"(Cl)(C—XO)(X—XO) (27-3)
ko’rinishda yozamiz.

X > X, bo’lsin. U holda x, <c<x bo’lib c—x, >0,x—x, >0 va (c—x, \X—X,)>0
bo’ladi.

x<X, bo’lsin. U holda x<c<x, bo’lib ¢-Xo<0, x-x,<0 va (C-X)(X-Xo)>0
bo’ladi. Ushbu tengsizlikni hamda shartga ko’ra f"(c,)<0ekanini hisobga olib
(27.4) dan y-Y <0 yoki y<Y ga ega bo’lamiz.

Shunday qilib bir xil argument x ning o’zida funksiyaning ordinatasi y
urinmaning ordinatasi Y dan kichik ekan. Bu grafik urinmadan pastda yotishini
ya‘ni grafik qavariqligini bildiradi.

2-teorema. Agar (a; b) intervalning barcha nugtalarida f"(x) mavjud va
f"(x)>0 bo’lsa, u holda (a; b) intervalda y=f(x) funksiyaning grafigi botiq
bo’ladi.

Teoremaning isboti 1 teoremaning isbotiga o’xshaganligi sababli uni
isbotlash o’quvchiga goldirildi.

3-teorema. Agar f'"(x,)=0 bo’lsa yoki f"(x,)mavjud bo’lmasa va x,
nuqtadan o’tganda ikkinchi hosila 0’z ishorasini o’zgartirsa, u holda grafikning
M, (x,; f(x,)) nugtasi y = f(x) funksiya grafigining egilish nuqtasi bo’ladi.

Isboti. Masalan, x<x, bo’lganda f"(x,)<0 va x>x, bo’lganida f'(x,)>0
bo’lsin. U vaqtda x < x, uchun grafik gavariq, x > x, uchun grafik botiq bo’ladi.

Demak, grafikning M,(x,; f(x,)) nugtasi uning qavariq gismini botiq
qismidan ajratib turadi, ya‘ni u grafikning egilish nuqtasi.

1-misol. y=x*-9x*+5x+43  funksiya grafigining qavariglik, botiglik
intervallarini hamda egilish nugtalarini toping.

Yechish. Ikkinchi hosilani topamiz:

y'=3x*-18x+5, y"=6x-18. Ikkinchi hosilani nolga tenglashtirib hosil
bo’lgan tenglamani yechamiz: y"=0, 6x-18=0, x=3.

x <3 bo’lganda y"=6(x—3)<0 bo’lganligi sababli (-oo; 3) intervalda
funksiyaning grafigi gavariq bo’ladi.

x >3 bo’lganda y"'=6(x—3)>0 bo’lganligi sababli (3,+0) intervalda grafik
botiq bo’ladi.

y(3) =3*-9-32 +5.3+43=4 ekanligini hisobga olsak M,(3; 4) nugta grafikning
egilish nuqtasi ekanligi kelib chigadi.

2-misol. y=/nx funksiya grafigining gavariqlik, botiglik intervallarini hamda
egilish nugtalarini toping.

Yechish. y=/nx funksiya (0,+) intervalda aniglangan. Ikkinchi hosilani

topamiz: y'=(£nx)’=%, y":(%j :—X—12<0.



Ikkinchi hosila (0,+«) intervalda manfiy bo’lganligi sababli y=/nx
funksiyaning grafigi bu intervalda qavariq bo’ladi. Grafik egilish nuqtaga ega
€mas.

Egri chizigning asimptotalari

Funksiyaning grafigi Oxy tekislikdagi egri chizigdan iborat bo’lganligi
sababli(agar u mavjud bo’lsa) funksiya grafigi uchun aytilgan gaplar egri chiziq
uchun ham o’rinli. Shuning uchun egri chiziq yoki funksiya grafigi deyilganda bir
narsa tushuniladi.

4-ta‘rif. Agar y=f(x) funksiya grafigining o’zgaruvchi nuqtasi grafik
bo’ylab cheksiz uzoglashganda undan biror to’g’ri chiziggacha masofa nolga
intilsa, bu to’g’ri chiziq y = f(x) funksiya grafigining asimptotasi deb ataladi.

Asimptotalar vertikal (ya‘ni Oy o’qqa parallel) hamda og’ma (ya’ni Oy oqga
paralel bo’lmagan) asimptotalarga ajratilib o’rganiladi.

1.Vertikal asimptotalar. Vertikal asimptotaning ta‘rifidan, agar
xﬁixrglof(x)zoo yoki Xﬁixr(]lof(x)zoo yoki Xfirlzf(x)zoo bo’lsa, u holda x=x, to’g’ri

chizig y= f(x) egri chizigning asimptotasi ekanligi kelib chigadi; va aksincha,
agar x=x, to’g’ri chiziq y= f(x) egri chizigning vertikal asimptotasi bo’lsa, u
holda yozilgan tengliklardan biri albatta bajariladi.

Demak, y=f(x) egri chizigning vertikal asimptotalarini topish uchun
argument x ning f(x) funksiyani cheksizlikka aylantiradigan giymatlarini topish

kerak ekan ( 131-chizma).
3-misol. y= x——2_
X+3
funsiya grafigining vertikal asimptotasini toping.
Yechish. Kinl(x—xisj =0, Shu sababli x=-3 to’g’ri chiziq grafikning vertikal
X—>— +
asimptotasidir.
4-misol. y=ctgx funtsiya grafigining vertikal asimptotasini toping.

Yechish. /imctgx=, bo’lganligi sababli funksiyaning grafigi cheksiz ko’p

X—=>Nrx

vertikal asimptotalarga ega:
X=0, X==4x, X=+2x, X=43r, ....

2. Og’ma asimptotalar. y= f(x) funksiyaning grafigi Oy 0’qqa parallel
bo’Imagan asimptotalarga ega bo’lsin. U holda bu asimptotaning tenglamasi
y =kx+b ko’rinishga ega bo’lishi ravshan. Xususiy holda k =0bo’lganda Ox 0’qqa
parallel gorizontal asimptota hosil bo’ladi. k va b ni aniglashga kirishamiz.
Grafikning M nugtasidan asimtotaga MN perpendikulyar o’tkazamiz(132-chizma).
Asimptotaning ta‘rifidan fim MN =0 ekani kelib chigadi. AM;MN dan

MN__ cosar yoki bundan M,M _ MN_ 1 osil bo’ladi. « (a;tz) o’zgarmasligini
MM cosa 2

hisobga olsak /im M,M — 1 /im MN =0 bo’ladi.
X—>+0 COS ¢ *x—+=»




¥ oy
¥ o4
- vertical
asimptota
y=fx) =+ Og'ma asimptota —m
0 / : i
0 X
131- chizma 132 - chizma
Shu sababli
MlM — yasimptota_ yepaqbuzc - (kX—|— b) — f (X) Ba
fim MM = /im(kx+b— f(x)) =0 (27.5)
X0 X—>+o0

Bundan /im x(k +9 —Mj =0.

X—>+0 X X
Ma‘lumki ikki ifodaning ko’paytmasi nolga teng bo’lishi uchun kamida
ulardan biri nolga teng bo’lishi lozim. Shuning uchun oxirgi tenglikda x — +o0, shu

sdmmifm{k+E—I99j=0lmﬂmﬁ

X300 X X
éimg =0 ekanini hisobga olsak Eim(k —@j =0 yoki bundan
k:mmi§9 (27.6)

hosil bo’ladi. (27.5) tenglikdan ~ b=/im(f(x)-kx)  (27.7)

ga ega bo’lamiz. Bunga k ning topilgan giymatini qo’ysak b topiladi.

Shunday qilib og’ma asimptotaning k, b parametrlari mos ravishda (27.6) va
(27.7) formulalar yordamida topilar ekan. (27.6) va (27.7) limitlar mavjud
bo’lganda  y=kx+b to’g’ri chiziq y=f(x) funksiyani og’ma asimptotasi
bo’lishini ko’rsatish qiyin emas. Agar (27.6) va (27.7) limitlardan aqalli bittasi
mavjud bo’lmasa, u holda y=f(x) funksiyaning grafigi x—-+w da og’ma
asimptotaga ega bo’lmaydi.

Funksiya grafigining x —— dagi og’ma asimptotasi ham shunga o’xshash
topiladi. Umuman olganda funksiyaning grafigi x — + da va x ——o da ikkita har
xil og’ma aismptotalarga ega bo’lishi mumkin.

2
5-misol. y = XX :11 funksiya grafigining asimptotalarini toping.

2
Yechish. £im1 Xx +11=oo, bo’lganligi sababli x=-1 to’g’ri chiziq grafikning
X—— +
vertikal asimptotasidir. y=kx-+b og’ma asimptotani izlaymiz.
1 1
Xz(l-f-j 1+ —
2 2
k= im 1) _pim X+ iy X _ fim—xt 10

x—>o X X—>0 X(X+1) X—>0 X2 1 X—>00 1+1 _m_ )
X X



2 2 _ _
b = lim (f (x)—kx) = ¢im| X2 1. x |z pim XXX g 12X g x 021 g
X—>00 x—ol X+1 X—00 X+1 x—wo X +1 x—>ool+1 1+0

Demak, y=x-1 to’g’ri chiziq grafikning og’ma asimptotasidir.
6-misol. y=e™ +x funksiya grafigining asimptotalarini toping.
Yechish. Vertikal asimptota mavjud emas, chunki funksiya butun son o’qida

aniglangan.
Og’ma asimptotalarni izlaymiz:

1) k= sim 1) _ pim & X _ zim(iﬂj:l,

X—+0 ¥ X—>400 X x—>+o0| @%x

b= fim(f(x)—k-x)= fim({e™ +x—1-x)= fim = =0.

X—>+0 e

Demak, y=x to’g’ri chiziq grafikning x — +oo dagi og’ma asimptotasidir.

2) k = fim 1) _ fim(ex +1j= fim & 41,

X—>—0 X X—>—00l X x——0 X

e—X
X ——o da

» nisbat 2 ko’rinishdagi anigmaslik. Unga Lopital qoidasini
(e8]

qo’llasak k= X{irr;(eT,)H: fim —
og’ma asimptotaga ega emas.

Asimptotaning ta‘rifidan chegaralangan egri chiziqlar asimptotalarga ega
bo’lmasligi kelib chigadi(masalan, aylana, ellips va hakozo). Chegaralanmagan
egri chiziglar orasida asimptotaga ega bo’lganlari ham bo’lmaganlari ham mavjud.
Masalan, giperbolaning ikkita og’ma asimptotalarga ega ekanligi ma‘lum. Parabola
esa asimptotaga ega emas.

Funksiyani to’la tekshirish va grafigini chizish
Funksiyani to’la tekshirish deyilganda quyidagilar nazarda tutiladi.
1. Funksiyaning aniglanish sohasini topish.
2. Funksiyaning uzluksizlik intervallari, uzilish nugtalari hamda bu nugtalardagi
bir tomonlama limitlarni topish.
3. Funksiyaning o’sish va kamayish intervallarini topish.
4. Funksiyaning ekstremumlarini topish.
5. Grafikning gavariglik, botiglik intervallari hamda egilish nugtasini topish.
6. Grafikning asimptotalarini topish.

Yuqoridagi bandlarga to’liq javob olingandan so’ng wularga asoslanib
funksiyaning grafigi chiziladi.

1-eslatma. Grafikni yasashda uning koordinata o’qlari bilan kesishish
nuqtalarini topish foydalidir.

2-eslatma. Grafikni yasash oldidan funksiyaning juft yoki togligini aniglash
foydalidir.

7-misol. y=e> funksiyaning grafigi chizilsin.

Yechish. 1. Funksiya (-oo; +0) intervalda aniglangan.

2. Funksiya butun son o’qida uzluksiz.

+1=0 bo’ladi. Demak, x ——oo da grafik




3. y':(efxz)' —e™ -(— xz)' =-2x-e¥.

e >0 bo’lganligi sababli x<0 da y'’>0 va x>0 da y'<0 bo’ladi. Demak
funksiya (—oo; 0) intervalda o’sadi, (0; +o0) intervalda esa kamayadi.

4. Funksiyaning hosilasini nolga tenglashtirib, hosil bo’lgan tenglamani
yechib funksiyaning kritik nugtalarini aniglaymiz:

y'=—2x-e* =0. Demak, x=0 kritik nugta.

Bu kritik nuqtaning chapidan o’ngiga o’tganda hosila ishorasini plyusdan
minusga o’zgartirganligi uchun x=0 nuqtada funksiya maksimumga ega.
Yma = ¥(0) =€° =1.

5. Ikkinchi hosilani topamiz:

y' = (— 2x-e7" ) =20 2xe™ () =267 14 =22 1)
Buni nolga tenglashtirib yechsak grafikning egilish nugtalarining abssissalari
hosil bo’ladi.
e™ 20 bo’lganligi uchun 2(2x2 —1)-e*X2:O tenglamadan  2x* -1=0,
1 . . 1
—— ga ega bo’lamiz. Demak grafikning x,=-— va x,=-—"—
N2 ga cg z g g X N 2=
ol 1.1 1.1 : : - -
abssissali |-—;—=| va |—=;—= nuqgtalari uning egilish nuqtalaridir.
[ 72 @) (ﬁ @j | ) |

X :1,x=i
2

(—oo; —%) va (%;Moj oraliglarda y"'>0 bo’lgani uchun grafik bu oraliglarda
1

botiq, (—%; Ej oraligda y"<0 bo’lgani uchun bu oraligda grafik qavarigq.

6. Funksiya x ning barcha giymatlarida aniglanganligi uchun uning grafigi
vertikal asimptotalarga ega emas. Grafikning og’ma asimptotalarini aniglaymiz.

k= imY = sim®— = sim—L_—o,
X—>00 X X—»00 X X—>00 XeX
. (L 1
b:mm(y—k-x)zflm(e —O-X)zmm —=0.
X—00 X—00 X—>00 eX

Demak, y =0, ya‘ni Ox 0’q grafikning asimptotasidir.
y=e~* funksiyaning grafigi Gauss egri chizig’i deb ataladi. U 133-chizmada
tasvirlangan.

(0:1)

133- chizma
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