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1. IKKINCHI, UCHINCHI TARTIBLI ANIQLOVCHILARNI HISOBLASH

1.1) a1, a1, @21, a2 haqiqiy sonlar berilgan bo’lsin ikkinchi tartibli determinant (yoki

a; 8y Q| _ .
= an1dz2 — ar2az: tenglik

aniglovchi) deb, kabi belgilanuvchi va

21 a‘22 21 a22

bilan aniglanuvchi songa aytiladi
Berilgan ai1, a2, a13, a1, a2, az3, as1, as2, a3 haqiqiy sonlardan tuzilgan aiiaz»ass + aoazs
a31+a13 A21 A32 - A11823332 - A12 A21 A33 - A13A2831  yig'indiga teng va
all alZ a13
a, @, ay|kabi berilgansonga uchinchi tartibli determinant deb ataladi. Uchinchi tartibli
a31 a32 a33
determinantlarni uchburchaklar usulida, Sarryus usulida hamda biror satr yoki ustun
elementlari bo’yicha yoyib hisoblash mumkin.
1.2)  Uchburchaklar usuli:
alS
(+) |a,
a‘31
d11a22a33 + 821832813 + 31812823 - 411823832 - 12 d21 833 - 413822831

1.3) Sarryus usuli:

:61118226133 +az1a32a13+as31a12a23- d11823a32 - 12 d21 A33 - A13A22a31

A
a
1.4) Birinchi ustun elementlari bo’yicha yoyib hisoblash:

A a, a a, a a, a
22 23 12 13 12 13
a, ad,; dy|=an - +
32 33 a32 33 a22 a23
a‘31 a'32 a33
. 3 -
Misol 1: [, |=35-(4)2=15+8=23

1.5) Uchinchi tartibli determinantlarni uchrurchaklar usuli, Sarryus usuli hamda biror ixtiyoriy

satr yoki ustun elementlari bo’yicha yoyib hisoblang:



1 1 1
Misol 2: |2 -3 1|=1(-3)(-5)+114+2(-1)1-1(-3)4-12(-5)-1(-1)1= =15+
4 -1 -5
4-2+12+10+1=40
1.6) Determinantning asosiy xossalari yordamida yugori tartibli determinantlar quyi
tartibli determinantga kelteriladi.
31 2

Misol 3: det = |2 1 1| bu determinantni biror satr yoki ustunda nollar hosil gilib
1 0 2

hisoblaymiz. Buning uchun 1-satrni (-1) ga ko’paytirib 2-satrga qo’shamiz:

3 1 2
-1 0 -
1 0 2

2 —ustun elementlari bo’yicha yoyib yozamiz:

Det= 1-(-1)**?

-1 —
i 21‘ =-(-2+1)=1

3 5 7 2
. 2 3 4 : o
Misol 4: Determinantni hisoblang.
-2 -3 3 2
1 3 5 4

Determinantni hisoblash uchun biror yo’l yoki ustunda nollar hosil qilamiz. Buning
uchun 2-satr elementlarini (-3) ga ko’paytirib 1-satr elementlariga, 2-satrni 2 ga ko’paytirib 3-
satr elementlariga go’shamiz, 4-satr elementlaridan 2-satr elementlarini ayiramiz. Natijada
berilgan determinant quyidagi ko’rinishga keladi:

0 -1 -2 -10

2 3 4

Det =
0 1 9 10
0o 1 2 0

Determinantni 1-ustun elementlari bo’yicha yoyib yozamiz:

-1 -2 -1
Det=-(1 9 10
1 2 0

1- satr elementlariga 2- satr elementlarini hadma-had qo’shib, 1 —satr elementlari bo’yicha

yoyib yozamiz:



07 0

11
Det=1 9 10 =7 - =-70
1 0
1 2 0
a,; da, .. Q,
a d, ... a
17) Det=|* "% 2
anl anZ . ann

n- tartibli determinantning ajj elementining algebraik to’ldiruvchisi

Aij =(-1) ™ Mjj formula bo’yicha hisoblanadi, bu yerda Mj; ajj elementning minori.

3 -4 5
Berilgan 2 -3 0 determinantning barcha algebraik to"ldiruvchilarini toping.
1 6 10
-3 0 2 0
A = ()M =-30; A1 = (-1)2 = -20;
w7 e g 2= (1) ‘110‘
2 -3 -4 5
Arz = (1)1 - = 15; Az = (1% = 70;
=T g 2= 6 10
3 5 3 -4
Az = (-1)%2 . = 25; Az = (-1)*3: =-22;
2= () ‘1 10‘ S
-4 5 35
Az = (-1)3*1 = 15; Az = (-1)32 =10;
= (1) 3 0 2= ‘2 0
3 -4
Asz = (-1)%3 . =-1.
= (1) 2 -3
Determinantning ixtiyoriy satr  yoki  ustun elementlarining 0’z  algebraik

to’ldiruvchilariga ko’paytmalarining yig’indisi uning kattaligiga teng degan xossaga ko’ra, har

ganday determinantni ixtiyoriy satr (ustun) bo’yicha yoyib yozish mumkin.

Tartiblari bir hil bo’lgan 2 ta determinantni go shish amali hossasini fagatgina bittadan

mos satrlari (yoki ustunlari) farq gilgandagina qo"llash mumkin:

Ay Qp A CH a12 a13 ay a, a5
Ay 8y Ayl4 Ay 8yp  Ayl= Ay, Ay, Ayg
Ay 8y Ay b31 b32 b33 a; + b31 as, + bsz Ags + b33
1 3 -2 1 -3 -2 1 0 -2
Misol5: |8 9 5 [+]|8 -9 5 |=|8 0 b5 |=
12 3 6 12 -2 6 12 1 6
— L —13+2 1 -2 _ _
—1:(=1) |8 5|_ (5+16) = —21.



1.8) Bir hil n-tartibli A va B determinantlarni ko paytirish quyidagi formula asosida amalga

oshiriladi:

cik=Za1—j-bjk i=12,..n j=1,2,..,n
j=1
Misol:|3 2|.|1 ?|:|3-1+2-6 3:-7+2-9 :|15 39
4 51 l6 9 4-1+5-6 4-7+5-9 34 73

1. Mustagqil yechish uchun misollar:

Quyidagi ikkinchi tartibli determinantlarni hisoblang:

‘—7 6‘ ‘10 —5‘
1.1. 1.2.
5 -4 9 -8
13 Ja++db Ja-+b L4 sinl®  sing89’
Wa-+vb Ja+b " |-cosl® cos89°
(X+y)/x 2x/(x—y)
1.5. ) ) ) )
(Y=X)/(x"=y") (y—x)/(x"-Yy)

1.6. Tengsizliklarni yeching:

x 1 B 2
a) < ,
-4 x 1 x
Quyidagi uchinchi tartibli determinantlarni qulay usulda hisoblang:
2 3 4 a 1 a
17.5 -2 1 18 |-1 a 1
1 2 3 a -1 a
5 3 2 1 2 3
19.-1 2 4 1.10. 8 1 4
7 36 2 11
Determinantlarni 3-ustun elementlari bo’yicha yoyib hisoblang:
1+cosa 1+sina 2cos’al2 sina
1.11. [l-sina 1+cosa 1.12. [2cos*b/2 sinb
1 1 1 0

2 MATRITSALAR USTIDA AMALLAR
Matritsalar ustida quyidagi chizigli amallarni bajarish mumkin.
1. Matritsani songa ko’paytirish uchun uning barcha elementlari shu songa ko’paytiriladi. k#0

son hamda



ka, ka, ka,

tenglik o’rinli
ka, ka,, kazaj englik o’rinli

_ (@i dp A . . 5 _
A= matritsa berilgan bo’lsa, Ak=
aZl a'22 a23

bo’ladi.
O’lchamlari bir hil bo’lgan A va B matritsalarni qo’shish uchun mos elementlari
qo’shiladi:
= [bll Dy blsj bo’lsa, A+B=({jlll thy 8y +b, A, blSJ matritsa hosil bo’ladi.
b,y b, by ay+b, ay,+b, a,+by,
2. Matritsalarni ko’paytirish.
Agar A matritsaning ustunlari soni B matritsaning satrlar soniga teng bo’lsa A ni B ga

ko’paytirish mumkin, nxm o’Ichovli A=(aik) matritsani mxp o’lchovli B= (bik) matritsaga

quyidagi formula bo’yicha ko’paytiriladi.
Cik= Zai D
=l
Amallarni bajaring:

2 4 1 0 21 T
2.1. A= B= A+B matritsani toping.
-1 0 2 11 2

2 4 1 0 21 240 4+2 1+1 2 6 2
A+B = + = =
-1 0 2 1 1 2 -1+1 0+1 2+2 01 4

7 12 26 45 U
2.2. A= B= A'B matritsani toping.
-4 7 15 26

7 -12][26 45] [7.26+(-12).15 7.45+(-12).26] [2 3
_ 4264715 —445+726 | |1 2

AB .
15 26

Mustagqil yechish uchun misollar:

Berilgan matritsalar ustida talab gilingan amallani bajaring.

1 5 3 2
2.3. A= B= L 2A-B=?

12 -4 4
1 -1 -3 0 3 2

2.4. A= B= 3A-2B=?
2 1 5 -1 4 1

7 0 2 2| |1 18
25.13 1|31 -1|+|4 -5
“1 2| |-1 o] |3 1



-3
2

4
1
0 2

26.C=(1 2 3), F{

-

-1

2 1

?

A*B

-1

0 0

=2

A*B

27.A=|0 1 O

=7

2A%+3A+5E

E-birlik matritsa

?

A*B-C?

=7

C=(2 0 5), E- birlik matritsa A*B*C-3E

:

1 2 -3
1 0 2|, B=

4 5

3

|
.|

212. A

?

A*B

1
O 1 N
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Matritsalar ustida amallarni bajaring:

2
217. A= 303 , B= 3 2A+5B=?
4 1 1 -2
3 5 7 1 2 4
218. A=|2 -1 0 B=| 2 3 -2 A+B=?
4 3 2 -1 0 1
1 -1 3
2.19. A= C= A*C=?
2 1 5
1 -1 11
2.20. =2 2 F=|2 3 A*F=?
0 10
4 3 5 7
2.21. A= B= A%-A*B+2BA=?
2 1 -1 2
0 -1 3
1 -3 0
2.22. A:[ ) B={3 5 2 A*B=?
2 5 1
4 -2 1
1 31 2 1 0
223. A=|2 0 4 B=|1 -1 2 A*B=? B*A=?
1 2 3 3 2 1
1
2.24. A= 2 A?+A+E=?

3. DETERMINANT XOSSALARI. MINOR VA ALGEBRAIK TO’LDIRUVCHILARGA

DOIR MISOLLAR

Mustaqil yechish uchun misollar:

5 7 -
31. a) |2 3 4|, det, As2 nitoping.
6 1 9
7 -3 0 4
b) A:2 Lo1o» da As ni toping.
3 6 -1 -3
8 1 1 1



Determinantlar xossalaridan foydalanib, nollar yig’ib hisoblang:

7 -2 3 1 b 1
3.2. 0 O 1 33. 10 b 0
2 1 -4 b 0 -
-x 1 X 5 3 2
3.4. 0 -x -1 35. -1 2 4
X 1 -—-x 7 3 6
sina 1 cos’a sina cos2a cos’a
3.6. sin’b 1 cos’h 3.7. lsin’b cos2b cos’b
siny 1 cos’y sin?y cos2y cos’y
X X ax+bx a+b ¢
3.8. y y ay+by 39. |b+c a
Z 7z az+bz c+a b
7 2
3.18. A= > = ; AB=?
3 4 1 7
7 0 O 4 -1 1
3.19. -8 1 -1 3.20. 1 2 1
3 6 -4 -3 1 -2
1 2 -3 1
-1/13 2/13 0
30 1 -
3.21. -0,125| -3 5 1 3.22.
2 0 4 1
26 26 26
51 2 1
1 2 3 4
11 1
2 3 4 1
3.23. 2 3 4 3.24.
3 4 1 2
4 9 16
4 1 2 3
0 6 3 51
-3 2 410 2 3 4
3.25. 5 1 4 3 2 3.26. |2 a+3 b+4
-3 8 7 6 1 c+3 d+4
1 0 3 4 0
1 -3 -5 1 3 -5
8

3.27. 4 2 1|+ |4 -2 1 3.28.
7 6 -6 7 6 -6

6f |7 6

98‘

10



4. MATRITSA RANGINI HISOBLASH.

TESKARI MATRITSANI TOPISH

a;, 4, . . . Q,
a a - |

1 ) A: 21 22 2n (1)
a a a

ml mn

A matritsaning rangi deb noldan fargli minorlarning eng yugori tartibiga aytiladi va
rang(A) kabi ifodalanadi.
Matritsa rangi ikki usulda topiladi:
1. Matritsa rangi ta’rifga asoslangan “minorlar ajratish” usuli;
2. Matritsa ustun va satrlarida nollar yig’ib hisoblashga asoslangan “Gauss algoritmi”.
Misol 1. Matritsa rangini hisoblang:
2 -1 3 -2 4
A=|4 -2 5 1 7 A matritsa 3x5 tartibli, demak uning rangi 3 dan yuqori bo’Imaydi.
2 -1 1 8 2

Uchinchi tartibli minorlarni hisoblaymiz:

2 -1 3 2 -1 -2
Mi=|{4 -2 5=-4-10-12+12+4+10=0 M,=|4 -2 1 |=-32-2+8-8+32+2=0
2 -1 1 2 -1 8
2 -1 4 -1 3 -2
Ms=|4 —2 7|=-8-14-16+16+8-14=0 M,=|-2 5 1 |=-40-3+4-10+48+1=0
2 -1 2 -1 1 8
3 -2 4
Ms=[5 1 7|=6-14+160-4+20-168=0
1 8 2

Barcha uchinchi tartibli minorlar nolga teng. Ikkinchi tartibli minorlarni hisoblaymiz:

-1 3‘

=5+6=1 M' % 0 r(A)=2
~2 5

Bu usulda noldan fargli minor topilgunga gadar hisoblashlar davom etadi. Shuning uchun tartibi
kattarog matritsa rangini hisoblash bir muncha giyinchiliklarga olib keladi.

Misol 2. Matritsa rangini elementar almashtirishlar yordamida nollar yig’ib hisoblaymiz:

11



25 31 17 43 25 31 17 43 25 31 17 43

A_759453132 0 1 2 3 0 1 2 3
|75 94 54 134 0 1 3 5 0O 0 1 2
25 32 20 48 0 1 3 5 0O 0 0 O

31 17 43

bu matritsaningrangi | 1 2 3 | matritsa rangiga teng.
o 1 2

31 17 4 31 17 43

1 2 3[=40%0 rrt 2 3 |=3

0o 1 2 0o 1 2

Demak, berilgan matritsaning rangi ham 3 gateng. r(A)=3
(1) ko'rinishdagi A matritsa uchun teskari matritsa 2 usulda topiladi:
1. Kilassik usuli;
2. Jordan usuli.

2 3 2
Misol 3. A=|5 1 4 | matritsa uchun teskari A" matritsani klassik usulda toping.
1 -2 -1
(A A Ay
Klassik usulda teskari matritsa A‘lzm A, A, A, (2)
Az Aym Ay

formula bo’yicha hisoblanadi. Bu yerda |A| berilgan matritsa determinanti.  Ajj(i=1, 2, 3; j=1,

2, 3) transponirlangan matritsaning algebraik to’ldiruvchilari.

2 3 2
A=5 1 4]=-2+12-20-2+15+16=43-24=19#0. Demak, A matritsa maxsusmas matritsa.
1 -2 -

A teskari matritsa mavjud. Algebraik to’ldiruvchilarini hisoblaymiz:

1 4 3 2
A11= =-1+8=7 Ao1=- =-(-3+4)=-1
-2 - -2 _
3 2 5 4
A31= =12-2=10 A12=- :-(-5_4):9
1 4 1 -
P L P Ao=-° =(8-10)=2
22— 1 - - - 32= 5 4 = =
A= 1 l=10-1=11 A= - % =(a-3)=7
R 2T o B

12



A_2
3=\

3
‘ =2-15=-13
1

Ajj larni (2) formulaga qo’yamiz:

7 -1 10
A1=1/19| 9 -4 2 | teskari matritsaning to’g’ri topilganini
-11 7 -13
AAl=E 3)
formula bo’yicha tekshiramiz:
2 3 2 7 -1 10 14+27-22 -2-12+14 20+6-26
5 1 4 *1/19] 9 -4 2 |=1/19*| 35+9-44 -5-4+28 50+2-52|==1/19
1 -2 -1 -11 7 -13 7-18+11 -1+48-7 10-4+13
19 0 O 1 00
*0 19 0 (=0 1 0|=E
0O 0 19) |0 0 1

Demak, A~ tog'ri topilgan.

1 2 1
Misol 4. A={-1 -1 -3
4 3 -2

|A|=16+£0 teskari matritsa mavjud. Teskari matritsani Jordan usulida topamiz. Berilgan matritsani
birlik matritsa hisobida kengaytirib, elementar almashtirishlar bajaramiz, bu usulni to chap
tomonda A matritsa o’rnida birlik matritsa hosil bo’lguncha davom ettiramiz, 0’ng tomonda hosil

bo’lgan matritsa berilgan matritsaga nisbatan teskari matritsa bo’ladi.

(A|E)~(E|A™1) - Jordan usuli algaritmi.

1 2 1 101 1 2 1,1 0O 121 100
-1 -1 -3y 010 ~(0 1 -2|{1 10 ~ 01|-2 110
4 3 -2 001 0 -5 -6(-4 01 0 0-16 1 5 1
1 2 1 1 0 0 1 0 5] -1 -2 0
~0 1 - 1 1 0 ~|0 1 0| 14/16 6/16 -2/16|~
0 0 1| -1/16 -5/16 -1/16 0 0 1| -1/16 -5/16 -1/16

1 0 0 |-11/16 -7/16 5/16 -11 -7 5
~[0 1 0 |14/16 6/16 -2/16 Al=1/16| 14 6 -2
0 0 1|-1/16 -5/16 -1/16 -1 -5 -1

teskari matritsa to’g’ri topilganini (3) formulaga qo’yib tekshiramiz:

13



1 2 1 -11 -7 -5

AA1=1/16| -1 -1 -3|*| 14 6 -2|=

4 3 -2 -1 -5 -1

-11+28-1 -7+12-5 5-4-1

=1/16| 11-14+3 7-6+15 —-5+2+3|=
—44+42+2 -28+18+10 20-6+2
16 0 O 100
=1/16/ 0 16 0 [=|0 1 0| demak, teskari matritsa to’gri topilgan.
0 0 16) \0 0 1
Mustaqil yechish uchun misollar:
Berilgan kvadrat matritsaning determinantlari, normalari va ranglari topilsin:
L 2 -1 0 8
41. a)A= b)A=| 5 9 0
-2 0
0 4 3
2 340
212 1 570
c)A=|1 1 1 d) A=
3110
2 3 2
0 001
Quyidagi matritsalar rangini minorlar ajratish usuli bilan hisoblang:
2 -4 3 1 0
2 1 -2 3
1 -2 1 -4 2
4.2. = 43. A=|-2 9 -4 7
0O 1 -1 3 1
-4 3 1 -1
4 -7 4 -4 5
0 2 -4
-1 -4 5
44, A=|1 2 3 45 A=| 3 1 7
0 5 -10
2 3 0
1 2 1 3
2 -1 3 -2 4
4 -1 -5 -6
46. A=|4 -2 5 1 7 4.7. A=
1 -3 -4 -7
2 -1 1 8 2
2 1 -1 0

Quyidagi matritsalar rangini elementar almashtirish usuli bilan hisoblang:

14



1 21 3 4 1 7 5 8 9 2
48. |3 4 2 6 8 49.13 21 15 24 27 6
1 218 4 2 14 10 16 18 4
1 2 3 4 1 0200
410. |2 4 6 8 411. (0 1 0 2 O
3 6 9 12 2 0400
4 3 -5 2 3
24 19 36 72 -38
8 6 -7 4 2
49 40 73 147 -80
412. 14 3 -8 2 7 4.13.
73 59 98 219 -118
4 3 1 2 -5
47 36 71 141 -72
8 6 -1 4 -6
17 -28 45 11 39
24 -37 61 13 50 47 -67 35 201 155
414, |25 -7 32 -18 -11 415. |26 98 23 -294 6
31 12 19 -43 -55 16 —-428 1 1284 52
42 13 29 -55 -68
Berilgan kvadrat matritsalar uchun teskari matritsani ikki usulda toping:
-1 1 1 3
4.16. 4.17.
4 2 2 6
) 1 11
a
4.18. (i . j 419. |1 0 2
ctga
J 12
1 -1 1 2 5 7
420. |-38 41 -34 421. |6 3 4
27 =29 24 5 -2 -3
3 -4 5
422. |2 -3 1
3 -5 -1
Quyidagi matritsali tenglamalarni eching:
1 2 -3 1 -3 0
4.23. 424. |13 2 -4 |X=|10 2 7

1 2\, (35
e *
2 -1 0) 10 7 8

15



5. CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASINING YECHIMI HAQIDA KRONEKER -
KAPELLI TEOREMASI

a,, X, +a,X, +.+ 8, X, =b;

Im™m
Ay X, + 85X, +. 8, X, =D,

1)

X +a,X, +..+a,, X, =D

Kroneker-Kapelli teoremasi (1) chizigli tenglamalar sistemasining birgalikda yoki
birgalikda emasligini aniglaydi.

(1) chizigli tenglamalar sistemasining asosiy va ozod hadlar hisobiga kengaytirilgan
matritsasini tuzamiz:

all 8.12 alm
a,, a,, ...a

A: 21 22 2m (2)
anl an2 anm

ae ) @)

Teorema. Agar A matritsa rangi B matritsa rangiga teng bo’lib, noma’lumlar soniga
ham teng bo’lsa, ya’ni r(A)=r(B)=m bo’lsa, (1) tenglamalar sistemasi aniq bo’ladi, sistema
birgalikda bo’lib yagona yechimga ega bo’ladi.

Agar r(A)=r(B)<m bo’lsa, (1) sistema birgalikda bo’lib, cheksiz ko’p yechimga ega
bo’ladi.

Agar r(A)<r(B) bo’lsa, sistema birgalikda bo’lmaydi, sistema yechimga ega
bo’Imaydi.

Misollar ko’ramiz: 5.1. Quyidagi sistemalarni birgalikda yoki birgalikda emasligini
tekshiramiz:

X + 3X, + SX;+ X, + 9%, =1
a) < X — 2X,+ 3X;— 4X,+ 5%, =2
2X, +11x, +12X, + 25X, + 22X, =4
Buning uchun asosiy va kengaytirilgan matritsa rangini topamiz:

1 3 5 7 9 1 357 9 1 3 5 7 9
A=|1 -2 3 -4 5|~(3 9 152127|~|1 3 5 7 9
2 11 12 25 22 2 11 12 25 22 2 11 12 25 22

2- satr elementlaridan 1- satr elementlarini ayiramiz:

16



135 7 9
A~|0 0 0 0 O r(A)=2
2 11 12 25 22

135 7 910
B=|1 -2 3 -4 5 |2
2 11 12 25 22 |4

bu matritsa rangini topish uchun yana yuqoridagi ishni takrorlaymiz, natijada B matritsa
quyidagi ko’rinishni oladi.

1 3 5 7 91 7 9 1
B~|/0 0 0 0 Of| B=|0 0 1
2 11 12 25 22 |4 25 22 4

matritsa rangini topamiz:
7 91
M=|B|=[|0 0 1=225-154=71; r(Bi) =3
25 22 4
Demak, r(B)=3 bo’lib, r(4)#r(B) vasistema birgalikda emas.
X, +5X, +4x, +3x, =1
b) 12X, — X, +2X,— X, =0
SX, +3X, +8X; + X, =1
Sistema birgalikda yoki birgalikda emasligini tekshiring.
Ozod hadlar hisobiga kengaytirilgan matritsa tuzamiz:
1 54 31
B=|2 -1 2 -1)0
5 38 11

3- satr elementlaridan 1- satr elementlarini ayiramiz:

1 54 31 1 54 3 1 54 31
B=2 -1 2 -1 [0|~|2-12 -1 10~ |2-12-110
4-2 4 -2 10 2-1 2 -1 [0 0 00 010
r(A)=r(B)=2 ekanini ko’rish mumkin. Demak, sistema birgalikda.
Mustaqil yechish uchun misollar:

Berilgan chizigli tenglamalar sistemalarining birgalikda yoki birgalikda emasligini

tekshiring.
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X +X,+ X =1 X+ X, + X;=1
5.2, X +X, +2X%; =1 53. ¢ X+ X, +2X; =1
X, + X, +3X; =2 2X, +2X, +4x, =1
2X+3y+2z= 9
X +2X, — X5 =1
54.1 x+2y-3z=14 5.5.
X, +4X, =3X, =7
3X+4y+ z=16
X + 3X, + 5X;—-2X, =3
2X1— X2:3 1 2 3 4
X, + 4X, — 2X, +3X, = 2
5.6. ¢3x, —=5x%, =1 5.7.
- X, — 2X,-12X, -7X, =4
4%, —7x, =1
3%, +11x, + X, —4x,= 7
3%, +2%X, = 4
X, —4x, =-1 X + 95X, + 4%, =1
5.8. 7%, +10x, =12 5.9. 2%, +10x, + 8%, =3
5x, + 6x,= 8 3%, +15x, +12x; =5
3%, —16x, =-5
X, —3X, +2%X; =-1 X, +2X, —4X, =18
5.10. X, +9%, +6X; = 3 5.11. 43X, — X, +4X; = 4
X +3X, +4%;= 1 2X, + X, +5X; = 0

2X, + X, +3X; =5

X +2X, — X3 =1
5.12. ¢ X, —3X, +5%X, =4 5.13.
2%, + 4%, —3X; =2

2X, + X, +5X; =0

X, =3X, + 5X;+ 7X, + 9, =1
X +2X, — X; =1
5.14. 5154 X — 2X,+ 3X;— 4X, + 5X; =2
2X, +4X, —3%X, =5
2X, +11x, +12%, + 25X, + 22X, =4

X, +2X, +3X; =14 3X, +2X, = 4

3%, +2X, + X3 =10 X, —4x, =-1

516. ¢ X+ X, + X;= 6 5.17. ¢7x, +10x, =12
2X, +3X, — X3 =5 5x, + 6x,= 8
X + X, =3 3%, —16x, = =5

3X, —5X, +2X; +4x, =2
5.18. 47X, —4X, + X;+3X, =5
S5X, +7X, —4X, —6X, =3
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6. CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASINI KRAMER

HAMDA TESKARI MATRITSA USULI BILAN YECHISH
1. Chizigli tenglamalar sistemasini yechishning Kramer formulasi determinantlardan
foydalanib sistema yechimini topishdir.
Sistema yechimi Kramer formulalari deb atalgan quyidagi formulalar bo’yicha
topiladi:

x—Al X _A X _ 4 X Y
AT TP A AT A

Bu yerda A noma’lumlar oldidagi koeffitsiyentlardan tuzilgan kvadrat matritsa
determinanti, A1, Az, As, ..., An lar asosiy matritsada mos ravishda 1, 2, 3, ..., n-ustun
elementlarini ozod hadlar bilan almashtirishdan hosil bo’lgan determinantlar. Shuni
ta’kidlash kerakki, sistemada noma’lumlar va tenglamalar soni teng bo’lgan hollarda
Kramer formulasini qo’llash magsadga muvofiq.

Agar A#0 bo’lsa, sistema yagona yechimga ega bo’ladi.

Agar A=0 bo’lib, A1, A2, Az lardan kamida bittasi noldan farqli bo’lsa sistema
yechimga ega emas.

Agar A=0 bo’lib, A1=A>=Asz=...= Ay=0 bo’lsa, sistema anigmas, cheksiz ko’p
yechimga ega bo’ladi. Formulani 3 noma’lumli 3 ta chiziqli tenglamalar sistemasi misolida
keltiramiz:

A X, +a,X, +aX; =h
Ay X + 85X, +axX; =Dy (1)
Ay X, + 85X, + 85X, =Dy

sistema uchun

ay 8, g b, a, aj
A=lay 8, ay, A =b, a, ay,

dy 83 Ag b, a;, a

a, b a, a;, a, b

A, =12y b, ay, Ay=lay a, b,

ay b, ay a; ayp b

Buni misollarda ko’ramiz: 6.1-misol.
X +2X,+ X;= 8
a) 13X, +2X, + x5 =10 sistemani Kramer formulasi bilan yeching.
4%, +3X, —2X; = 4
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1 2 1
A=3 2 1| =-4+8+9-8-3+12=14
4 3 -2

A#0 bo’lgani uchun sistema aniq yagona yechim Kramer formulalari yordamida

topiladi.
8 2 1
A, =10 2 1|=-32+8+30-8+40-24=14
4 3 -2
1 8
A,=[3 10 1| =-20+32+12-40-4+48=28
4 4 -2
1 2 8
A, =13 2 10 =8+80+72-64-24-30=42
4 3 4
14 28 42
X, =—=1, X, =—=2, X,=—=3. 1:2:3
14 2 14 14 (1:2:3)

4%, +2X, +3X; =2
b) 43x, +8x,— X; = 8 sistemani Kramer formulasi yordamida yeching.
9%, + X, +8x,= 0
4 2 3
A=2 8 -1 =256+6-18-216-32+4=266-266=0
9 1 8
A=0 Kramer teoremasiga ko’ra, sistema yoki aniqmas, yoki birgalikdamas. Aj ni

hisoblaymiz:

2
8 8 -1 =-128+24-128-2=-234#0
0 1
A=0, A1#0 bo’lgani uchun Kramer teoremasiga ko’ra sistema aniqlanmagan.
—2X + Xy, — Xg= 7
C) 4X, +5X, —3X, =5 Kramer formulasiga ko’ra yeching.
X, +3X, —=2X; = 1

-2 1 -1
A=l4 5 -3 =20-3-12+5+8-18=33-33=0
1 3 -2
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A=0, demak sistema yoki aniqmas, yoki birgalikdamas. A1, Az, Az larni hisoblaymiz:

7 1 -1
A, =-5 5 -3 =-70+15-3+5-10+63=83-83=0
1 3 -2
-2 7 -1
A,=14 -5 -3 =-20-21-4-5+56-6=56-56=0
1 1 -2
-2 1 7
A; =14 5 -5 =-10-5+84-35-4-30=84-84=0
1 3 1

A=0, A1=A>=A3=0 bo’lgani uchun sistema aniqmas, cheksiz ko’p yechimga ega.

Sistemani Gauss algoritmi bilan yechamiz:

201 1 17) |22 1 —1l7) (=2 -1 -1y

4 5 -3 .s5|<lo 7 —5lo|~l 0o 7 _sl9

1 3 -201)10 2L 222110 o ol
2 202

—2X,+ X, = X3+ 7
berilgan tenglama < 4x, +5x, =3x, —5 sistemaga teng kuchli.
X; €R

Bu tenglamani Kramer formulasi bilan yechish mumkin.

-2 1
A= = -10-4= -14
4 5
Xg+7 1
L = =5(X3+7)-3X3+5=5X3+35-3X3+5=2X3+40=2(X3+20)
3%, -5 5
A, = 2 5] 2 (3ke-5)-a(xe+T) = -6 3+10-4x5-28
= = -2(3x3-5)-4(x = -6X -4x3-28 =
*"|4 3x,-5 TR T
= -10x3-18 = -2(5x3+9)
y _2(X;+20)  x;+20 « _ —2(5%; +9) 5%, +9
' ~14 7 2 ~14 7
Sistema yechimi [— X5 +20; 5X37+9; x3j bo’ladi.

2. Chizigli tenglamalar sistemasini teskari matritsa usulida yechish. Berilgan (1)

sistemani
AX=B (2)

matritsa ko’rinishida yozib olamiz.
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all a‘12 a'13 Xl bl
A=lay 8y ayl|, X=X, |, B=|b,
a31 a32 a33 X3 b3
(2) tenglamani har ikki tomonini chapdan A* teskari matritsaga ko’paytiramiz.
Al AX = A7 B, A" A=E bo’lgani uchun
X=A".B 3)
tenglik hosil bo’ladi.
(3) formula bilan topilgan X ustun matritsa sistemaning yechimi bo’ladi.
1-misolni a)-sini shu usul bilan yechamiz:
X, +2X,+ X;= 8
3X, +2X, + X; =10
4%, +3X, —2X, = 4

1 2 1
A=13 2 1 matritsa uchun teskari matritsa mavjud, chunki
4 3 -2
. -7 7 0
A=|A|=14¢0. A*1=ﬂ 10 -6 2
1 5 -4
. -7 7 0 8 . —56+70 1
X=A"B=—|10 -6 2 |-|10|=—|80-60+8|=|2],
14 14
1 5 -4)(4 8+50-16 3

Javob: (1,2;3).

Mustagqil yechish uchun misollar:

Quyidagi tenglamalar sistemasini Kramer va teskari matritsa usulida yeching.

X+ y-3z=-1 X +3X, —4X, =-1
6.2. 2X—y+ z= 2 6.3. ¢ X, =5X,+ X;= 7
3X+2y-4z=1 2X, + X, =3X; = 3

2% +2X, — X3+ X, = 4
4X +3X, — X;+2X, = 6
8X, +5X, —3X, +4x, =12
3X; +3X, —2X; +2X, = 6

3X, + X, — X3 = 2
6.4. 12X —3X, + X, =-1 6.5.
X, — X, +2X; = 5
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2%, + 5X, +4x,+ X, =20 2Xx— y—-6z+ 3t+ 1=0

6.6 X + 3X, +2X;+ X, =11 6.7 7X—-4y+2z-15t+32=0
2%, +10x, +9X, + 7X, =40 | x—2y-4z+ 9t- 5=0
3X, + 8X, +9X, +2x, =37 X— y+2z— 6t+ 8=0
2 47 +8t=-1
X yrazy 3X+2y+ z=5
X+3y—-6z+2t= 3
6.8. 6.9.¢ x+ y—2z=0
3Xx—-2y+2z-2t= 8
4Xx— y+5z=3
2X+ y—2z = 4
2X, + X, — Xg= 5 2X-3y+ 2= 2
6.10. 43X, — X, +2X; =-5 6.11. § x+5y—-4z=-5
X+ X, — X3=10 4x+ y-3z=-4
2Xx—-4y+3z=1 2X— Y+ 2= 2
6.12. < x—-2y+4z=3 6.13. <3x+2y+22=-2
3X— y+5z=2 X=2y+ z=1
X+2y+3z=5 2%, — X, + X;= 4
6.14. {2x— y—- z=1 6.15. 43X, +2X, — X; = 1
X+3y+4z=56 X + X, —2X; =-3

7. CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASINI GAUSS VA GAUSS-JORDAN
USULLARI BILAN YECHISH
1. Gaussning  klassik usuli - bu berilgan sistemaning umumiy yechimini
topishdan iborat bo’lib, bunda sistemaning tenglamalari ustida elementar almashtirishlar
bajarib berilgan sistema trapetsiyali yoki uchburchakli ko’rinishga keltiriladi. So’ng oxirgi

tenglamadan boshlab noma’lumlar ketma-ket topiladi.

X, +2X, =4X; =—4  [X + 2X, — 4X; =-4 |X +2X,— 4X;= -4

7.1-misol. @) 3%, —2X, + X, =11 ~< — 8x, +13x, =23 ~< —-8x, +13x, = 23
4%, —5%X, + X3 = 9 -13x, +17x, =25 —gx _ 99

8 ° 8

xs=3, X=2, x1=4 Javob: (4;2;3).

2. Gauss-Jordan usuli noma’lumlarni ketma-ket yo’qotish Gauss usuli va teskari
matritsa qurish Jordan algoritmiga asoslangan. Gauss-Jordan usuliga sxema ko’rinishida
quyidagicha yoziladi: (AB)~ (E|X).

(A|B)-asosiy matritsani ozod hadlar hisobiga kengaytirilgan matritsa.

E - birlik matritsa. X - tenglama yechimini ifodalovchi ustun matritsa.
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X + X, —6x,-4x,= 6
3X, — X, —6X;—4x, = 2
2X, +3X, +9X; +2%X, = 6
3X; +2X, +3X; +8X, =7

b)

Sistemani Gauss-Jordan usuli bilan yeching.

1 1 -6 -4|6 1 1 -6
3 -1 -6 -4|2 0 -4 12
2 3 9 2|6 0 1 21
3 2 3 8|7 0 -1 21
11 -6 —-4/6 11 -6
01 -3 -2 4 01 -3
0 0 24 12|-10 00 1
0 0 18 18|-21 0 0 18
1 0 0 -2/2| 3/4 100
0 1 0 -12/17y4 010
0 0 1 1/2|-5/12 0 01
000 1 |-32 0 0O
Javob: (0; 2; 1/3; -3/2).

X — X, + X;=1
C)y X, + X,—2%X;=3
2X, +2X, —4X, =6

1 -1 1 1 -1 111
rr 1 -2|=r1 1 -283
2 2 -4 2 2 -46

—4| 6
8 |-16
10|-6
20|~ 25

o O O Bk

—4] 6
~2| 4
1/2|-5/12
18| - 21

o O O -

O O O

_3/2

6 -4 6

~3 -2/ 4

21 10|-6|
21 20|-25

~3 -2| 2

3 -2| 4

1 Y2|-512|
0 9l|-272

Berilgan sistema birgalikda, chunki

Sistema cheksiz ko’p yechimga ega, umumiy yechimni Gauss-Jordan usuli yordamida

topamiz:

1 -1 111 1 -1 111 111
1 1 -283|->|1 1 —23—>1 1 1R
2 2 -4 0 0 0 -1

1-1 11 10 -y2 |2
- —

0 1-320[ 01-32¢
xl—lx3:2 xl:%x3+2

=
3

x2—§x3:1 x2:§x3+1
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Javob: [%x3+2; gx3+1; x3j X; € R.

Mustaqil yechish uchun misollar:

Quyidagi tenglamalar sistemasini Gauss, Gauss-Jordan usuli bilan yeching:

X, — X, +3%; = 3
7.2. 92X +3X, —4X, =-1
X +2X, — Xy = 2

X, —=3X, +2X; + X, = 2
24 2X, + X, +4X; +3x, = 1
X, +5X, — X;+ X, =-4
3%, — X, +6X,+5%x,= 0

_ {x1—2x2+x3=4
X 43X, + X, =0

3%, —2X, =5X; + X, = 3
2%, —3X, + X3 +5%X, =—3

7.8.
X, +2X, — X;—4x,=-1
X, — X, —4X,+9x, =22
X+2y+3z=5
7.10. <2x—y— z=1
X+3y+4z=06
X, —2X, =5X; = 1
7.12. 34X + X, —2X, =-3 7.13.
X +3X, +7X; = 2
X, —3X, =—5
714, =X+ X, =1
4%, — X, = 2
X, +2X, + X, =8
216, X, +3X; + X, =15
4x, + X+ X, =11
X + X, +5x, =23

X +2X,+3%X;= 0
7.3.92% —3X, — X, =1
3X, + X, +4x;=-1
2% + X, +3X;—4Xx,= 3
X, —2X, + X3 —=3X, =-1

7.5.
3X; +4X, =5X; + X, = 4
2X, —4X, +2X; —6X, = 5
33X+ X, =0
7.7.9=X% +2X, =5
2%, —4x, =1
X+ X, + X;+ X, + X;= 15

X, +2X, + 3X; + 4X, + 5%, = 35
7.9. 1% +3X, + 6X;+10x, +15x, = 70
X, +4X, +10x, +20x, +35%;, =126
X, +5X, +15x, +35x, + 70X, = 210

2X,— X, + X3— X, = 5
7.11. 4 X, +2X, —2X; +3X, =—6

3X + X, — X, +2%X, =-1

X +2X, - X, = 4
3 + X, —2%, =1
4%, — X, + X3 =-3

X, — X, —=3%X;= 6
7.15.
— 2%, +2X, + 6%, =-9

X+ X+ X3 — X, =— 2
217, X, +2X, —=2X; — X, =— 5
2X, — X, =3y +2X, =— 1

X, +2X, +3X; —6x, =-10
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8. n—O’LCHOVLI ARIFMETIK FAZO.

VEKTORLAR SISTEMASI. VEKTORNI VEKTORLAR SISTEMASI BO’YICHA
YOYISH
1. n — o’lchovli arifmetik fazo deb, mumkin bo’lgan n ta xi, Xz, ....xn haqgiqiy
sonlarning tartiblangan tizimlari to’plamiga aytiladi va R, kabi belgilanadi.
X=( X1, X2, ... xn) — Rn fazoning arifmetik vektori yoki nugtasi deyiladi, x1, X2, ..... Xn
haqigiy sonlar x vektorning koordinatalari yoki komponentlari deyiladi. Komponentlar soni

arifmetik vektor yoki nugta o’lchovi hisoblanadi.

Oxyz koordinatalar sistemasida har ganday x vektorni a=axi+ayj+azk

ko’rinishda yozish mumkin. Vektorning bu ko’rinishda yozilishi uning koordinata o’qlari
bo’yicha yoyib yozishdir. ax, ay, 8,  vektorning koordinata o’qlaridagi proyeksiyalari. i, j, k

- birlik vektorlar.

a vetor moduli yoki uzunligi ‘5‘ = a;+a;+a; formulabo’yicha hisoblanadi.

a voktor yo nalishi vektorning koordinata o’qlari Ox, Oy, Oz bilan hosil gilgan

burchaklar bilan aniglanadi, bu burchaklar kosinuslari:

a a a . . .
cosa=‘f , cosp=—, cosy=—= formula bilan hisoblanadi, bunda
a ‘a ‘a

cos?a+ cos’f+ cos®y=1
tenglik o’rinli bo’ladi.
Uchlari A(x1; y1;21), B(X2; y2; z2) nugtalar bilan berilgan AB vektor koordinatasi
AB =(X-X1; Y2-Yy1; 22-71)
ga teng bo’ladi.

Yo = Y1 . cosy= Z, 4
CIT

XZ_Xl.

=

Cosa= cosp=

1-misol. ABC uchburchakda, AN to’g’ri chiziq BAC burchak bissektrissasi hisoblanadi,

N nugta BC tomonda yotadi. Agar ‘E‘ =b, ‘E‘ =c bo’lsa, AN vektor uzunligini toping.

A ABC dan BC=c-b uchburchakdan ichki burchak bissektrissasining xossasiga ko’ra

BN:NC=b:c yoki [BN|:[BC|=b:(b+c); —=—2 pundan BN=2C"D)
c-b b+c b+c
bc +cb
+C

hosil bo’ladi.

AN = AB + BN bo’lgani uchun M:B+bl(6—5)=
+C

2- misol. A(1; 3; 2), B(5; 8;-1) nugqtalar berilgan bo’lsa a=AB vektorni toping.
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AB vektorning proyeksiyalari
ax=X2-X1=5-1=4; ay=Y2-y1=8-3=5; a;=2-21=-1-2=-3  formulalar bo’yicha
hisoblanadi. Demak, AB =4i+5j—3k ko’rinishda yoziladi.
n —o’lchovli arifmetik vektorlar ustida quyidagi chizigli amallarni bajarish mumkin.
X =( X1, X2, .....Xn), 9 =(Y;;¥Y,5rY,)  N-0’Ichovli vektorlar va A>0 haqiqiy son
belirgan bo’lsin.
1) Vektorlarni  qo’shish uchun mos koordinatalari qo’shiladi:
X+Y = (X + Yo X+ Yy, el X, +Y,)
2) X vektorni A songa ko’paytirish uchun berilgan vektorning har bir
koordinatasini A soniga ko’paytiriladi:
AX = (Ax1; Ax2;....; Axn)
3) X; y  vektorlarning skalyar ko’paytirish uchun mos koordinatalari ko’paytirilib,
yig’indisi olinadi:

(Xy)=X1y1+X2y2+...+Xnyn)

% formula bo’yicha topiladi.

5) X; 9 vekorlar orasidagi burchak

(>_(;§/) B X Yy + XY, +X,Y,

N 2 2 2 2 2
‘XHV‘ \/Xl X+t X, \/yl + Y, Ao Y,

COSQ=

formula bilan topiladi; (pe/0;7] )
Misollar:

>_(:(3; -4; 2:5), y=(-1;3;-7;2) vektorlar berilgan:
a) 3x+2y vektorni;
b) )_(*)_/ skalyar ko’paytmasini;
C) X, 3_/ vetorlar orasidagi burchakni toping.
Yechish:
a) 3>_(+2§:(9; -12; 6; 15)+(-2; 6; -14; 4)=(7; -6; -8; 19);

b) x*y=-3-12-14+10=-19;

CCOS([):_.—_; )_(= +10+4+ = ,g/= +94+ +4 = ;
) (x;y) J9+16+4+25=+/54 J1+9+49+4 =63

Ay
08Q= m . @=-arccos m =-arccos 9_% .
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2. Vektorlar sistemasi. Vektorni vektorlar sistemasi bo’yicha yoyish.

n-o’lchovli m ta vektordan iborat vektorlar n-o’lchovli vektorlar sistemasini tashkil

etadi.
(al (a8, a,)
a, (8,138,585,
\a(aml;amz, ..... a,.)
a_l, g, oy avektorlar sistemasi va A1, Az, ..... Am hagigiy sonlar berilgan bo’Isin.
Ma_l-l- 7»2£+ I Xma vektorga a_l, a_z, ey a_n vektorning A1, A2, ..... Am

koeffitsientli chizigli kombinatsiyasi deyiladi.

Vektorlar sistemasi va b(b,;b,;......;b. ) vektor berilgan bo’lsa b vektorni sistema
m — —_—
vektorlari bo’yicha yoyish uchunza iXp = b chizigli tenglamalar sistemasining
j=1

yechimlaridan birini ko’rsatish yetarli.

Agar chizigli tenglamalar sistemasi birgina yechimga ega bo’lsa, b vektor sistema

vektorlari bo’yicha birgina usulda, agar cheksiz ko’p yechimga ega bo’lsa, cheksiz ko’p usulda

yoyiladi, agar yechimga ega bo’lmasa b vektorni sistema vektorlari bo’yicha yoyib
bo’Imaydi.

2- misol.

b(3;—1;4;5) vektorni

a1(2,1,3,2), a,(L-2,4,-4), a,(3L-52), a,(—4,-3L-6)  vektorlar sistemasi
bo’yicha yoying.
Buning uchun b= a_lxl +a_2X2 + a_3X3 +a_4x4 vektor tenglama tuzib, uni Gauss -
Jordan usulida yechamiz: (AIB)~ (E|X)
2 1 3 -4]3
1 -2 1 -3-1 _ . : . : .
(A|B): berilgan  vektorlar sistemasi koordinatalaridan tuzilgan
3 4 -5 1|4
2 -4 2 -6|5
matritsani ozod hadlar ustuni hisobiga kengaytirilgan matritsa. A matritsa o’rnida birlik matritsa

hosil gilish uchun 2-satr elementlarini (-2) ga ko’paytirib 1-satrga, (-3) ga ko’paytirib 3-satrga,
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1 3 2 -1/4

(-2) ga ko’paytirib 4-satrga qoshamiz: L -2 1 =31 bundan sistemaning yechimga
0 10 -8 107
0 0 0 0|7

ega emasligi ko’rinadi: 7#0.

Demak, b vektorni a, ,a,,as,a, vektorlar sistemasi bo’yicha yoyish
mumkin emas.

3-misol. b(5;1;6) vektorni

a_l(]-; 2;1), 3_2(2;—1;3) ) 3—_3(3;—1; 4) vektorlar sistemasi bo’yicha yoying.

Vektor tenglama tuzib Gauss - Jordan usulida yechamiz:

6 = axl +a—2X2 +a—3X3

1 2 35 1 2 3|5 1 0 113 10 1 3

2 -1 -11|~/0 -5 -7-9|~|0 1 7/59/5|~|0 1 7/5]9/5 |~
1 3 416 0 1 1)1 00 1|1 0 0 -2/5-4/5

X, =1
10 1[3) (1 0 01 -
~lo 1 750955|~|0 1 o-1|; %=1 b=a, —a, +2a,
00 1)2) oo 12) x=2

Mustaqil yechish uchun misollar:
8.1. r=OM = 2i+3j+6k vektorni yasang va uning radius vektori uzunligini
hamda yo’nalishini aniglang. Cos?0 +cos?p+ +cos’y=1 formula bo’yicha tekshiring.
8.2. M nuqtaning radius vektori 0x 0’q bilan 45° va Oy 0’q bilan 60° burchak hosil etadi.

Vektorning uzunligi r=6. Agar M ning applikatasi manfiy bo’lsa, uning koordinatalarini

aniglang va OM =r vektorni 1, J,K larorgali ifodalang.

8.3. X0y tekislikda A(4;2), B(2;3), C(0;5) nugtalar  berilgan va

CTAza, CTS =5, Cf =6vektorlar yasalgan. 5 vektor b va c vektorlar bo’yicha
topilsin.

8.4. Parallelogrammning ketma-ket uchta A(1; -2; 3), B(3; 2; 1), C(6; 4; 4) uchlari
berilgan. Uning to’rtinchi uchini toping.

8.5. Uchlari A(2; -1; 3), B(1;1;1), C(0;0;5) nuqtalarda bo’lgan uchburchak ABC ning

burchaklari aniglansin.
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8.6. a=2i +] va k_) =-2]+ E vektorlarda yasalgan parallelogramm dioganallari

orasidagi burchak topilsin.

87. a=i+j+2k va b=i—j+4k vektorlar berilgan. Prpa va Pr_b
aniglansin.
8.8. 1) Agar m va n o’zaro 30° burchak tashkil etuvchi birlik vektorlar bo’lsa, (m+n)?

hisoblansin.

2) Agar \5\ =2./2, \5\ — 4 hamda (a”b)=135° bo’lsa, (a-b)? hisoblansin.

8.9. O’zaro komplanar a, b, c vektorlar  berilgan bo’lib,

\5\ =3, \6\ =2, \E\ —5 va (a"b)=60°% (b~c)=60° bo’lsa, U=a+b—C vektor
yasalsin, ‘G‘ =/ (a+b+c)* formula bo’yicha uning moduli hisoblansin.

8.10. Teng yonli OACB trapetsiyada M va N nugtalar mos ravishda BC=2, AC=2

tomonlarning o’rtalari. Trapetsiyaning o’tkir burchagi 60° ga teng. OM va ON vektorlar

orasidagi burchak aniglansin.
8.11. 6_1(2;—1;3;4),5(5;2;—2;6) vektorlar berilgan:
a2a, 5a+ 3b,a — 2b vektorlami;
b) (5, 5) ; (35 + b, a— 26) skalyar ko’paytmalarini,

¢) a va b vektor orasidagi burchakni toping.

Quyidagi kD vektorlarni berilgan @,,@,,85,8, vektorlar sistemasi bo’yicha

yoyish mumkin yoki mumkin emasligini ko’rsating va yoying:
8.12. b=(-4,9);a, = (L-3);a, =(2,-5);

a1s P (8:—3;-10;10); 8, = (1,0;4;3);a, = (LL—4;5);
&, = (1,-2;,0:3); 3, = (-2;31;4)

Tl

O

3 (3;1;—5;2);8._4 = (-4;,-31,-6)

8.14.

QD
I

8.15. b =(9,-2,-3);a, = (L-12);a, = (-5-L-4);a, = (4;15)
8.16. A ning qanday qiymatlarida b = (1;3;5) vektorni

a, =(3,2;5),a, = (2;4;7),a, = (5;6; 1)
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vektorlar orgali yoyish mumkin?
8.17. A(2;2;0) va B(0;-2;5) nugqtalar berilgan. AB =u vektor yasalsin, uning uzunligi va
yo’nalishi aniglansin.
8.18.1) (a+h)?;
2) (a+b)*+(a-b)? ifodalardagi qavslar ochilsin va hosil bo’lgan formulalarning

geometrik ma’nosi aniqlansin.

8.19. Agar M va N oralaridagi burchak 60° ga teng birlik vektorlar bo’lsa,

a=2m+n va b=m—2n vektorlardan yasalgan parallelogramm
dioganallarining uzunliklari aniglansin.
8.20. Muntazam tetraedrning bir uchidan o’tkazilgan ikki tekis burchagining

bissektrisalari orasidagi burchak aniglansin.

8.21. OA=a va OB = b vektorlar berilgan. ‘5‘ — 2:

5‘=4va () =60°.
Uchburchak OAB ning OM medianasi bilan OA tomoni orasidagi bursak aniglansin.

8.22. Tomonlari 6 va 4 sm bo’lgan to’g’ri to’rtburchak uchidan qarshi tomonlarini teng

ikkiga bo’luvchi to’g’ri chiziqlar orasidagi burchaklar topilsin.

823. M va N lar o’zaro 120° burchak tashkil etuvchi birlik vektorlar bo’lsa,

a=2m+4n va b=m-—n vektorlar orasidagi burchak topilsin.

824, a(;—3,2,0), b(4-213), c(5-3,21), dL; 2,2 —3) vektorlar
uchun quyidagilarni hisoblang:

a) vektorlarning ortogonallarini aniglang;

b) (a”"b),(b”"c),(b” d) lamni hisoblang.

9. CHIZIQLI BOG’LIQ VA CHIZIQLI ERKLI VEKTORLAR SISTEMASI

N o’Ichovli m ta vektorlardan iborat vektorlar sistemasi berilgan bo’lsin.

P —

a (a a5 a;,)
) & (a8 a,,)

__________ (1)
A, (@pan,....... a.,)

(1) Vektorlar sistemasi chizigli erkli yoki chizigli bog’liq ekanini aniglash uchun berilgan

vektorlar sistemasi vektorlaridan vektor tenglama tuzamiz:

X+ ayX, + o+, X, = 0 )



bu erda € - n o’lchovli nol vektor. (1) Tenglama m noma’lumli n ta bir jinsli chizigli
tenglamalar sistemasi. Bu sistema aniq bo’lib, yagona nol yechimga ega bo’lsa, berilgan
vektorlar sistemasi o’zaro chizigli bog’liq bo’lmagan yoki chizigli erkli vektorlar sistemasi
bo’ladi.

Agar sistema anigmas bo’lib, nol yechimdan tashqari nolmas yechimlarga ega bo’lsa,

vektorlar sistemasi chiziqli bog'liq sistema bo’ladi; bunda X1, X2,..., Xm lardan kamida bittasi

noldan farqli bo’lsa, Ea_z ..., a_ lardan birini golgan vektorlar orqali chizigli ifodalash

mumkin, bu esa sistema chizigli bog’liq ekanini ko’rsatadi. (1) sistemaning chiziqgli bog’liq
yoki chizigli erkli ekanini topish uchun vektorlar koordinatalaridan matritsa tuzamiz. Agar
r(A)=m bo’lsa, sistema chiziqli erkli, agar r(A)<m bo’lsa, chiziqli bog’liq bo’ladi.

Misol-1. 5(1;4;5), 5(2;—1;1), 3-_3(—1;1;3) vektorlarning chizigli bog’liq yoki

chizigli erkli ekanini aniglang.

1 2 -1
A=|4 -1 1 | matritsarangini aniglaymiz.
5 1 3
1 2 -
M= —1 1)-.3410-4-5-24-1=2740
5 1 3

r(A)=3, r(A)=m=3.
Vektorlar sistemasi chizigli erkli.
Misol-2. a,(132), a,(27:3), a,(-12,—7) vektorlarning chiziqli bog’liq yoki

chizigli erkli ekanini aniglang:

1 2 -1 12 -1

A=|3 7T 2|0 M=[3 7 2|=-49+8-9+14+42-6=64-64=0
2 3 -7 2 3 -7
1 2

Mi=|g o =7-6=170  r(A)=2

vektorlar soni m=3. r(4)#m. Vektorlar sistemasi chizigli boglig.

Mustaqil yechish uchun misollar:

Vektorlar sistemasining chiziqli bog’liq yoki chiziqli bog’liq emasligini aniqlang.

9.1. a, = (L2:3), a, =(3,6;7)
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9.2. a, = (5;4;3), a, =(3;3;2), a,=(8;13)

9.3. a, = (4,—2;6), a, =(6,—39)

9.4. a = (4;-5;2;6), a_2 =(2,-21;3), a_3 =(6;-3;3;9), a_4 =(4,-1,5;6)

95. a, =(2;-31), a,=(3-15), a,=1-473)

9.6. a =(1,0;0;2;5), a_2 =(0;1,0;3;4), a_3 =(0;0;1,4;7), a_4 =(2,-3,41112)
9.7. a, =(111), a, =(011), a,=(0;01)

9.8.a =(321), a,=(2-30), a,=(-3-213)

90.9. 8, =(32), a,=(231), a,=(-L-4-1).

9.10. a =(1—-3;4), b =(2;-1,0)

9.11. a =(1,3;1,0), a_2 =(-2;1,-3;-1), a_3 =(4;0;572), a_4 =(3;2,—-1-4)

9.12. x, = (-3-15), X, =(6;-315), X, =(0;-5;25);
9.13. a, = (L111), a, =@1212), a,=(32-1-4)
9.14. x, = —110), x, =@L-11), x,=(-13-31)
9.15. A ganday qiymatlarida vektor x = (2; 3; 4) ni quyidagi a_l, a_z, a_3 vektorlar orgali
yoyish mumkin?
a,=0123), a,=31L-1), a=(21LA1)
Quyidagi vektorlar sistemasini chizigli bog’liq yoki chizigli bog’liq emasligini aniglang:
9.16. a =(-3-2); b=(2;7)
9.17. a=(—4;3); b=(2,-7;6)
9.18.a=(L—2-3), b=(21-1), c=(37;4)

19.a_1:(2;0;—1;1), a_2 (3;:8:15), a_3:(1;0;1;—3), a_4:(—1;0;1;—3)

9.20. a, = (1;2;0); a, =(3-1L1); a, =(01)

9.21. x, = (1112), x, =(@L-1-11), x,=L-111), x, = (LL-1-1)

9.22. x_1 = (4,-5;2;6), x_2 =(2;,—-21,3), x_3 =(6;—3;3,9), x_4 = (4;,-1,5;6)
9.23-9.25 misollar uchun
a,=(413-2), a,=(2-32), a=(06913), a,=(0L23), a =(L-1150)

vektorlar berilgan bolsin.
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9.23. a,,a,,a5,a,,ag vektorlar uchun quyidagi kombinatsiyani toping:

2) %a_l+3a_2—%a4+a5 b) a, —5a, +a, +2a,

0) [arxa: |, [ar xas] [ayxas]
10. VEKTORLAR SISTEMASINING RANGI VA BAZISI. VEKTORLAR SISTEMASIDA
ELEMENTAR ALMASHTIRISHLAR. KANONIK BAZIS

ai, az ..., an vektorlar sistemasi berilgan bo’lsin. Berilgan vektorlar sistemasining bazisi
deb uning chiziqli bog’liq bo’lmagan shunday bir qismiga aytiladiki, bunda berilgan
sistemaning har bir vektori bazis vektorlari orqali yoyilishi mumkin bo’ladi. Berilgan vektorlar
sistemasining ixtiyoriy bazisi tarkibidagi vektorlar soniga uning rangi deyiladi.

1. Misol. Quyidagi vektorlar sistemasining bazislaridan birini quring va rangini
aniglang:

a1(1,2;-1,3),  a2(0;3:4;1),  a3(-2;-1,6;-5),  au(5;1;2;-4)

Yechish: aixi +axxa+asxs+asxa=8 vektor tenglama umumiy yechimini Gauss-Jordan usulida

quramiz:
1 0 -2 510 10 -2 510 10 -2 510
2 3 -1 110 0 3 3 -9)0 00 O 110
-1 4 6 200 0 4 4 710 00 110
3 1 -5 -4 01 1 -19)0 01 1 -190
1 0 -2 0p
0 0 0 10
0 0 0 0)0
01 1 0

Yechilgan sistemadan Xi, X2, Xsa - yechilgan noma’lumlar, X3 esa erkin noma’lum ekanligi
ko’rinib turibdi. Demak, berilgan vektorlar sistemasining bazisi ai, a2 va as vektorlar sistemasi
bo’lib, sistemaning rangi bazisidagi vektorlar soni 3 ga teng.

Agar berilgan ikkita n o’Ilchovli ai:va az vektorlarning skalyar ko’paytmasi nolga
teng bo’lsa, aiva ao vektorlar o’zaro ortogonal vektorlar deyiladi.

n o’lchovli nolmas vektorlardan tarkib topgan vektorlar sistemasi berilgan bo’lib,
sistema vektorlarining har qanday ikki jufti o’zaro ortogonal bo’lsa, u holda sistemaga
ortogonal vektorlar sistemasi deyiladi.

2. Misol. Quyidagi vektorlar sistemasi ortogonalmi?

a1(0;5;-2),  a2(29;-2;-5),  as3(2;4;10)
Yechish:
(a1~ a2)=0-10+10=0
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(a1» a3)=0+20-20=0
(a2« a3)=58-8-50=0
Berilgan vektorlar sistemasi ortogonal vektolar sistemasi ekan.

Teng o'Ichovli n ta ai, az, ... ax chizigli erkli vektorlar sistemasi ustida ortogonal
vektorlar sistemasini qurish, ya’ni mos ravishda bz, by, ... bk ortogonal sistema bilan
almashtirish mumkin. Buning uchun Shmidt formulalaridan foydalanamiz:
bi=a:

-1

b -a
bt =a — Z (bl_ 'b_t;bi te{2;3;...k}

i=1

3. Misol. ai(1;1;1), a2(0;1;1), a3(0;0;1) vektorlar sistemasi ustida ortogonal sistema

quring. rang (az,a2,a3)=3 chiziqli erkli sistema ekan.

bi=ai(1;1;1)
_ _(bl'az) _(n1- _E . _(_Ellj
bz =4a, (bl-bl)bl_(o,l’l) 3(1’1’1)_ 3'3’3
b3=a3—(b1'a3)b1—(b2'a3)b2=(0;0;1)—1(1;1;1)—£(—g;1;1j=
(bl'bl) (bz'bz) 3 % 333

(o3

Berilgan vektorlar sistemasi ustida qurilgan ortogonal sistema vektorlarini butun koordinatali

vektorlarga aylantirib, (1;1;1); (-2;1;1); ( 0;-1;1) natijani olamiz.

Nolmas b vektorning normallangan yoki birlik vektori deb, vektorga aytiladi.

b
bl
Har bir vektori normallangan, ya’ni birlik vektor ko’rinishiga Kkeltirilgan ortoganal
sistemaga ortonormallangan vektorlar sistemasi deyiladi.
4. Misol. Yugoridagi misolda topilgan ortonormal bi(1;1;1); b2(-2;1;1); ba(0;-1;1)

sistemaning har bir vektorini birlik ko’rinishga keltiramiz.

b, _ 1 (1.1, 1
by V12 412 412 all)_(ﬁ\@\@j

b 1 2 1 1
2. = —21)=| ——=;—=;
b,| \/(—2)2+12+12( ) [ J6 /6 \/Ej
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& = 1 (0;_]_;]_): (0;_i;ij
by \J0? +(-1)% +12 2'\2
n o'lchovli birlik e,(1;0;0;...;0),e,(0;1;0;...;0),...,e,(0;0;0;...; 1)

vektorlar kanonik bazisni tashkil giladi.

Mustaqil yechish uchun misollar:

Quyida berilgan vektorlar sistemasining bazislaridan birini quring va ranglarini
aniglang:

10.1. a1=(1;-2;-5), a2=(3;4;-1), as=(2;-3;0)

10.2. a1=(1;1;-2;-5), a2=(3;4;-1;2), as=(4;1;-2;3), as=(5;2;-3;1)

10.3. e1; e2; esbazisda ai=(1;1;0), a2=(1;-1;1), as=(-3;5;6) vektorlar berilgan.
ai; az; asvektorlar bazisni tashkil gilishini ko'rsating.

10.4. e1; e2; e3 bazisda vektor b=(4;-4;5) berilgan. Shu vektorni quyidagi ai; a»; as
bazisda ifodalang: a1=(1;1;0), a2=(1;-1;1), as=(-3;5;-6)

10.5. e1; e2; es bazisda berilgan a=(1;2;0), b=(3;-1;1), ¢=(0;1;1) vektorlar ozlari bazis
tashkil gilishini ko rsating.

10.6. e1; e2; esbazisda quyidagi a, b, ¢ vektorlar berilgan:
a=ei+extes, b=2e,+3es, c=ex+5es. a, b, ¢ vektorlar bazis tashkil gilishini isbotlang. Vektor
d=2e;-ex+e3 ni a, b, c bazisdagi koordinatalarini toping.

Quyidagi vektorlar sistemasining bazislarini toping:

10.7.a1=(1;2;0;0); a2=(1;2;3;4); a3=(3;6;0;0);

10.8. a1=(1;2;3;4); a2=(2;3;4;5); as=(3;4:5;6); as=(4;5;6;7);

Berilgan vektorlar sistemasining rangi va barcha bazislari topilsin:

10.9. a1=(1,;2;0;0); a2=(1;2;3;4); as=(3;6;0;0);

10.10. a1=(1;2;3;4); a2=(2;3;4;5); a3=(3;4;5;6); as=(4;5;6;7);

10.11. a1=(2;1;-3;1); a2=(4;2;-6;2); a3=(6;3;-9;3); as=(1;1;1;1);

Vektorlar juftliklari o’zaro ortoganalmi:

10.12. ai(4;-5) va az(1;0);

10.13. ai1(4;1;2) va ax(-1;0;2);

10.14. a1(2;0;4;-1) va ax(1;2;3;4);

10.15. a1(1;3;2;-3) va a2(1;1;1;2)?

Quyida berilgan chizigli erkli vektorlar sistemalari ustida ortogonal va ortonormallangan
vektorlar sistemalari qurilsin:

10.16. a1(1;0) va ax(1;1)

36



17. a1(1;1;1;0), a2(0;1;1;1), a3(0;0;1;1)

Quyida berilgan vektorlar sistemasining rangi va bazislari topilsin:

10.18. a1=(5;2;-3;1); a2=(4;1;-2;3); as=(1;1;-1;2); as=(3;4;-1;2)

10.19. a1=(2;-1;3;5); a2=(4;-3;1;3); a3=(3;-2;3;4); as=(4;-1;15;17);
as=(7;-6; -7;0)

10.20. a1=(2;1;-3;1); a2=(4;2;-6;2); a3=(6;3;-9;3); as=(1;1;1;1)

10.21. a1=(1;2;3); a2=(2;3;4); a3=(3;2;3); as=(4;3;4) as=(1;1;1)

10.22. a1=(5;2;-3;1); a2=(4;1;-2;3); az=(1;1;-1;-2); as=(3;4;-1;2)

10.23. a1=(2;-1;3;5); a2=(4:-3;1;3); as=(3;-2;3;4); as=(4;-1,15;17);
as=(-7;-6;-7;0)

Quyida berilgan chiziqgli erkli vektorlar sistemalari ustida ortogonal va ortonormallangan
vektorlar sistemalari qurilsin:

10.24. a1(1;1), a2(0;2)

10.25. a1(1;0;1;0), a2(0;1;1;1), as(1;1;0;1)

10.26. a1(1;1;1;1), a2(1;1;1;0), as(1,0;1;1)

11. VEKTOR KO'RINISHIDA YOZILGAN CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASINING
BIRGALIKDALIK VA ANIQLIK SHARTLARI. FUNDAMENTAL YECHIMLAR
m ta noma’lumli n ta chizigli bir jinsli tenglamalar sistemasi vektor shaklda berilgan
bo’lsin:
awxi+azxe+... tamxm=0
rang(aiay, ...,am)=rang(ai,az, ....am,&) bo’lgani uchun sistema har doim birgalikda.
Rang(az,ay, ...,am)=m munosabat o’rinli bo’lsa, sistema aniqg va yagona nol yechimga ega.

Rang(az,ay, ...,am)<m munosabat o’rinli bo’lsa, sistema anigmas va trivial yechimdan
tashqari nolmas yechimlarga ham ega bo’ladi. Ushbu holda, har bir nolmas yechim m o’lchovli
vektor sifatida garalishi mumkin.

Bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasining fundamental yechimlari sistemasi yoki
tizimi deb, uning chizigli bog’liq bo’lmagan nolmas Fi, Fo,...,Fk yechimlariga aytiladiki,
sistemaning har bir yechimi ushbu yechimlarning chiziqli kombinatsiyasi  ko’rinishida
aniglanishi mumkin.

Agar rang(ai,ay,...,am)=r<m bo’lsa, sistema o’zining fundamental yechimlari tizimi
mavjudligi bilan xarakterlanadi va tizim har biri m o’lchovli m-r ta nolmas vektorlardan tarkib
topadi.

Bir jinsli sistemaning fundamental yechimlari tizimi quyidagicha quriladi:

1. Bir jinsli sistemaning umumiy yechimi quriladi;
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2. m-r o’Ichovli m-r ta vektorlardan iborat chizigli erkli vektorlar siatemasi, masalan:
e1(1;0;...;0), e2(0;1;0;...;0),..., em-r(0;0;...;1) tanlanadi;
3. Umumiy yechim erkli noma’lumlari o’rniga €1 vektor mos koordinatalarini qo’yib,
bazis noma’lumlar aniglanadi va mos ravishda F: fundamental yechim quriladi. Shuningdek, e,
es, ..., emr Vektorlardan foydalanib, mos ravishda F2, Fs, ..., Fmr fundamental yechimlar
quriladi.
1. Misol. Bir jinsli sistemaning fundamental yechimlari tizimidan birini quring va uning
umumiy yechimini vektor shaklda aniglang:
4x, +Tx, +2x,+3x, =0
X, +3x,— x;+2x, =0
2x,+ x,+4x;— x, =0
Sistemaning umumiy yechimini Gayss-Jordan usulida quramiz:
4 7 2 3|0 0-5 6 -5|0 01-12 1|0
1 3-12|0(~|1 3-1 2| 0|~{1 0 26 -1|0
2 1 4-1|0 0-5 6-5|0 00 0 00O
m=4, r=2 bo’lgani uchun m-r=2 ta chizigli erkli e1(1;0) va e2(0;1) sistemani tanlaymiz. e1(1;0)
vektor koordinatalarini umumiy yechimning mos erkli nomalumlari o’rniga qo’yib, bazis
nomalumlarni aniglaymiz va Fi(-2,6;1,2;1;0) fundamental echimni quramiz. e»(0;1) vektor
yordamida F2(1;-1;0;1) fundamental yechimni quramiz. Boshqgacha gilib aytganda kengaytirilgan

matritsadagi koeffitsiyentlarni sistemaga qo’yamiz:

x, = —26x;+x,
x,-12x,+x,=0 X, = 12x, —x,

{xl 2,6x;—x, =0 Xy = X,
X, = X,

Fundamental yechimlar F1(4,6;1,2;1;0) va F2(1;-1;0;1) quriladi.

Umumiy yechimni tuzamiz:

-2,6 1
1,2 -1
X:ﬂ'lFﬁ/’tze:ﬂ'l 1 +/12 0
0 1

Bu yerda ﬂ»l va /12 lar ixtiyoriy haqigiy sonlar.
m ta nomalumli n ta chiziqli bir jinsli bo’lmagan tenglamalar

sistemasi vektor shaklda berilgan bo’lsin:

aiXitazXet...tamxm=b (b= g)
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Sistemaning umumiy yechimini vektor shaklda yozish mumkin:
X=Fo+ Ay Fi+ Ay Foro 4 Ay Frnr
Bu yerda Fo - bir jinslimas sistemaning xususiy yechimlaridan biri, Fi, Fo, ..., Fmr -

berilgan sistemaga mos ravishdagi

awxi+azxe+... tamxm=0

bir jinsli tenglamalar sistemasining fundamental yechimlari tizimi, ﬂq : ﬂ,z im_r -ixtiyoriy

haqiqiy sonlar.

2. Misol. Berilgan sistema umumiy yechimini vektor shaklda quring:
4x, +Tx, +2x, +3x, =8
X, +3x,— x; +2x, =3

2x, 4+ x, +4x;— x, =2

47 23] 8 0-56-5|-4 0 1-12 1|08
1 3-12|3|~]1 3-12|3|~|10 26-1/06
2 1 4-1]2 0-56-5|-4 00 0O0]O

Fo(0,6; 0,8; 0; 0) sistemaning xususiy yechimlaridan birini qurdik.

Sistema umumiy yechimi vektor shaklini yozamiz:

0,6 -2,6 1

0,8 1,2 -1
X=Fo+ A, F1+ A, Fo= + A, Ll A, 0

0 0 1

buyerda A, va A, larixtiyoriy haqgiqgiy sonlar.

Mustaqil yechish uchun misollar:
Bir jinsli tenglamalar sistemasini yeching:

X, +2x,— x;— x,=0 X, —2x,+ x;=0
11.1. <—2x, —4x, +2x, +2x, =0 11.2. ¢ x,+2x, —2x, =0
3x, +6x, —3x;, —3x, =0 3x, +2x, —3x; =0
x, —1x,+5x;-3x, =0 X, +2x,+ 4x;— 3x, =0
113 2x;, —3x, +7x;— x, =0 14 3x; +5x, + 6x;— 4x,=0
X, — xX,+ x;—2x,=0 4x, +5x, — 2x;+ 3x, =0
o5x, + X, =0 3x; +8x, +24x, -19x, =0

Bir jinsli bo’lmagan chiziqli tenglamalar sistemalarining fundamental yechimlarini
toping:
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2x,— X, + x3+ x, =1
11.6. X, — Xg+2x,=2

118 { X, —2x,+3x,+x, =1
2x, —2x3+3x, =3

2x, —3x, — x;—x, =4

17 X, +2x,— x3=5 18 3x, +x, —x;—2x, =4
2x, — x, —3x; =4 X, =X, —x;+2x, =1
X+ X+ X+ x,=2

11.9. 2x, —2x;+2x, =2
X - X+ x,=2

Sistemani yeching:

3x— 2y—-12=0 3x+2y—12=0
11.10. {2x— y+3z=0 11.11. {2x - y+3z=0
-3y—-4z=0 x+ y— z=0

X, —2x,+ 4x;— 3x,=0
3x;, —2x, +3x,+3x, =0

11.12. <3x;,—2x,— x3+ x, =0 11.13.
X, — X, +2x;+5x,=0

3x, +5x, + 6x;— 4x, =0
4x, +5x, — 2x;+ 3x, =0
3x, +8x, +24x, —-19x, =0

Sistemalarni fundamental yechimlarini va umumiy yechimini toping:

3x, —x, +2x, +3x, =18
11.14. {—x, —x, +2x, =0

3x+5y+22=0
11.15.
X, +x, +3x;—2x, =0

Sx+2y+3z2=0

2x,+ x, —4x;— x,+ x; =0 X, =3x,— x;+4x, — x; = 7

11.16. § x;+2x, + x3+2x,+ x, =0  11.17. {2x, — x, —=3x;+ x, +4x, =-3

3x, — x, =5x;+ x, +2x, =0 3x, —2x, —2x; +5x, +3x, = 4

X, +2x,+3x, =2
1108, | 07 R =0
X, +3x, — x3=-2

3x, +4x, +3x, =0
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12. CHIZIQLI FAZO. EVKLID FAZO.
ORTOGONAL MATRITSA

12.1. a1(0; 1; -3),

ax(3; 5; 0), as(1; 2; -1) vektorlar sistemalariga tortilgan chizigli gism osti
fazosining bazislaridan birini, o' lchamini hamda ortonormallangan bazisini topamiz:

Buning uchun aixi+axxo+asxs=6 vektor tenglama umumiy yechimini Gauss-Jordan usulida
quramiz:

0 3 14 0oy(0o 3140) (0 3 1

0

1 5 2 0~[1 52 0|~1 -1 0 0

-3 0 -1 0 015 5 0) (0 0 0 0
X1, X3 noma’lumlar umumiy yechimning bazis noma’lumlari. Demak, mos ravishda, au,
as vektorlar tizimi berilgan sistemaning bazislaridan birini tashkil etadi. Tizim 2 ta vektordan

tarkib topgani uchun, berilgan vektorlar sistemasining o'Ichami 2 ga teng.

Bazisni tashkil giluvchi a1(0; 1; -3) va as(1; 2; -1) vektorlarni ortogonallaymiz:
b, =a, (O;:L'_B)

bz_a (blaS)b

—a, L U = (L ;_1)_0-1+1~2+(_3).(_1)
(bl'bl)

N B R B &
0-0+1-1-3-(-3) (0L-3) = (2-) 10(0’1’ 3) (1’3’2)

hosil bo’lgan ortogonal sistema vektorlarini butun koordinatali vektorlarga aylantirib, b1(0;
1; -3) va b2(2; 3; 1) ni

ni  olamiz. Bu ortogonal sistemaning har bir vektorini birlik
ko'rinishga keltiramiz, ya’ni ortonormallashtiramiz:

&_ (0’11_3) — (N 1 . 3 )

byl o717+ (=32 V10 410

b, (23 _(2 3 1}
b V2ie3 <1 \J4 14 Jia

12.2. x(3; -2; 4) vektor e1, ez, es bazisda berilgan. Vektorning
e, = e +2e, -3¢,
e, =€ + €, + &
e, =26, —e, + 2e,

bazisdagi koordinatalarini topamiz:

Koeffitsientlar matritsasi P ning transponirlangan matritsasi P™ ni hosil gilamiz:

1 2 -3 11 2
P=[1 1 1 PT=| 2 1 -1
2 -1 2 31 2

U holda x vektorning dastlabki bazisdagi  koordinatalari uning yangi bazisdagi
koordinatalari orgali (matritsa shaklida x=P"x") quyidagicha ifodalanadi:
X, =X, + X, + 2X,

X, = 2%, + X, — X,

Xy =—=3X; + X, +2X;,
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11 2 3)(1 1 2 3 (10 -3-5)[100 Y
2 1 -1-2|~j0 -1 -5 8[~[0 1 5 8|-[0 10 L,
-3 1 2 4)(0 4 8§ 13 |0 0 -12-19) |g ¢ ]41%2

Demak, dastlab berilgan x(3; -2; 4) vektorning yangi bazisdagi koordinatalari:

Ta’rif: P-PT =P - P~ = E shartni bajaruvchi P matritsaga ortogonal matritsa deyiladi.
12.3. Quyidagi matritsa ortogonal matritsa bo’lishini tekshiramiz :

1 0 0 1 0 0
P=|0 Cosa -Sina P"=|0 Cosa Sina
0 Sina Cosa 0 -Sina Cosa
10 0
P.PT=|0 1 0|=E
0 0 1

Demak, berilgan P matritsa ortogonal matritsa bo’ladi.

Mustagqil yechish uchun misollar:

Quyidagi vektorlar sistemalariga tortilgan chizigli gism osti fazosining bazislaridan birini
, 0’lchamini va ortonormallangan bazisini toping:
12.4. a1(3; -1; 2), ax(1;4;-1), as(7;2;3)
12.5. x(2;-1) vektor e1, ez, bazisda berilgan . Vektorning e =ei1-3e2; e> =2e1+e» bazisdagi
koordinatalarini toping .

Quyidagi matritsalardan ortogonallarini ajrating:

1 0 O
4 2 1 -
126. |2 0 05 12.7. 12.8.
1 3 0 2
4 -1 3

12.9. Quyida berilgan ikki vektorlar sistemalaridan har biri bazis bo’la olishini isbotlang.
Ushbu bazislarda berilgan aynan bir vektorning koordinatalari orasida munosabatlarni
o’rnating:
a) e1;2), e2x(L;1); e (L;1), e2(3:4)
b) 61{:1;3)J €; EZJSJJ 61(110]1 eér {:0: _Sj
) €(2;3), e,(2;4), e1(0; —1), e;(6;11)
12.10. Rsda i, j, k bazisdan fazoni Oy ordinata o’qi atrofida & burchakka burgandagi bazisga
o’tish matritsasini quring.
Quyidagi vektorlar sistemalariga tortilgan chizigli gism osti fazosining bazislaridan birini
, 0’Ichamini va ortonormallangan bazisini toping:
12.11. a1(1;2;-1;3), a2(0;3;4;1), as(-2;-1;6;-5), aa(5;4;2;-4)
12.12. x(3;-2) vektor ei, e, bazisda berilgan vektorning e; =2ei-e2; e =ei+e, bazisdagi
koordinatalarini toping .
12.13. x(1;2;-2) vektor e1, ez, e3 bazisda berilgan vektorning e:"=e1+ez-€3;

42



e, =2e1-eo+e3 bazisdagi koordinatalarini toping .
Quyidagi matritsalardan ortogonallarini ajrating:
Sina 0 Cosa

12.14. 0 1 1 12.15. (
—Cosa 0 Sina

Quyida berilgan ikki vektorlar sistemalaridan har biri bazis bo’la olishini isbotlang.
Ushbu bazislarda berilgan aynan bir vektorning koordinatalari orasida munosabatlarni o’rnating:
12.16. ei1(2;1;-1), e2(3;1;2), e3(1;0;4)

er (1;1;-1),  €2(2;3;-2), e3(3;4;-4)

tga tgo
—ctga ctga
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13. CHIZIQLI OPERATOR

13.1. Agar R3da chizigli A operator 51,52,53 bazisda 0’zining

3 2 4 -
A4=|-1 5 6| matritsasi bilan berilgan bo’lsa, X=4e -3¢, +e, vektorning y=A(x) aksini
1 8 2
toping.
V1 3 2 4 4 10
Y=AX formulaga binoan, |y, |=|-1 5 6|* -3|=|-13

vl |1 8 2| |1 |-18

Demak, ¥ =10e;, —13e, —18e,

-~ = ~ 17 6
13.2. €;, €, bazisda A operator A = 6 8 matritsaga ega.
€ =€ — 282, € = 262 +e, bazisida A operatorining matritsasini toping. O’tish
. 1 2) 11 =2
matritsasi C = ning teskari matrisasi C™ ==
-2 1 52 1
5 kB—C‘lAC—ll_Z 17 6 1 2) (1 -2 1 2 (5 0
ema, 2o “5l2 1) 6 8)l-2 1718 4)-2 1) (0 20

~

1 4
13.3. Chizqli A  operator A=

9 1

operatorning hos giymatlari va hos vektorlarini toping.

j matritsa  bilan  berilgan. Chizigli

Xarakteristik tenglama tuzamiz:

1-1 4
|A—AE| = =0, A*-22-35=0; 4, =-5 A, =7
9 1-4

Mm=-5 ga tegishli X®=(X1Xz) hos vektorni topamiz. Buning uchun quyidagi tenglamani

echamiz:

A4 =-5 (A-AE)-x=0 (S g}[fj:@): X, =—15X%,

agar x1=C deb olsak x,=-1.5C, XW=(C;-1.5C) vektorlar har ganday C#0 uchun A
operatorini hos giymati A1=-5 ga tegishli hos vector bo’ladi. Huddi shunday 2A>=7 hos
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giymati uchun A operatorni hos vektorlarni X :@Cl,clj, C, #0 vektorlar tashkil

etadi.

1 4
13.4. Chizigli operatorning A:(g 1) matritsasini diogonal ko’rinishiga keltiring.

A

1 4

(9 J matrisa bilan berilgan chizigli operatorning hos giymatlari va hos vektorlarning 3-
misolda topilgan: A1=-5 A=7

X® =(c-15C), x@ =(§C1,C1); X® va Xx® vektorning koordinatalari proportsional

emas, shuning uchun X® va X®@ vektorlar chizigli erkli. Demak, X® va X®@ bazisda A-

matritsaning diagonal ko’rinishi:

. (A 0) ., (=50 : - : o
A" = 0 1 éku A" = 0 7 . Buni tekshirish uchun bazis vektorlar sifatida X®=(2; -
2

3), X@=(4; 6) vektorlarni olsak, yangi bazisga o’tkazuvchi o’tish matritsa C ning ko’rinish:

. 2 4\'(1 4Y 2 4) 1(6 —4Y1 4y 2 4) 1(-30 20

A" =CtAC = - -
-36) (9 1)-36) 243 2)9 1\-3 6) 24( 21 14

2 4) 1(-120 0) (-5 0

-3 6) 24{ 0 168) |0 7

Mustagqil yechish uchun misollar:

2 4
[ 3 6] bo’ladi. Dioganal matrtisa:

= = =~ 3 2
13.5. €;,€, bazisda chizigli A operator A:( 1 SJ matritsa bilan berilgan,

x=4e1-3e2 bo’lsa, y=A(X) ni toping.

~ -1 0 2
13.6. 51,52,53 bazisda chiziqli A operator | 2 1 —7 | matritsa bilan berilgan
3 0 1

x=2e1-4e>-e3 bo’lsa, y=A(X) ni toping.

- - ~ 2 4
13.7. €1, €, bazisda A operatorlar A=( 3} matritsaga ega.

e, =e,—2e, e,=2e —4e, bazisda A operatorning matritsasini toping.

Berilgan matritsalarning hos giymatlari va hos vektorlarini toping:

45



1 2 -2
2 4
13.8. A:[ J 139. 4=|1 0 3
-1 -3
13 O
2 -1 2
13.10. 4= 5 -3 3
-1 0 -2

13.11. €,,€,,€5  bazisdan €,,€3,€; bazisga o’tih matrisasini toping.

13.12. 51,52,53,94 bazisda A operatorining matritsasi

0 1

-1
berilgan. Ushbu operatorning

R N O -
N O W N
=N

1

w

1) 51,53,52,94 bazisdagi matritsasini toping;
2) e, e te,; e +e,+ eg; e t+e, +e;+e, bazisdagi matritsasini toping.

O’zlarining matritsalari bilan berilgan chizigli operatorlarning hos giymatlari va hos

vektorlarini toping:

0 10 4 -5 2
13.13. 4A=|-4 4 04, 13.14. A=|5 -7 3|,
-2 1 2 6 -9 4
1 -3 3 7 =12 6
13.15. 4= 2 6 3|; 13.16. 4=|10 -19 10/|;
-1 -4 8 12 -24 13
1 0O
1317. A=|1 2 1
-1 01

Chiziqgli operatorning A matritsasini diogonal ko’rinishiga keltiring:

0 10 O
1 2 0
0 01 O
13.18. 4= 0 2 O 13.19. 4=
0 0 0 1
-2 -2 1
-6 1 7 -1
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14. KVADRATIK FORMALAR

14.1. L(X1, X2, X3) = 4X12-12X1X2-10x1X3+X2%-3x3? kvadratik formaning A matritsasini tuzing.
Kvadratik formaning matritsasini topamiz:

4 -6 —5\(x 4 -6 -5
L=(x, X, X,)|-6 1 O0x,|, A=[-6 1 0
50 -3)\x 5 0 -3

14.2. L(X1, X2) = 2x12+4x1%2-3%2% kvadratik forma berilgan.

X1=2y1-3Y2; X2=Y1+Y2; chiziqli almashtirish orqali hosil bo’lgan
L(y1, y2) kvadratik formani toping.

2 2
Berilgan kvadratik formaning matritsasi A:[Z 3) chizigli almashtirish matritsasi
2 -3 _
C= bo’ladi.
1 1

Qidirilayotgan kvadratik formaning matritsasini quyidagicha:
D 21\ (2 2\ (2 -3 13 -17
A=C -A-C= =
-31)1(2 -3 1 1 -17 3

kvadratik formaning ko’rinishi:
L(y1, Y2)=13y12-34y1y-+3y,?
14.3. Kvadratik formani — kanonik ko’rinishga keltiring.

L(X1, X2, X3) = X12-3X1X2+4X1Xa+2X2X3+X3% = X12-X1(3X2-4X3)+2X2X3+X3?

X1 0’zgaruvchining kvadrati o’rnida turgan koeffitsiyenti nol’dan farqli bo’lgani uchun, x1
o’zgaruvchining to’liq kvadratini topamiz:

2 2
L= {xf - ZX{% (3x, —4x, )] + (%(3x2 —4x, )j ]—6 (3x, — 4x, )j +2X,Xg + X2 =

2
(xl —gxz +2x3j —%xf +8X,X, —3X5

endi 0’zgaruvchi X2 uchun kvadratini topamiz:

2 2
L:(x1 _§X2 +2x3j —%[xz —%XJ +%x§,

Demak, no’ldan farqli chiziqli almashtirish
3
Yi=% _Exz - 2X,

16
Yo =X, —— X

9
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Y3=Y3 berilgan kvadratik formani kanonik ko’rinishga keltiradi:

37 ,

9
L(y,, ¥s, y3)=yf—zy§+3y3

14.4. Kvadratik forma L=13x:2-6x1x>+5x,> musbat aniglangan kvadratik forma ekanligini
isbotlang.

. . N 13 -3 ,
Kvadratik formaning matritsasi A= 3 5 bo’ladi.

Xarakteristik tenglama tuzamiz:
13-4 -3

yoki A*-181+56=0
-3 5-1

|A—/1E|=‘

ya'ni A =14, A, =4  xarakteristik tenglamaning yechimlari musbat bo’lgani uchun, L-

musbat aniqlangan kvadratik forma bo’ladi.

Mustagqil yechish uchun misollar:

14.5. Kvadratik formani matritsa ko’rinishida yozing:
L=2%" +3% — X5 +4%,X, —6X,X, +10X,X,

14.6. Kvadratik formaning matritsasini toping:

-1 0 2)\(x
L(X, X5, X)=(%, X, X,)| 2 4 1]x,
3 0 -1)\x,

14.7. Kvadratik forma L(x,, X, )=3xZ — x2 + 4x,X, , berilgan.
X1=2y1-Y2, X2=Y1-Y2, chizigli almashtirish orgali hosil bo’lgan kvadratik formani toping.
14.8. X& +A%; +3%5 +2%X,
14,9, —2%; =X =X Xg +2X,Xg —2%5
14.10. x7 + 26x5 +10x,X,

15. TEKISLIKDAGI TO’G’RI CHIZIQ TENGLAMALARI. TO’G’RI CHIZIQ NORMAL
TENGLAMASI. NUQTADAN CHIZIQQACHA BO’LGAN MASOFA

1°. Tekislikdagi A(x,; u,) va B(x,;u,) nugtalar orasidagi masofa:

D= \/(Xz _Xl)z +(», _yl)z 1)

2°. Tenglikda yo ‘naltirilgan kesmaning yoki boshi A(x,;u,) va oxiri B(x,;u,) bo’lgan AB

vektorning koordinata o’qlaridagi proyektsiyalari:

Pr« AB =X=x,-X,, PryAB=U=u,-u, )
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3°. Kesmani berilgan nisbatta bo’lish: A(x,;u,) va B(x,;u,) nugtalar berilgan AB

kesmani AN:NB=A nisbatda bo’luvchi N(x;u) nugtaning koordinatalari ushbu:

v Xt AX, u=2rt VA

) 3
1+ 4 1+ 4 3)

formulalar bilan aniqlanadi. Xususiy holda kesmani teng ikkiga, ya’ni A=1:1=1

nisbatda bo’lganda

X= X+ X, U= Y1tV (4)
2 2
4°. Uchlari  A(x,; u,), B(x,; u,), C(X4 U,), .., F(x,;u,) nugtalarda bo’lgan
ko pburchak yuzi:
X X X
S:i_l 1 yl + 2 y2+".+ n yn (5)
2| [X; yo| X s XN

ga teng.
5°. To g ri chizigning burchak koeffitsientli tenglamasi:
u=kx+b (6)

k parametr to’g’ri chizigning OX o’qqga og’ish burchagi «  ning tangensiga teng
bo'lib (k=tgea ), to’g’ri chizigqning burchak koeffitsenti, ba’zan qiyaligi deyiladi. b
parametr boshlang’ich ordinata yoki Oy 0’q ajratgan kesma kattaligi .

6°. To g ri chizigning umumiy tenglamasi:
Ax+By+C=0 (A*+B% #0) (7)

Xususiy hollar:

a) C=0 bo’lsa, y= - g X to’g’ri chiziq koordinatalar boshidan o’tadi;
, C y e g , 1
b) B=0 bo’lsa, X= Y =a to’g’ri chiziq Ox 0’qqa parallel bo’ladi;

c) A=0 bo’lsa, y= - % =b to’g’ri chiziq Oy 0’qqa parallel bo’ladi;
d) B=C=0 bo’lsa, Ax=0 yoki x=0 - to’g’ri chiziq Oy o’qdan iborat;
e) A=C=0 bo’lsa, By=0 yoki u=0 - to’g’ri chiziq 0x o’qdan o’tadi.

7°. To’g’ri chizigning o qlardan ajratgan kesmalari bo yicha tenlamasi:

X Y-
L A 8
~ (8)

Bu yerda a vab - to’g’ri chizigning o’qlardan kesgan kesmalarining kattaliklari.

rs
\b\\b
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\Oi/“ R

a X

8°. To g ri chizigning vektor parametrli tenglamasi:

M,M =ts (9)

Bu yerda M(x;y) to’g’ri chizigning ixtiyoriy nugtasi M M (x-X,; y-y,) vektor va s(m;n)
yo’naltiruvchi vektori o’zaro kollinear, t-ixtiyoriy hagiqiy son yoki parametr.
9°. (9) tenglamani koordinatalarda
X=X, =tm
(10)
Y=Y, =1n
ifodalab, to’g ri chizigning parametrli tenglamasini hosil gilish mumkin.
10°. (10) tenglamalarda t parametr yo’qotilsa, to’g’ri chiziqning kanonik teglamasi hosil
bo’ladi:

X=X _ Y=Y
=2 J0 11
o " (11)

11°. Agar ‘5‘:P (P>0), v:%:(Cosa, Cosp) a normal radius vektorninig birlik

vektori bo’lib, to’g’ri chiziqning ixtiyoriy M(X;y) nugtasining mos radius vektori r (x;y)
bo’lsa, u holda r radius vektorning a yoki v vektordagi sonli proyektsiyasi P ga teng:
Pr,r=P, yoki [V|Pr,r=P, yoki (rv)=P (P>0) (12)
Bu tenglama to’g’ri chizigning vektor ko 'rinishdagi tenglamasi deyiladi.
(12) tenglama koordinatalarda
xCosa +yCos =P yoki xCosa +ySina =P (P>0) (13)

ko’rinishni oladi. Bunda «- a yoki v vektorning Ox o’qining musbat yo’nalishi bilan
hosil qilgan burchak Kkattaligi. (13) shakldagi tenglama to’g’ri chiziqning normal

tenglamasi deyiladi.

12°. (7) shakldagi tenlamadan (13) shakldagi tenglamaga o’tish uchun umumiy ko’rinishdagi

tenglama normallovchi ko’paytuvchi deb ataladigan ¢ ==+ songa ko’paytiriladi,

1
VA? +B®
bunda “+” yoki “— ishoradan C 0zod had ishorasining garama—qarshisi tanlanadi, aks

holda P= - 1 C>0 munosabat bajarilmaydi.
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Masala: 3x+4y-8=0 tenglamani normal ko’rinishga keltiring .
Berilgan umumiy shakldagi tenglama uchun normallovchi ko’paytuvchi
1 1
= i— =—.
o 5

V3% + 47
. 1 , .. . Y e e . C et
Tenglamani, u :g ga ko’paytiramiz, natijada to’g’ri chiziq tenglamasi quyidagi ko’rinishda

normal holga keltiriladi:

3,.4 .8
5 57 5

13°. y=kix+b: to’g’ri chiziqdan y=kpx+bz to’g’ri chiziqgacha soat strelkasiga qarshi
yo’nalishda hisoblanuvchi ¢ burchak

k, —k
t -2 1 14
99 1+k Kk, (14)

formula bilan aniglanadi.
14°. Aix+B1y+C1=0 va A, x+B,y+C, =0 tenglamalar bilan berilgan to’g’ri chiziglar uchun

(14) formula quyidagi ko’rinishga ega bo’ladi:

tgp =382 =B (15)
AA, +BB,
yoki  Cosp= ). AA BB, (16)
I na /A7 + B2 o /A2 + B2
15°. To’g’ri chizigning parallellik sharti:
K=k, yoki x_B (17)
A, B,
16°. To’g’ri chiziqning perpendikulyarlik sharti:
k,ek,=1 yoki A,A,+B,B,=0 (18)

17°. Berilgan A(x1;u1) nuqtadan o’tuvchi to’g 7i chiziglar dastasining tenglamasi:  u-y1=K(x-
X1) (19)
18°. Berilgan ikki A(x,;u,) va B(X,;U,) nuqtalardan o’tuvchi to’g ri chiziq tenglamasi:

Y=h _ X=X
Vo= X=X

(20)

19°. Parallel bo’lmagan ikki A x+B,u+S,=0 va Ax+B2u+S52=0 to’g’ri chiziqning

kesishish nugtasini topish uchun ularning tenglamalarini birgalikda yechish bilan
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‘_Cl B1 Ai_Cl

-C, B -C

x=1 -2 21 U:L (21)
A B A B
A, B, A, B,

ni hosil gilamiz.

20°. (X,;U,) nugtadan to’g’ri chiziggacha bo’lgan d masofani topish uchun to’g’ri chiziq
normal tenglamasining chap tomonidagi o’zgaruvchi koordinatalar o’rniga  (X,;U,)
koordinatalarni qo’yib, hosil bo’lgan sonning absolyut qiymatini olamiz, ya’ni

d=|x,cos B+ y,sin S —P| (22)

i |AX, + By, +C]|

oy #3

21°. Ax+Bu+C=0 va Ax+By+C, =0 to’g’ri chiziglar orasidagi burchaklar

yoki

bissektrissalarining tenglamalari:

Ax+By+C _+Alx+ By+C,

24
IA2+BZ ¢A12+Blz ( )

22°. Berilgan ikki to’g’ri chiziqning kesishish nuqtasidan o’tuvchi to’g’ri chiziglar dastasining

tenglamasi:

a(Ax+By+C)+ p(Ax+By+C)=0 (25)
a=1 deb olish mumkin, u holda biz (25) dastadan berilgan to’g’ri chiziqlardan
ikkinchisini yo’qatgan bo’lamiz, ya’ni u vaqtda (25) dan ikkinchi to’g’ri chizigning

tenglamasini hosil gila olmaymiz.

Mustaqil yechish uchun misollar:

15.1. X*j‘/g + y—22\/§

a) umumiy tenglamasi,

=0 to’g’ri chiziq berilgan. To g'ri chiziqning

b) burchak koeffitsientli tenglamasi,
c¢) kesmalarga nisbatan tenglamasini yozing.

15.2. 4x+3u-36=0 to’g’ri chiziq, koordinata o’qlari bilan hosil gilgan uchburchakning yuzini
toping.

15.3. To’g’ri chiziq koordinata o’qlaridan teng kesmalar ajratadi. Agar to’g’ri chiziq koordinata

o’qlari bilan hosil qilgan uchburchak yuzi 8 kv.birl. bo’lsa, to’g’ri chiziq tenglamasini
yozing.
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15.4. A(2;5) nuqtadan o’tuvchi va ordinata o’qida b=7 kesma ajratuvchi to’g’ri chiziq
tenglamasini yozing.

15.5. Agar to’g’ri chiziq koordinata o’qlaridan teng kesmalar ajratsa va to’g’ri chizigni
koordinata o’qlari orasidagi kesmasi 5 V2 ga teng bo’lsa, to’g’ri chiziq tenglamasini
yozing.

15.6. u=-2, u=4 to’g’ri chiziglar 3x-4u-5=0 to’g’ri chizigni A va B nuqgtalarda kesib
o’tadi. AB vektorni uzunligi va uni koordinata o’qlaridagi proyektsiyalarini toping.

15.7. To’g’i chiziqlar orasidagi burchakni toping:

0 y=2x-3 2 5X— y+7=0 3 2x+y=0
y:%X+l 2x—-3y+1=0 y=3x-4

15.8. 3x-2u+7=0, 6x-4u-9=0, 6x+4u-5=0, 2x+3u-6=0 to’g’ri chiziqglar orasidan parallel
va perpendikulyar to’g’ri chiziglarni aniqlang.

15.9. A(2;3) nuqtadan o’tuvchi to’g’ri chiziglar dastasini yozing. Bu dastadan Ox 0’qi bilan
1)45°, 2)60°, 3)135°, 4)0° burchaklar tashkil etuvchi to’g’ri chizigni toping.

15.10. A(-2;5) nuqtava 2x-u=0 to’g’ri chizigni yasang. A nuqtadan o’tuvchi va
1) berilgan to’g’ri chiziqqa parallel

2) berilgan to’g’ri chiziqqa perpendikulyar to’g’ri chiziq tenglamasini yozing.

15.11. 2x-5u-10=0 to’g’ri chizigni koordinata o’qlari bilan kesishish nugtalariga
perpendikulyar qo’yilgan. Ularning tenglamasini yozing.

15.12. A(-1;3) va B(4;-2) nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri chiziq tenglamasini yozing.

15.13. Uchlari A(-2;0), B(4;-2) va C(4;2) bo’lgan uchburchakka BD balandlik va BE
mediana o’tkazilgan. AC tomon, BE mediana va BD balandlik tenglamalarini
yozing.

15.14. Uchburchak tomonlari quyidagi tenglamalar bilan berilgan:

x+3u=0, x=3, x-2u+3=0. Uchburchakni burchaklari va uchlarini toping.

15.15. Kvadrat tomonlaridan birining tenglamasi  x+3u-7=0 va diogonallari kesishgan nuqgta
P(0;-1) berilgan. Kvadratning golgan uchta tomon tenglamalarini yozing.

15.16. Romb tomonlaridan birining tenglamasi 5x+2u-9=0. Agar romb diogonallari O(0;0) da
kesishgan bo’lib, ulardan birining tenglamasi u=2x bo’lsa, pombning qolgan uchta
tomon tenglamasini yozing.

15.17. Uchburchak tomonlarining o’rtasi berilgan P(1;2) - AB tomonining o’rtasi, R(-4;3) -
BC tomonining o’rtasi, Q(5;-1) - AC tomonining o’rtasi, CF balandlik va AR

mediana kesishgan nugta topilsin.
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15.18. Rombning ikki garama-qarshi uchlarining koordinatalari berilgan, A(1;-4)  C(-1;3).
Romb diogonallarining tenglamasini yozing.

15.19. Agar A(-5;5) va B(3;1) uchburchakning uchlari, D(2;5) esa balandliklari kesishgan
nuqta bo’lsa, uchburchak tomonlarining tenglamasini yozing.

15.20. 2x+2u-5=0 to’g’ri chizig OX o’qining musbat yo’nalishi bilan gqanday burchak hosil
giladi?

15.21. Ou o’qidan b=1 birlikka teng kesma ajratuvchi Ox o’qining musbat yo’nalishi bilan

a= 2?” burchak hosil qiluvchi to’g’ri chiziq tenglamasini yozing.

15.22. Koordinata boshidan va A(-2;-3) nuqtadan o’tuvchi to’g’ri chiziq tenglamasini yozing.

15.23. M(-3;-4) nugtadan o’tuvchi koordinata o’qlariga parallel to’g’ri chiziglar tenglamasini
yozing.

15.24. O(0;0) va A(-3;0) nugtalar berilgan OA kesmada parallelogramm yasalgan, uning
diogonallari B(0;2) nuqtada kesishadi. Parallelogramm tomonlari va diogonallari
tenglamasini yozing.

15.25. Tomonlari 8 sm va 2 sm bo’lgan teng yonli trapetsiyaning o’tkir burchagi 45°.
Trapetsiyaning katta asosi Ox o’qida yotsa, Ou 0’qi esa trapetsiyaning simmetriya o’qi
bo’lsa, trapetsiyaning tomonlari tenglamasini yozing.

15.26. Agar to’g’ri chiziq koordinata o’qlari bilan hosil gilgan uchburchak yuzi 6 kv.b. bo’lsa
va to’g’ri chiziq (-4;6) nuqtadan o’tsa, uning tenglamasini yozing.

15.27. To’g’ri chiziqlar orasidagi burchakni toping:

N {3X+2y =0 X {3X—4y=0
6Xx+4y+9=0 8x+6y=11

15.28. Uchlari A(-2;0), B(2;4) va C(4;0) bo’lgan uchburchak berilgan. Uchburchak
tomonlari, AE medianasi, BD balandlik tenglamalarini, AE mediana uzunligini
toping.

15.29. Tomonlari x+u=4, 3x-u=0, x-3u-8=0 tenglamalar bilan berilgan uchburchakni
burchaklari, uchlari va uchburchakni yuzini toping.

15.30. Koordinatalar boshidan 2x+u=a to’g’ri chiziq bilan teng yonli uchburchak hosil
qiluvchi ikki o’zaro perpendikulyar to’g’ri chiziq o’tkazilgan. Shu uchburchakning yuzini
toping.

. X
Ko’rsatma: 2x+u=3 bilan u=kx va UZ-E to’g’ri chiziglarning kesishgan nugtalari M

va N ning koordinatalarini topgandan so’'ng OM=ON tenglikdan k ni topish kerak.
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16. IKKINCHI TARTIBLI EGRI CHIZIQLAR

1°. Markazi koordinata boshida, radiusi R bo’lgan aylana tenglamasi(1-rasm):

x?+y? =R? 1) y !
N

R

1- rasm.
2. Markazi (a;b) nugtada, radiusi R bo’lgan aylana tenglamasi (2-rasm):
(x-a)* +(y-b)* =R @ vy 1?1
b Rl
T x>
2-rasm.
3%, Ellips (3-rasm): y ”
3-rasm.

Fokus deb ataluvchi Fi(-c;0) va F2(c;0) nugtalardan |FiM|+|F2M|=2a masofaga teng ixtiyoriy
M(x;y) nuqtalar to’plami ellips deyeladi. F1M va FoM kesmalar fokal radiuslar deyiladi, hamda

|[FiM|=/(x+C)* + y®
|FaM|=4/(x—c)? + y? 3)

gateng. Ellipsning kanonik tenglamasi:

X2 y2
? + b—z = 1 (4)
bunda b=+a*-c?®. Ellipsning kichik yarim o’qi b, katta yarim o’qi a. Markazi esa  O(0;0) —
koordinata boshi. Ellipsning uchlari (-a;0), (a;0), (0;-b), (0;b). Ellipsning simmetriya markazi
0O(0;0), simmetriya o’ qlari Ox, Oy o’qlar. Ellipsning ekstsentrisiteti & = % <1 gaaytiladi.

4°. Giperbola (4-rasm):

v

Fokuslar F1(-c;0) va F2(c;0) gacha bo’lgan masofalar ayhaﬁési.
|[F:M|-|F,M|=2a

ga teng ixtiyoriy M(x;y) nuqtalar to’plamiga giperbola deyiladi.
Kanonik tenglamasi:

2 2
y
L1 ©)

SDN| >
o
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bunda b=+/c®—a*. Hagigiy uchlari: Ai(-a;0), A2(a;0); mavhum uchlari:B1(0;-b), B2(0;b).

Giperbolaning asimtotalari: y = b X (I vaIlI choraklardan o’tadi) va
a

y= —g X (I va IV choraklardan o’tadi).

Yarim o’qlari teng, ya’ni a=b giperbolaga teng tomonli giperbola deyiladi (5-rasm) va
x* — y* = a® ko’rinishida ifodalanadi.

Ekstrisentrisiteti: ¢ = ¢ >1
a

v

59, Parabola (6-rasm): Fokusi F(%;O) dan va direktrisasi x = —g

to’g’ri chizig’igacha teng

masofada yotuvchi ixtiyoriy M(X;y) nuqtalar to’plamiga parabola deyiladi. Parabolaning
kanonik tenglamasi:

y? =2px (6)
Ay//
- - s >
6-rasm.

Parabolaning uchi koordinata boshi O(0;0). Fokusdan direktrisa to’g’ri chizig’igacha bo’lgan
masofa p ga teng.

Mustaqil yechish uchun misollar:

16.1. A(-4;6) nugta berilgan. Diametri OA kesma bo’lgan aylana tenglamasini tuzing.

16.2. A(-6;0) nugtadan o’tuvchi va Oy o’qiga koordinatalar boshida urinuvchi aylana
tenglamasini tuzing.

16.3. x>+y>+4x-6y=0 aylananing Oy o’qi bilan kesishgan nugqtalariga o’tkazilgan radiuslari
orasidagi burchak topilsin.
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16.4. A (-1;3), B (0;2) va C (1;-1) nuqtalardan o’tuvchi aylana tenglamasi yozilsin.
Ko'rsatma: Izlanayotgan aylananing tenglamasini x>+y?+mx+ny+p=0 ko rinishida yozib,
undagi x va y lar o"rniga berilgan har bir nugtaning koordinatalarini qo ygandan so'ng m, n
va p larni topish kerak.

16.5. A(4;4) nugtadan va x*+y*+4x-4y=0 aylana bilan y=-x to’g’ri chiziqning kesishgan
nugqtalaridan o’tuvchi aylana tenglamasi yozilsin.

Ellips.
16.6. Katta 0’qi 8 va kichik 0’qi 6 bo’lgan ellipsning tenglamasini tuzing. Ellips tenglamasi
2 2
X—2 + g—z =1 dan masalani shartiga ko’ra topamiz. 2a=8, 2b=6; ya’ni a=4, b=3. Bularni
a
X2 y2
ellips tenglamasiga qo’yamiz. 6 + Y =1

16.7. 4x>+ 9y?=36 ellips tenglamasidan uning o’qlari, fokuslari va ekstsentrisitetini toping.
4x2+ 9y*=36
2 2
Tenglamani ikkala tomonini 36 ga bo lamiz. %+y7:1 a’=9; a=+3; b’=4; b=+2;

N

c?=a’-b? dan ¢?=9-4=5; c=++/5; 32?5_
Demak, 2a=6; 2b=4;

F1(v/5,0); F2(-+/5,0); gz? <1

16.8. Katta yarim 0’qi a=5 va ¢ parametri
1)4.8; 2)4; 3)3; 4)1.4; 50
Berilgan ellipsni kanonik tenglamasini yozing. Har bir ellipsni chizing va ularning
ekstsentrisitetini toping.

16.9. Yer fokuslaridan birida Quyosh joylashgan ellips bo'yicha harakat giladi. Quyoshdan
Yergacha bo’lgan eng kichik masofa taxminan 147.5 million km ga, eng katta masofa 152.5
million km ga teng bo’lsa, Yer orbitasining katta yarim o’qi va ekstsentrisiteti topilsin.

16.10. Ekstsentrisiteti EZ% bo’lgan va M = (-4;\/2_1) nuqtadan o’tuvchi ellips tenglamasini

yozing va M nuqgtaning fokal radius-vektorlarini toping.

16.11. Koordinata o’qlariga nisbatan simmetrik bo’lgan ellips M (2; \/5) va B (0;2) nugtalaridan
o’tadi. Uning tenglamasi yozilsin va M nuqtadan fokuslarigacha bo’lagan masofa topilsin.

16.12. 9x%+ 25y?=225 ellipsda shunday M (x;y) nuqta topilsinki, undan o’ng fokusgacha bo’lgan
masofa chap fokusgacha bo’lgan masofadan 4 marta katta bo’lIsin.

16.13. Agar ellipsning fokuslari orasidagi masofa uning katta va kichik yarim o’qlarining uchlari
orasidagi masofaga teng bo’lsa, uning ekstsentrisiteti topilsin.
Giperbola.

16.14. Fokuslari orasidagi masofa 2411 bo’lib, 0’zi (9;-4) nuqtadan o’tgan giperbola
tenglamasini tuzing.

Shartga asosan 2c=2+/11, bundan c=+/11 . Giperbola (9;-4) nugtadan o'tganligi uchun bu
nuqta giperbola tenglamasini ganoatlantiradi, ya’'ni

92 (_4)2
=l

a b

81b%-16a%=ah?

a?+b?=c?=11 buni ellips tenglamasiga go"yamiz.
81b2-16(11-b?)=(11-b?)b?

b*-86b2-176=0

b1?=2: by*=-83
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a?=11-b?>=9
X2 y2
Demak, giperbola tenglamasi quyidagicha bo"ladi: ) =1
16.15. 16x>-2y?=400 giperbola tenglamasi berilgan. Uning o’qlari, fokuslari, ekstsentrisitetini
toping va asimptotasinining tenglamasini tuzing.
16.16. Giperbolaning ekstsentrisiteti V2 ga teng va M (2a; a\/§) nuqtadan o’tadi. Giperbolani

sodda teglamasini tuzing.
16.17. Giperbolani fokuslari Fl(-ﬁ ;0)va F, (\/7;0) nuqtalarda joylashgan. Agar Giperbola
A(2;0) nuqgtadan o’tsa, uning asimptotalari tenglamasini tuzing.
2 2
16.18. X—Z—;—2=1 giperbolaning fokusidan asimptotalarigacha bo’lgan masofalar va
a
asimptotalari orasidagi burchak topilsin.
16.19. Biror uchidan fokuslarigacha bo’lgan masofalari 9 va 1 ga teng bo’lgan giperbolaning
kanonik tenglamasi yozilsin.

16.20. M(6;§\/§j nuqtadan o’tuvchi, koordinata o’qlariga nisbatan simmetrik bo’lgan

giperbolaning haqiqiy yarim o’qi a=4. Giperbolaning chap fokusidan asimptotalariga
tushirilgan perpendikulyarning tenglamalari yozilsin.
Parabola.
16.21. Parabola (3;5) nuqtadan o’tadi. Uning kanonik tenglamasini yozing.
Parabola (3;5) nugtadan o’tganligi uchun tenglamasini ganoatlantiradi.

y? =2px x=3 y=5
25=2-p-3 25=6p p:%

) 25 , 25 : : :
Demak, vy :Z-KX y :?x - parabolaning kanonik tenglamasi.

16.22. 1) (0;0) va (1;-3) nugtalardan o’tuvchi va OXx 0’qqa nisbatan simmetrik;
2) (0;0) va (2;-4) nugtalardan o’tuvchi va Oy o0’qqga nisbatan simmetrik bo’lgan parabola
tenglamasi yozilsin.

16.23. Agar parabola x=y to’g’ri chiziq va x*+6x+y?=0 aylananing kesishish nuqtalaridan
0’tsa, uning tenglamasi va direktrisasini yozing.

16.24. y* = 6x parabolada fokal radius vektor 4.5 ga teng bo’lgan nuqtani toping.

16.25. A(-1;3), B(0;2) va C(1;-1) nuqtalardan o’tuvchi aylana tenglamasini yozing.

16.26. Ellips M(2+/3 ;+/6 ) va A(6;0) nutalardan o’tadi. Uning tenglamasini, ekstsentrisiteti va M
nuqtadan fokuslargacha bo’lgan masofani yozing.

16.27. x?+4y?’=4 ellipsning, markazi shu ellipsning “yuqori” uchida bo’lgan va uning
fokuslaridan o’tuvchi aylana bilan umumiy nugqtalari topilsin.

16.28. y>=a?+x? giperbola fokuslari koordinatalarini va asimptotalari orasidagi burchakni toping.
2 2

16.29. Uchlari % + y? =1 ellipsning fokuslarida, fokuslari esa uning uchlarida bo’lgan
giperbola tenglamasini yozing.

16.30. 1) (0;0) va (-1;2) nuqtalardan o’tuvchi va Ox o’qiga simmetrik.
2) (0;0) va (2;4) nuqtalardan o’tuvchi va Oy o’qiga simmetrik bo’lgan parabola tenglamasini
yozing.

16.31. Markazi y? = 2px parabolaning fokusida bo’lib, parabola direktrisasiga urinuvchi aylana
tenglamasi yozilsin. Parabola va aylananing kesishgan nuqtalari topilsin.
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17. FAZODA TEKISLIK TENGLAMALARI

1°.  Uch o’lchovli  Oxyz koordinatalar sistemasida berilgan tekislik tenglamasi:
Ax+By+Cz+D=0 (A?+B?+C? #0) (1)
N (A;B;C) tekislikka perpendikulyar bo’lgan normal vector deyiladi.

20, M (X;VY,;Z,) nuqtadan o’tuvchi va N(A; B;C) vektorga perpendikulyar tekislik
tenglamasi:
A(x—x,)+B(y-vy,)+C(z—2,)=0 @)

3% Ax+By+Cz+D=0 tenglamaning maxsus hollari:

1) D=0 bo’lganda, Ax+By+Cz=0 tekislik koordinatalar boshidan otadi;

2) C=0bo’lgan, Ax+By+=D=0 tekislik Oz o’qiga parallel;

3) C=D=0 bo’lganda, Ax+By=0 tekislik Oz o’qidan o’tadi;

4) B=C=0 bo’lganda, Ax+D=0 tekislik yOz tekislikka parallel;

5) Koordinata tekisliklarining tenglamalari: x=0, y=0 va z=0.

4°. Tekislikning koordinata o’qlaridan ajratgan kesmalar bo yicha tenglamasi: X, % +2
a

C

©)
50, Ikki tekislik orasidagi burchak:

Cosa =+ AA 1 BB, +C6, SGLLS )
R +B +C? e JAT+B7+C7  |N[o|Ny
formuladan topiladi, bunda N va N:  mos ravishda Ax+By+Cz+D=0 va
Ax+B,y+C,;z+ D, =0 tekisliklarga normal vektorlari.
Parallellik sharti: > -5 _C (5)
Bl Cl
Perpendikulyarlik sharti: AA + BB, +CC, =0 (6)

6°.  M,(X,:Y,:2,) nugtadan o’tuvchi Ax+By+Cz+D=0 tekislikkacha bo’lgan masofa:

|AX, + By, +Cz, + D|
- 2 2 2 (7)
VvA*+B°+C

7% Berilgan ikki tekislikning kesishgan chizig’idan o’tuvchi barcha tekisliklar dastasining

d

tenglamasi quyidagicha yoziladi:
a(Ax+By+Cz+D)+ p(Ax+By+C,z+D)=0 (8)
8°. Bir to’g’ri chiziqda yotmaydigan uchta  (X.;V,;Z,), (X7 Y0:2,)  va  (X3;Y3:Z3)

nuqtadan o 'tuvchi tekislik tenglamalari:
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X=X Y=Yy, 2-17,
X,=X Yo=Y 2,74 =0 (9)
X3=X Ys— Y1 237

Mustaqil yechish uchun misollar:
17.1. Mu(0;-1;3) va M2(1;3;5) nugtalar berilgan, M: nuqtadan o’tuvchi va N=M:M,
vektorga perpendikulyar tekislik tenglamasi yozilsin.
17.2. M(a;a;O) nuqtadan o’tuvchi va oM vektorga perpendikulyar tekislik tenglamasi

yozilsin.
17.3. A(a;—%;a) va B(O;%;O) nuqtadan teng uzoqlikda bo’lgan nuqtalar geometrik

o’rnining tenglamasi yozilsin.

17.4. M1(0;1;3) va M2(2;4;5) nugtalardan o’tuvchi va Ox o0’qqa parallel tekislik tenglamasi
yozilsin.

17.5. Ox o’qdan va M(0;-2;3) nuqtadan o’tuvchi tekislik tenglamasi yozilsin.

17.6. Oz o’qdan va M(2;-4;3) nuqtadan o’tuvchi tekislik tenglamasi yozilsin.

17.7. Oy o’qqa parallel, Ox va Oz o’qlardan a va c¢ kesmalar ajratuvchi tekislik tenglamasi
yozilsin.

17.8. M(2;-1;3) nuqtadan o’tuvchi va koordinata o’qlaridan teng kesmalar ajratuvchi tekislik
tenglamasi yozilsin.

17.9. M(-4;0;4) nuqtadan o’tuvchi va Ox va Oy o’qlaridan a=4 va b=3 kesmalar ajratuvchi
tekislikning tenglamasi yozilsin.

17.10. 1) x-2y+2z-8=0 va x+z-6=0
2) X+2z-6=0 va x+2y-4=0
tekisliklar orasidagi burchak topilsin.

17.11. (2;2;-2) nuqtadan o’tuvchi va x-2y-3z=0 tekislikka parallel tekislik topilsin.

17.12. (-1;-1;2) nuqtadan o’tuvchi va x-2y+z-4=0 hamda x+2y-2z+4=0 tekisliklarga
perpendikulyar tekislikning tenglamasi yozilsin.

17.13. M(-1;2;3) nugtadan OM ga perpendikulyar tekislik tenglamasi yozilsin.

17.14. Oy o’qdan va (4;0;3) nuqtadan o’tuvchi tekislikning tenglamasi yozilsin.

17.15. Oz o’qqga parallel hamda Mz1(2;2;0) va M2(4;0;0) nugqtalardan o’tuvchi tekislikning
tenglamasi yozilsin.

17.16. M(1;-3;5) nuqtadan o’tuvchi va Oy va Oz o’qlardan Ox o’qdagidan ko’ra ikki marta
katta kesma ajratuvchi tekislik tenglamasi yozilsin.

60



17.17. (0;0;a) nuqgtadan o’tuvchi va x-y-z=0 hamda 2y=x tekisliklarga perpendikulyar
tekislikning tenglamasi yozilsin.

17.18. Ma(-1;-2;0) va M2(1;1;2) nugtalardan o’tuvchi hamda x+2y+2z-4=0 tekislikka
perpendikulyar tekislikning tenglamasi yozilsin.

17.19. Mu(1;-1;2), M2(2;1;2) va Mas(1;1;4) nuqtalardan o’tuvchi tekislikning tenglamasi
yozilsin.

17.20. Oz o’qdan 2x+y-+/5z=0 tekislik bilan 60° burchak tashkil etuvchi tekislik

tenglamasi tuzilsin.

17.21. (5;1;-1) nugtadan x-2y-2z+4=0 tekislikkacha bo lgan masofa topilsin.

17.22.  (4;3;0) nugtadan Ma(1;3;0), M2(4;-1;2) va Maz(3;0;1) nuqtalardan o’tuvchi
tekislikkacha bo’lgan masofa topilsin.

17.23. 4x+3y-5z-8=0 va 4x+3y-5z+12=0 parallel tekisliklar orasidagi masofa topilsin.
Ko’rsatma. Birinchi tekislikda ihtiyoriy, masalan (2;0,0) nuqta olib, undan ikkinchi
tekislikkacha bo’lgan masofa topilsin.

17.24. 2x-y+3z-9=0; x+2y+2z-3=0; 3x+y-4z+6=0 tekisliklarning kesishgan nuqtasi topilsin.

17.25. (2;-1;1) nuqtadan o’tuvchi va 3x+2y-z+4=0 va x+y+z-3=0 tekisliklarga

perpendikulyar tekislikning tenglamasi yozilsin.
18. FAZODA TO’G’RI CHIZIQ TENGLAMASI
1°.  A(a;b;c) nugtadan o’tuvchi va P(m;n;p) vektorga parallel bo’lgan to’g’ri chiziq

x—a_ y-b z-c
m n p

tenglamalari. N(x;y;z)-to’g’ri chizigning ixtiyoriy nuqtasi bo’lsin

1)
Bu tenglamalar to’g’ri chizigning kanonik tenglamalari deyiladi. P(m;n;p) vektor to’g’ri

chizigning yo’naltiruvchi vektori deyiladi.

XxX=mt+a
20, (1) tenglamadagi har bir nisbatni t parametrga tenglab, to’g’ri chizigning y=nt+b
Z=pt+cC

)
ko’rinishdagi parametric tenglamalariga ega bo’lamiz.
30 Ikki nugta (X;Y,;2,) va (X,;Y,;Z,) dano’tuvchito’g’ri chiziq tenglamalari:
X—*% — Y-V — -7
X=X Yo=Y1 Z,-1

4°. To’g’ri chizigning umumiy tenglamalari:

©)
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Ax+ By+ Cz+ D=0
(4)

Ax+B,y+C;z+D, =0
50, Ikki to’g ri chizig orasidagi burchak

Mmem, +Nen, +pep,

Jm?+n? + p? o\/ml2 +n’+p°

Cosp = 5)

o X—a_y-b z-c

6. - . ) to’g’ri chizig bilan Ax+By+Cz+D=0 tekislik orasidagi burchak
Sing = Am+Bn+Cp (6)
JA? +B?+C2 e /m2 +n? + p’
Parallellik sharti: Am+Bn+Cp=0 (7)
Perpendikulyarlik sharti: A_B_ ¢ (8)
m n p

70, Tekislik bilan to’g’ri chizigning kesishgan nuqtasi (2) ko’rinishidagi to’g’ri chizigning
parametrik tenglamalari tekislikning Ax+By+Cz+D=0 tenglamasidagi X, y, z larning t
ga nisbatan yozilgan qiymatlarini qo’yamiz. Hosil bo’lgan tenglamadan to ni, so’ngra
kesishgan nuqgta koordinatalari Xo, Yo, Zo ni topamiz.

8°. Ikki to’g ri chizigning bir tekislikda yotish sharti:

a-a b-b c-c
m n p |=0 9)

Mustagil yechish uchun misollar:
18.1. x=4, y=3 to’g’ri chiziq yasalsin va uning yo’naltiruvchi vektori topilsin.
182. 1) {::Z’ 2) {Zy:;l 3) {:j
To’g’ri chiziglar yasalsin va ularning yo’naltiruvchi vektorlari aniglansin.
18.3. A(-1; 2; 3) va B(2; 6; -2) nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri chiziq tenglamalari yozilsin va
uning yo naltiruvchi kosinuslari topilsin.
18.4. A(2;-1; 3) va B(2; 3; 3) nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri tenglamalari yozilsin.
18.5. 1) (-2; 1; -1) nuqtadan o’tuvchi va P{1;~2;3} vektorga parallel bo’lgan;
2) A(3; -1; 4) va B(1; 1; 2) nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri chizigning tenglamalari yozilsin.
18.6. y=3x-1, 2z=-3x+2 to’g’ri chiziq bilan 2x+y+z-4=0 tekislik orasidagi burchak
topilsin.
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x+1 y+1 z-1
2 -1

18.7.

to’g’ri chizig 2x+y-z=0 tekislikka parallel ekanligi,

x+1 y+1 z+3
2 -1

to’g’ri chiziq esa shu tekislik ustida yotishi ko’rsatilsin.

18.8. (-1; 2; -3) nuqtadan o’tuvchi va x=2, y-z=1 to’g’ri chiziqqa perependikulyar
tekislikning tenglamasi yozilsin.

Xx—2 y-3 z+1
1 2 3

18.9. to’g’ri chizigdan va (3; 4; 0) nuqtadan o’tuvchi tekislikning

tenglamasi yozilsin.

x=1 y+1 z+2
2 2

perpendikulyar tekislikning tenglamasi yozilsin.

18.10. to’g’ri chizigdan o’tuvchi va 2x+3y-z=4 tekislikka

18.11. (a; b; ¢) nugtadan o’tuvchi va: 1) Oz o’qqa parallel; 2) Oz o‘qqa perpendikulyar
bo’lgan to’g’ri chiziq tenglamalari yozilsin.

18.12. x=2z-1; y=-2z+1 to’g’ri chiziq bilan (1; -1; -1) nuqta va koordinatalar boshidan
o’tuvchi to’g’ri chiziq orasidagi burchak topilsin.

18.13. (2;-3; 4) nugtadan Oz o’qqa tushirilgan perpendikulyarning tenglamalari yozilsin.
Ko’rsatma. Izlangan to’g’ri chizig (0; 0; 4) nuqtadan ham o’tadi.

x+1 y+2 z-1

18.14. N(2; -3; 4) nugtadan 2 c

to’g’ri chiziqgacha bo’lgan masofa
topilsin.

Ko’rsatma. A(-1; -2; 1) - to’g ri chizigdagi nuqta, P{3;4;5} - to’g’ri chizigning
AN|P e AN| [P eAN|

PeAN P

yo ‘naltiruvchi vektori. U vagtda d = AN sina =

2X+y+8z-16=0 D .
18.15. to’g’ri chiziq tenglamalari:

X-2y—-z2+ 2=0
1) proektsiyalari bo’yicha; 2)kanonik ko’rinishda yozilsin. To’g’ri chizigning koordinatalar
tekisliklaridagi izlari topilsin, to’g’ri chiziq va uning proektsiyalari yasalsin.
18.16. A(O; -4; 0) nuqtadan o’tuvchi va P{l;2;3} vektorga parallel to’g’ri chiziq

tenglamalari yozilsin; to’g’ri chizigning XOz tekisligidagi izi topilsin.

18.17. x=3, z=5 to’g’ri chizigning yo naltiruvchi vektori topilsin.

18.18. (2; -3; 4) nugtadan Oy o’qqa tushirilgan perpendikulyarning tenglamalari yozilsin.

2Xx—-y-7=0 3Xx-2y+8=0
18.19. va
2X—2+5=0 Z=23X
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to’g’ri chiziqlar orasidagi burchak topilsin.

18.20. x-3 Y. z-1 va x+l = y-1 -z parallel to’g’ri chiziglardan o’tuvchi
2 1 2 2 1 2

tekislikning tenglamasi yozilsin.
18.21. x=2t-1, y=t+2, z=1-t to’g’ri chizigning 3x-2y+z=3 tekislik bilan kesishgan
nuqtasi topilsin.

18.22. gz yT—l = ZTH to’g’ri chizigning Xx+2y+3z-29=0 tekislik bilan kesishgan nugtasi

topilsin.

18.23.

X= 7-2 X—2 y—-4 z7-2
Va = =
y=2z+1 3 1 1

to’g’ri chiziglarning kesishuvchi ekanligi ko’rsatilsin va ular yotgan tekislikning

tenglamasi yozilsin.

18.24.  (2; 1; 0) nugtadan x=3z-1; y=2z to’g’ri chiziqqa tushirilgan perpendikulyarning

tenglamalari yozilsin.

19. TO°PLAMLARGA DOIR MISOLLAR
n oflchovli haqiqiy arifmetik fazoda ikki M (X,;X,;....X,) va N(y,;V¥,:....y,) nugtalar
orasidagi masofa:

d(M;N)= > (% - v:) .

i=1
formula asosida hisoblanadi va quyidagi xossalarga bo‘ysinadi:
l) Har ganday M va N nugtalar uchun d( M;N)=d(N;M);

2)  d(M:N)>0, yani agar M# N bo‘lsa, d(M;N)>0 va agar M=N bo'lsa, d(M,N)

3) Har ganday M, N va K nugtalar uchun uchburchak tengsizligi deb aytiluvchi
d(M; N)<d( M;K )+ d(K,; N) munosabatlar o‘rinli.

n o‘lchovli hagigiy arifmetik fazoda M (X,;X,:; X,) NUQta va r>0 son berilgan
bo‘lsin. Rn fazoda MO nugtaning r atrofi deb, MO markazdan r sondan kichik masofada
yotuvchi mumkin bo‘lgan barcha M(x1,;x2;......xn) nuqtalar to‘plamiga aytiladi va Sr(M0) yozuv

bilan belgilanadi:

Sr(MO)={M(x1;x2.....xn)€ R, |d (M;MO)¢ r}.
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Rn fazoda n-o‘lchovli nuqtalarning biror-bir V to‘plami berilgan bo‘lsin.V to‘plamga
tegishli har ganday M(x1;x2;......xn) nugtaning har bir koordinatasi uchun [x/|<4, [x2|<4,...
...,|xn|<4 munosabatlarni ganoatlantiruvchi 4>0 son mavjud bo‘lsa, V nuqtalar to‘plamiga Rn
fazoda chegaralangan to ‘plam deyiladi.

n o‘lchovli V nugtalar to‘plamining ichki nugtasi deb, o‘zining biror-bir atrofi bilan
V to‘plamga tegishli nuqtaga aytiladi.

V nuqgtalar to‘plamining chegaraviy nuqtasi deb, har qanday atrofi to‘plamga tegishli

va tegishli bo‘lmagan nuqtalardan iborat nuqtaga aytiladi. 1-rasm.

1-rasmdagi Mo nugta V to‘plamning ichki, M1 nuqgta esa chegaraviy nuqtasidir.

V nugtalar to‘plamining barcha chegaraviy nuqtalari to’plamiga uning chegarasi
deyiladi.

n  oflchovli V nugtalar to‘plamining quyuglashish nuqgtasi deb, har bir atrofi V
to’plamning cheksiz ko‘p nuqtalarini 0z ichiga oluvchi Mo€)V nuqgtaga aytiladi.

Har bir n-o‘Ichovli quyuglashish nuqtasi o‘ziga tegishli nuqtalar to‘plamiga R, fazoda
yopiq to‘plam deyiladi. Har bir n o‘lchovli nuqtasi ichki nuqta bo‘ladigan nugtalar to‘plamiga
esa Rn da ochiq to‘plam deyiladi.

Rn fazoda chegaralangan va yopiq n o‘lchovli nugtalar to‘plamiga ixcham (kompakt)
nugtalar to‘plami deyiladi.

Rn fazoda [MN] kesma yoki M va N nugtalarning chizigli gavariq kombinatsiyasi deb,
quyidagi to‘plamga aytiladi:

[MN]={P € Rn| P=aM+(I-a)N, a€[0;1]}.

Har ganday ikki M1 va M2 nugtalari garalmasin, ularni tutashtiruvchi [M:M2] kesma ham
V to’plamga tegishli bo‘lsa, V nuqtalar to‘plamiga R, fazoda qavariq nugtalar to‘plami deyiladi.

2-rasmda qavariq nuqtalar to‘plami, 3-rasmda qavariq bo‘lmagan nuqtalar to‘plami

tasvirlangan.
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2-rasm 3-rasm
V gavariq to‘plamning chetki nugtasi deb, o‘zidan tashqari to‘plam nugtalarining chizigli
gavariq kombinatsiyasi shaklida yoyilmaydigan yoki shuning o°zi, uchlari to‘plamga tegishli

biror-bir kesmaning o‘rta nuqtasi bo‘la olmaydigan nuqtaga aytiladi.
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Mustagqil yechish uchun masqlar:

Quyidagi sohalar bilan chegaralangan to‘plamlar qavariq to‘plam bo‘ladimi?

3x,+3x, =8 +X,<2
19.1, TR 192, | 7"
6x, +6x, =17 -X +X <2
2%, +5xX, <20 -2% + X, <1
19.3. {5x +6x, <30 19.4. X, —2X, 21
X, 20, x,=20 X =20, X, =20
X' +x, <6
19.5. 19.6. x’+3x; <5
xl—%x22+1£0 SR

Quyidagi to‘plamlar gqavarigmi?

19.7. Markazsiz doira. Markazsiz shar.

19.8. Kesma va bu kesmada yotmaydigan nugta.

19.9. Rs- fazoda umumiy nuqtaga ega bo‘lgan 2 ta tetraedr.
19.10. R2- fazoda umumiy tomonga ega bo‘lgan 2 ta uchburchak.

19.11. 19.12.

19.13. 19.14.

19.15.
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Quyida gavariq to‘plamlar berilgan. Harflar bilan berilgan nuqtalarning qaysilari chetki,
ichki va chegaraviy nuqta ekanligini aniglang:
19.16.

19.17.

19.18.

v

Quyidagi sohalar bilan chegaralangan qavariq to‘plamlarni tekislikda tasvirlang.

To‘plamning chetki nuqtalarini toping:

X, +3X, <3
2X, +3X, <6
19.19. 19.20. %, +2x, >3
2X, +3X, 26
0<x, <5

3x, +4x, <12
4.5%, +6Xx, > 24

3x, +4x, <12

19.21.
{ X =0, %x,>0

19.22. {
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20. SONLI KETMA-KETLIKLARNING LIMITI

Har bir n natural songa aniq bir x, haqiqiy sonni mos qo‘yuvchi qonun berilgan bo‘lsa,

R: hagqigiy sonlar o‘qida X1, X2, ..., Xn, ..., YOKi {x,} nugtalar (sonlar) ketma-ketligi berilgan

deyiladi.
. 1 :
Masalan, har bir n natural songa x,= 3(r12+ ) son mos qo‘yilgan bo‘lsa,
n
3; g; 2; E; e 3(n+1) D
4 2n

sonlar ketma-ketligi berilganligini anglatadi.

a sonning har ganday oldindan tayinlangan &  atrofi uchun {xn} sonli ketma-

ketlikning shunday bir N tartib ragamini ( & ga bog‘liq ravishda) tanlash mumkin bo‘lsaki,
barcha n>N tartib ragamli hadlari |xn —a|<5 tengsizlikni ganoatlantirsa, a soni {xn} sonli
ketma-ketlikning limiti deyiladi.

n o‘lchovli haqiqiy fazoda har bir k natural songa aniq bir n o‘lchovli Mk nugtani
mos qo‘yuvchi qonuniyat o‘rnatilgan bo‘lsa, Ry fazoda cheksiz n o‘Ichovli nugtalarning ketma-

ketligi berilgan deyiladi va My, My, ..., My, ..., yoki {M, } ko‘rinishda yoziladi.
Masalan, har bir k natural songa ikki o‘Ichovli My (2k; %) nuqta mos qo‘yilgan

bo‘lsin. Bu esa, Rz hagiqiy koordinatalar tekisligida

M1(2; 3), M2(4; g), Ms(6; 1), ..., Mn(2k; %),

nugtalar ketma-ketligi berilganligini anglatadi.

n o‘lchovli Mo nugtaning har ganday & atrofida berilgan nugtalar ketma-

ketligining biror-bir mos tartib ragamidan boshlab, barcha hadlari tegishli bo‘lsa, ya‘ni har

ganday oldindan tayinlanadigan & >0 uchun K tartib ragamni ( € ga bog‘liq ravishda)
ko‘rsatish mumkin bo‘lsaki, barcha k>K tartib ragamli hadlar M, € S,(M,) bo‘lsa, Mo nugtaga

{M, } nuqtalar ketma-ketligining limiti deyiladi va |j {M.}=M, ko‘rinishida yoziladi.

k—o0

Mustaqil yechish uchun misollar:

20.1. Umumiy hadi orgali berilgan ketma-ketlikning birinchi beshta hadini yozing:
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a) X

" on+1 n®+1

n+1
C) X, = d) x, =" :
) X, il ) X, =(-1) "
20.2. Ketma-ketlikning berilgan hadlari orgali umumiy hadining formulasini yozing:

a) 1;1;l;i;... b) 1, 23; 21; 3i; 33;...
2 6 24 4 9 16 25

c) 2; 10; 26; 82; 242; 730; ...
20.3. Sonli ketma-ketlik chegaralanganligini isbotlang:

2 x - n’+1
" n?42
2
Isbot: n2+1:1_ 21 va O0< 21 si shuning uchun 1<xn<1.
n°+2 n°+2 n“+2 2 2
b) xnzM c) x,=Sinn

\Vn? +2
d) x, =1-(-D")
20.4. Sonli ketma-ketlik monotonligini isbotlang:

a) x, =lgn—-Ig(n-1), (n>1)

Isbot: x, =Ign—lg(n—1)=lg——

n-1
2_
xn+1—xnzlgn+1—lg n :Ign 21:Ig(1—i2)<0. Demak,
n n-1 n n

Xpor — X, <0, X4 <X,, shuning uchun bu ketma-ketlik monoton kamayuvchi.

n’

b) x, =3"-2" c) X, =vn’ -1

d) x,=>Kk.
k=L
20.5. Ketma-ketlik limiti ta’rifidan foydalanib, quyidagilarni isbotlang:

a) lim—" =1
noen+1

Isbot: ixtiyoriy ¢ >0 son olamiz, |x, -1 :Inn 1—4 = nl T x, —1 <& tengsizlikni
+ +

. . . . 1 T . 1-
ganoatlantiruvchi n larni topish uchun 1 < ¢ tengsizlikni yechamiz. n > =, Shunday
n+ &
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qilib, 1=¢ sonining butun gismi N = {1_—‘1 bo‘ladi, uholda |x, -1 <& tengsizlik barcha
& &

n> N larda bajariladi. ¢ -ixtiyoriy son bo‘lgani uchun lim——=1.

noen41
‘ 1-0.01 o
Agar £ =001 bo'lsa, N=|=~-=|=99, n>99 larda X, =1 <0.01 bo*ladi.
b) Iim4n—1_2 ¢ lim 3n+1 _3
n>e2n+1 rH°<>5n 1 5
d) lim 2n-1__2 gaysi n dan boshlab, 2n—1 _(_Zj <0.0001 tengsizlik o‘rinli
n—>e 2 —3N 3 2-3n 3
bo‘ladi?
Quyidagi limitlarni toping:
3
206. [im 3n°+2 207. lim 2n° +3
n—o 4n _1 n—o n +Nn-— 1
3 3/h2
208. |jm D 209. im-——"
e BN° +1 oo 44N
. 2n*+n®+1
20.10. — 20.11. _—
Inlm 2n+n?-1 I,!m (n +1)l n!
1+1+ +i
2012 |im—2—% 2013, |jp SF O+ 24+ 3N
oo 14T 4 4 n—w n-+4
3 3"
. 2n+1)H(2n + 2)!
20.14. lijm+n(n+2-,n-3) 20.15. (
Inlm ( y ) Inﬁw 2n+3)-(2n+2)!

20.16. [jm Vn® +8(Vn® +2 —n®-1) 20.17. hnq( t+n“+ : j

N—o0 n—oo 4n2 _1
20.18. |Iim (—Cosn ——) 20.19. |Iim —Slnn'+ 2n”
e 2N 6n e \ N7 +1 1-9n?

20.20. R? fazoda quyidagi ketma-ketliklarning limiti a € R? ekanligini isbotlang:

a) {x(")}z{%,%} a=(0,0), Ve&>0 sonolaylik.
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des ot ool

jz+[1—0J2 = n%<g’ n>£; N:{Q}

n & &

bo‘ladi, uholda p(x", a)< ¢ tengsizlik barcha n>N larda bajariladi. Ta’rifga ko‘ra

lim (% 2]-0.0)-a

n—oo

s [22) o

9 ki) {[Zj'j . g_j}

)
2

R? fazoda ketma-ketliklar limitini toping:

n

5
20.21. x =((n_lj U

n*-15

20.22. x<">:(9”+5 1 j

4n ' 2n+4

4_
20.23. x™ =[M, Jn? +8n —+/n? +4nJ

Vn® +3n

20.24. Berilgan ketma-ketliklarning 5 ta hadini va umumiy hadi formulasini yozing:

a) X =1 x,,=n

b) x, =1 X,,, =X, +3

20.25. Ketma-ketlik chegaralanmaganligini isbotlang:

a) x, =nV

c) x,=n-log; n
2

b) x, =(-1)"n

d) x,=tgn

20.26. Ketma-ketlik limitini ta’rifidan foydalanib isbotlang:

. 4n-1 4

a) lim =—
n>ob5n+1 5

c) Iim3n_1=§, gaysi n dan boshlab
n>o5n+1 5

Quyidagi limitlarni toping:

. 3n°*4
20.27.
|nl££] n®+6

(n+1)* +(n-12)*

b) lim

20.29. |im

e n*+10
2
2031 [jm -2t

e A/N* +3n-1

2

n“+n_,
n—o n
=13 0,001 tengsizlik o'rinli boladi?
5n+1 5
. n*+n+1
20.28. Ir!m(n+—1)2
. 34n*+2n-1
20.30. I!EDT
. (n+1n!
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2 n

N—o0 n n—

2033, [jm a0 20.34. [im [ECOS%+1J

1+3+..+(2n-1) log, (n+1)

20.35. [ 20.36. [i n>2a>1
fm™ M Ziog - (122
. l+a+a’+..+a""
2037 iMoo o (b>a>0)
|
20.38. |j % 20.39. |jm Yn(In(+2+n +1)—Inn)
n—o + 1 n—oo

20.40. lim (WV2+4+6+..+2n—J1+3+5+...+(2n-1)

n—oo

21. FUNKSIYA. FUNKSIYA ANIQLANISH SOHASI, QIYMATLAR TO‘PLAMI, JUFT-
TOQLIGIGA DOIR MISOLLAR

y=f(x) (y=Ff(M)=f(x1, X2,..., Xn)) funksiya berilgan R (Rn) fazoning qgism osti to‘plamiga
uning aniglanish sohasi deyiladi va D(f) yoki D(y) yozuv bilan ifodalanadi.

y=f(x) (y=f(M)) funksiya o‘z aniqlanish sohasi D(f) ning har bir nuqgtasida gabul
qilishi mumkin bo‘lgan barcha qiymatlari to‘plamiga esa uning giymatlari to‘plami yoki
0‘zgarish sohasi deyiladi. Funksiya giymatlar to‘plami R1 haqiqiy sonlar to‘plamining gism osti
to‘plami bo‘lib, E(f) yoki E(y) belgilar bilan yoziladi.

Agar har ganday +xeV lar uchun f(-x)=f(x) tenglik o‘rinli bo‘lsa, bir
o‘zgaruvchili y=f(x) funksiya V to‘plamda juft funksiya deyildi. Juft funksiya grafigi Oy ordinata
o‘qiga nisbatan simmetrikdir.

Agar har ganday *x eV lar uchun f(-x)=-f(xX) munosabat o‘rinli bo‘lsa, y=f(x)
funksiya V to‘plamda toq funksiya deyiladi. Toq funksiya grafigi esa koordinatalar boshiga
nizbatan simmetrikdir.

y=f(x) funksiya uchun shunday bir musbat t son mavjud bo‘lsaki, funksiyaning
aniglanish sohasiga tegishli har ganday x va x+t nugtalari uchun f(x+t)=f(x) tenglik bajarilsa,
y=f(x) funksiya davriy funksiya deyiladi. t son esa funksiya davri deb yuritiladi. Amalda funksiya
davrlari ichidan eng kichigi T ni topish masalasi qo‘yiladi.

Mustaqil yechish uchun misollar:
Quyidagi funksiyalarning aniglanish sohasini toping:

011 F(X)=+v1-2x +3arcsin3X2_1
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Birinchi qo‘shiluvchi 1-2x>0 da hagigiy giymatlarni gabul qiladi, ikkinchi

qo‘shiluvchi esa —-1< 3X2_1 <1 bo‘lganda. Shunday qilib, funksiyaning aniqlanish sohasini

topish uchun

1-2x>0
3x-1

<1 tengsizliklar sistemasini yechib topamiz

2
3x-1 S 1

2
xsl, X<l x=>-
2

Demak, D(f):{—l;l]

S —

21.2. y=Ig(x’ —4x+3 21.3. y = arcsin(3x —4)

214. y= Ig(ll X)+«/x+2 215. y = /Sin(x) —9—x*
14 x? L
216. y = 217, y = x9*
y =arcsin=— y = X
21.8. y =tgy/16 -’ 219 y=—— L
X -2x—1

21.10. f(x)=InCos(x).

Quyidagi funksiyalarning qiymatlar to‘plamini toping:

21.11.y =1+ 2",

y =2"" =2.2* ko‘rsatkichli funksiya, uning giymatlar to‘plami y e (O;+oo), demak
berilgan funksiyaning qiymatlar to‘plami (l;+oo) bo‘ladi yoki berilgan funksiyaning qiymatlar
to‘plami uning teskari funksiyasi x = log,(y—1)—1 ning aniglanish sohasi y >1 bilan ustma-

ust tushadi, shuning uchun E(y)= (L+0).

21.12. y = Sin(x)—Cos(x) 2113, y = x++

X

2114 y=+—x* —x+2 21.15. y = X+;
X_

2116, y= 1+ +1 2017 y=—*

x> +1 arcsin(l-x)
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Quyidagi funksiyalarni juft yoki togligini tekshiring:
21.18. y=2"+27",

f(~x)=2"+2" = f(x) bo‘lganligi uchun bu juft funksiyadir.

21.19. y = % 21.20. y = Sin/x
X+
X+—
X
2 |SinX
21.21. y =|x| - 5e” 21.22. y =
1-—Cosx
21.23. y = Sin(arcCosx) 2124, y =0 *1
10" -1
21,25, y = IgX+3
-3

1, agar x —ratsionalsonbolsa
21.26. f(x):{ J

—1, agar x—irratsiond sonbolsa

Funksiyalarni asosiy davrini toping:
21.27. y = Sin6x +tg 4x

Birinchi qo‘shiluvchi uchun asosiy davr 2{ :% bo‘ladi, ikkinchi qo‘shiluvchi uchun

davr % bo’ladi. % va % sonlarining eng kichik umumiy bo‘luvchisi 7 bo‘lgan funksiyaning

asosiy davri bo‘ladi. f(x+T)=f(x)T =x.

21.28. y=2 21.29. y = Singx+1

21.30. y = Sinx — Cosx 21.31. y = Sin2x— 2tg(§j

21.32. y = Cos®x 21.33. y = x—[x].

Quyidagi 2 o‘zgaruvchili funksiyalarni aniqlanish sohasini toping:

21.34. f(x,y)=arcsin(x+y),

f(x, y) funksiya ma’noga ega bo‘lishi uchun x va y lar ushbu -1<x+y<1

munosabatda bo‘lishi lozim. Bu tengsizliklarni tekislikning x+y+1=0 va x+y—-1=0 to‘g‘ri

chiziglar orasidagi nugtalarning koordinatalari ganoatlantiradi.

D(f)={(xy)eR? [x+y| <1
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21.35. f(x,y)=+/x+y 21.36. f(x,y)=+—-x+.Jy

2 2

21.37. f(x,y)=arccos gy 21.38. f(x,y)=+x—4Jy

21.39. f(x,y)=1+{—(x—y)  21.40. f(x,y)=i1+1
y

_y?2
21.41. f(x, y):@—% 21.42. f(x,y)= Vx> =4+ 1-y?.

Funksiyalarning aniglanish sohasini toping:

21.43. y =Vx* +x -2 21.44. y = log,(-x)

21.45. y = arcco{g —1) 21.46. y = /3" —5*

21.47. y = ix 21.48. y =Sin/x-3
Xe

Funksiyalarning giymatlar sohasini toping:

21.49. y = Sin*x — Cos’x 21.50. y =—x* —5x+6
2151 y =1-|¥ 2152, y= 2%
X+3
21.53. y = lg——2 : 2154, y = [Sinx -1
4—X

Funksiyalarni juft yoki togligini tekshiring:

21.55. y = x2Sint 21.56. y = IgCosx
X

16* -1
4*

2157. y= 21.58. y = x*Sin7x

Funksiyalarni asosiy davrini toping:

2159, y = —2Cos§+1 21.60. y = Sin§+ ctg%

21.61. y = 25m2x . poos2x 21.62. y = log, Sin x

Funksiyalarni aniglanish sohasini toping:

21.63. f(x,y)=Xx+./y 21.64. f(x,y)=+1-%°—y?
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22. FUNKSIYANING LIMITI

Ta’rif. y=f(x) funksiya berilgan bo‘lsin. Har qanday < >0 son uchun shunday bir

0 >0 son tanlash mumkin bo’lsaki, V to‘plamga tegishli va |x—x0|<5 munosabatlarni
ganoatlantiruvchi har bir x uchun |f(x)-b|<g tengsizlik bajarilsa b soni f(x) funksiyaning

X — X, dagi limiti deyiladi va |jm f(x)="b kabi yoziladi.

X—Xo
0 o
~ =
0 o

ajoyib limitlardan foydalaniladi:

, co—o0, 0-00, 17, 0°, o0® ko‘rinishdagi anigmasliklarni ochishda quyidagi

. 1
. sinx ; =
Llim—-=1 2. lim@+x)*=e
x—0 X x—0
. In . X _
3. ljm X _y 4 lim&=t=inaa>0
x—0 X X—0 X
. (1+x)F -1 . tgx
5 |im———=P 6. lim—-=1
x—0 X x—0 X
. arcsinx
7. lim x =1
x—0
. __arctgx . log,(1+x
8. lim 1 9. ||mM:I0gae
x—0 X X—0 X
10. |im £ 1 11 im (1+1j =e
x—0 X X—>00 X

Ta’rif. Har qanday oldindan tayinlanadigan < >0 son uchun Mo nugtaning
Satrofi S;(M,)ni ko‘rsatish mumkin bo‘lsaki, barcha M €S;(M,)NV, M =M, nugtalar

uchun |f(M)-b|<¢ tengsizlik orinli bo‘lsa, u holda b soni f(M) funksiyaning M — M, dagi
limiti deyiladi va
b=jm f(M) yoki b=[jm f(M)

M—->M, )(1*))(10
Xy —>XJ

Xn—)Xg

ko’rinishda yoziladi.
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Mustagqil yechish uchun misollar:

Funksiya limiti ta’rifidan foydalanib quyidagilarni isbotlang:
22.1. lim(Bx-5)=4

x—3

Ixtiyoriy &£>0 son uchun shungay o >0 topilib, |x—3|<5 tengsizlikni

ganoatlantiruvchi barcha x lar uchun |(3x—5)—4|< & tengsizlik o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatishimiz

kerak. Ixtiyoriy & >0 son olaylik. |(3x—5)—4| =[3x—9=[3(x-3)=3x-3 <& [x-3 < g

Agar & <% deb olsak, |[x—3 <& tengsizlikni ganoatlantiruvchi x lar uchun [(3x—5)—4| < ¢

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Shu bilian |jm (3x—5) = 4 ekanligi isbotlandi.

x—3

22.2. |lim (4x-1) =3

x—1

22.3. |ijm Sinx=1

s
X—>—
2

224, lim(x*-) =3, & ning ganday giymatlarida 0<|x—2 <& tengsizlikdan

X—2

‘(x2 -1) —3{ <0.001 tengsizlik kelib chigadi?

%, z ko‘rinishidagi anigmasliklarni oching:
o0
. X—=2 . X—2 . 1
22.5. AN - S -
|!_I’D X? —3x+2 |![r2‘ (x—2)(x-1) I!_r,rzl x—1
. X -9 . tgx
22.6. —_— 22.7.
|!D;] x* —2x-3 lem sin2x
. sinx—cosx . X
22.8. —_— 22.9. —_
|XITD C0S2X I!D;] V1+3x -1
. Yx-1 . Y1+mx-1
22.10. 22.11. _
Ilm Jx -1 |!£T0] X
-V —vi- . 1-tgx — 1+t
2212, [jm XX 2213 lim ¥ g;(_ 2\/ o
x—0 X X—>7r In X
. 5x%-7x |
22.14. lim L2 22.15. Iim i1
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Jx = 6x 3x+6

22.16. |j 22.17.
lem 3x+1 IH » X°+8
22.18. fjm Xox-2 22.19. [jm YL Eosx
1 X+ om0 SINX
/ x4 3 2
22.20. [im 2-4Jx-3 2221 lim —2X 3+2x : 2x+1
%7 X2 49 vo1 X =5 +2x% —x+1
V6-x-1 . 3X—2—4x*—x-2
22.22. lim 22.23. lim >
X—5 3 V4 + X X—1 X°—3x+2
2 2
2294, I|m \/1+x+x 2—\/1—x+x
x—0 X" =X
li m 2 _q ajoyib limitdan foydalanib quyidagi limitlarni toping:
x—0
Sin6x Sinéx o
. Sin6x 6
22.25. = =
I!LTO] Sin7x ngo] S|n7x Sin7x |XL’Q x 7
X
. Sindx . 1-Cos2x
22.26. 22.27. -
|!£E‘ X |!£E‘ XSinx
2228, [im Sin(x+h) —Sin(x —h) 22.29. [im 1—(3205x
h—0 h X—0 X
29 30 I|m Sindx 99 31, I|m v1-Cos2x
x>0 VX+1-1 X—0-0 X
. 2x-Sinx . 1-Cos2x+tg®x
22.32. 22.33.
|!£E‘ secx—1 |!£701 xSinx
2234, |j arcszln(x+2) 22.35. [im 1—-Cosbx
w2 XS+ 2X x50 1 Cos3x
2236, |i C935x 237 lim V1+ Cosx —~/2Cosx
7 Sindx x50 \/3+Cosx 2+/Cosx
2
1 Sinx Cosi—Sin5
22.38. |im 22.39. lim
P Cosx
X—>* (*—X) x>7
Limitlarni toping:
—Xx-2 . 9-x?
22.40. - 22.41.
I!m X +1 |!£T3] V3x -3
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Jax = x 5x% —3X + 2

22.42. h 22.43. lim———

I>!—>a X—a I)![,D 2X% +4x+1

1

. 5x*42x . Sin2x—-Cos2x -1
22.44. 22.45.

IXIED 1-x° Im; Cosx— Sinx

4
., X
Sin®* = .

. . Sin3x
22.46. 22.47. —_—

|!£T0] x? '!E'J Jx+2 -2

. arcsin(l—2x) . 1-Cosmx
22.48. _ 22.49. _

SiN(X=2) . ocer tgx — Sinx

22.50. Iim[2—+2(”’2] 2251. [jm S

X—>2 X —4 X—0 X
2252, [im Cos(x +h) —Cos(x—h) 9953 Iimtgx—tgx0

h—0 h X—>Xq X_Xo

. Sinx—Cosx . 2x"+3x*+5x—6
2254 lim ==, 25 Im - e 7y

X_)X X—>00

3 2

22.56. |j (2x° +4x+5)(X° +x+1)

XLOO (X+2)(x* +2x3 +7x* + x -1)

(\/x2+3x—x \/x2+3x+x) X% +3x— x>

2287 lim (30 = lim e e M e
(1 2 .

22.58. LI 22.59. X+ x+1-x —x
|!_f£l(x_l x2—1j Ime( )
(1 12 . 1 1

22.60. L 22.61. -

I!Uz‘(x—z x3—8j im| 557 4sin? X

22.62. [jmn W +1-+x2 —4x) 22.63. |im ﬁ+ X24 4}
X—>—00 X—>-2 + -

22.64. ||m Sin2x - ctgx

X—>7r

22.65. |im(1—%J ; Bu limitni hisoblashda |im(1+§j = e ajoyib limitdan

X—>0 X—>00

foydalanamiz:
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. < e im 2] <im?
lim 1—% =lim| |1+ 12 =e“°°[XJ=e“”=e°=1
X—>00 X X—>00 —X

5\ 2x+1)'

22.66. |lim|1+> 22.67. |j

() (7,5

- I . (x+8Y
22.68. |jm (1 —4x)~ 22.69. |im [—j

x—0 X—>00 X_2

(X -2x+1) (3x+1)""
22.70. = 22.71.

IXIED (xz —4x +1J IXIED (3x—1}

. 2X 2-5x
22.72.

'Jﬂ?(zx—sj

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarning limitini toping:

H 2
2273, [jm 2 )
x—0 X
y—3

. osin(x®- . osin(x®-
lim ) — [y SN0

. = 1 = 3
oo X oo X2ey y “Uo] g
y—3 y—3 y—3
2274, [jm 22X a0
o im Xy '
y—0
22.75. [jp Y 22.76. [im (6 + y?)- Sin—
X—3 y Xx—0 Xy
y—0 y—0
] yY . lexiyr -1
22.77. 1+2 2278, lim Y- =
|2+ im 55
y—a y—0

1
22.79. |im [0+ %2 + y? Jey?

x—0
y—0
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23. FUNKSIYA UZLUKSIZLIGI. UZLUKLI FUNKSIYALAR

Ta’rif. Agar Xo nuqtaning biror atrofida (xo nuqtaning o’zida ham) y=f(x) funksiya
aniglangan bo'lsa va agar

lim [f (%, + A%) = f(x,)] =0 (1)

Ax—0
bo‘lsa, Xx=xo giymatda (yoki Xo nuqtada) funksiya uzluksiz deyiladi. (1)ifodaning

uzluksizlik shartini bunday yozish mumkin:

I|m f(xo +AX): f(xo) yoki I|m f(X): f(xo)-

Ax—0 x—0

Xo nugtada uzluksiz f(x) va g(x) funksiyalar bo‘lsa, u holda xo nuqtada quyidagi
funksiyalar ham uzluksiz bo‘ladi:
a) f(x)+g(x)
b) kf(x) (k-o‘zgarmas)
¢) f(x)-g(x)
g 0
9(x)

Agar f(x) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz bo‘lsa va kesmaning chetki nuqtalarida turli

(9(x0)# 0)

ishorali giymatlarga erishsa ( f (a)- f(b) <0), u holda (a; b) internalga tegishli kamida bitta c
nugta topiladiki, f(c)=0 tenglik bajariladi.

Agar f(x) funksiya xo nugtada uzluksiz bo‘lmasa, funksiya Xo nugtada urilgan yoki
Xo nugta uning urilish nugtasi deyiladi.

y=f(x) funksiyaning xo nuqtada chapdan va o‘ngdan limitlari mavjud bo‘lib,

o‘zaro teng bo‘lmasa, ya’'ni

lim f(x)=f(x -0)= f(x,+0)= [im (),

XXy -0 X—>X)+0
u holda xo nugta funksiyaning birinchi tur urilish nugtasi deyiladi.

Agar xo nuqtada funksiyaning chapdan va o‘ngdan limitlari f(xo-0) va f(xo+0) lar
o‘zaro teng bo‘lib, funksiyaning Xo nuqgtasida erishadigan giymati f(xo) dan farq gilsa, unda xo
nugta bartaraf etilishi mumkin uzilish nugtasi deb ataladi.

y=f(x) funksiyaning xo nuqtada chapdan yoki o‘ngdan limitlarining biri mavjud
bo‘lmasa (xususan, cheksiz bo‘lsa), u holda xo nugta funksiyaning ikkinchi tur uzilish nugtasi
deyiladi.

23.1. Quyidagi fuksiyalarning ko‘rsatilgan nuqtalarida bir tomonli limitlarini toping:
Xx+1, agar O0<x<l1

a) f(x)= x=1 nugtasida
3x+1, agar 1<x<3
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f@-0) = lim f00 = lim (x+1 = 2

x—1-0 x—1-0
fA+0)=]im f) =]lim®@x+1) =4
x—1+0 Xx—1+0
3x, agar —-1<x<1
b) f(x)= g x=1 x=2 nuqtalarda
2X, agar 1l<x<3

¢) y=1{x}, {x}—x ning kasr gismi; x=1, x=2, x=3nuqtalarda

3 +11, x =1 nugtada

d) F(x)=""-

Mustaqil yechish uchun misollar:
23.2. Quyidagi funksiyalarning uzluksizligini ta’rifga binoan isbotlang.
a) f(x)=x"+x-2 barcha Xe(~oo+o0) larda

lim (f (x+Ax) = £ () = |im ((x+ AX)* + (X + AX) =2 — (X* + X — 2)) =

Ax—0 Ax—0

=|im (2x- Ax+ Ax* + AX) =0

Ax—0

Demak, f(x) barcha x e (—oo;+0) larda uzluksiz.

b) f(x) =sin(3x+2), barcha x e (—wo;+x) larda
c) f(x)= i barcha (—1;+o0) larda
X+1

Quyidagi funksiyalarning uzilish nugtalari va ularning turlarini aniglang. Grafiklarini

yasang:

x?, agar -o<x<0

23.3. f(x) ={(x-1)?% agar 0<x<?2

5-X, agar 2<x<wo
f(x) funksiya (— oo;O), (O; 2) va (2;+oo) intervallarda aniqlangan va uzluksiz bo‘lgan
elementar funksiyalar bilan berilgan. Demak, fagat x, =0 va X, =2 nuqtalarda uzulishga ega

bo‘lishi mumkin.

X, =0  nuqgta uchun chap va o‘ng limitlarni hisoblaymiz:

lim f)=limx*=0;

x—0-0 x—0-0
lim f) =lim(x-9*=1% f(0)=0
x—0+0 x—0+0

Bu esa x, =0 nuqtada f(x) fuksiya birinchi tur uzilishga ega bo‘lishini bildiradi. X, =2

nugta uchun:
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lim ) = lim (x-1* =1

XTZ?O X?H bo‘ladi.
limf®=limG-x»=3 f(@-=1
Xx—>2+0 x—>2+0

X, =2  nugtada funksiya 1-tur uzilishga ega bo‘ladi.

X
Z 2
234, y:i2 235. f(x)=12"
X= 0, x=2
x+1 .
236. y=1+—— 23.7. y=2*
X+1
0.5x%, agar |x <2 Sinx, x <0
238. f(x)=425 agar|x=2 239. f(x)=4x, 0<x<2
3, agar [x>?2 0, x>2
-1, x<0 -X, x<1
23.10. f(x) =49Cosx, 0<x <7 23.11. f(x)=< 2 1
1-X, X>7 x_1
—1, x<0
X
2312, f(x) =41 0<x<1
X, 1<x<2
3, 2<x<3

Funksiyalarning uzilish nugtalarini toping va uzilish turlarini aniglang:

4

4 2314 y =5 +1

23.13. y =
Y 4—-x

2

1
23.15, y = X2 23.16. f(x) = 92

Quyidagi tenglamalar ko‘rsatilgan kesmalarda yechimga ega ekanligini ko‘rsating:

2317. &) xX*+3x+1=0; [-10] kesmada. Bu funksiya [-1,0] da uzluksiz.
Kesmaning uchlaridagi giymatlari f(1) =-3, f(0)=1 bo‘lib, turli ishorali. Boltsano — Koshi
teoremasiga binoan (-1; 0) da biror C nugta topib f(x) =c®*+3c+1=0 bo‘lib, ¢ berilgan
tenglamalarning yechimi bo‘ladi.

b) xX*—6x* +3x-7=0; [0; 2]

¢) 3Sin®x — 5Sinx +1=0; {0; %}
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d) Cos*x+3Cosx+1=0; [0; 7]

23.18. Quyidagi funksiyalar ko‘rsatilgan kesmalarda chegaralangan ekanligini isbotlang:

a) f(x)=Sinx-Cos’x—~/x+1, [0;10]

y =Sinx, y=Cos?x va y=+/x+1 funksiyalarning har biri [0;10] da uzluksiz
bo‘lganligi uchun, f(x)= Sinx- Cos’X —/x+1 funksiya ham [0;10] da uzluksiz. Shuning uchun

Veyershtrass teoremasiga binoan f(x) funksiya [0;10] da chegaralangan.

b) f(x) = —XX+_‘°’1X+1 [2:7]

c) f(x)=vx*+3x+1-Cos’x, [0;27]

23.19. Bir tomonlama limitlarini toping:

2 - <
a) f() =) agar —l<xs<2 X = 2 nugtada
2X+1, agar 2<x<3
b) y=E(x), E(x) — x ning butun gismi

x=-2, x=0, x=1 nugtalarda
c) f(x)= L, X = 2 nugtada.
X—2

23.20. Funksiyalarning uzluksizligini ta’rifga binoan izbotlang:
a) f(x)=x>-3
b) f(x)=Cos(2x+1)

Quyidagi funksiyalarning uzilish nugtalari va uzilish turlarini aniglang:

X X
2321 y= 12 23.22. y = 2—;

2, agar x=0vax=4=2
23.23. f(x)=14-x*, agar|x <2
4, agar x| > 2

B

1

1

14 2%

N

23.24. y =

23.25. y = 2%
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24. HOSILA
y=f(x) funksiya grafigining M,(X,; ¥,) nuqtasiga o‘tkazilgan urinma tenglamasi

Y=Y = f\(Xo)(X— Xo)

normal tenglamasi

Y=Y =— (X_Xo)

1
(%)
ko'rinishga ega bo‘ladi.

M, (X,; Y,) nuqtada kesishuvchi y=fi(x) va y=f2(x) egri chiziglar orasidagi burchak
(o — 206~ 1, (%)
1+ (%) (%)

formula orgali topiladi.

Funksiya differensiali dy=y dx orqali hisoblanadi.

Agar AX

yetarlicha kichik miqdor bo’lsa, u holda Ay =dy

f(x+Ax)~ f(x)+ f(X)AX taqribiy formula o‘rinlidir.

bo‘ladi va

y = f[g(x)] murakkab funksiya differensiali: % :%$ yoki xo nuqgtadagi hosilasi:
x du dx
Yy (%) = F7(Ug)- 9°(X,) bo‘ladi.
Hosilalar jadvali:
Funksiyalar Hosilalar
y=C (bunda C-const) y'=0
y =X y\: 1
y=Cu (bunda C-const) y =Cu’
y=utv y=uty
y=u-v y=uV+uv
. uv—-uv
y=- =
. C .
y =—, (bunda C-const) y=-——u
u
y=u" y'=nu""u’
y=+u 1.
Y= od
y=a' y=a"lna-u a>1 a=1
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y = log, u y'==u'log,e = —
ulna
=lnu
y y\:lu
u
J=Sin & y=Cosu-u’
y = Cosu y'=-Sinu-u’
y =tgu y= 1 0
Cos’u
y =ctgu 1 .
_— -2 u
Sin“u
y = Secu y=Secu-tgu-u’
y = Cosecu y'=—Cosecu-ctgu-u’
= arcsinu
y y= 1 o
1-u?
y = arccosu . 1 .
y=- U
1-u?
y = arctgu .1 R
y_1+u2
y = arcctgu < 1 u
y= 1+ u?
y=u-v

y™ =u™y + Clu" Ay U

= (1™

. o) | f(x)
y=[F ] >{¢ (In £ )+ w(x)m}

y =shu y=chu-u
y =chu y=shu-u
y =thu .1
Y=
y = cthu . 1
= — -U
= s

Hosila ta’rifidan foydalanib, y=f(x) funksiyalar uchuny" hosilasini toping:

24.1. y = 2x® +5x* —7x—4 funksiya orttirmasini topamiz:

AY = (2(X + AX)® +5(X + AX)? = 7(X + AX) —4) — (2x> +5x* —=Tx—4) =

=BX2AX + 6XAX? + 2AX® +10XAX + 5AX? — TAX



AX—0 intilganda quyidagi limitni topamiz:

lim &y lim (6X* + 6XAX + 2AX? +10x + 5AXx — 7) = 6x* +10x — 7 Shunday qilib,

Ax—0 AX Ax—0

ta’rifga ko‘ra hosila y'=6x* +10x—7.

Mustaqil yechish uchun misollar:

24.2. ) y:% b) y=+x
1 1

= d -

c)y 2 )y ™

Differensiallash qoida va formulalaridan foydalanib, quyidagi funksiyalarning hosilasini

toping:

243 y=x+ =1 204, y=3x* + 53 - 2
X°  5X X
24.5. y = x*Sinx 24.6. y =Sinx-Inx
4
24.7. y = X4 +l 24.8. y = x°ctgx
X" -1
24.9. y=x arccos x 24.10. y = e*arctgx
2
24.11, y = 2O 2412, y=—
X X“+1
3 3 Cosx
24.13. y=3x"Inx—Xx 24.14. y = -
1-Sinx
Jx
24.15. y = 24.16. y = x*log, X
y N y Os
2417, y = "X X cigx 24.18. y = X9
Sinx 1+Xx

24.19. y = arctgx—arcctgx

24.20.a) y =|Inx| funksiya x=1 da hosilaga egami? Tekshiring.

b) y= |x| funksiyani x=0 da bir tomonli hosilalarini toping. Bu funksiya x=0 da hosilaga
egami?

Quyidagi masalalarda egri chiziqlarga o‘tkazilgan urinmalarning tenglamalari
yozilsin va egri chiziglar hamda urinmalari yasalsin:

24.21. x* +2xy* +3y* = 6 egri chizigga M(1,-1) nugtada.

Egri chizig tenglamasidan y™ hosilani topamiz:
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2
2X+2y% + 4xyy+12y°y=0, ya’'ni y=— X+y

2Xy +6y°
_1\2
Demak y' (-L1) =- 1+(=1) =
2-1(-1)+6(-1)° 4
Urinma tenglamasi y+1l= %(x—l)
X—4y+5=0
Normal tenglamasi y+1=-4(x-1)
4x+y—-3=0.
X3
24.22. y = ) X =-1 nugtada;
24.23. y = X = 2 nuqtada;
4+ X

24.24. y = Sinx X =7z nuqtada;

24.25. y=x*+2x-1 parabolaning y=2x*> parabola bilan kesishgan nugtasida
o‘tkazilgan urinma va normal tenglamalarini yozing.

24.26. y=x’ va y* = x parabolalar ganday burchak ostida kesishadi?

24.27. y = Sinx sinusoida Ox o‘qini ganday burchak ostida kesib o‘tadi?

2428. y=x-x> va y = 5x chiziglar orasidagi burchakni toping.

24.29. y=1+Sinx, y =1 chiziglar orasidagi burchakni toping.

24.30. y =2x>+5x* funksiyaning orttirmasini va differensialini toping.

2431, f(x)=x"-7x*+8 funksiya uchun Ax=0.01 bo'lsa, Af(5) va df(5) ni

hisoblang.
24.32. Quyidagi funksiyalarning differensialini toping:
a) y:%xi/; b) y = (x*+2x+2)e™*
23)(
) y = x*Sinx+ 2xCosx— 2Sinx d y= >

Quyidagilarni tagribiy hisoblang:
24.33. arcsin 0.51
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y=arcsin x funksiya uchun x=0.5 va Ax=0,01 deb olamiz. Taqgribiy hisoblash

formulasiga ko‘ra topamiz. arcsin(x + Ax) ~ arcsinx + (arcsinx)*Ax

arcsin0.51 ~ arcsin0.5 + ; -0.01= % +0.011=0.513.

J1-(0.5)

24.34. 3/1.02 24.35. 3/33
24.36. Sin29° 24.37. arctgl.05

Funksiyalarning hosilasini toping:

3 2
24.38. y = (1+3/x)? 2439 y=_> __ %
y=( ) V=T
3
24.40. y = x2Sinx 24.41. y =3/xarctgx
7 _ 4
2042, y =X "> 1 2443, y = COX
X +1 1+ 2Sinx

24.44. y = x* -3x+5 parabolaning M,(2; 3) nuqtasida o‘tkazilgan urinma va normal

tenglamasini tuzing.

2 2
24.45. % - y? =1 gipirbolaga M,(-9; —8) nugtasida o‘tkazilgan urinma tenglamasini

tuzing.
24.46. y = x* parabolaning qaysi nuqtasida o‘tkazilgan urinma
a) y=4x-5 to‘gri chiziqqa parallel,
b) 2x -6y +5 =0 to‘g‘ri chiziqqa perpendikulyar bo‘ladi?
24.47. 2y = x* va 2y =8-x” egri chiziglar ganday burchak ostida kesishadi?

Funksiyalar differensialini toping:

24.48. y:arctgi; dy-? 24.49. y =e*arcsinx; dy—?
a
2
24.50. y =xInx; dy-? 2451, y= (le) Z ?
(X+2)°(x+3)

Quyidagilarni tagribiy hisoblang:

24.52. tg46° 24.53. Cos3Y’
24.54. Intg47°15 24.55. 1/15.8
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25. YUQORI TARTIBLI HOSILALAR

y=f(x) funksiya uchun birinchi tartibli hosilasi y’ aniglangan bo‘lsin. Birinchi hosiladan
olingan hosila ikkinchi tartibli hosila yoki boshlang‘ich funksiyaning ikkinchi hosilasi deyiladi
va y’” yoki f”’(x) simvol bilan belgilanadi:
y'=) =X
Ikkinchi hosiladan olingan hosila uchinchi tartibli hosila yoki boshlang‘ich funksiyaning

uchinchi hosilasi deyiladi va y’”” yoki f””’(x) simvol bilan belgilanadi:
Umuman f(x) funksiyaning n-tartibli hosilasi deb uning (n-1)-tartibli hosilasidan (birinchi

tartibli) hosilasiga aytiladi va y™ yoki f ™ (x) simvol bilan belgilanadi:

y(n) - (y(nfl)): f(”)(x).

Bunda ushbu formulalar o‘rinli:

U+Vv)M=uy® v
cu)” =c.um;
U-V)V=uV +nutyy n(n 2) (24 +UV ™ (Leybnits formulasi).

Yugori tartibli differensiallar ham shunday ta’riflanadi:

n-tartibli differensial deb (n-1)-tartibli differensialning birinchi differensialiga aytiladi:
d"y =d(d"ty) = [f "D (x)dx"* fdx
d"(y)= f®(x)dx".

Mustagqil yechish uchun misollar:

Murakkab funksiya hosilasini toping:

25.1. y :%Sins X —ésmf\/}%smk&

=1 38intVxCosvx - — 2 .58in‘vx - Cosv/x - + = . 7SintVx - Cosv/x -
3 2Jx 5 ﬁ 7 &
=—Sln2\/_ Cosv/x - (1 25|n2\/_+8|n4\/_) -Sin?+/x - Cos®/x
2./x f
25.2. y = In(2x° +3x?) 25.3. y = J4x + Sindx
254,y = |X_sinX 25.5. y = e -Cos>
2 2 a
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25.6. y =1-3x’ 25.7. y = c:oss‘(g)

2
25.8. y = —ctg25 ~21n| sin2 25.9. y = arccos
2 2 9+ x
25.10. y =1-¢5"*.Cos?3x 2511, y =’ (V2x 1)
25.12. y = —cosecz(g) 25.13. y = arcsiny1-0.2x?
2514, yo— L 25,15, y = SINX__
1—mx2 1+InSinx
25.16 y—arctg(x+1)+x—+1 25.17. y = Intg§+Cosx+£C053x
o X2+ 2X + 2 o 2 3
1) 1
25.18. y = |n[1——j+— 25.19. y = InInx(InIninx —1)
X) X
25.20. y = tg’tgx + 3tgtgx 25.21. y = 2005 3cox
2520,y X 25.03. y = arctg—2*
. .y_X2+l YARNES gl—XZ
25.24. y = arccosy1—2* 25.25. y = log, Sin°x

25.26. y = xe*(Sinx— Cosx)+ e*Cosx 25.27. y=log, e

25.28. y = X" 25.29. y =3/ x/xv/x
X=1)(x-2

25.30. y = |2

30 Y= a)x=a)

Oshkormas ko‘rinishda berilgan funksiyalar hosilasini toping:

2531.x° +Iny—x%’ =0  3x? +£ —-x’e’y-2xe’ =0, ya'ni y= w
1—x“ye’

25.32. AX°2Bxy+Cy® +2Dx+2Ey+F =0

25.33. x* —6x2y? +9y* —5x? +15y? ~100=0

25.34. x) —y* =0 25.35. XSiny+ ySinx=0

25.36. e* +e¥ -2% -1=0

25.37. Sin(y—xz)—ln(y—x2)+2 y—x*-3=0

2538. Y rex—3. /Y =0
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Parametrik ko‘rinishda berilgan quyidagi funksiyalarni differensiallang:

x = aCost = aCos’t
25.39. _ 25.40, % T A
y =asint y = aSin’t
_3at
1412 x = cht
2541, U 25.42.
y = 3at y = sht
1+t°
25.43. Funksiyalarning 2-tartibli hosilalari topilsin:
1) y = Sin’x; 2)y =tgx; 3) y =v1+Xx°.
25.44. Quyidagi funksiyalarning 3-tartibli hosilalari topilsin:
1) y=xlInx; 2)s=t-e’; 3)y:arctg§.
a
Quyidagi funksiyalarning n-tartibli hosilalari topilsin:
25.45. y =Inx
y\zlzx_l; y\‘:—l-x_z; y\\\=1'(—2)-X_3; y(|V)=1.2.3.X—4;
X
—1)
y™W=1.2.3.-(n=1)- ()" . x" =(-1)"*- (n nl)'.
X
25.46. y =g ?; 25.47. y =/x;
25.48. y = x"; 25.49. y = Sinx;
) {x = Int
25.50. y = Cos“x; 25.51.
=}

Quyidagi funksiyalarning 1, 2, 3-tartibli differensiallarini toping:
25.52. y = xSinx 25.53. y = x(Inx —1)

Funksiyalarning hosilasini toping:
25.54. y = %-4x3 Jx 25.55. y = (x* +2x+ 2™

2x+1

25.56. y = In(2x° +3x?) 2557. y = Intg

2

25.58. y = gxfaz — X +a?arcsinE 25.59. y = arctg/4x* -1
a
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25.60. y = e~ — Sine *Cose™™ 25.61. y = In—
X°+2
X — e ;3
25.62. y = o> 25.63. y = 3x Sin°x + 3Cosx — Cos3x
X+
2
25.64. y = In VX +2X 2565, y= X, 1
X+1 X 5X
25.66. y = 2(tg/x —v/x) 25.67. y = Ioga(x /X +9)
25.68. y = log,,, Sinx 25.60. y = x/inx

25.70. y = x%* Inx

25.71. (u“)':vu“u'+uvv'lnu ekanini ko‘rsating.

Quyidagi tenglamalardan y" ni toping:

2 2

25.72. Dx* +y* =a’%; 2) y* = 2px 3)X—2—g—2:1
a
25.73. 1) X* + Xy + y* = 6; 2) x> +y*—xy=0
25.74. 1) X + y% = a%; 2)e —e " +xy=0
25.75. e*Sinu—eYCosx =0 25.76. x =y +arctgy
25.77. DX + y* = a%; 2)ax+ay—xy =Cc; 3)x"y" =1 tenglamalardan
y " topilsin.
dy . .
25.78. Tenglamalardan o topilsin:
X
42
x = aCost X=t x = a(t - Sint)
1 . 2) t3 3)
y =aSint y=——t y = a(l- Cost)
3
25.79. Funksiyalarning 2-tartibli hosilalari topilsin:
Dy = e, 2) y = ctgx; 3) arcsing

Funksiyalarning n-tartibli hosilalari topilsin:

25.80. y = x VX 2581 y=
2x+1
25.82. y =5-3C0s°x 25.83. y=2"+27"
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26. LOPITAL QOIDASI

Roll teoremasi: y = f(x) funksiya [a;b] kesmada aniqlangan va uzluksiz bo‘lsin. Agar
funksiya (a;b) intervalda differensiallanuvchi bo'lib, f(a)=f(b) tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda
(a;b) intervalga tegishli hech bo Imaganda bitta shunday bir ¢ nuqgta topiladiki, f‘(c): 0 bo‘ladi.

Lagranj teoremasi: y = f(x) funksiya [a;b] kesmada aniqlangan va uzluksiz bo‘lib, (a;b)
intervalda differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda (a;b) intervalga tegishli hech bo‘lmaganda bitta
shunday bir ¢ nugta topiladiki, f(b)- f(a)= fc)b—a) munosabat o‘rinli bo‘ladi.

Teylor-Makloren formulasi

0= 1(a)s- "8 T pap o I@ oy g (1) itoss

Teylor formulasi, Rn(x) Teylor formulasining goldiq hadi.

Teylor formulasining a=0 dagi hususiy ko’rinishi

f()= 1(0)+ 1%, L0 +...+@xn 4R (x)

Makloren formulasi deyiladi.

Bu formula funksiyaning erkli o‘zgaruvchi X ning darajalari bo“yicha yoyilmasini beradi.

Roll, Lagranj, Koshi teoremalariga doir misollar.

4
26.1. f(x)= XTfunksiya uchun [-1;1] segmentda Roll teoremasini tatbiq etish

mumkinmi?

a) f(x) funksiya uchun Roll teoremasining birinchi sharti bajariladi: f(x) funksiya [-
1;1]da uzluksiz.
b) f(x) funksiya uchun ikkinchi shart ham bajariladi. f*(x) =x® hosila mavjud.
a) f(x) funksiya uchun f(-1)=f(1)=1/4 tenglik o‘rinli. Demak, f "(c)=0 bo‘ladigan
nugta mavijud: f*(x)=x3=0, x=c¢=0 da o‘rinli.
f =1 0)=0
26.2. y=x? parabolaning gaysi nuqtasiga o‘tkazilgan urinma A(-1;1) va B(3;9)

nuqtalarnui birlashtiruvchi vatarga parallel bo‘ladi?

a=-1; b=3

/a10)1 2 3 4 £ 95




AB vatarning burchak koeffitsienti K = % =2
+

f(x)=2x; 2x=2 tenglik fagat x=1 bo‘lganda o‘rinli, demak x=1 nuqtaga

o‘tkazilgan urinma vatarga parallel.

Mustagqil yechish uchun misollar:

26.3. Roll teoremasini f(x)=§’/? funksiyaga [-1;1] segmentda tatbiq gilish
mumkinmi?

26.4. f(x)=x2-6x+100 funksiya uchun Roll teoremasi shartlari x ning ganday giymatlarida
ganoatlantiradi?

a=1, b=5.

26.5. [a, b] segmentda f(x)=x2 funksiya uchun Lagranj formulasi yozilsin va C(x,y) nuqgta
topilsin

26.6. [1;4] segmentda f(X) =/X funksiya uchun Lagranj formulasi yozilsin va C(x,y)
nugta topilsin.

26.7. y=2x-x? egri chizigning AB yoyi ustida shunday M(x,y) nugtani topingki, bu
nuqtaga o‘tkazilgan urinma AB vatarga parallel bo‘lsin: A(1;1) B(3;-3)

26.8. f(x)=x3 va ¢(x)=x? funksiyalar uchun Koshining

f(b)_ f(a) = f“(c) formulasi yozilsin hamda c topilsin.
olb)-pla) o)

Quyidagi funksiyalarni Makloren formulasi bo‘yicha yozing:

26.9. f(x) = €* 26.10. f(x) = Sinx

26.11. f(xX)=In(1+x)

26.12. \/e_X ni Makloren formulasiga ko‘ra x= 1 da hisoblang (4 ta hadini olib).
Lopital qoidasi

. (%) _{o}_ . ) _{o}_ AN
1 7 —J_\ = — = _\ = _ 7 =
) "E‘E‘ p(x) (0 "E’J o (x) (0 "E’J @ (X)

. f(x) {oo} (X) {oo}_ G
2 7 = —\l= =
Mmoo = 1= |Hw w00 L) M S0

Quyidagi funksiyalar limitini hisoblang:
Sinax {} lim aCosax _a

26.13. |i
Ilm Xm0 bCosax b

w0 Sinbx
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2_16 X ea

26.14. _ 26.15.

I!mx —6Xx+8 I!m X—a

e 1-4sin? ™

26.16. 26.17. i

|H0 X — Sinx I!m 1-x?

. X—=Sinx . 1 1
26.18. 26.19. _

|!£T0] x° I!m(x—l Inxj

1 £
26.20. |lim@-xx ¥y =(1—x)= deb belgilab, tenglikning ikkala gismini

X—>00

ligarifmlaymiz Iny = 1lIl|1 —x| = In 11| Endi limitga o’tamiz
X
LS % .
limhy=lim—— —I|m =0. Iny=0, y=1
1 tgx 1 Sinx
26.21. IimH 26.22. Iim(—]
x—0 \ X x—0 \ X
26.23. |jm (tgx)**> 26.24. |im (Sinx)>™

V4 x—0
X——
2

26.25. ||m xInx

x—0

26.26. f(x)=3%/8x—x* funksiya uchun a=0, b=8 bo‘lganda Roll teoremasi shartlari x

ning ganday giymatlarida bajariladi?

26.27. [-1;2] segmentda 4/x va 1— qunksiyalariga Lagranj teoremasini tatbiq qilish
mumkin emasligi ko‘rsatilsin.

26.28. Tenglamalari x=t2, y=t3 parametrik ko‘rinishda berilgan egri chizigning AB yoyida
shunday M nuqtani topingki, bu nuqtada o‘tkazilgan urinma AB vatarga parallel bo‘lsin, A va B
nugtalarga t=1, t=3 giymatlar mos keladi.

26.29. y=x3-3x egri chizigning AB yoyining gaysi nuqtasida o‘tkazilgan urinma AB
vatarga parallel bo‘ladi: A(0;0), B(3;8)

26.30. Quyidagi funksiyalar uchun Lagranj formulasi yozilsin va C(x,y) nuqta topilsin.

1) [0;1] segmentda f(X) = arctgx

2) [0;1] segmentda f(X) = arcSinx

3) [1;2] segmentda f(x) = Inx

26.31. Quyidagi funksiyalar uchun Koshi formulasi yozilsin va C nugta topilsin:

1) [0; n/2] segmentda Sinx va Cosx  2) [1;4] segmentda x? va /x

Quyidagi funksiyalarni Makloren formulasi bo‘yicha yozing:
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26.32. f(X) =cosx 26.33. f(x) =(1+x)?
Quyidagi funksiyalar limitini toping:

26.34. [im ﬂ—iarctgx 26.35. [im 2—(e +3 )Cosx
X—>00 e; —l x—0 X
3x _ H _ X
26.36. Iime _ iz%x 1 26.37. lim Sin3x —3xe +3>§
x—0 Sin“5x x—0 . X
arctgx— Sinx—-—
6
. Inx . In(x-1)
26.38. e — 26.39. —_—
I!LTO] 1+ 2InSinx I,I([,rll ctgzx
26.40. |jm (@—Cosx)ctgx 26.41. lim (iz—ctgzx)
x—0 x—0 \ X
1 E
26.42. lim (x+2*): 26.43. |im(tg—xjx
X—0 X—0 X

27. FUNKSIYANI HOSILA YORDAMIDA TO‘LA TEKSHIRISH

Funksiyani tekshirish va grafigini yasash quyidagi umumiy sxema bo‘yicha bajariladi:

1) Funksiyaning aniglanish sohasi topiladi.

2) Funksiya juft (f(-x)=f(x), £xeD(f)), togligi (f(~x)=-f(x), +xeD(f))
yoki juft ham emas, tog ham emasligi aniglanadi. Agar funksiyaning juft yoki togligi aniglansa,
funksiyani musbat yoki manfiy haqiqiy sonlar yarim o‘qida tekshirish yetarli.

Agar funksiya juft funksiya bo‘lsa, bu funksiyaning grafigi Oy o‘qiga nisbatan simmetrik,
toq bo‘lsa koordinata boshiga nisbatan simmetrik bo‘ladi.

3) Davriy yoki davriymasligi aniqlanadi. Davriy funksiyani bir davr oralag‘ida tekshirish
yetarli.

4) Funksiya grafigining koordinata o‘qlari bilan kesishish nuqtalari topiladi. Ox o‘qi

f(x) y="f(x)

= x=0

bilan kesishish nugtalari {y B sistema, Oy o°qi bilan kesishish nyqtalari esa {

sistemani yechish bilan topiladi. Funksiya grafigining asimptotalari quriladi.
5) Uzilish nuqtalari aniqlanadi va ularning atrofida funksiyaning o°zini tutishi
tekshiriladi. Funksiyanig og’ma asimptotasi

(k=lim )y lim[f(x)—kx] y=kx+b) tekshiriladi

xoo X X300
6) Funksiyaning o‘sish va kamayish intervallari, maksimum va minimum nyqtalari
topiladi.
7) Funksiya grafigining gavarigligi va egilish nugtalari topiladi.
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8) Yig‘ilgan ma’lumotlar jadval ko‘rinishida tuziladi.

9) Funksiya grafigi yasaladi.

27.1. Quyidagi berilgan funksiyani tekshirib, grafigini chizing:
X2 +
—

f(x) =

1' berilgan funksiya D={(-o0;-1) U (-1;1) U (1;+ )} to‘plamda aniqlangan.

Bu funksiya uchun f(-x)=f(x) bo‘lganidan u juftdir va uni [0;+o0] oraliqda
tekshirish kifoya.
Funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalari:

e R
(x* -1 (x* -1

Birinchi tartibli hosila [0;+o0) oraligning X=1 nugtasidan boshga barcha nugtalarida
aniglangan va x=0 nuqgtada nolga aylanadi. Ikkinchi tartibli hosilaning x=0 nugtadagi giymati
17(0) =-4<0, shuning uchun f(x) funksiya x=0 nugtada maksimumga ega va bu maksimum
giymat f(0)= -1 bo‘ ladi.

Endi (0;1) va (1;+ o) da f'(X)<O bo‘lganidan bu to‘plamda f(x) ning

kamayuvchiligi kelib chigadi. So‘ngra:

2

lim X2+1—+oo l X2 +1 .

X—>—1-0 x> -1 X—>—-140 x> -1

lim X2 +1 " lim x? +1 i
2 =7 2 =

xo1-0 X~ =1 x>0 X* =1

bo‘lgani uchun x=+1 (funksiyaning ikkinchi tur uzilish nuqtalari) to‘g‘ri chiziqglar vertical

asimptotalar ekanligini va

. f(x) . x*+11
k=|lm¥=|lmm';=0

i . x*+1
b=[im [f()-kx]=lim —7— =1

limitlarga ko‘ra y=1 gorizontal to‘g‘ri chiziq f(x) funksiya grafigining asimptotasi

ekanligini hosil gilamiz.

Endi 1+3x°=0 tenglama xagqiqiy sonlar o‘qida yechimga ega bo‘lmaganligi sababli
funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi nolga teng bo‘lmasligi, ya’ni egilish nuqtasi yo‘qligi kelib
cigadi. Ikkinchi tartibli hosilaning giymatlari [0; 1) da f'(x)>0, (1; + o) da f*"(x)<0. Demak,
funksiya grafigi (-1; 1) da gavarig, hamda (—22; —1) va (1; +) da botiq bo‘ladi.
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(—oo; —1) -1 (-1, 0) 0 0; 1) 1 (1; +o0)
flay |+ * 0 : :
O : 4 : *
fx) | _—~ — -1 ~ ~

J Il tur M max M Il tur U
uzilish uzilish

AN
m

Mustaqil yechish uchun misollar:

v

Quyidagi funksiyalar grafiklarining asimptotalarini toping:

2 _ 2 _
27.2. y = X Z2x+3 li X Z2X+3 o0, ya’'ni X=-2 to‘g‘ri chiziq vertical
X+ 2 ) X+2
) ) . X*—=2x+3 . XP—=2x+3
asimptotadir. k= - =1 b= ——— —X] = -4 demak y=kx+b
P lem X(X+2) IXIED [ X+2 ] y

formulaga ko‘ra y=x-4 to‘g‘ri chiziq og‘ma asimptotadir.

2X X
273. y=—— 274. y = + X
y x—1 y 2x -1
Inx 1 )
275 y=— 27.6. y=—+4x
X X
27.7. y=2Jx* + 4 27.8. y=—~
X“+1
H 2 2
27.9. y = x4 2 27.10. 2 - —1
X a- b
Quyidagi berilgan funksiyalarni tekshirib, grafiklarini chizing:
27.11. y=31-x° 27.12. y = Sin’x
3
27.13. y=Inx—In(x-1) 27.14. y = —; 2
X —_
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27.15. y =16x(x -1)°
27.16. y = 2Sinx+Cos2x  ([0,z)) oraliqda

2

27.17. y == 5 27.18. y = (x—Dx
X_
X . .
27.19. y=In— 27.20. y=Sin2x-x —=—;= | oraligda
-1 2'2
27.21. y=2x = ctgx (0, 7) oraliqda
27.22. y=x+¢e™* 27.23. y=In(x+/x? +1)
3
2724, y=—"
(x-2)

Quyidagi funksiyalar grafiklarining asimptotalarini toping:

2
27.25. y=2x- £ 27.26.y=11 X _ 3y
X
27.27. y=x*-e* 27.28. y=0.5x+arctgx

27.29. y=-xarctgx
28. ANIQMAS INTEGRALNI INTEGRALLASH USULLARI

Integrallash amali differensiallashga teskari amal bo’lgani uchun asosiy integrallash

formulalarini bevosita topish mumkin. Barcha formulalarda u = u(x) X ning
differensiallanuvchi funksiyasi deb belgilanadi. Ixtiyoriy formulani o’ng tomonidan hosila olib
tekshirish mumkin.

Asosiy integrallash jadvali:

n+

1. Jdu=u+C 2.fu“du—u+ +C, n+1
n
du _ ug, &
3./ =lu+C 4. [ a*du 1M+C
5. [etdu=e"+C 6. [ sinudu= —cosu+C
. d
Jcosudu=sinu+C ) =
7. 8 fﬂoszu tgu+C
g
9 [— = —ctgu+C 10. [ tgudu = —In|cosu| + C
i<
. 1 u
11.fctgudu— In|sinu| + C 12. fuz+a,z —;arctg;—k(.'
ﬂ- . 1L
13. juz—az_ — +C 14. fwz_u a*rcsm;—k(?
15, [ — = Infu+Vuw?+2|+C
AL

Anigmas integral I = f f(x)dx ko‘rinishida yoziladi. Asosiy masala y=f(x) funksiya
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uchun boshlang‘ich F(x) funksiyani topishdan iborat.

Boshlang‘ich funksiya F(x) uch usulda topiladi:

I. Bevosita integrallash. Bu usulda boshlang‘ich funksiya integrallar jadvalidagi
formulalar orgali amalga oshiriladi.

Misol keltiramiz:

2 OX dx L L i . ) )
28.1.I(|nX) o g ifodani diferensialning tarifiga ko‘ra d(Inx) kabi yozish

mumkin. Shuning uchun [ (In ) [(Inx)*d(In x) tenglik o‘rinli, bu ifoda Inx ga
X

nisbatan darajaning integrali, demak,

dx In’x
I(Inx]“’?=——|—{?.

5
28.2.
2—x* ori-xt4l . 2 I
Jmdx=[—(dx=[(1-xPdx+ [ =x—_+arctgx+C
Bu yerda

fd — x4 C f’”d X e f WX _ retgx 4 C
x=x+C, | xtdx="——7+C Tz ety x

formulalardan foydalandik.
II. Anigmas integralni yangi o‘zgaruvchi kiritish usuli bilan integrallash.
Bu usulga ko‘ra integral ostida biror funksiyani yangi o‘zgaruvchi kiritish bilan integral

jadvaldagi formula ko‘rinishiga keltiriladi.
2
283.A)] = f (ZSEHE + 3) CGS;—C dX anigmas integralni yangi o‘zgaruvchi kiritish

usuli bilan integrallang.
Buning uchun integral ostida shunday yangi o‘zgaruvchi kiritish kerakki, bu ifodani

differensiallasak golgan ifoda kelib chiqishi kerak.
23in§+3 — t differiandallaymiz

J :J(Zsin§+3)2cos§dx: 2cos§*1dx:dt =
2 2 2 2

cos5 dx = dt
2
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n+i

x
fxndx - n+1

+ ( formuladan foydalandik.

cos?2x =t
. —2€0S82X*sin2x*2dx = dt
BISIn4XdX= osindxdx - dt _
cos’ 2x 4 | cSINAXOX=
sm4xdx_—ﬂ
2
2
=——I > :—Earctg£+C:—1arctg €0 2X+C;
t? 42 2 2 2 2

Bu yerdaf ar _1 arctg £ + € formuladan foydalandik.
r i rl

2+x2

C)] = [ V4 — x%dx anigmas integralni integrallang.

Bu integral trigonometrik almashtirish yordamida integrallanadi:

J=

X = 2sint

j V4 —x*dx =
dx = 2costdt

=j\/4—4sin2t*2costdt= 4jcos2 tdt=2t +sin2t +C

. . X X .. . .
x=2sint dan sint= s t=arcsin > ni oxirgi tenglikka qo‘yamiz

| = Zarcsing—k sinZarcsin%—F C;

I1l. Anigmas integralni bo‘laklab integrallash.

Anigmas integralni bo‘laklab integrallash formulasi f udv = uv — f vdu. Bu
formulaga ko‘ra [ f(x)dx integral ostidagi ifoda ikki bo‘lakka bo*linadi.

Shunday ikki bo‘lakka bo‘linadiki f udv ni hisoblash berilgan integralni hisoblashga
qaraganda qulayroq bo‘lIsin.

dx
u = arctgx,du = Tl ¥ X dk
28.4. j x“arctgdxdx= ; X :?arctgx

x?dx =dv,v = L
3

3 1+x

x3 1 X x° x? 1
=Z_arctgx—=|| x- dx =——arctgx— — + =In(x* +1) + C.
3 ' 31[ x2+1j 3 ardtgx—"g-+ g In(+1)

Mustaqil yechish uchun misollar:

Quyidagi integrallarni toping:

285, [ xy/xdx; 286. [ £
2-1—2% , 2 1)
287. [ ——dx; 28/.8. [ (x +2x+-)dx
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28.9. [ - dx; 28.10. [(Vx +3/xjix ;

3
28.11. jg‘&—x_lldx; 28.12. [ 3—dx;
VX

cos2x

28.13. [ dx; 28.14. [ ctg®x dx;

costx sinx
dx

2815. | —5———
J‘smz X C0S% X

O<zgaruvchini almashtirish usulidan foydalanib integrallarni toping:

Va2x—1

2 g
16. | x cos(x”)dx; 17. :
28.16. [ (x?) 2817 [——dx;
28.18. [ x3(1 — 2x*)3dx; 28.19. [ x\Ja—xdx, a—x =t
dx cosx dx
28.20. [ ——; 28.21. [ T
28.22. [ 222X _ g ;

——
V2+cosix

Bo‘laklab integrallash usulidan foydalanib integrallarni toping:

28.23. [(x + 1)e*dx; 28.24. [ €** cos x dx;
|
28.25. [ —-dx; 28.26. [ x?e3*dx;
28.27. [ x cosxdx; 28.28. [ In*xdx;
. X
¥ Cocosx dx . ﬂTCSlﬂE .
28.29. [ ——— 28.30. [ ===2dx;

29. ANIQ INTEGRAL

b
Aniq integral I = fa f(x)dx ko’rinishida yoziladi va Nyuton-Leybnits

formulasiga ko’ra hisoblanadi:

b
| reax=Fe 2= - Fa

F(x) funksiya y=f(x) uchun boshlang’ich funksiya, a-integralning quyi, b-yuqori chegaralari.
Aniq integralni ham xuddi anigmas integralga o’xshab integrallab, so’ngra Nyuton-
Leybnits formulasiga ko’ra hisoblanadi.
Aniq integralni yordamida egri chiziglar bilan chegaralangan yuzalarni, aylanma jismlar

hajmini, egri chiziq yuyining uzunligini va h.k.larni hisoblash mumkin.
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Quyidagi aniq integralni hisoblang:

«M+wt=hLH;dG+D:§a+0aé:§6@—D

O e

29.1.
712 wl2 08 x=t 0 3 1
jsin3 xdx:j (1-cos’ x)sin xdx = |-sinxdx = dt =—j(1—t2)dt= S P
) 0 w02 1 3Jo " 3 3
29.2
t u=x, du=dx 1 ; 1
Ixexdx{d edyy = _X}z—xexoﬂexdx:(—xex—eX)Ozl—g
29.3. 0 v=e axv=-¢€ ] e
X =sint
1 2 dx = costdt %  ein? % 2 7l24 a2
.[ 1-x dx=| ,_ ] :J- l_sthOStdtZJ‘C,OStdtz.[l _Smtdt:
IS t\/_arcsmx 7 sin’t Ysin’t 3, sin’t
2 X~2/2 1 " "
29 4. Lt 7l4 =l2]

/2
_(—ctgt—t) =F4 o T
rld 2 4 4

29.5. x?>+y?=8 aylana y=x?/2 bilan ikki gismga bo’lingan. Ikkala gismini yuzasini toping.

Yechish: Grafiklar kesishish nugtalarini topamiz:

1y =\8-x°

2
4
X _g-x?
4
4
X _g-x? >
4

-32+4x*+x* =0

X =2, X, =—2,

S,=xr*=8z r=2J2

2 3 2
S, = I(\/S—xz)dx:(4arcsini+%x\/8—x2 —%J
-2

4
= 21T+ — (kv.birl.
78 5 3 ( )

S,=5,-S =87Z'—(27Z’+%j=672’—g (kv.birl.)
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29.6. y=2-x2 va y3=x2 egri chiziglar bilan chegaralangan figuraning yuzini toping:

Yechish: Egri chiziglar kesishish nugtalarini topamiz:

2-x2=3x* 4

Hy
8-12x% +6x* —x® =x2
3—y2
x® —6x* +13x2-8=0 y =X
/
X =-1 Xx,=1
1 ly= X
y=2-x2

S :Jl'(z—xz _?&/F)dx:[Zx—X—;—gWJ‘ll :(2—%—gj_(_2+1+§j:§

J 3 5) 15
(kv.birl.)

29.7. y=x* va x=y?> parabolalar bilan chegaralangan figurani Ox o‘qi atrofida
aylantirishdan hosil bo‘lgan jism hajmini hisoblang:

2

, sistemasidan kesishish nuqtalarini topamiz:

Yechish:{y:
X=y

Xy =0, X, =1y, =0, y, =1

1

A h X2 x°
V=V, +V, = ﬁIXdX—ﬂIX4dX= ”[___jo
0 0

2 5

_ (3_1] :—z(kubblrllk)
2 5) 10

29.8. yzzg(x—l)3 yarim kubik parabolaning y2=§ parabola ichki gismi bilan

chegaralangan yoy uzunligini hisoblang:

Yechish: Egri chiziglarning kesishish nugtasini aniglaymiz: %(x—l)3 _X

X=2,0a y:\/g, chunki yzwfg(x—l)(x—l), u holda y\:\/g x—1,

L3 1 22
|__2! 1+§(x—1)dx_23!«/3x—1dx_ (545 -2/2)
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Mustagil yechish uchun misollar:
Quyidagi aniq integralni hisoblang:

5 2
29.9. [Vx—1dx 29.10. jZL
1 1 X —4x+5
4 e3
29.11. | X dx 29.12. | LI
SVX+5 T X
© xdx © o dx
29.13. j 29.14. j
0 :l.—X2 0 4——X2
rl4 e
29.15. jsin4xdx 29.16. szlnxdx
0 1
V4 1
29.17. Jexsinxdx 29.18. jarcsinxdx
0 0
1 7l2
29.19. jln(x+1)dx 29.20. Isinxcos2 xdx
0 0
1 4
dx dx
29.21. 29.22. | ——
;‘;ex+1 '(‘).1+«/2x+1
© x2dx 1
29.23. j 29.24. j V1+ x2dx
0 4-x? 0
3 2
dx
29.25. [ —— 20.26. [ -2
1 X+ X 1 2x-1
K dx K .
29.27. I—Z 29.28. '[xarcsmxdx
1 X(1+1n” x) 1

72

29.29. sz cosxdx
0

Berilgan chiziglar bilan chegaralangan figuralar yuzalarini hisoblang:
29.30. y =4—x"va Ox 0’q bilan
2

29.31. y=(x-1)%va x° —y7:1

29.32. y = x?2+1 va v = 3 — x chiziglar bilan chegaralangan figuraning yuzini

toping.
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Egri chiziglar yoylari uzunliklari hisoblansin:

29.33. y=1-Incosx, x=0dan x:% gacha
29.34. x =8sint+6cost,y =6sint—8cost,t =0dan t:% gacha

29.35. x:%t3 ~t,y=t*+2,t =0 dan t =3 gacha

29.36. x*—y®=4,y=+2 chiziglar bilan chegaralangan figurani Oy o‘qi atrogida

aylantirishdan hosil bo‘lgan jismning hajmini toping.

29.37. y= x==1,y=0 chiziglar bilan chegaralangan figurani Ox o‘qi atrofida

1+x*
aylantirishdan hosil bo‘lgan jismning hajmini toping.

2 2 2
29.38. x®*+y®=a® Ox o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan jismning hajmini

hisoblang.

30. HOSMAS INTEGRALLAR.
I. Xosmas integrallar ikki hil turda bo‘ladi:

1-tur xosmas integrallar chegaralari cheksiz bo‘lgan integrallardir.

+00 b

J.f(x)dx:limJ'f(x)dx 1)

" b—)ooa

Bu tenglikda o‘ng tomonda turgan limit mavjud bo‘lsa, u holda xosmas integral
J.f(x)dx yaginlashuvchi integrallar deyiladi.

Agar ko‘rsatilgan limit cheksizga teng bo‘lsa yoki mavjud bo‘lmasa xosmas integral

uzoglashuvchi deyiladi.

b 0
'[ f (x)dx, f f (x)dx xosmas integrallar ham shunday aniglanadi.

2-tur xosmas integrallar.

Agar y= f(x) funksiya [a;b] kesmaning x=a nuqtasida, x=b nugtasida yoki [a;b] ga
tegishli biror x=c nuqta atrofida aniqlanmagan bo‘lsa, bunday funksiyadan olingan integrallar 2-
tur xosmas integrali deyiladi.

y = f(x) funksiya [a; b] oraligda aniglangan va uzliksiz bo‘lib, Xx=b nuqta atrofida

b-s
chegaralanmagan funksiya bo‘lsa, u holda Iirgjf(x)dx limitga f(x) funktsiyaning 2-tur
e—

a
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b b-¢
xosmas integrali deyiladi va If(x)dX:lirgJ.f(X)dX tenglik bilan aniqlanadi. Agar o‘ng
a a

tomonda turgan limit mavjud bo‘lsa, xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi. Agar limit mavjud
bo‘lmasa, xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi.

Boshqga 2-tur integrallar ham xuddi shunday aniglanadi.

Misollar ko‘ramiz:

Xosmas integrallarni aniglang:

30.1.1= jcosxdx xosmas integrallarni tagribiy hisoblang va yaginlashishini tekshiring:
0

+b b
| = I|m cosxdx = I|m smxO

b—+o0

= Ilm(smb sin0) = I|m sinb demak xosmas integral

uzoglashuvi.
30.2.1 = J.l > Xosmas integralni hisoblang va yaginlashishni tekshiring:
o 1+ X
P b . 7 .
I = lim > = limarctgx = lim(arctgb—arctg0) = lim arctgh=-- xosmas integral
b—>+oool+)( b—-+0 0 boto b—>-+o0 2

yaginlashuvchi.

1
30.3._[%; f(x) = funk3|yax 0 nugtada chegaralanmagan.
0

¢ dx ¢ dx 1
—=lim|—=limInx

X a—>+0 9 X a—>+0

= I|m(In1—Ina)_ I|mlna Bu limit mavjud emas. Berilgan

a a—>+0

xosmas integral uzoglashuvchi.

30.4. _[ xosmas integralni hisoblang va yaginlashishini tekshiring:
\/_

f(x) = \/1_2 funksiya x=1 nuqgtada uzulishga ega
1-x

1 1-¢ 1_
_[ dx =Iimj d = limarcsin| 8:Iim(arcsin(l—g)—arcsinO):—
5 l_X2 &0 0 1_X2 £—0 0 £-0

‘ X

30.5.1 =j 5 xosmas integralni hisolang.
X*—4x+
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f(X)=—5—— x=1 nuqtada uzilishga ega, shuning uchun

dx Y dx 1, x-3l-¢ 2+¢ 1 2+¢
——= |mj.—2:I|m—In— im(In —In3)==IlimIn =
X" =4x+3 049 (X=2)°-1 02 x-1] 0 ZHO 200 g

O e

Integral uzoglashuvchi, demak berilgan xosmas integral ham uzoglashuvchi.

Quyidagi xosmas integralni hisoblang va ularni yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchiligini

aniglang:
308. | ax 30.9. [ xe™ dx
X 0
30.10. j 7 30.11. j x2e2dx
1 x2\/x -1 5
6
3012, | __dx 30.13. j amg)‘dx
34—’
2
30.14. | dx 30.15. js'”XdX
0(x—l)
30.16. sze’xgdx 30.17. j
: xInx
2 xdx 2 dx
30.18. 3019, [——2
L1+ x? ‘[\/4x—x2 -3
30.20 T dx
Dk +4)
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