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Введение. Рассматривается задача устойчивости нелинейных колебаний пластины с динамическим гасителем 
и упругодиссипативными характеристиками гистерезисного типа при случайных воздействиях.

Объекты и методика исследования.  Рассеяние  энергии в материалах пластины и упругодемпфирующего 
элемента динамического гасителя колебаний учитывается в виде петли гистерезиса по гипотезе Писаренко – Боги-
нича. Устойчивость виброзащищаемой системы изучена по методике, предложенной японским исследователем 
Ито, с помощью метода статистической линеаризации. 

Результаты и их обсуждение. Получены условия устойчивости виброзащищаемой пластины, которые дают 
возможность определить области и границы устойчивости при разных значениях параметров пластины и дина-
мического гасителя, а также при различных случайных воздействиях. 

Заключение. При случайном воздействии в виде белого шума колебания виброзащищаемой пластины будут 
асимптотически устойчивыми, а условия устойчивости не зависят от спектральной плотности ускорения осно-
вания. 

Ключевые слова: виброзащищаемая пластина; динамический гаситель колебаний; упругодиссипативные ха-
рактеристики гистерезисного типа; условия устойчивости; случайные воздействия.
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Introduction. The problem of stability of nonlinear vibrations of a plate with a dynamic dumper and elastic-dissipa-
tive characteristics of the hysteresis type under random influences it considered.

Object and methods of research. The energy scattering in materials of the plate and the elastic – dumping element 
of the dynamic vibration dumper is taken into account in the form of a hysteresis loop according to the Pisarenco – Bogi-
nich. The stability of the vibration protected system, proposed Japanese counterpart Ito, method is studied using the static 
linearization method.

Results and discussion. The stability conditions of the vibration-resistant plate and obtained, which make it possible 
to determine the region and boundaries of stability at different values of  the parameters of  the plate and the dynamic 
dumper at different random influences.

Conclusion. It is shown that under random action in the form of white noise vibrations of the vibration – protected 
plate will be asymptotically stable, and the stability conditions do not depend on the spectral density of the acceleration 
of the base. 

Keywords: vibration-resistant plate; a dynamic dumper of vibrations; elastic-dissipative characteristics of the hyste-
resis; stability conditions; random influences.

Введение
Развитие современной техники, рост скорости и мощности двигательных установок, машин и агре-

гатов, разнообразие характеристик комфортабельности транспортных средств, требования к устойчи-
вости и маневренности летательных аппаратов обусловливают потребность дальнейшего  совершен-
ствования и расширения областей применения эффективных способов и средств пассивной и активной 
виброзащиты. 

Все  вышесказанное  требует  создания  комбинированных  средств  виброзащиты,  отработки  новых 
конструктивных форм динамических гасителей колебаний (ДГК), а также более детального исследова-
ния внутренней динамики и устойчивости нелинейных виброзащитных систем. 

Для определения эффективности гашения колебаний механических систем актуальным является ре-
шение задачи устойчивости. 

Объекты и методика исследования
Исследуем устойчивость нелинейных колебаний виброзащищаемой пластины при случайных воз-

действиях. В качестве объектов исследований рассмотрим пластины и ДГК. 
Рассеяние энергии в материале пластины и упругодемпфирующем элементе ДГК учитывается по ги-

потезе Писаренко – Богинича [1]. Дифференциальные уравнения колебаний пластины с ДГК и упруго-
диссипативными характеристиками гистерезисного типа при случайных воздействиях имеют вид [2]

 
x j p x j d u x d Wik ik ik ik ik ik+ +( ) − +( ) = −ò ò ò ò1 2

2
3 4 3 0 2 0sign signw w ,

uu x x j n x Wik ik0 2 3 4
2
2 0 + + +( ) = −ò ò signw ,

  (1)

где xik  – перемещение точки  ik пластины;  j 
2 =  –1; w  – частота колебаний; pik  – частота собственных 

колебаний точки ik пластины без рассеяния энергии; d
d
dik
ik

ik
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2

; d c
hdik
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, r – плотность материала 

пластины, h – толщина пластины, d u dxdyik ik
s

1 = ∫∫ , d u dxdyik ik
s

2
2= ∫∫ , u u x yik ik= ( ),  – собственные формы 
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колебаний точки ik пластины; u u x yik ik0 0 0= ( ),  – значения собственных форм колебаний точки ik плас-

тины; x2  – перемещение ДГК относительно точки, установленной на пластине;  n
c
m=   –  собствен-

ная частота ДГК, c – коэффициент жесткости упругодемпфирующего элемента ДГК, m – масса ДГК; 
W W t0 0= ( ) – ускорение основания;

ò ò1 0 1 1 2 3 1 2 0 1 2 2 3 21= − +( ) − +( ) = +( ) + +( )c T T T c T T Th n h n; ;

ò ò3 1 0 4 2 01= − +( ) = +( )q qD F D F; ,
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 – декремент колебаний, D n sn∗
∗ = …( , , ),0 1  

c i ri1 1 0( , , )= …   и  k i si2 2 20( , , )= …   –  некоторые  числа,  определяемые  по  выбранным  на  эксперимен-

тальной кривой α0 2= ( )f x  точкам с координатами fi, полученным при простом виде циклической де-

формации материала [3], x2a – амплитуда переменной x t2 ( ); α m11
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−( )
3

212 1 m
 – цилинд-

рическая жесткость пластины, E – модуль Юнга.
Устойчивость рассматриваемой виброзащищаемой пластины при случайных процессах можно ис-

следовать используя методику Ито [4 – 6]. Для этого решения дифференциальных уравнений (1) будем 
искать в следующем виде:

 
x t e t e
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j t

j t j t

= ( ) + ( )
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σ ξ
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  (2)

где σ ξik ikt t( ) ( ),  и σ ξ2 2t t( ) ( ),  – амплитудные значения переменных xik и x2 соответственно.
Вычисляя производные из выражения (2) и подставляя их в (1), имеем систему дифференциальных 

уравнений первого порядка
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где b1 = n
2dik + uik 0 d3ik ; b2 = 1 – uik 0 dik ; b n u dik ik3

2
0
2

3= + .
Используя метод статистической линеаризации на основе методики Ито, из (3) получим следующую 

систему:
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Спектральная плотность W0 есть [5]

S S j


= ( ) ( )0 0w ψ w ,
где

S R d0 w t wt t( ) = ( )
−∞

∞

∫ cos ;

ψ w t wt t0 ( ) = ( )
−∞

∞

∫ R dsin ,

здесь R t( ) – корреляционная функция ускорения основания: R W t W tt t( ) = ( ) +( )0 0 ;  W t W t0 0( ) +( )t  – 
математическое ожидание ускорения основания, t – время корреляции.

Устойчивость системы, имеющей упругодиссипативные характеристики гистерезисного типа, изу-
чена в работе [7] по методике Ито с помощью статистической линеаризации. Используя этот метод, 
найдем математические ожидания уравнений (4):
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Следовательно,  устойчивость  рассматриваемой  системы  не  зависит  от  спектральной  плотности 
ускорения основания – в отличие от случая параметрических случайных воздействий, когда такая за-
висимость имеется. 

Результаты и их обсуждение
Определим условия устойчивости виброзащищаемой пластины. Для этого найдем решение системы 

дифференциальных уравнений (5), корни характеристических уравнений которой есть
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С учетом (6) найдем решения системы дифференциальных уравнений (5) в виде
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Здесь коэффициенты определяются из условия нормирования, т. е.

C
d u

z z
ik ik

1
1 3 0 3

2
4
2

1
2

2
24

( ) =
+

+

ò ò
,

z p b p b d uik ik ik ik1
2

3

2 2
3

2

3
2

0
2

3
2

4
2

2 4 1 3 4= − +( ) − − −( ) − −∗ ∗∗ò ò ò ò ò òl l (( ),
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z p b p b d uik ik ik ik2
2

3
2

3 3
2

0
2

2 4 1 3 3 42 8= − − +( ) − −( ) −∗ ∗∗ò ò ò ò ò òl l ;

C
d u

z z
ik ik

1
2 3 0 3

2
4
2

3
2

4
24

( ) =
+

+

ò ò
,

z p b p b d uik ik ik ik3
2

3

2 2
3

2

3
2

0
2

3
2

4
2

2 4 1 3 4= − −( ) − − −( ) − −∗ ∗∗ò ò ò ò ò òl l (( ),
z p b p b d uik ik ik ik4

2
3

2
3 3

2
0
2

2 4 1 3 3 42 8= − − −( ) − −( ) −∗ ∗∗ò ò ò ò ò òl l ;

C
p b p b

z z

ik ik
2
1 2

2
3 4

2

1
2

3 3

2

1
2

2
24

( )
∗ ∗∗

=
− +( ) + − −( )

+

ò ò ò òl l
;

C
p b p b

z z

ik ik
2
2 2

2
3 4

2

1
2

3 3

2

3
2

4
24

( )
∗ ∗∗

=
− −( ) + − −( )

+

ò ò ò òl l
;

D
p b p b

z z

ik ik
1
1 2

2
3 4

2

1
2

3 3

2

5
2

6
24

( )
∗ ∗∗

=
− −( ) + − +( )

+

ò ò ò òl l
,

z p b p b p uik ik ik ik5
2

3

2 2
3

2 4
0
2

1
2

2
2

2 4 1 3 4= − −( ) − − +( ) − −(∗ ∗∗ò ò ò ò ò òl l )),

z p b p b p uik ik ik ik6
2

3
2

3
4

0
2

2 4 1 3 1 22 8= − − −( ) − +( ) +∗ ∗∗ò ò ò ò ò òl l ;

D
p b p b

z z

ik ik
1
2 2

2
3 4

2

1
2

3 3

2

7
2

8
24

( )
∗ ∗∗

=
− +( ) + − +( )

+

ò ò ò òl l
,

z p b p b p uik ik ik ik7
2

3

2 2
3

2 4
0
2

1
2

2
2

2 4 1 3 4= − −( ) − − +( ) − −(∗ ∗∗ò ò ò ò ò òl l )),
z p b p b p uik ik ik ik8

2
3

2
3

4
0
2

2 4 1 3 1 22 8= − − +( ) − +( ) +∗ ∗∗ò ò ò ò ò òl l ;

D
p u

z z
ik ik

2
1

2
0 1

2
2
2

5
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6
24

( ) =
+

+

ò ò
;

D
p u

z z
ik ik

2
2

2
0 1

2
2
2

7
2

8
24

( ) =
+

+

ò ò
.

Среднеквадратичные отклонения стационарно-амплитудных значений переменных xik определяются 
из выражения

x C C D Dika
2

1
1

1
2

1
1

1
24= +( ) +( )( ) ( ) ( ) ( ) .

Для устойчивости нелинейных случайных колебаний виброзащищаемой пластины с ДГК достаточно, 
чтобы действительные части корней характеристических уравнений были отрицательными, т. е.

  − − + <

− − − <

∗

∗

ò ò

ò ò
2

2
4 3

2
2

4 3

0

0

p b

p b
ik

ik

l

l

,

.
  (7)
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Поскольку ò2, ò4 – положительные функции, определяющие рассеяние энергии в материалах пласти-
ны и ДГК, для достаточно малых значений  xika ,  x a2  значения k, k0 будут положительными, то l

* > 0. 
Первое неравенство в (7) является условием устойчивости виброзащищаемой пластины с ДГК:
  l∗ < +ò ò2

2
4 3p bik .   (8)

Упростив по параметрам неравенство (8), имеем

ò ò ò ò ò ò ò ò2 4 2
2

4
2

4 3 0
2 2

1
2

3
2

3 3 0
2 2

p n d u p n d uik ik ik ik ik ik+ +( ) + − −( )( )) +

+ +( ) >ò ò ò ò2 3 1 4
2 2

3 0
2 0p d uik ik ik .

Из полученного неравенства следует, что при наличии случайных воздействий в виде белого шума 
колебания виброзащищаемой пластины асимптотически устойчивы, а условия устойчивости не зави-
сят от спектральной плотности ускорения основания.

Заключение 
Использование методики Ито позволяет определить аналитические выражения условия устойчивости 

виброзащищаемой пластины, на основе которых можно анализировать области и границы устойчивос-
ти при различных параметрах пластины и ДГК (отношение масс, место установки ДГК, диссипативные 
свойства материалов  пластины,  а  также  упругодемпфирующих  элементов  и  частоты  настройки ДГК) 
и при случайных воздействиях. Наличие нелинейных свойств виброзащищаемой системы и ДГК обу-
словливает качественные особенности, связанные с определением оптимальных параметров и области 
устойчивости системы, повышением эффективности гашения колебаний в широком диапазоне частот. 
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