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Oliy matеmatikadan misol va masalalar echish uchun o’quv - uslubiy 

qo’llanma Islom Karimov nomli Tashkent Davlat Universitetining Termiz filialida 

“Matematika va tabiiy- ilmiy fanlar” kafedrasida tayyorlangan. Uslubiy qo’llanma 

metematika fani bo’yicha ma’ruza, amaliy mashg’ulotlarga oid barcha o’quv – 

uslubiy materiallarni o’z ichiga oladi. Har bir ma’ruza va amaliy mashg’ulot 

darslarini o’tishga mo’ljallangan pedagogik uslubiyotlar keltirilgan. O’quv – 

uslubiy qo’llanmadan professor – o’qituvchilar va talabalar foydalanishlari 

mumkin. 
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Олий математикадан мисол ва масалалар ечиш  учун ўқув қўлланма. 

 

Аннотация 

 

 Ўқув қўлланма олий математикадан нaмунавий дастурлар асосида 

яратилди. Унда Олий математиканинг чизиқли алгебра, аналитик геометрия, 

дифференциал ва интеграл ҳисоби, дифференциал тенгламалар, қаторлар, 

каби бўлимларига тегишли масала ва мисоллар берилди. Ҳар бир бўлимда 

қисқача назарий маълумотлар келтирилиб, уларнинг қўлланиши кўплаб 

машқларда тушунтирилди. 

 Ўқув қўлланма  техника ва иқтисодий йўналишларидаги талабалар 

учун мўлжалланган. 

 

 

 

Учебное пособие по высшей математике для решения задачи. 

Аннотация 

 

 В соответствии с учебной программой подготовки студентов в сборник 

включены задачи   по основным разделaм общего курса высшей математики: 

аналитическая геометрия, линейная алгебра, дифференциальное и 

интегральное исчисления, дифференциальные уравнения, ряды. 

 В начале каждого раздела приводится необходимый теоретический 

минимум и подробно разъясняется его использование на большом 

количестве примеров. 

Предназначен для студентов технических и экономических 

специальностей. 
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Oliy matеmatikadan misol va masalalar echish uchun o’quv qo’llanma. 

 

Annotasiya 

 

 O’quv qo’llanma oliy matеmatikadan  mo’ljallangan noma`naviy dasturlar 

asosida yaratildi. Unda Oliy matеmatikaning chiziqli algеbra, analitik gеomеtriya, 

diffеrеnsial va intеgral hisobi, diffеrеnsial tеnglamalar, qatorlar, kabi bo’limlariga 

tеgishli masala va misollar   bеrildi. Har bir bo’limda qisqacha nazariy ma`lumotlar 

kеltirilib, ularning qo’llanishi ko’plab mashqlarda tushuntirildi. 

 O’quv qo’llanma texnika va istisodiy  yo’nalishlaridagi talabalar uchun 

mo’ljallangan. 
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SO`Z BOSHI 
 

 «Matematika» fani oliy o’quv yurtlarida muhum va hal qiluvchi 

o’rinda turadi. Axborot texnologiyalarining jadal rivojlanishi va incon faoliytining 

barcha jabhalarida keng qo’llanilishi Matematika fanining ahamiyatini yanada 

oshirdi. Bu esa muxandis va iqtisodchi mutahassislarga bo’lgan  талабларни 

янада кучайтирди. 

 Tеvаrаk аtrоfimizdа ro`y bеrаyotgаn jаrаyonlаrni tаshkil etuvchi 

ko`rsаtkichlаrni аniqlаsh vа ulаrning ustidа оlib bоrilаyotgаn kuzаtuv nаtijаlаrini 

bir tizimdа shаkllаntirish, o`zаrо bоg`liqlik dаrаjаsini o`lchаsh, bоg`lаsh ishlаrini 

mаtеmаtik mоdеllаrini tаhlil etishdа оptimаl mаtеmаtik uslublаrni ахtаrish 

dаvrimizning dоlzаrb mаsаlаlаridаn biridir. Shu sаbаbdаn hаm, zаmоnаviy 

rаqоbаtbаrdоsh kаdrlаr tаyyorlаsh bоrаsidа mаmlаkаtimizning ОO`YUlаridаgi 

o`quv jаrаyonini tаshkillаshtirishdа аmаliy аhаmiyatgа egа bo`lgаn mаtеmаtikа 

fаnigа-mоdеllаr  hаqidаgi fаngа аlоhidа e`tibоr bеrilmоqdа. Fikrimizning dаlili 

sifаtidа muхtаrаm yurtbоshimiz Mirziyoеv SH.M.ning tа`lim sоhаsidаgi 

islоhоtlаrgа tеgishli bir qаtоr sеrmаzmun ko`rsаtmаlаri qаtоridа yoshlаrimizgа 

mаtеmаtikа fаnini yanаdа chuqurlаshtirilgаn hоldа o`rgаtishimizni аlоhidа 

tа`kidlаb o`tgаnlаrini kеltirib o`tishimiz mumkin. 

Mаzkur o`quv – uslubiy qo’llanma “Mаtеmаtikа. Mаtеmаtik usullаr vа 

mоdеllаr” fаnining dаsturining qаytа ishlаngаn vаriаnti asosida yaratildi. 

O`quv – uslubiy qo’llanma yuqоridа ko`rsаtilgаn tа`lim yo`nаlishlаri 

bo`yichа tа`lim оlаyotgаn bаkаlаvrlаr hаmdа mаgistrlаr uchun mo`ljаllаngаn.   

 Iqtisоdiy vа tехnikаviy ko`rsаtgichlаr, ulаr ustidа оlib bоrilаyotgаn kuzаtuv 

nаtijаlаrini bir tizimdа shаkllаntirish, ulаrgа tа`sir etuvchi оmillаrning o`zаrо 

bоg`liqligini аniqlаshdа zаmоnаviy mаtеmаtik usullаr vа mоdеllаrdаn 

fоydаlаnishning o`rni bеqiyosdir. Shuning uchun hаm, ushbu o`quv – uslubiy 

qo’llanmada аmаliy аhаmiyatgа egа bo`lgаn mаtеmаtikа fаnigа - mоdеllаr 

hаqidаgi fаngа аlоhidа e`tibоr bеrilgan. 

   Ushbu o’quv qo’llanma oliy matematikadan maxsus texnikaviy va iqtisodiy 

yo’nalishda  yozilgan bo`lib, ko`p hollarda matematik tushunchalarning iqtisodiy 

talqini berildi va iqtisodiy mazmundagi masala va misollar keltirildi. 

O`quv qo’llanmada modellashtirish, matrisa va determinantlar, chiziqli 

tenglamalar sistemasi, chiziqli fazo elementlari, limitlar nazaryasi, bir 

o`zgaruvchili va ko`p o`zgaruvchili funksiyalarning differensial hisobi, integral 

hisob elementlari, oddiy differensial tenglamalar va qatorlarga doir misol va 

masalalar berilgan.  

Barcha bo`limlarda qisqa nazariy ma`lumotlar keltirilgan. Qator masalalar 

yechimlari bilan berilgan nazorat ishlari hamda mustaqil yechish uchun misol va 

masalalar tavsiya etilgan. 
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1. Dastlabki tushunchalar 

 

1.1 Matematik modellashtirish 

 

 Jamiyatning rivoj topishi cheklangan resurslar (xom-ashyo, texnika vositalari, kapital 

qo`yilmalari, yer, suv va boshqalar) dan oqilona foydalanish, optimal yechimlar topish, iqtisodiy 

jarayonning matematik modelini tuzish, uni tahlil qilish, prognoz berishni taqozo qiladi. 

 Matematik model – real ishlab chiqarish jarayonini aks ettiruvchi formal munosabatlar 

majmuidir. Real hayotda uchraydigan jarayonlarni muqobil matematik modelini yaratish 

g`oyatda murakkab vazifa. Shu sababli ba`zi shartlar bilan tuzilgan matematik model asl holdan 

biroz farq qiladi. Biror jarayon uchun model tuzilayotganda qancha ko`p ta`sir etuvchi faktorlar 

e`tiborga olinsa (ko`p o`zgaruvchi funksiyalar sifatida qaralganda), tuzilgan model shuncha 

aniqroq bo`ladi. 

 Biz bilgan y = ax+b chiziqli, y = ax2+bx+c kvadratik, y = xα
  (x R ) darajali, y = ax 

ko`rsatkichli va boshqa elementar funksiyalar iqtisodiy jarayonlarning matematik modeli sifatida 

ko`p qo`llaniladi.  

 Model so`zi lotincha ,,modulus’’ so`zidan olingan bo`lib, o`lchov, me`yor, miqdor degan 

ma`nolarni anglatadi. Iqtisodiyotdagi ob`ektlarni matematik modellashtirish yordamida iqtisodiy 

jarayonlarni kuzatish va tahlil qilish mumkin. Iqtisodchilar modellarni qurayotib muhim 

faktorlarni ajratib olishadi va qo`yilgan masalani echish uchun uncha muhim bo`lmagan 

parametrlarni hisobga olishmaydi. 

 Matematik modellar ahamyatini quyidagilarda ko`rish mumkin: 

• iqtisodiy matematik modellar yordamida moddiy, mehnat va pul resurslaridan oqilona 

foydalanish. 

• matematik modellar va usullar iqtisodiy va tabiiy fanlarni rivojlantirishda yetakchi vosita 

bo`lib xizmat qiladi. 

• matematik modellarga, ularning iqtisodiy jarayonni adekvat aks ettirishi yetarli 

bo`lmaganda tuzatish kiritish mumkin. 

• matematik modellar yordamida iqtisodiy jarayonlar faqatgina chuqur tahlil qilinibgina 

qolmasdan, balki ularning yangi o`rganilmagan qonuniyatlarini ham ochish imkoniyati 

yaratiladi. Shuningdek, ular yordamida iqtisodiyotning kelgusidagi rivojlanishini 

oldindan bashorat qilish mumkin bo`ladi. 

• matematik modellar hisoblash ishlarini mexanizasiyalash va avtomatlashtirish bilan 

birga, aqliy mehnatni yengillashtiradi,iqtisodiy soha xodimlarining mehnatini ilmiy 

asosini tashkil etadi va ularni boshqarib turadi. 

  

   Ob`ektlarning matematik modellari 

 

 Obye’ktlarning  matematik modellarini tuzish quyidagi bosqichlardan iborat:  

1)  iqtisodiy jarayon har tomonlama o`rganib chiqiladi. Nazariy va sifat jihatdan tahlil 

qilinib, uning parametrlari ichki va tashqi informatsion aloqalar, ishlab chiqarish 

resurslari, rejalashtirish davri kabi ko`rsatkichlar aniqlanadi; 

2) izlanayotgan noma`lum o`zgaruvchilar qanday maqsadni ko`zda tutilishi, natija 

nimalarga olib kelishi aniqlanadi; 

3) modellashtirilayotgan jarayonning iqtisodiy matematik modeli tenglama,  tengsizliklar 

tizimi shaklida ifodalanadi; 

4) tuzilgan matematik modelni miqdoriy yechimini aniqlaydigan usul tanlanadi; 

5) masalani echish uchun kerak bo`lgan barcha iqtisodiy (umumiy) ma`lumotlar to`planadi; 
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olingan ma`lumotlar statistik tahlil qilinib, tanlangan usul va matematik model orqali qo`yilgan 

vazifa yechiladi; 

6) olingan natija har tomonlama (iqtisodiy) tahlil qilinib, optimal variant tanlanadi. 

 

Yuqorida aytib o`tilgan bosqichlar bir-biri bilan chambarchars bog`liq bo`lib, biri 

ikkinchisini to`ldirib turadi va bu usullar har qanday masalalarni hal qilishda eng optimal yo`lni 

tanlashda qo`llaniladi. 

 Har qanday iqtisodiy tekshirish, nazariya (iqtisodiy model) va amaliyot (statistik 

ma`lumotlar) ning birlashmasidan iborat. Kuzatilayotgan hodisalarni tushuntirish va tasvirlash 

uchun nazariy modeldan foydalaniladi, modelni qurish va asoslash uchun esa statistik 

ma`lumotlar yig`iladi.  

Ishlab-chiqarish jarayonlarining matematik modellari tenglama, tengsizlik, formula 

ko`rinishida ifodalanadi. Masalan: Bank aholidan quyidagi shartlar bilan omonat qabul qiladi: 

bankning yillik foiz stavkasi R (R – o`nli kasrda ifodalangan foiz stavkasi: ya`ni, agar R = 0,12 

bo`lsa, stavka 12% ni tashkil etadi); foizlarni qo`shib hisoblashlar yiliga k marta amalga 

oshiriladi. (agar k = 4 bo`lsa, foizlar har kvartalda, agar k = 12 bo`lsa, foizlar har oyda qo’shib 

hisoblanadi va h.k.). U holda har bir qo`shib hisoblash davrida qo`yilgan omonat 
k

R
i =   foizga 

ortadi.  

Faraz qilaylik omonatchi bank hisobiga A0  so`m qo`ygan bo`lsa, u holda birinchi qo`shib 

hisoblash davridan keyin summa:  

( )iAiAAA +=+= 10001
,  

ikkinchi davr oxirida  

( ) ( )( ) ( )2001112 1111 iAiiAiAiAAA +=++=+=+=  

xuddi shunday n – qo`shib hisoblash davridan keyin 

( )nn iAA += 10
    (1.1) 

hosil bo`ladi. 

Shunday qilib ...,,, 210 nAAAA   elementlar ketma – ketligi ( )iAb += 101
, maxraji ( )iq += 1  

bo`lgan geometrik progressiyani tashkil qiladi. 

   

Masala: 1.1  Yillik stavkasi 8% bo`lgan bankka 100 000 so`m omonat qo`yiladi. Foizlar 

har kvartalda qo`shib hisoblanadi. Hisobda 5 yildan keyin qanday summa hosil bo`ladi? 

Yechish. Masalani yechish uchun avval uning matematik modelini tuzib olamiz. 

Masalaning shartiga ko`ra 1000000 =A  so`m, 08,0=R , 4=k , 2054 ==n  

 5 yil davomidagi qo`shib hisoblashlar soni. (1.1) formuladan foydalanib:  

( ) 14659502,1100000
4

08,0
1100000

20

20

20 =







+=A  so`m. 

Javob: Bank hisobida 5 yildan keyin 146 595 so`m hosil bo`ladi.  

 

1.2 Aziza har 3 oyning oxirida bankka 30 000 so`m qo`yadi, bankning yillik stavkasi 

10% foizlarni har kvartalda qo`shib hisoblaydi. Azizaning hisobida 5 yildan keyin qanday 

summa hosil bo`ladi. 

Yechish.   

Berilgan    
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30000=P  

4

1,0
=i  

4=k  

20=n  

?20 −S  

Demak  20=n  marta omonat qo`yiladi. n  – omonat P  so`m, )1( −n  

esa  bankda bir to`lov davri saqlangan, mos foizlarni qo`shib 

hisoblanganidan keyin )1( iP +  so`m. 2−n – omonat bankda 2 davr 

saqlangan 2)1( iP +  so`m va h.k. Xuddi shuningdek 1 – omonat 
1)1( −+ niP  so`mga aylanadi. Hisobdagi umumiy summa: 

12 )1()1()1( −+++++++= n

n iPiPiPPS   

 

            Yig`indining hadlari b1 = P,  q  = (1+i) bo`lgan geometrik progressiyani 

tashkil qiladi.  

Sn = .
)1)1(())1(1(

)1(1

))1(1(

i

iP

i

iP

i

iP nnn −+
=

−

+−
=

+−

+−
 

Demak, masalani matematik modelining ifodasi                            

 Sn = 
i

iP n )1)1(( −+
     (1.2) 

Bu formuladan foydalanib  

7663405,2554300
025,0

)1)025,01((
00030

20


−+

=S  so`m 

Javob: Azizaning hisobida 5 yildan so`ng 766340 so`m hosil bo`ladi. Bunda bankdan 

foizlar hisobiga olingan summa 766340-30 000·4·5 = 166 340 so`m 

 

1.3  Alisher o`z qizini kelgusi 4 yil davomida har oyda 10 000 so`mdan renta bilan 

ta’minlab turish uchun bankka qancha pul qo`yishi kerak. Agar bankning foiz stavkasi yiliga 

12%, qo`shib hisoblashlar har oyda amalga oshiriladi. 

 

Yechish.  

         Berilgan 

   P = 10 000 

   n = 12·4 = 48   

   i = 01,0
12

12,0
=   

A48 - ? 

 Qo`yiladigan omonat summasi A ni   

nAAAAA ++++= ...321
 

ko`rinishda ifodalab olamiz. (bu yerda A1 – omonatning birinchi 

davrida  orttirib olinadigan qismi, A2 – ikkita davrda ortganidan keyin 

olinadigan qismi, va h.k.). Agar P renta kattaligi bo`lsa, u holda    

 

,)1(

)1(

)1(

2

2

1

n

n iAP

iAP

iAP

+=

+=

+=


 

 

Bu yerda i – bitta qo`shib hisoblash davridagi bank foizi. Bundan   

,
)1(

...,
)1(

,
1 221 nn

i

P
A

i

P
A

i

P
A

+
=

+
=

+
=  

va natijada,  

;
)1(

1
...

)1(

1

)1(

1

1

1
...

32321 








+
++

+
+

+
+

+
=+++=

nn
iiii

PAAAAA  
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qavs ichidagi ifoda 
i

b
+

=
1

1
1

  va  
i

q
+

=
1

1
 bo`lgan geometrik progressiyaning birinchi n ta hadi 

yig`indisidan iborat. Natijada, Sn = 
( )

q

qb n

−

−

1

11  formulaga ko`ra  

( )( )
( )

( )( ) ( )
.

11
11

1

11

1

1
1

1

1
1

1 i

i
Pi

i

P

ii

iP

i

i

i

P
A

n
n

n

n

n

−
− +−

=+−=
+

−+
=

+
−










+
−

+
=  

Shunday qilib,  n marta P so`mdan olib turish uchun bir marta qo`yiladigan omonat kattaligi 

 

( )
.

11

i

i
PA

n−
+−

=     (1.3) 

formula bilan hisoblanadi. Demak, masalaning matematik modeli tuzildi, endi son qiymatlarini 

qo`yamiz:         
( )

6,379739
01,0

01,11
00010

48


−

=

−

A  

Javob: Bankka 379739,6 so`m qo`yilishi kerak. 

  

Nominal va real stavka bir biridan farqlanadi. Real foiz stavkasi - yil davomida bank 

hisobidagi summaning haqiqiy o`sishi. Nominal stavka esa – bank e’lon qilgan stavka. 

 

1.4   R = 0,06 va k = 12 bo`lgan bank uchun real foiz stavkasini aniqlang. 

Yechish. Masalaning shartiga ko`ra bankning nominal stavkasi 6%, foizlar yiliga 12 

marta qo`shib hisoblanadi. Faraz qilaylik, boshlang`ich summa A0  so`m, u holda bir yildan keyin 

bank hisobidagi summa (12 oydan keyin)  

( ) 0617,1005,1
12

06,0
1 0

12

0

12

012 ==







+= AAAA  

omonatning bir yilda o`sish foizi quyidagi proporsiyadan topiladi: 

%

%100

012

0

xAA

A

→−

→
 

%17,6%100
0617,1

%100
0

00

0

012 =
−

=
−

=
A

AA

A

AA
x . 

 Shunday qilib, real foiz stavkasi 6,17%. 

Mustaqil bajarish uchun misol va masalalar 

1.5. Quyidagi jadvalda bank e’lon qilgan nominal foiz stavka R, boshlang`ich omonat 

summasi A0 va yillik foiz qo`yib hisoblashlar soni k berilgan n ta to`lov davridan keyin bank 

hisobida hosil bo`ladigan summani aniqlang.   

 

Variant R  % A0 

(ming so`m) 

K 

marta 

n  Variant R  % A0 

(ming so`m) 

K 

marta 

n 

1 12 80 6 24  16 15 50 3 12 

2 6 120 4 20  17 12 140 5 20 

3 8 150 3 15  18 8 100 10 32 

4 9 100 4 20  19 10 100 6 24 

5 14 200 4 16  20 12 60 6 12 

6 18 140 2 10  21 14 70 5 20 

7 20 80 3 15  22 15 60 4 8 

8 15 150 4 20  23 10 80 2 16 

9 20 120 4 20  24 8 80 4 20 
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10 20 100 6 24  25 6 36 6 24 

11 25 80 4 12  26 16 320 7 28 

12 16 75 2 36  27 12 240 8 32 

13 14 120 4 28  28 8 20 3 12 

14 12 140 6 42  29 6 160 4 40 

15 14 150 8 16  30 12 120 10 36 

 

 

1.6 Komil unversitetga kirganida, ota onasi uni chet elda o`qishni davom ettirishi uchun 

6 000$ yig`moqchi bo`lishdi. Bu summani ta’minlash uchun ota – ona 2012 yil 1 – sentabrdan to 

2016 yil 1 – martgacha har oyda bankka pul qo`yib turmoqchi bo`lishdi. Tanlangan bankning 

yillik foiz stavkasi 9%,  har oyda to`laydi. Har oyda ular bankka qanchadan pul qo`yib turishlari 

kerak. 

1.7 Bill 35 yoshida yiliga 9% ni har oyda qoi`shib hisoblaydigan sug`urta kompanyasi 

bilan shunday shartnoma tuzdi: Bill 65 yoshgacha har oyda 350$ to`lab turadi. Nafaqaga 

chiqqandan  keyingi 10 yil davomida hosil bo`lgan fonddan har oy bir xil miqdorda pul olib 

turadi. Bill har oyda qanchadan pul olib turadi.  

1.8  Bank murakkab foizlar bo`yicha yiliga 24% dan qo`shib hisoblashlarni har oyda 

bajaradi. Boshlang`ich summa 360 pul birligi bo`lsa, 8 oydan keyin qo`yilgan omonat summasi 

qancha bo`ladi.  

1.9  Erkin har oyning oxirida bankka 500$ dan qo`yib turadi. Bank e’lon qilgan nominal 

stavka 7%, yiliga 2 marta qo`shib hisoblanadi. 8 yildan keyin uning  bankdagi hisobida qanday 

summa hosil bo`ladi.  

 

1.3 Funksiya va uning berilish usullari 

 

Barcha ratsional (Q) va irratsional (I) sonlar to’plami birgalikda haqiqiy sonlar to’plamini 

tashkil qiladi. Haqiqiy sonlar to’plami R harfi bilan belgilanadi. 

X  va Y  lar haqiqiy sonlarning biror qism to’hlamlari bo’lib , x  va y  mos ravishda shu 

to’plamlar elementlari YyXx  ,  bo’lsin. 

   Ta’rif: Agar X  to’plamdagi har bir x songa biror qoida yoki qonunga ko’ra Y  

to’plamning bitta y soni mos q’yilgan bo’lsa , X  to’plamda funksiya berilgan (aniqlangan) deb 

ataladi va YXf →:  yoki ( )xfy =   kabi belgilanadi. Bu  ta’rifdagi  X  va Y  lar orasidagi 

bog’lanish funksional bog’lanish deyiladi. 

X  to’plam funksiyaning aniqlanish sohasi deyiladi. Y  to’plam ya’ni X  ning har bir x  

elementiga mos kelgan ( )xf  elementlar to’plami funksiyaning o’zgarish sohasi deyiladi. 

  Funksiyalar  jadval, grafik, analitik usullarda berilishi mumkin: 

( )xfy =  funksiya analitik usulda berilganda uning X  va Y  sohalari berilmagan bo’lishi 

mumkin, ammo ularni ( )xf  funksiyaning xossalaridan foydalanib aniqlanadi. 

  Agar X  sohani Y  sohaga akslantirganda o’zaro bir qiymatli moslik ya’ni ( )xfy =  

funksiya  bajarilsa, u holda x  ni y orqali ( )ygx =  kabi ifodalash mumkin. Oxirgi funksiya 

( )xfy =  funksiyaga teskari funksiya deyiladi. 

( )ygx =  funksiya uchun Y  aniqlanish sohasi X  esa funksiyaning o’zgarish sohasi 

bo’ladi. ( )( ) xxfg =  va ( )( ) yygf =  bo’lgani uchun ( )xfy =  va ( )ygx =  funksiyalar o’zaro 

teskari funksiyalar bo’ladi. 

 1.21  Funksiyaning qiymatlar to`plamini toping. 

xx
y

2cos42sin3

1

+
=  



12 

 

 Yechish. Maxrajda qavsdan tashqariga 543 22 =+  ni chiqaramiz: 

)2cos
5

4
2sin

5

3
(5

1

xx

y

+

=     sin
5

4
,cos

5

3
==  deb faraz qilib (bunday bo`lishi mumkin, chunki 

1
5

4

5

3
22

=







+








), quyidagini olamiz: 

)2cossin2sin(cos5

1

xx  +
, yoki 

)2sin(5

1

+
=

x
y .   

)2sin( +x  ifoda  1;1−  kesmada (yoki 5sin( +x2 ) ]5;5[−  kesmada) barcha  mumkin bo`lgan 

qiymatlarni qabul qilishini hisobga olib quyidagini topamiz: );
5

1
[]

5

1
;( +−y   

 1.22  
2210 xy −= funksiyaning qiymatlar to`plamini toping.  

 Yechish. Berilgan funksiyaga teskari  funksiyaning  aniqlanish sohasi, shu funksiyaning 

qiymatlar to’plamidan iborat.  
2210 xy −= funksiyaga teskari funksiyani topamiz, x ni y orqali 

ifodalab,  yx lg2 2 =−  yoki yx lg
2

12 −= , x2 0  bo`lgani uchun 0lg
2

1
− y  bundan 0lg y  va 

( 1;0y , ya`ni topilgan yarim interval berilgan funksiyaning qiymatlar to`plami bo`ladi. 

Mustaqil bajarish uchun misol va masalalar 

 Funksiyalarning aniqlanish sohasini toping: 

 1.23 x

x

x
y −+

−

+
= 10

5

2
1

)1lg(
    1.24 

2

6 2

)1lg(

16

−

−
=

x

x
y  

 1.25 tgxxy −= 4     1.26 )1(log
2

5,0sin
23

−−
−

−
= x

x

x
y  

 1.27 
x

x
y

lg

)1arcsin( −
=  

 

 Funksiyalarning qiymatlar sohasini toping: 

 1.28 xxy cos2sin5 +=    1.29 2

2x

ey
−

=  

1.30 
21

3

x

x
y

+
=     1.31 

2)cos(sin

3
2 ++

=
xx

y  

1.4  Funksiya xossalari 

 

a) Aniqlanish sohasi X  dan iborat bo`lgan ( )xf  funksiya uchun  har qanday Xx  uchun -

Xx  bo’lib, hamda ( ) ( )xfxf =−  tenglik bajarilsa funksiya juft ( ) ( )xfxf −=−  bo`lsa toq, aks 

holda ( )xf  umumiy ko`rinishdagi funksiya deyiladi.  

b) Biror X  oraliqda ( )xfy =  funksiya uchun argumentning katta qiymatiga funksiyaning 

katta (kichik) qiymati mos kelsa, funksiya o`suvchi (kamayuvchi) deyiladi. O`suvchi yoki 

kamayuvchi funksiyalar monoton funksiyalar deb ataladi.  

     c) ( )xf  funksiya uchun shunday o’zgarmas ( )0TT  son topilsaki, Xx  da 

XTxxTx +− ,,   bo’lib ( ) ( ) ( )TxfxfTxf +==−  bo’lsa, u holda ( )xf  davriy funksiya, 

musbat T lar ichida eng kichigi  funksiyaning davri deyiladi. 

d) Agar shunday 0M  son mavjud bo`lsaki, barcha Xx  uchun Mxf )(  tengsizlik 

bajarilsa, ( )xf   X  oraliqda chegaralangan deyiladi.  Aks holda funksiya chegaralanmagan 

deyiladi.  
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e) )(xu =  funksiyaning aniqlanish sohasi D , qiymatlar to`plami V  bo`lsin, ( )ufy =  

funksiyaning aniqlanish sohasi V  bo`lib, o`zgarish sohasi E  bo`lsin. U holda, ( )( )xfy =  

funksiya  aniqlanish sohasi D   va o`zgarish sohasi E  bo`lgan murakkab funksiya bo`ladi.  

f) ( )xfy =  ko`rinishdagi funksiya oshkor funksiya, ( ) 0, =yxF  tenglama bilan ifodalangan 

funksional bog`lanish oshkormas funksiya deyiladi.  

 Funksiyalarning juft-toqligini aniqlang: 

 1.32 2
4

1
cos

x
x

x
y −−=  

 Yechish.  Ta`rifga asosan tekshiramiz. 

=−−−
−

−
=− 2

4

)(1
)cos(

)(
)( x

x

x
xy )(1

cos

2
4

xyx
x

x
=−−  

Demak, berilgan funksiya  o’zining aniqlanish sohasida  juft funksiya ekan.  

 

1.33 xy x sin3=  

Yechish. xxxy xx sin3)sin(3)( −− −=−=− . Ta`rifga asosan, y(-x) y(x) va y(-x) -y(x) 

bo`lganligi uchun berilgan funksiya umumiy ko`rinishdagi funksiya.  

 

1.25.  Funksiyaning eng kichik musbat davrini toping: y = 2 sin 4x 

Yechish. Davriy funksiyaning ta`rifiga ko`ra barcha x va T0 lar uchun y(x+T) = y(x) 

bo`lishi kerak. Demak,  2sin(4(x+T)) = 2sin4x,   yoki    sin(4(x+T))-sin4x = 0   bundan  

0
2

444
cos

2

444
sin2 =

++−+ xTxxTx
 

ya`ni 0)24cos(2sin =+ TxT . Hosil qilingan tenglik barcha x lar uchun bajariladi, qachonki 

o`zgarmas ko`paytuvchi sin2T = 0 bo`lganda. Demak  eng kichik musbat davri esa T = 
2


. 

    0T son f(x) funksiya uchun eng kichik musbat davr bo’lsin. U holda y=f(kx+b)   

funksiyaning eng kichik musbat davri   bo’ladi. 

Mustaqil bajarish uchun misol va masalalar 

Funksiyalarning juft-toqligini aniqlang. 

 

1.34  xxy sin+=     1.35 xxy sin=  

1.36  
2

3

2

cos

)1lg( xe
x

x
y −−
=    1.37 x

xx
y

x
sin

2

cos
2

3

+=  

1.38 








+

−
=

3

3

2

2
lg

x

x
y     1.39 

3

sin

x

x
y =  

1.40 32 )cos(sin xxxy +=    1.41 xxy ln2=  

1.42 xxy x cos3 24 +=    1.43
xxx

tgx
y

++
=

24
 

1.44 )1ln(
sin

23
4

xx
x

x
y +−=    1.45 

1sin

cos
2 +

=
x

x
y  

 

Funksiyalarning eng kichik davrini toping yoki davriy emasligini isbotlang 

1.46 )3
2

cos(4 xy +=


   1.47 143 += xtgy  
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1.48 xy 2sin=     1.49 
x

y
1

sin=  

1.50 xxy sin=     1.51 xy 4sin 2=  

 

1.5. Elementar funksiyalar 

Quyidagi funksiyalar asosiy elementar funksiyalar deyiladi: 

a) Darajali funksiya  y = xn (x >0) 

b) Ko`rsatkichli funksiya ));;0();;((1,0, ++−= yxaaау x  

c) Logarifmik funksiya );();;0((1,0,log +−+= yxaaxy a
 

d) Trigonometrik  y = sinx, y = cosx,funksiyalar  (-;+) da aniqlangan.  Qiymatlar 

to’plami esa   -1 ≤ y ≤ 1. 

e) Teskari trigonometrik  y = arcsinx, y = arccosx  funksiyalarning aniqlanish sohasi   -1 ≤ x 

≤ 1, qiymatlar to’plami esa mos ravishda –π/2 ≤ y ≤  π/2 va 0≤ y ≤ π. 

  y = arctgx,funksiyaning aniqlanish sohasi (-;+), qiymatlar to’plami esa 

–π/2<y< π/2,  y = arcctgx .funksiyaning aniqlanish to’plami (-;+), qiymatlar sohasi esa  0<y< 

π. 

Elementar funksiya deb asosiy elementar funksiyalardan chekli sondagi arifmetik amallar 

yordamida tuzilgan murakkab funksiyalarga aytiladi.  

 

1.6. Grafiklarni almashtirish 

 

y = f (x) funksiyaning grafigi uchun quyidagi almashtirishlar mavjud: 

a) y = f (x+a) – funksiyaning grafigini Ox o`qiga parallel a  birlikka siljitadi, (a > 0 -  

chapga, a < 0 – o’ngga); 

b) y = f (x)+b – funksiya grafigini Oy o`qi bo`yicha b  birlikka siljitadi, (b > 0 – yuqoriga, b 

< 0 pastga); 

c) y = c f (x) (c0) – grafik c > 1 da  Oy  o`qiga nisbatan c marta cho`ziladi, 0  < c  < 1 da 

esa c marta qisqaradi; c  < 0 da grafik Ox o`qiga nisbatan simmetrik akslanadi. 

d) y = f (kx) (k0) – grafik k > 1 da y = f (x) ning grafigidan Ox o`qiga nisbatan k marta 

cho`ziladi, 0  < k  < 1 da k marta qisqaradi. k  < 0 da grafik Oy o`qiga nisbatan simmetrik 

akslanadi.  

 

Funksiyalar grafigini chizing: 

1.52 xxy 421 2 −−=  

Yechish. To`la kvadrat ajratamiz. 3)1(23)12(2142 222 ++−=+++−=+−−= xxxxxy . 

Grafiklarni almashtirishdan foydalanamiz. (Grafik 1)           

a) y = x2 funksiyaning grafigini chizamiz: 

b) y = (x+1)2  ning grafigini, y = x2 ni bir birlik 

chapga siljitish bilan hosil qilamiz.  

c) y = 2(x+1)2 grafigini y = (x+1)2 grafikni Oy o`qi 

bo`yicha  2 marta cho`zish bilan hosil qilamiz. 

d) y = -2(x+1)2 grafigini yasash uchun y = 2(x+1)2ning 

grafigini Ox o`qiga nisbatan simmetrik akslantiriladi. 

e) y = -2(x+1)2+3 grafigi y = -2(x+1)2ning grafigini Oy 

o`qi bo`yicha 3 birlik yuqoriga siljitish bilan hosil qilinadi.                                                                                                                

 

1.53 
2

2
)(

−

+
=

x

x
xy  funksiya berilgan. )

1
(
x

y ni toping. 
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Yechish. )
1

(
x

y ni topish uchun funksiya ifodasidagi x o`rniga 
x

1
ni qo`yish lozim. )

1
(
x

y  = 

2
1

2
1

−

+

x

x ,   

yoki  )
1

(
x

y  = 
x

x

21

21

−

+
 . 

 

 

1.54 Ma`lumki, y(x) = 2x+5 va y(3-2z(x)) = 10-6x. z(x)ni toping.  

Yechish.  Bir tomondan y(3-2z(x)) ni y(x)dan x o`rniga (3-2z(x)) ni qo`yib hosil qilish 

mumkin; boshqa tomondan shartga ko`ra y(3-2z(x)) = 10-6x. Shunday qilib quyidagi tenglamaga 

ega bo`lamiz: 

2(3-2z(x))+5 = 10-6x 

 z(x) = 1,5x+0,25. 

Mustaqil bajarish uchun misol va masalalar 

1.55. 
x

x
у

−

+
=

1

1
 funksiya berilgan, )

2

4
(

x

x
y

+

−
ni toping. 

1.56 xy 2=  berilgan, )(log 5,0 xy ni toping. 

1.57 Ma`lumki, 
x

x
xy

+

−
=

2

3
)( , 

x

xz
y

1
)

2

)(1
( =
+

. z(x) ni toping. 

1.58 Ma`lumki, xy 3= , y(4z(x)) = 
2

1

x
. z(x) ni toping. 

Funksiyalarning grafiklarini chizing. 

1.59 y = 7+6x-x2     1.60 
1

23

+

−
=

x

x
y  

1.61 123 += xy               1.62 )4(log2 2 xy +=  

1.63 )
2

2cos(2


+= xy     1.64 
x

x
y

52

51

−

−
=  

 

1.7 Iqtisodiyotda uchraydigan funksiyalar 

Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:  

P    –  (price) narx;                       FC -(fixed cost) o’zgarmas xarajat; 

Q   –  (quantity) miqdor;            VC -(average cost) o’zgaruvchan xarajat; 

R   –  (revenue) daromad;            VCFCTC +=  

   –  (profit) foyda; 

TC  –  (total cost) umumiy xarajat; 

Iqtisodiyotda talab va taklif, daromad, xarajat, foyda, Kobb Duglas, Lorens funksiyalaridan 

foydalaniladi. Iste’molchilar tomonidan sotib olingan tovar miqdori 
DQ va tovar narxi orasidagi 

bo’g’lanish )(PfQD =  talab funksiyasi deyiladi. Ishlab chiqarilgan mahsulot miqdori 
SQ  va 

tovar narxi orasidagi bo’g’lanish )(PgQS =  taklif funksiyasi deyiladi.  

          Muvozanat narxni topish uchun  




=

=

)(

)(

PgQ

PfQ

S

D  sistema yechiladi. 

Ishlab chiqaruvchining daromadi tovar narxi P bilan sotilgan miqdaori Q ning 

ko’paytmasidan iborat R=PQ foyda funksiyasi   daromad va umumiy xarajat funksiyalarining 

ayirmasidan iborat TCR −= .  

1.65 Tovarga bo`lgan talab darajasi oilaning daromad darajasi x bilan 
cx

b
ay

+
−=  

formula bilan bog`langan. Oila daromadining darajasi 158 p.b. bo`lganda tovarga bo`lgan talab 
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darajasini toping.  x = 50 bo`lganda y = 0, x = 74 bo`lganda y = 0,8, va x = 326 bo`lganda y = 2,3. 

ekanligi ma’lum. 

Yechish:   

   















=
+

−

=
+

−

=
+

−

3,2
326

8,0
74

0
50

c

b
a

c

b
a

c

b
a

           















=
+

−
+

=
+

−
+

+
−

3,2
32650

8,0
7450

50

c

b

c

b

c

b

c

b

c

b
a

          















+
=

=
++

−−+

=
++

−−+

)3(
50

)2(3,2
)326)(50(

)50326(

)1(8,0
)74)(50(

)5074(

c

b
a

cc

ccb

cc

ccb

 

   

   




++=

++=

)2()50)(326(3,2276

)1()74)(50(8,024

ccb

ccb
        





++=

++=

)2()50)(326(120

)1()74)(50(30

ccb

ccb
 

 

    
)50)(3260(

)74)(50(

120

30

++

++
=

cc

cc

b

b
    

326

74

4

1

+

+
=

c

c
      dan  c=10 kelib chiqadi. 

 

yuqoridagilardan esa b=168,  a=2,8 ekanligi kelib chiqadi. 

Demak talabning daromadga bog’liq grafigi    y = 2,8 -  ga teng ekan. 

X=158 p.b bo’lganda talab miqdori        y= 2,8 -  = 1,8 ga teng bo’lar ekan.  

        Javob: 1,8 

 

1.66  Firma sport tovarlari ishlab chiqaradi sport kostyumining narxi P1=30 p.b. 

bo’lganda bir kunlik sotilish miqdori Q1=50 ta, narx P2=32 p.b. bo’lganda esa sotilish miqdori 

Q2=40 ta. Talab funksiyasi chiziqli.Bu tovarni ishlab chiqarishga ketgan xarajat TC =20+6Q. 

Agar kunlik foyda 580 p.b. bo’lsa, bir kunda ishlab chiqarilgan va sotilgan tovar miqdorini 

aniqlang. Tovar qanday narxda sotilgan?   

     Yechish. Talab chiziqli bo’lganligi uchun ikki nuqta orqali o’tuvchi to’g’ri chiziq tenglamasi  

12

1

12

1

PP

PP

QQ

QQ

−

−
=

−

−
 dan foydalanib talab funksiyasi P=40-0,2Q2 ni topamiz.  

R=PQ=(40-0,2Q)Q=40Q-0,2Q2 

Ishlab chiqaruvchining foydasi QQQTCR 6202,040 2 −−−=−= . 

Masalaning shartiga ko’ra foyda 580 p.b. ekanligidan  

-0,2Q2+34Q-20=580   | · (-5) 

Q2-170Q+3000=0  kvadrat tenglamani yechib Q1=150 ; Q2=20 ni topamiz. 

Unga mos keluvchi narxlar esa talab funksiya P1=10 , P2=36.      

Mustaqil bajarish uchun misol va masalalar 

1.67 B tovar ishlab chiqaruvchining umumiy xarajati TC=36+6Q , bu tovarga bo’lgan 

talab funksiyasi esa P=20-0,5Q ifoda bilan  berilgan , bu yerda Q ming birlikda  ishlab 

chiqarilgan va sotilgan tovar miqdori, P tovarning birlik narxi. Foyda 60000 so’mdan kam 

bo’lmasligi uchun nechta tovar ishlab chiqarish kerak? 

1.68 Quyidagi berilganlardan foydalanib masalani yeching : P=30-0,25Q , TC=200+5Q 

va foyda 400000 so’mdan kam bo’lmasligi kerak? 

1.69 Uyali telefon ishlab chiqaradigan firmaning xarajat funksiyasi TC=10+4Q bu yerda 

Q bir oyda  ishlab chiqarilgan telefonlar miqdori . Firmaning daromad funksiyasi , 

 R=0,125Q2+ 7Q.Agar bir oyda 28000 telefon ishlab chiqarilgan va sotilgan bo’lsa , 

foydani toping.  

 

Mavzu yuzasidan savollar. 
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1. Matematik modelning mohiyati nimadan iborat? 

2. Iqtisodiy ob’yektlarning matematik modelini tuzish bosqichlarini sanab o`ting. 

3. Transport masalasining matematik modeli qanday tuziladi? 
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2.  Matrisa va determinantlar 

 2.1 Matrisalar. Diagonal va birlik matrisalar 

 

 Sonlarning m ta satr va n ta ustundan iborat to`g`ri to`rburchak shaklida tuzilgan jadvali 

mn o`lchamli matrisa deyiladi. U  

 

  ...     

.....................

   ...     

   ...     

21

22221

11211





















=

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A     (2.1) 

ko`rinishida yoziladi. Bunda aij- haqiqiy sonlar ),1,1( njmi ==  va matrisaning elementlari 

hisoblanib i va j lar mos ravishda qator va ustun indekslari, nm – A matrisaning o`lchami deb 

ataladi. (2.1) formuladagi A matrisaning qisqacha ko`rinishi quyidagicha yoziladi: 

),1,1(, njmiaA ij ===  

Agar matrisaning barcha elementlari nolga teng bo`lsa, u holda bu matrisa nol matrisa 

deb ataladi.  

Matrisaning qatorlar soni ustunlar soniga teng bo`lsa, bu matrisa kvadrat matrisa deyiladi.  

Kvadrat matrisaning bosh dioganaldan tashqari barcha elementlari nolga teng bo`lsa, 

bunday matrisa dioganal matrisa deb ataladi. 

Dioganal matrisaning bosh dioganalidagi barcha elementlari birga teng bo`lsa, bunday 

matrisa birlik matrisa deyiladi. 
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Agar ikkita A va B matrisalarning o`lchamlari bir xil bo`lib, elementlari ham mos 

ravishda o`zaro teng, ya`ni aij = bij ),1,1( njmi ==  bo`lsa, ular o`zaro teng matrisalar deyiladi.  

 

2.2 Matrisalarni qo`shish, ayirish, songa ko`paytirish 

 

Bir xil o`lchamli A = (aij) va B = (bij) matrisalarning yig`indisi deb mos elementlar 

yig`indisi cij = aij+bij ga teng bo`lgan C = (cij) matrisaga aytiladi. Matrisalarning bunday 

qo`shishning kommutativligi va assosiativligi ravshandir. Matrisalar ustida ayirish amali ham 

mavjud bo`lib, natijada elementlari berilgan matrisaning mos elementlari ayirmasiga teng 

bo`lgan matrisa hosil bo`ladi. 

Matrisalarni songa ko`paytirish uchun uning har bir elementi shu songa ko`paytiriladi.  

 2.1  A va B matrisalarning yig`indisini hisoblang. 
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 Yechish.  
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56
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BA  

 2.2  Quyidagi amallarni bajaring.  
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2 .  

      2.3.  Agar 
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−−=

4201

1232

0345

;

2112

3423

5127

BA  bo`lsa,  AB
2

5

2

1
− ni hisoblang. 

 

    2.4  Do`konga birinchi hafta 3 turdagi tovar keltirildi: muzlatkich, televizor va kir yuvish 

mashinalari. Quyidagi  

X1 = (10; 12; 8) 

vektor 10 ta muzlatgich, 12 ta televizor va 8 ta kir yuvish mashinalari keltirilganligini bildiradi. 

Agar  2-hafta bu tovarlar quyidagi  

X2 = (5; 8; 10) 

miqdorda keltirilgan bo`lsa, umumiy tovarlar miqdorini aniqlang.  

 

 2.5   2.4. masala shartidagi do`konlar soni ikkita bo`lsin, u holda tovarlarni keltirishni 

ikkata satr va uchta ustunli matrisa yordamida ifodalash mumkin. Birinchi satr 1-do`konga, 

ikkinchisi 2-do`konga keltirilgan mahsulotlar miqdori. Tovarlarning ikkita do`konga birinchi 

marta olib kelinishi quyidagi 







=

14205

81210
1A  matrisa bilan, ikkinchi marta olib kelinishi esa, 









=

10512

1085
2A  matrisa bilan berilgan bo`lsa, keltirilgan ja`mi tovarlar miqdorini aniqlang.  

 

 2.6  Tarmoqdagi m ta zavod n turdagi mahsulot ishlab chiqaradi. Amxn matrisa – har bir 

zavodning birinchi kvartalda beradigan mahsulot hajmi, Bmxn matrisa esa zavodlarning ikkinchi 

kvartalda beradigan mahsulot hajmi. (aij; bij) – i - zavodning j - turdagi mahsulotdan ishlab 

chiqarish hajmi. Quidagilarni aniqlang: 

a) ikkala kvartaldagi mahsulot hajmi; 

b) ikkinchi va birinchi kvartalda har zavodlar ishlab chiqargan tovarlar hajmi orasidagi farq; 

c) agar bir birlik mahsulotning qiymati  bo`lsa, yarim yillikda ishlab chiqarilgan mahsulot 

qiymatini toping.  
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2.3. Matrisalarni ko`paytirish  

 

 km  o`lchamli A matrisaning nk   o`lchamli B matrisaga ko`paytmasi deb mxn 

o`lchamli shunday C = AB matrisaga aytiladiki, uning cij elementi A matrisaning i-satr 

elementlarini B matrisaning  j-ustinidagi mos elementlariga ko`paytmalari yig`indisiga teng, 

ya`ni  

cij = ai1b1j+ai2b2j+…+aikbkj 

 

Agar AB = BA bo`lsa, u holda A va B matrisalar o`rni almashinadigan yoki kommutativ 

matrisalar deyiladi. Matrisalarning kommutativlik sharti ba`zi hollardagina bajariladi. Masalan: 
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AB=BA bo`lib, A va B matrisalarning kommutativlik sharti bajarildi. 

Matrisalarni ko`paytirishda quyidagi hollar mavjud: 

1) BA   ko`paytma aniqlanmagan; 

2) BA    ko`paytma aniqlangan lekin ABBA  ; 

3) shunday A  va B  matrisalar borki, ular uchun BA   ko`paytma aniqlangan va  ABBA =  

bo`ladi. 

Matrisalarni ko`paytirish kommutativ emas, lekin assotsiativ ya`ni umumiy holda 

ABBA   
CBACBA = )()(  

 

4) shunday A≠0, B≠0 matritsalar mavjudki AB=0 bo’ladi.                                                                                        

















=

















−

















0

0

0

1

2

1

012

555

123

   

 

2.7. Matrisalarning ko`paytmasini aniqlang. 
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Yechish 

 

















−

−−=

=
















+++−++−−++−−

+−−+−++−+

−+−−++−++

=

856

3516

21912

112312110133122121134231

142312110433122124134231

152413120534132225144332

BA

 

          2.8  A = 
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B  bo`lsa, AB ni toping. 

 2.9.  Bozordan 4 hafta davomida xarid qilingan 3 xil mahsulot; go`sht, guruch, yog` 

miqdori A matrisa bilan va ularning narxlari esa B matrisa bilan berilgan.  
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423
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423

232

BA  

To’rt hafta davomida bu mahsulotlarni sotib olish uchun sarflanadigan xarajatni aniqlang. 

 

 2.10.  Zavoddan yangi ishlab chiqarilgan dvigatellarning 40%i qayta ta`mirlashga 

beriladi, qolgani foydalanishga chiqarib yuboriladi. Statistik ma`lumotlarga qaraganda 

ta`mirlangan dvigatellarning 65%i yana qayta ta`mirlashga qaytariladi va 35%i yaxshi ishlab 

ketadi. Qayta ta`mirlashni talab qilgmagan dvigatellarning 20%i 1 oydan keyin qayta 

ta`mirlashni talab qiladi. Qolgani esa yaxshi ishlab ketadi. 2 oydan keyin yaxshi ishlab ketadigan 

va qayta ta`mirlash kerak bo`lgan dvigatellar qismini aniqlang. Masala sharti xuddi shu tarzda 

davom etsa 3 oydan keyingisini ham aniqlang.  

 Yechish. Ishlab chiqarilgandan keyin barcha dvigatellarning 0,6 qismi  yaxshi ishlaydi, 0,4 

qismi esa qayta ta`mirlashni talab qiladi. Bir oydan keyin yaxshi ishlab ketadigan dvigatellar 

ulushi 0,6×0,8+0,4×0,35 = 0,62 ni, qayta ta`mirlanishi kerak bo`lgan dvigatellar ulushi esa 

0,6×0,2+0,4×0,65 = 0,38 ni tashkil etadi. t–holatdagi aniqlikni beruvchi Xt qatorni kiritamiz. Xt 

= ( x1t;x2t), bunda  x1t – t - momentdagi yaxshi ishlab ketadigan dvigatellar ulushi.  x2t - t 

momentdagi qayta ta`mirlanishi kerak bo`lgan dvigatellar ulushi. Quyidagi matritsani qaraymiz; 









=

2221

1211

a   

a   

a

a
A  

bunda aij – dvigatellar ulushi, i – dvigatellar holati (ishlab ketishi yoki yo`qligi: 1- yaxshi ishlab 

ketadi, 2- ta`mirlash kerak), j - bir oydan keyingi holati. Ko`rinib turibdiki, matritsaning 

qatoridagi elementlari yig`indisi 1 ga teng bo`lishi kerak va barcha elementlar nomanfiy.  

( ) 







==

65,035,0

2,08,0
,4,06,00 AX ; 

bir oydan keyin   

    

X1 = X0A =  ( )4,06,0  








65,035,0

2,08,0
 = ( )38,062,0 ; 

ikki oydan keyin   
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X2 = X1×A = X0×A2 = ( )4,06,0 ×









65,035,0

2,08,0
× 









65,035,0

2,08,0
 = 

= ( )4,06,0 × 








4925,05075,0

29,071,0
=(0,629 ; 0,371), 

 

X3 = X2×A = X0A
3 = ( )366,0634,0  Umumiy holda Xt =  X0×At formula o`rinli. 

Matritsani transponirlash – A  matritsadan  satrlari va ustunlari o’rni almashgan  A׳ 

matritsaga o’tishdir.  A ׳ matritsa  A  matritsaga  nisbatan  transponirlangan deyiladi. 

   Ta’rifdan  kelib  chiqadiki  agar  A  matritsani  o’lchami  m n  bo’lsa, u holda 

transponirlangan  matritsaning  o’lchami  n m bo’ladi. 

Masalan:        
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20810

975
À ; 
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20
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10

9

7

5

A  

Transponirlashning xossalari: 

1) AA =)(    3) BABA +=+ )(  

2) AA =  )(                      4) ABAB =)(  

 

 2.11  Korxona uch turdagi mebel ishlab chiqarib, mahsulotini 4 ta tumanda sotadi.  
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B  

matrisada bij – i – turdagi mebelni j - tumandagi qiymati. Agar 
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A matrisa orqali bir oyda 

tumanlarga tarqatilgan mebellar miqdori berilgan bo`lsa, korxonaning har bir tumandan oladigan 

pul miqdorini aniqlang.  

 2.12. Korxona 4 xil xom ashyodan foydalanib 3 turdagi mahsulot ishlab chiqaradi. A 

matrisaning elementlari aij )3,1;4,1( == ji orqali j - turdagi mahsulotni ishlab chiqarish uchun 

sarflanadigan i - xom ashyo miqdori aniqlanadi. B matrisa korxonaning ma`lum bir vaqt 

oralig`ida ishlab chiqargan mahsulot miqdorini ifodalaydi. 
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110

80

100

;

322

131

810

352

BA  

mahsulot ishlab chiqarishga sarflanadigan umumiy xom ashyo miqdorini toping. 

 2.13.  Telefon apparatlarini ta`mirlovchi usta 70% telefonlarni past darajada, 20% o`rta 

darajada va 10% to`liq ta`mirdan chiqardi. Statistik ma`lumotlarga ko`ra 70% past darajada 

ta`mirlangan telefonlarni bir yildan keyin qayta 10% past darajada, 60% o`rta darajada, 30% ni 

to`liq ta`mirlashadi. O`rta darajada ta`mirlangan telefonlarni bir yildan keyin qayta 20% past 

darajada, 50% o`rta, 30% ni to`liq ta`mirlashadi. To`liq ta`mirlangan telefonlarni bir yildan keyin 

qayta 60% past darajada, 40% o`rta darajada ta`mirlashadi. Agar masala sharti shu tarzda davom 

etsa 1, 2, 3 – yillardan keyingi har bir darajada ta`mirlangan telefonlar ulushini aniqlang.  

2.14 . Ikki turdagi yog` mahsuloti uchta magazinda sotiladi. Birinchi va ikkinchi kvartallarda 

ikki turdagi yog`ning uchta magazinda sotilish hajmini mos ravishda A va B matrisalar bilan 

berilgan.  
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1214

1510

2025

2010

3020

BA . 

1) ikkala kvartal davomida sotilgan mahsulotlar hajmini aniqlang. 

2) Ikkinchi kvartalda sotilgan mahsulot hajmining birinchi kvartalda sotilgan mahsulot 

hajmidan farqini aniqlang. 

2.15. Korxona ikki turdagi xom ashyodan foydalanib, 3 xil mahsulot ishlab chiqaradi. A 

matrisa bilan j - xil mahsulotga i - turdagi xom ashyoning ishlatilish hajmi berilgan. B matrisa 

esa bir kvartalda ishlab chiqarilgan mahsulotlar hajmi. Xom ashyo birligining narxi P matrisa 

bilan berilgan. Quyidagilarni aniqlang. 

1) ishlatilgan jami xom ashyo miqdorini aniqlovchi C matrisani; 

2) sarflangan jami xom ashyoning umumiy narxi; 

)3;6(;

11

12

11

;
432

223
) =
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= PBAa    )5;3(;

11

11

11

;
234

232
) =
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= PBAb  

2.16.  Zavod tikuv mashinalarini ishlab chiqaradi va ishlab chiqarilgan mashinalar ikki 

holatda bo`ladi. 1) yaxshi ishlab ketadigan mashinalar,                      2) ta`mirlashni talab 

qiladigan mashinalar. Ishlab chiqarilgan mashinalarning P %i yaxshi ishlab ketadigan va (100-P) 

%i qayta ta`mirlashni talab qiladigan mashinalar hisoblanadi. Statistik ma`limotlarga qaraganda 

yaxshi ishlab ketgan mashinalarning 1 oydan keyin 70%i yaxshi ishlaydi va 30%i qayta 

ta`mirlashni talab qiladi. Qayta ta`mirlangan mashinalar esa bir oydan keyin 60%i yaxshi ishlab 

ketadigan va 40%i qayta ta`mirlashni talab qiladi. Yana bir oydan keyin bu mashinalarning 

ishlab ketish holatlari qanday bo`ladi? 

a)  P  = 80   b) P  =  50  c)  P  =  20 

2.17. Quyidagi amallarni bajaring: 
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2.18.  A va B matrisalar berilgan, )( ijcBA =  matrisaning 
32c elementini toping.   
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2.4. Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar 

 

 Ikkinchi tartibli matrisaning determinanti deb quyidagi songa aytiladi: 

12212211

2221

1211
aaaa

aa

aa
−=         (2.6) 

uchinchi tartibli matrisaning determinanti deb quyidagi songa aytiladi. 

112332331221312213133221231231332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaaaaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa

−−−++=       (2.7) 

 

 2.19. Berilgan matrisalarni determinantini hisoblang.  
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 Yechish.  
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2.5. Minor. Algebraik to`ldiruvchi 

 

 Determinant aik elementining Mik minori deb, bu element turgan qator va ustunni o`chirish 

natijasida hosil bo`lgan determinantga aytiladi. 

 Determinant aik elementining algebraik to`ldiruvchisi 

      ik

ki

ik MA +−= )1(     (2.3) 

munosabat bilan aniqlanadi. 

 Har qanday determinant ixtiyoriy satri (ustuni) elementlarining mos algebraik 

to`ldiruvchilariga ko`paytmalarining yig`indisidan iborat, ya`ni: 
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  (2.4) 

njnjjjjj
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+++= ...
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2211

1

2221

1111

   (2.5) 

(2.4) va (2.5) tengliklar mos ravishda determinantning i-satr va j-ustun elementlari bo`yicha 

yoyilmasi deyiladi. (2.4) va (2.5) formulalar matrisalarning determinantlarini hisoblash uchun 

qo`llaniladi.  

 

2.6. Yuqori tartibli matrisaning determinanti va uning xossalari 

 

 Kvadrat matrisa uchun shu matrisaning elementlaridan tuzilgan n - tartibli determinantni 

hisoblash mumkin. Bu determinant det A yoki A  orqali belgilanadi: 
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     == AAdet
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Determinantning asosiy xossalari: 

 

 1. Agar determinantning barcha satr elementlarini ustun elementlariga (yoki aksincha), 

almashtirilsa, uning qiymati o’zgarmaydi )det(det AA = .   

 2. Agar determinantning ikki  yonma- yon turgan satr (ustun) elemenylarini o’rnini mos 

ravishda almashtirsak, determinantning qiymati qarama-qarshi ishoraga o’zgaradi. 

 3. Agar determinantning biror satr  (ustun) elementlari umumiy k  ko’paytuvchiga ega 

bo’lsa, u holda  bu ko’paytuvchini determinant tashqarisiga chiqarish mumkin. 

 4. Agar determinantning biror satr (ustun) elementlari  mos ravishda  boshqa yo’l (ustun)  

elementlariga proporsional bo’lsa, u holda determinant qiymati nolga teng bo’ladi. 

 5. Agar determinantning satr  (ustun) elementlari ikki ifodaning yig’indisi ko’rinishida 

bo’lsa, u holda determinant ikki determinant yig’indisi ko’rinishida yozish mumkin.   

 6. Agar determinantning biror ustun (satr) elementlariga boshqa ustun (satr)ning mos 

elementlarini umumiy ko`paytuvchi m soniga ko`paytirib qo`shilsa, uning qiymati o`zgarmaydi.  

 2.20. Berilgan determinantni to`rtinchi satr elementlari bo`yicha yoyib hisoblang 
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 Yechish. 1) To`rtinchi satr elementlari bo`yicha yoyib yechamiz:  
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 2) Uchunchi ustun elementlarini nolga aylantirish usuli bilan hisoblaymiz: 
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 2.21 Berilgan determinantlarni hisoblang. 
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A  bo`lsa A ni hisoblang. 

 

 2.24  Berilgan determinantni uch usul bilan hisoblang: 

a) i-satr bo`yicha yoyib; 

b) j-ustun elementlari bo`yicha yoyib;  

c) Oldin j - ustundagi bittadan boshqa elementlarini nolga aylantirib, so`ngra shu ustun 

elementlari bo`yicha yoyib. 

 

 

 

 

2.25 .  Tenglamani yeching.  2

013

124

32

=

−x

x

    

2.26.  

012

43

221

x

x

y

−

=  to’gri chiziqning funksiyaning burchak koeffisentini toping va 

grafigini chizing. 

 

2.7. Teskari matrisa. Xosmas matrisa 
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A kvadrat matrisa uchun EAAAA == −− 11  tenglik bajarilsa, u holda 1−A  matrisa A 

matrisaga teskari matrisa deyiladi.(E birlik matrisa). 

A kvadrat matrisaning determinanti noldan farqli, ya`ni 0A  bo`lsa, u holda A matrisa 

xosmas matrisa deb ataladi.      

 A kvadrat matrisaning teskari matrisasi mavjud (va yagona) bo`ladi, faqat va faqat bu 

matrisa xosmas bo`lsa.Teskari matritsa quyidagi munosabat yordamida hisoblanadi. 
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bu erda A - A matrisaning determinanti, Aij esa aij elmentining algebraik to`ldiruvchisi. 

2.27  Berilgan matrisaga teskari matrisani toping 
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2.28.  Quyidagi berilgan matrisaga teskari matrisani aniqlang. 
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2.29.  Quyidagi matrisali tenglamani yeching: 
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2.30. Quyidagi matrisalarni teskari matrisasini aniqlang. 
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2.31.  Quyidagi matrisalarni teskari matrisasini toping  
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2.8 Matrisaning rangi. Elementar almashtirishlar 

 

nm  o’lchamli A matrisaning rangi deb, uning noldan farqli minorining eng yuqori 

tartibiga aytiladi va rang(A) yoki r(A) kabi belgilanadi. 

Matrisa ustidagi quyidagi almashtirishlar elementar almashtirishlar deb ataladi: 

a) faqat nollardan iborat satrni (ustunni) o`chirish; 

b) ikkita satr (ustun)ning o`rnini almashtirish; 

c) bir satr (ustun)ning barcha elementlarini biror ko`paytuvchiga ko`paytirib, boshqa satr 

(ustun) elementlariga qo`shish; 

d) satr (ustun)ning barcha elementlarini noldan farqli bir xil songa ko`paytirish; 

Elementar almashtirishlar matrisani rangini o`zgartirmaydi.  

e)  matritsani transponirlash 

2.32  Berilgan matrisani rangini toping. 
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Yechish. 
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Demak, r(A) = 3. 

 

2.33  Berilgan 

matrisalarni rangini aniqlang. 

 

 

2.34. 
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2.35.  Matrisalarning rangini toping. 
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2.9 Matrisalar algebrasining iqtisodiyotda qo`llanilishi 
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2.36.  Korxona 3 xil xom ashyodan foydalanib 5 xil mahsulot ishlab chiqaradi. Xom 

ashyo sarflash me’yori A matritsa bilan berilgan. 
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42512

35423

63124

A  

Xom ashyoning birlik narxi B =  (10 25 30) matrisa bilan berilgan. Agar ishlab chiqarish rejasi 

(90, 110, 140, 180, 200) bo`lsa, korxonaning umumiy xarajatini toping.  

Yechish. Avvalo ishlab chiqilgan mahsulotlar har bir turining bir birligiga ketadigan 

xarajatni topamiz. Buning uchun B va A matrisalarni ko`paytiramiz: 

( )== 302510ABC
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63124

( )255215260100175=  

 

 

Umumiy xarajatni topish uchun C va D matrisalarni ko`paytiramiz. 

                           X ( )255215260100175= 152850
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2.37.  Korxona 2 xil xom ashyo sarflab 3 xil mahsulot ishlab chiqaradi. Xom ashyo 

sarflash normasi quyidagi matrisa bilan berilgan:  
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61
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32

A  

Bu yerda aij (i = 1,2,3, j = 1,2 ) element i - mahsulot birligiga j - xom ashyodan qancha 

sarflanishini ko`rsatadi. Mahsulot ishlab chiqarish rejasi satr matrisa bilan berilgan  

C = (80; 120; 100). Har bir tur xom ashyoning narxi ustun matrisa bilan berilgan. 







=

50

30
B   

quyidagilarni aniqlang: 1) mahsulot ishlab chiqarish rejasiga zarur bo`lgan xom ashyo miqdorini, 

2) xom ashyoning umumiy narxini. 

 

2.38 .  Hafta davomida bozordan xarid qilinadigan uch turdagi mahsulotga sarflanadigan 

pul miqdorini hisoblash kerak bo`lsin. A matrisa bilan har hafta sotib olinadigan mahsulot 

miqdori, har bir mahsulot birlik narxi esa B matrisa bilan berilgan:  
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2.39 .  Korxona 2 xil xom ashyoni sarflab 3 xil mahsulot ishlab chiqaradi. Xom ashyo 

sarflash normasi A matrisa bilan berilgan. Har bir xom ashyo turining narxi ustun matrisa B bilan 
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berilgan. Mahsulot ishlab chiqarish rejasi satr matrisa C bilan berilgan. Mahsulot ishlab chiqarish 

rejasiga kerak bo`lgan xom ashyo miqdorini va uning umumiy narxini aniqlang. 

( ) 







==
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30
70150120

23

34

26

BCA  

2.40 . Korxona 2 xil xom ashyo turini sarflab 3 xil mahsulot ishlab chiqaradi. Xom ashyo 

sarflash normasi A matrisa bilan, mahsulot ishlab chiqarish rejasi esa satr matrisa C bilan 

berilgan. Har bir xom ashyo turining narxi ustun matrisa B bilan berilgan. Mahsulot ishlab 

chiqarish rejasiga kerak bo`lgan xom ashyo miqdorini va narxini aniqlang.  

 

 

2.41.  Korxona 3 xil xom ashyodan foydalanib  4 turdagi mahsulot ishlab chiqaradi. 

Quyidagi jadvalda korxonaning kunlik mahsulot ishlab chiqarish hajmi, sarflanadigan xom ashyo 

miqdori, narxi va kunlik ish miqdori berilgan. 

 

Mahsulot 

turi 

Korxonaning kunlik mahsulot 

ishlab chiqarish unumdorligi 

Xom ashyo sarfi 

(og`irlik birligida) 

1 

2 

3 

4 

 

13     10     8     13        5 

13       4     6       5      13 

4       13     2       1        5 

13     13      1       1       4 

2      13      13 

5       2        1 

13      1      13 

4      13      13 

 Yillik ish kuni Xom ashyo narxi 

 200   300   160   150   200     50     60     40 

  

Quyidagilarni topish talab qilinadi: 

1) har bir korxonaning mahsulot turlari bo`yicha yillik mahsuldorligi; 

2) har bir korxonaning xom ashyo turlariga bo`lgan ehtiyoji; 

3) har bir korxonaning ko`rsatilgan turdagi va miqdordagi mahsulotni ishlab chiqarishga 

zarur bo`lgan xom ashyoni sotib olish uchun yillik kredit summasi. 

 

2.42. Ikki turdagi resursdan foydalanib, 3 xil mahsulot ishlab chiqariladi. A matrisa bilan  j - 

turdagi mahsulotga, i- turdagi resursning ishlatilish hajmi berilgan. X matrisa esa bir kvartal 

davomida ishlab chiqariladigan mahsulotlar hajmi. Har bir resurs birligining narxi P matrisa 

bilan berilgan.  

1) jami ishlatilgan resurslarni aniqlovchi S matrisani aniqlang; 

2) jami sarflangan resurslarni umumiy narxini aniqlang. 
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2.43.  Korxonada ikki xil xom ashyodan foydalanib 3 turdagi mahsulot ishlab chiqariladi. 

Bir birlik mahsulot ishlab chiqarish uchun sarflanadigan xom ashyo normasi  
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241

132
A  

matrisa bilan berilgan. Agar har bir turdagi xom ashyo narxi )32(=P  va ishlab chiqarilgan 

tovarlar hajmi  

















=

2

1

1

C  

matritsalar bilan berilgan bo`lsa, u holda mahsulot ishlab chiqarish uchun qilingan jami 

xarajatlarni aniqlang. 

 

 

Mavzu yuzasidan savollar. 

 

1. Matrisa deb nimaga aytiladi va matrisalar ustida qanday amallar aniqlangan? Uchinchi 

tartibli determinant deb nimaga aytiladi?  

2. Kvadrat matrisaning determinanti va xossalri.  

3. Minor va algebraik to`ldiruvchi nima?  

4. Teskari matrisa nima?  

5. Matrisaning rangi nima? 

6. Matrisalar ustida qanday elementar almashtirishlarni bilasiz?  

7. Matrisaning iqtisodiyotda qo`llanilishi. 
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3. Chiziqli tenglamar sistemasi 

3.1. Chizqli tenglamar sistemasi 

No’malumlar soni n ta bo`lgan m ta chiziqli tenglamalar sistamasining umumiy ko`rinishi 

quyidagicha: 
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   (3.1) 

 

bu yerda aij – no`malumlar oldidagi koeffisentlar; bi lar esa sistemaning  – ozod hadlari  (i = 

1,2,…m, j = 1,2,…n.) deyiladi. 

 

3.2 Sistemaning echimi   

(3.1) tenglamalar sistemasida x1, x2, ..., xn  lar o`rniga mos ravishda 
00

2

0

1 ...,,, nxxx  o`zgarmas 

sonlarni qo`yish natijasida berilgan tenglamar sistemasi ayniyatlar sistemasiga aylansa, u holda 
00

2

0

1 ...,,, nxxx  lar (3.1) sistemaning echimi deb ataladi.  

Kamida bitta yechimga ega tenglamalar sistemasi birgaklikdagi tenglamalar sistemasi deyiladi. 

Yechimga ega bo`lmagan tenglamar sistemasi birgalikda emas deb ataladi. 

Agar ikkita tenglamalr sistemasi bir xil yechimga ega bo`lsa, yoki ikkisi ham yechimga 

ega bo’lmasa  ular teng kuchli deb ataladi. 

3.3 Chiziqli tenglamar sistemasini Kramer usulida yechish 

(3.1) tenglamar sistemasini matrisa ko`rinishda quyidagicha ifodalash mumkin: BXA =  bunda,  
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  (3.2)            

Chizqli tenglamalar sistemasida no`malumlar soni tenglamalar soniga teng ( m = n) va 

sistema matrisasi A – xosmas, ya`ni detA 0 bo`lsa, bu sistema yagona yechimga ega bo`ladi.  

Bu holda sistemaning Kramer usulidagi yechimi quyidagicha bo`ladi: 

.,...,, 2
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1
1
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= n

nxxx bunda  - sistema matrisasining determinanti, 
k - 

sistema determinantining k- ustunini ozod hadlar ustuni bilan almashtirishdan hosil bo`lgan 

determinant. 

    Agar  ∆  bo’lsa sistema yagona yechimga ega bo’ladi. 

    Agar  ∆ va  ( )nii ...,2,10 ==  bo’lsa, berilgan tenglamalar sistemasi cheksiz ko’p  

yechimga ega bo’ladi. 

    Agar  ∆= 0  bo’lib  ∆i lardan kamida bittasi noldan farqli bo’lsa, sistema yechimga ega 

bo’lmaydi. 

 

 3.1   Berilgan tenglamalar sistemasini Kramer usulida yeching. 
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3.2  Tenglamlar sistemalarini Kramer usulidan foydalanib yeching 
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3.4. Chiziqli tenglamalar sistemasini teskari matrisa usulida yechish   

Agar tenglamalar sistemasining (m = n) matrisasi xosmas, ya`ni detA 0  bo`lsa, u holda  

sistemaning matrisa ko`rinishdagi yechimi quyidagicha bo`ladi: 

BAX = −1  
bunda, 1−A - (3.2) munosabatdagi A matrisaning teskari matrisasi, B- esa ozod hadlar matrisasi. 

 3.3.  Quyidagi tenglamalar sistemasini matrisa usulida yeching. 
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demak, x1 = 1,  x2 = 1,  x3 = -1. 

 

3.4.  Matrisali tenglamani yeching. 
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3.5. Umumiy ko`rinishdagi tenglamalar sistemasini  

Gauss usulida yechish 

 Tenglamalar sistemasini Gauss usulida echish deganida biz sistemadagi noma’lumlarni 

ketma – ket yo’qotish usuli bilan sistemani echishni tushunamiz. 

 Tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yechganda, berilgan sistema uchburchak 

shaklini yo trapesiya shaklini yoki sistemada ishtirok etayotgan biror – bir tenglama ( )00 = aa  

ko’rinishini olib qoladi. 

 Agarda sistema uchburchak shakliga keltirilgan bo’lsa, u cheksiz ko’p echimga ega 

bo’ladi. 

 Agarda, sistemadagi biror – bir tenglama ( )00 = aa  ko’rinishga ega bo’lsa, sistema 

yechimga ega bo’ladi. 
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 Birgalikda bo`lgan tenglamalar sitemasining (m = n bo`lishi shart emas) Gauss usulida 

yechishning mohiyati shundan iboratki, unda no`malumlar ketma-ket yo`qotilib, sistema 

uchburchaksimon shaklga keltiriladi. Agar sistema uchburchaksimon shaklga kelsa, u yagona 

yechimga ega bo`ladi va uning no`malumlari oxirgi tenglamadan boshlab topib boriladi.(Sistema 

cheksiz ko`p yechimga ega bo`lsa, no`malular ketma-ket yo`qotilgach, u trapetsiyasimon shaklga 

keladi.).  

3.5. Sistemani Gauss usuli bilan yeching 
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Yechish.  Sistemaning kengaytirilgan matrisasini yozib olamiz: 

Birinchi qadamda 011 a  bo`lishi zarur, lekin 111 =a  hisoblashlar uchun qulaydir. Shuning 

uchun birinchi  va to`rtinchi satrlarning o;rnini almashtiramiz 
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1-Qadam. Birinchi satr elementlarini –5, 3 va  -2  ga ko`paytirib, ularni mos ravishda 

ikkinchi, uchinchi va to`rtinchi satrlarga qo`shamiz, chunki maqsad a11 element ostida nollardan 

iborat “ zina ” hosil bo`lsin. 

2-qadamni o`tkazish uchun, ya`ni matrisada 022 a , lekin 122 =a  yoki 122 −=a bo`lgan i 

qulayroq. Shuning uchun ikkinchi va uchinchi satrlar o`rnini almashtiramiz: 
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2-Qadam. Ikkinchi satr elementlarini 4 va 3 ga ko`paytirib mos ravishda uchinchi va 

to`rtinchi satr elementlariga qo`shamiz, natijada a22 element tagida ikkinchi ustunda “ zina ” 

hosil bo`ladi. 

3-Qadam. Hosil bo`lgan matrisada 02633 =a ,uchinchi satr elementini 
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24
−=− ga 

ko`paytirib, to`rtinchi satrga qo`shamiz. Natijada: 
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Kengaytirilgan matrisa zinapoya ko`rinishiga keltirildi. Unga mos keluvchi sistemaning 

ko`rinishi quyidagicha: 
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oxirgi tenglamadan 14 =x , uchinchidan 0
26

77 4
3 =

+−
=

x
x , ikkinchidan 741111 432 =−+= xxx  

va birinchidan 5244 4321 =+−+−= xxxx  yechimlarni olamiz.    Javob: ( 5; 7; 0; 1 ) 

 3.6.   Berilgan tenglamalar sistemasini Gauss usulida yeching 
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3.6. Kroneker – Kapelli teoremasi 

 

(3.1.) Tenglamalar sistemasida koeffitsientlardan iborat A matritsa ozod hadlari bilan 

birgalikda  
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olinsa kengaytirilgan matritsa deb ataladi. 

      Kroneker-Kapelli teoremasi:   3.1 sistema yechimga ega bo’lishi uchun  rangA=rangB 

bo’lishi zarur va yetarlidir. 

    Agar (3.1) da  barcha   bi    i=(1….n) ozod hadlari nolga teng bo’lsa bu tenglamalar sistemasi 

bir  jinsli  tenglamalar  sistemasi  deyiladi.  

Quyidagi   
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bir jinsli tenglamalar sistemasini qaraylik. Bu sistema har doim yechimga ega. Chunki uning 

hech bo’lmaganda 1ta trivial  xi=0 (i=1,2,…n) yechimi bor. Uning trivial bo’lmagan yechimi 

mavjud bo’lishi uchun   r(A)=r min(m,n) bo’lishi zarur va yetarlidir 

3.7  Quyidagi berilgan tenglamalar sistemasini Gauss usulida yeching 
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3.7  Bir jinsli tenglamalar sistemasining fundamental yechimlar sistemasini toping. 
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 Yechish. Sistemaning oxirgi tenglamasini birinchi o`ringa yozamiz, so`ngra uni zinapoya 

shakliga keltiramiz: 



43 

 





















−−

−−−

−

−−

53412111

27322

12813

316251























−−

−−

−

−−

85014160

425780

85014160

316251























−−

−−

00000

00000

425780

316251

 

Matrisaning rangi r = r(A) = 2. x1, x2 o`zgaruvchilarning bazis minori ;0
80

51


−
 x1, x2 ni asosiy 

o`zgaruvchilar sifatida tanlab olamiz va ularni asosiy bo`lmagan x3, x4, x5 lar orqali ifodalaymiz: 
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Fundamentall yechimlar sistemasi e1, e2, e3 ni hosil qilish uchun asosiy bo`lmagan o`zgaruvchi 

x3, x4, x5 larni birlik matrisa E3 satr elementlari bilan almashtiramiz.  x3 = 1,        x4 = 0,  x5 = 0 da 

sistemaning ko`rinishi quyidagicha bo`ladi: 
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21 == xx   ya`ni bazis yechimni hosil qilamiz: 
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1) Shunga o`xshash yana ikkita bazis yechimni topamiz: 
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 Topilgan yechimlar (vektorlar) e1, e2, e3  fundamental sistemani tashkil qiladi. e1, e2, e3 

yechimlarning kompanentlarini mos ravishda 8, 8, 2 ga ko`paytirib butun kompanentli yechimlar 

sistemasini hosil qilamiz: 

(19; 7; 8; 0; 0), (3; -25; 0; 8; 0), (-1; 1; 0; 0; 2). 

 

Ko`p tarmoqli iqtisodiyotning Leontev modeli 

 

 Ko`p tarmoqli xo`jalikni boshqarish alohida tarmoqlar orasidagi balansni talab qiladi. Har bir 

tarmoq, bir tomondan ishlab chiqaruvchi, ikkinchi tomondan boshqa tarmoq ishlab chiqargan 

mahsulotning iste`molchisidir. Tarmoqlar orasidagi turli mahsulotlarni ishlab chiqarish va 

iste`mol qilish orqali bog`lanishni hisoblash masalasi ancha murakkab. Bu masalani birinchi 

bo`lib mashhur amerika iqtisodchisi V.V. Leontev 1936 yil matematik model ko`rinishida 

ifodalagan. U 1929-1932 yillarda amerikadagi iqtisodiy depressiyani tahlil qilishga urungan bu 

model matrisalar algebrasiga asoslagan. 

 

Balans munosabatlar 

 Quyidagi  


=

=+=
n

j

iiji niyxx
1

),1(  

tenglama balans munosabat deyiladi. Bu yerda xi – i tarmoq mahsulotining umumiy hajmi (yalpi 

ishlab chiqarish) xij – j – tarmoqning xj – mahsulotni ishlab chiqarish mobaynida iste`mol 

qilingan i – tarmoqning mahsulot miqdori; yi – i – tarmoqning ishlab chiqarishdan tashqariga 

realizatsiya (iste`mol) uchun mo`ljallangan mahsulot miqdori yoki  

chekli iste`mol mahsuloti. Sodda ko`rinishda balans munosabatning ko`rinishi  
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xi  =  xi1 + xi2 +…+ xin +yi,  i  = 1,2,..,n.                                     (3.4) 

(3.4) tenglamalr balans tenglamalari deyiladi. Leontev quyidagi muhim faktni o`rnatgan: 

;jijij xxa =  uzoq vaqt davomida juda sekin o`zgaradi, uni o`zgarmas son sifatida qarash 

mumkin. Bu tushunarli chunki ishlab chiqarish texnologiyasi uzoq vaqt bir xil darajada saqlanib 

qoladi, natijada j – tarmoqning o`z mahsuloti xj miqdorni ishlab chiqarishi uchun i -  tarmoqning 

iste`mol qilish xajmi o`zgarmas son. 

(3.4) tenglamani quyidagicha yozish mumkin:  
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   (3.5) 

Matrisa ko`rinishida esa 

YXAX +=     (3.6) 

yoki 

YXAE =− )(     (3.7) 

bu erda  
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X - yalpi mahsulot, A - to`g`ridan to`g`ri xarajatlar koeffisientining matrisasi, Y - chekli iste`mol. 

(3.6) muonsabat tarmoqlararo modelning chiziqli tenglamasi deyiladi. Tarmoqlararo modelning 

asosiy vazifasi A matrisa ma`lum bo`lsa va berilgan Y vektorni ta`minlansa , yalpi mahsulot 

ishlab chiqarish vektori X ni topishdan iborat. X quyidagi formula bo`yicha topiladi: 

.)( 1 SYYAEX =−= −    (3.8) 
1)( −−= AES  matrisa to`la xarajatlar matrisasi deyiladi. Agar ixtiyoriy 0Y  vektor uchun, (3.7) 

tenglamaning shunday 0X  yechimi mavjud bo`lsa , 0A  matrisa samarali deyiladi. Agar 

0ija  barcha nji ,1, = , 
=

=


n

i

ij
nj

a
1

,...,2,1
1max  va shunday j nomer mavjud bo`lsaki, 

=


n

i

ija
1

1  bo`lsa, 

A matrisa samarador deyiladi, ya’ni aij >0 bo`lsa, ixtiyoriy ustun (satr) elementlari  yig`indisi 

birdan kichik bo` lsa, A matrisaning samaradorligi saqlanadi. Qiymatli balans holi qaralganda 

o`rganilayotgan j xo`jalik mahsulotini tannarxi 1 so`mdan oshmasligi uni rentabilligini bildiradi. 

Masalan quyidagi matrisada ifodalangan mahsulot samarador:  

















=

3,01,04,0

2,06,01,0

4,02,03,0

A  

3.9. Quyidagi matrisalarni mahsuldorligini tekshiring. 
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=

3,01,13,0

5,05,05,0

4,09,01,0

)

7,05,06,0

3,001,0

03,02,0

)

8,02,0

2,06,0
)

8,07,0

5,06,0
)

AdAс

AbAa

 

 Tarmoqning yalpi mahsulot miqdori va barcha tarmoqlarga bo`lgan pul xarajatlari 

orasidagi farq tarmoqning sof mahsuloti deyiladi.     
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3.10. Quyidagi jadvalda tarmoqlarning reja davriga mo`ljallangan xarajat koeffisentlari va 

chekli mahsuloti shartli pul birligida berilgan. 

 

Tarmoq 

Iste`mol 

Chekli mahsulot 
Sanoat 

Qishloq 

xo`jaligi 

Ishlab chiqarish 
Sanoat 0,3 0,25 300 

Qishloq xo`jaligi 0,15 0,12 100 

 

Quyidagilarni 

a) Tarmoqlarning rejalashtirilgan yalpi mahsulot miqdorini, tarmoqlararo mahsulot yetkazib 

berish, tarmoqlarning sof mahsulotini; 

b) Agar qishloq xo`jaligining chekli mahsuloti 20% ga, sanoatniki 10% ga oshirilsa, har bir 

tarmoqning zarur yalpi ishlab chiqarish miqdorini topish kerak. 

Yechish. a) To`g`ridan – to`g`ri xarajatlar koeffisentini A matrisa va chekli mahsulot vektori 

Y ni yozib olamiz: 
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100

300
,

12,015,0

25,03,0
YA  

bundan 
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−−
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88,015,0

25,07,0

12,0115,0

25,03,01
AE matrisani yozib olamiz. 

 U holda to`la xarajatlar matrisasi 

.
21,143,0

26,052,1

7,025,0

15,088,0

5785,0

1
)( 1









=








=−= −AES  

(3.8) formula bo`yicha yalpi mahsulot vektori X ni aniqlaymiz: 
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=

250

482

100

300

21,143,0

26,052,1
X  

 Tarmoqlar mahsulot yetkazib berish miqdori xij ni jijij xax = formuladan topamiz. 

Masalan .6.1444823.011111 === xax   

 Tarmoqlarning yalpi mahsuloti, tarmoqlararo mahsulot yetkazib berish, shuningdek 

tarmoqlarning sof mahsulotlarini hisoblab topib, quyidagi jadvalni tuzamiz. 

Tarmoq 

Iste`mol 
Chekli 

mahsulot 

Yalpi 

mahsulot Sanoat 
Qishloq 

xo`jaligi 

Ichlab 

chiqarish 

Sanoat 144,6 62,5 300 482 

Qishloq 

xo`jaligi 
72,3 30 100 150 

Sof mahsulot 265,1 157,5     

Yalpi mahsulot 482 250     

               

  b)   Shartga ko`ra chekli mahsulot vektori 









=












=

120

330

2,1100

1,1300
Y  

U holda (3.8) formulaga asosan mahsulot vektori quyidagicha bo`ladi: 

.
1,287

8,532

120

330

21,143,0

26,052,1








=
















== YSX  
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 Shunday qilib sanoatdagi ishlab chiqarishni 532,8 shartli pul birligigacha, qishloq 

xo`jaligida 287,1 shartli pul birligigacha oshirish kerak. 

 

3.11.  Oyoq kiyimlarini ishlab chiqaradigan fabrika S1, S2, S3 xom ashyodan  foydalanib 3 

xil 

mahsulot ishlab chiqaradi. Har bir juft oyoq kiyimiga xom ashyodan sarflanishi meyori quyidagi 

jadvalda berilgan. 

 

Xom ashyo 

turi 

Bir juft oyoq kiyimiga sarflanadigan xom 

ashyo miqdori 

Bir kunda 

sarflanadigan 

xom ashyo Etik Krasovka Tufli 

S1 4 2 3 1700 

S2 1 3 1 1100 

S3 7 1 4 2100 

 

Bir kunda ishlab chiqariladigan har bir turdagi oyoq kiyimning sonini hisoblang. 

 

 

  

3.12. Korxona 3xil xom ashyodan foydalanib 3 xil mahsulot ishlab chiqaradi. Ishlab 

chiqarishning xarakteristikasi quyidagi jadvalda berilgan. 

 

 

 

 

 

 

 

Xom ashyo 

turi 

Hr bir mahsulotga sarflanadigan xom ashyo 

(og`irlik birligida) 

Xom ashyo 

zahirasi 

(o`girlik 

birligida) 
1 2 3 

1 6 4 5 2400 

2 4 3 1 1450 

3 5 2 3 1550 

 

 Berilgan xom ashyo zahirasidan foydalanib har bir tur mahsulotning ishlab chiqarish 

hajmini aniqlang. 

 3.13.  Firma ikkita bo`limdan iborat. O`tgan yilgi umumiy foyda 12 mln. p/b ni tashkil 

qiladi. Bu yil birinchi bo`lim  foydasini 70% ga, ikkinchisinikini esa 40% ga oshirish 

rejalashtirilgan. Natijada umumiy foyda 1,5 marta ortishi kerak.  

       Har bir bo`limning: a) o`tgan yildagi;  b) bu yildagi foydasi qanday kattalikda? 

3.14.  Ofisni jihozlash uchun firma 29 predmet: narxi 20 ming p/b bo`lgan bir nechta 

kompyuter, 8,5 ming p/b dan ofis stollari, narxi 1,5 p/b bo`lgan stullar sotib olishga 236 ming p/b 

ajratdi. Keyinroq ma’lum bo`lishicha boshqa joyda kompyuterlarni 19,5 ming p/b dan, stollarni 8 

p/b dan, stullarni esa oldingi narxda olish mumkin. Har bir jihozdan arzon narxlarda qanday 

miqdorda sotib olinganligini aniqlang. 
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3.15. Tikuv fabrikasi 3 kun davomida kostyum, plash va kurtkalar ishlab chiqardi. 3 kun 

mobaynida ishlab chiqariladigan mahsulot miqdori va ishlab chiqarish uchun sarflanadigan pul 

xarajatlari quyidagi jadvalda berilgan: 

 

Kunlar Mahsulot ishlab chiqarish miqdori Xarajatlar 

(ming pul 

birligida) 
Kostyumlar Plashlar Kurtkalar 

Birinchi 50 10 30 176 

Ikkinchi 35 25 20 168 

Uchinchi  40 20 30 184 

 

Har bir mahsulot tan narxini toping.  

 

3.16 .  Korxona uch xil xom ashyodan foydalanib uch xil mahsulot ishlab chiqaradi. Xom 

ashyo sarfi va xom ashyo zahirasi quyidagi jadvalda berilgan. Har bir mahsulotdan ishlab 

chiqarish miqdorini aniqlang. 

 

а)  

Xom 

ashyo 

turi 

Mahsulot turlari bo`yicha xom 

ashyo sarfi, mahsulot birligining 

og`irligi 

Xom ashyo zahirasi 

(o`girlik birligida) 

1 2 3 

1 5 12 7 2350 

2 10 6 8 2060 

3 9 11 4 2270 

    

б) 

Xom 

ashyo turi 

Hr bir mahsulotga sarflanadigan 

xom ashyo (og`irlik birligida) 

Xom ashyo zahirasi 

(o`girlik birligida) 

1 2 3 

1 6 5 4 2200 

2 10 8 3 3350 

3 7 12 5 3390 

с) 

Xom 

ashyo turi 

Mahsulot turlari bo`yicha xom 

ashyo sarfi, mahsulot birligining 

og`irligi 

Xom ashyo zahirasi 

(o`girlik birligida) 

1 2 3 

1 8 4 10 3000 

2 6 7 4 2700 

3 13 2 3 2650 

 

д)   

Xom 

ashyo turi 

Hr bir mahsulotga sarflanadigan 

xom ashyo (og`irlik birligida) 

Xom ashyo zahirasi 

(o`girlik birligida) 

1 2 3 

1 4 4 7 2900 

2 5 3 5 2260 

3 7 2 9 3500 
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Mavzu yuzasidan savollar. 

1.  Kramer formulasi qanday ko`rinishga ega va qachon qo`llaniladi? 

2. Chiziqli algebraik tenglamalr sistemasi qanday shart bajarilganda yagona yechimga 

ega bo`ladi? 

3. Uchta no’malumli ikkita tenglamadan iborat chiziqli tenglamalr sistemasi qanday 

yechiladi? 

4. Qanday shart bajarilganda n no’malumli n ta chiziqli bir jinsli tenglamalar sistemasi 

notrivial yechimga ega? 

5. Chiziqli tenglamalar sistemasi matrisalar usuli bilan qanday yechiladi? 

6. Kroneker – Kapelli teoremasi qanday ifodalanadi? 

  

Adabiyotlar  
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texnologiya»., 2007 y. 
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3.  M. C. Kрасс, Б. П. Чупринов. “ Основы высшей математики и ее приложения в 

экономическом образовании ”, - M.: Дело, 2000 г. 
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экономическом образовании» -М.: 2008 
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4. Chiziqli fazo elementlari. 

 

4.1 Tekislik va fazoda vektorlar. 

 

1. Ta’rif. Boshi  A nuqtada, oxiri B nuqtada bo`lgan yo`naltirilgan kesma vektor 

deb ataladi va AB yoki a  kabi belgilanadi.  

a  vektorning uzunligi uning moduli deb ataladi va a  kabi belgilanadi. Oxiri 

boshi bilan ustma – ust tushadigan vektor nol vektor deb ataladi va 0  bilan 

belgilanadi. Agar a  = 1 bo`lsa, u holda a birlik vektor deyiladi.  

 Bir to`g`ri chizqda yoki paralell to`g`ri chiziqlarda yotuvchi vektorlar 

kolleniar vektorlar deyiladi.  

Agar ikki vektor o`zaro kolleniar, bir xil yo`nalgan va modullari teng bo`lsa, bu 

vektorlar teng vektorlar deyiladi.  
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 Bir tekislikda yoki paralell tekisliklarda yotuvchi vektorlar komplanar 

vektorlar deyiladi. 

2. a  vektorning λ soniga ko`paytmasi deb, a  ga kolleniar, (λ > 0 da u bilan 

yo`nalishdosh,  

λ < 0 da esa yo`nalishi qarama – qarshi) hamda moduli a ga teng bo`lgan 

λ a  (yoki a λ) vektorga aytiladi.  

 

Ikkita a  va b vektorlarning 

yig`indisi deb uchburchak yoki 

paralellogram qoidasi bo`yicha 

aniqlanadigan =с +a b  vektorga 

aytiladi. (4.1 – rasm)  

   

               a     =с +a b  

 

 

                            b   

(4.1–rasm) 

Bir tekislikda yoki parallel 

tekisliklarda yotmagan a, b, c, 

vektorlarning yig`indisi  a, b, c, 

vektorlarga qurilgan 

parallelipiped dioganalini beradi. 

cbad ++=  

 

 

 

 

 

 

                          с                              c  

                                                      d  

 

                                              a                с  

           a          b          b  

 

a) b)  

(4.2 – rasm) 

 

 

 

Ikkita a  va b  vektorlarning 

ayirmasi deb )( baс −+=  vektorga 

aytiladi (4.3 – rasm) 

 

 

 

     

               a            

                    ba −              ba +  

                                

                          b  

(4.3 – rasm) 

3. a  vektorning (x, y, z) koordinatalari deb,  boshlang`ich nuqtasi koordinata 

boshi bilan ustma - ust tushganda, oxirgi nuqtasining koordinatalariga aytiladi. 

    a =(x, y, z) vektorni  kzjyixa ++= ,   (4.1) 

ko`rinishida ifodalanishi mumkin, bu yerda kji ,,  - birlik vektorlar (ortlar), 

mos ravishda Ox, Oy, Oz  o`qlarining musbat  yo`nalishi bilan mos tushadi; 

.1=== kji  

4. a  vektorning uzunligi  

222 zyxa ++=     (4.3) 

formula bilan aniqlanadi. (4.4 - rasmga qarang). 

        
                                                      z  
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                                                     C  

     M 

                                                          k B  

                                                     i         j                          y  

                                               A                          M        

                   x  

         

   (4.4 – rasm)  

 

Misol. Uchta vektor berilgan: ).7;1(),2;1(),1;1( =−=−= cba  cbap ++=  ni 

yasang, uning uzunligini toping va p vektorni a  va b  vektorlar bo`yicha yoying.  

Yechish. cbap ++=  vektorni yasash ko`pburchak qoidasiga asosan rasmda 

ko`rsatilgan. U holda vektorni (4.3) formulaga asosan 543 22 =+=p p  vektorni a  

va  b   vektorlar  bo`yicha  yoyish, uni quyidagi ko`rinishda ifodalashdir: 

,bap  +=  bu yerda   va   - haqiqiy sonlar uni aniqlash uchun 

)2;1()1;3()4;3( −+−=   yoki quyidagi 




−−=

+=





24

33
 tenglamalar sistemasini yozib 

olamiz. Olingan sistemani yechib,  ;3,2 −==   ya’ni bap 32 −=  ni olamiz. Demak 

p vektorning a  va b  vektorlar bo`yicha yoyilmasi a2  va b3−  vektorlarga qurilgan 

paralellogram dioganalidan iborat (4.5 - rasmda ko`rsatilgan).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      y 
cbap ++=  

         6 

          b3−    4 

         2             c  
     

         0    2   4    6    x 
                  b        а2  

 

(4.5 – rasm) 
5.  Vektorning yo`naltiruvchi kosinuslari deb  cos,cos,cos  sonlariga aytiladi, bunda 

mos ravishda a− ,,  vektorning Ox, Oy, Oz o`qlari bilan hosil qilgan burchaklari: 

,cos,cos
222222 zyx

y

zyx

x

++
=

++
=     (4.4) 
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;cos
222 zyx

z

++
=   bunda 1coscoscos 222 =++   (4.5) 

6. Ikkita ),,( 111 zyxa = va ),,( 222 zyxb =   yig’indisining koordinatalari va a  vektorning   

songa ko`paytmasi quyidagi formulalar bo`yicha aniqlanadi: 

),,(),,(),,( 212121222111 zzyyxxzyxzyxba +++=+=+   (4.6) 

),,(),,( 111111 zyxzyxa  ==    (4.7) 

7. a  vektorning l o`qdagi proeksiyasi deb prl a  

cos= aaprl
      (4.8) 

songa aytiladi, bu yerda   a  vektor va l o`q orasidagi burchak. 

8. Ikkita a va b  vektorlarning skalyar ko`paytmasi ( a , b ) deb  

 

cos),( == bababa     (4.9) 

songa aytiladi. ),,( 111 zyxa =  va ),,( 222 zyxb =  vektorlarning skalyar ko`paytmasi: 

212121),( zzyyxxbaba ++==    (4.10) 

formula bilan aniqlanadi. 

Vektorning skalyar kvadrati,  

222
22

),( zyxaaaa ++===    (4.11) 

yoki    

      2aa =      (4.12) 

 

9. ),,( 111 zyxa =  va ),,( 222 zyxb =  vektorlar orasidagi burchak   

   
2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121),(
cos

zyxzyx

zzyyxx

ba

ba

++++

++
==   (4.13) 

formula orqali aniqlahadi. 

10. Ikkita a va b  vektorlar ortogonal deyiladi, agar ularning skalyar ko`paytmsi nolga teng 

bo`lsa, ya’ni 0=ba . 

 

11. Ikkita ),,( 111 zyxa =  va ),,( 222 zyxb =  vektorlarning kolleniarlik (parallellik) sharti  

    ,akb =  yoki  ;
1

1

2

1

2

1

2

kz

z

y

y

x

x
===     (4.14) 

 

ortogonallik (perpendikulyarlik) sharti 

    0=ba  yoki 0212121 =++ zzyyxx    (4.15) 

4.1 Berilgan )2;1;2( −−=a  va )0;4;8( −=b  vektorlar bo`yicha quyidagilarni toping: 

a) ac 2=  va ;abd −=                                  b) c  va d  vektorlarning uzunliklarini; 

c) d  vektorning skalyar kvadratini;          d) ),( dc  vektorlarning skalyar ko`paytmasini 

e)  c  va d  vektorlar orasidagi burchakni 

4.2 Quyidagi a  va b  vektorlar berilgan. Berilgan vektorlar modullarini, ularning chiziqli 

kombinasiyasi c  vektor koordinatalarini va uzunligini, a  va b  vektorlarning skalyar 

ko`paytmasini, ular orasidagi burchak kattaligini, o`zaro ortogonalligini aniqlang:   

 













=

2

2
,

2

2
,0a ,  )2,2,1( −−=b ,  bac −= 23 .                             
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4.3 )1;1;2( −=a  vektorga kolleniar va ),( ba  = 3 shartni qanoatlantiruvchi  b  vektorni 

toping. 

4.4 )5;2;5(=a vektorning  )2;1;2( −=b vektor o`qidagi proyeksiyasini toping. 

4.5 Agar ba 2+  va ba 45 −  vektorlar o`zaro perpendikulyar bo`lsa, a  va  b birlik vektorlar 

orasidagi burchakni toping. 

 

4.6 Quyidagi ( )10;10;3;8 −−=b  vektorni  

                              ( ) ( ) ( );5;4;1;1;4;1;3;2;3;4;0;1 321 −=−== aaa  

( )3;0;2;14 −=a vektorlar sistemasining chiziqli kombinatsiyasi ko`rinishida yoyish 

mumkin yoki yo`qligini tekshiring. 

 

4.7 a = (5; 1; -2) va b = (1; 5; -2) vektorlar berilgan. ba −3  vektorning   

a) ba −3  vektorning koordinata o`qlarida hosil qilgan proeksiyalarini; 

b) uzunligini; 

c) yo`naltiruvchi kosinuslarini toping.  

 

4.8 Quyidagi a  va b  vektorlar berilgan. Berilgan vektorlar modullarini, ularning chiziqli 

kombinasiyasi c  vektor koordinatalarini va uzunligini, a  va b  vektorlarning skalyar 

ko`paytmasini, ular orasidagi burchak kattaligini, o`zaro ortogonalligini aniqlang: 

a) )1,1,0,0( −=a , )1,1,1,1(=b   bac += 2 . 

b) )3,2,1(=a ,  )2,3,5(−=b ,  bac 34 +−= .               

 

4.9 nma 42 +=  va nmb −=  vektorlar berilgan, bu yerda nvam  birlik vektorlar, ular 

orasidagi burchak 120 . a  va b  vektorlar orasidagi burchakni toping. 

 

4.10 Tekislikda uchta  a ,b , c   vektorlar berilgan. Ma’lumki 3,3,2 === cba  ( ) 60=


ba , 

( ) 60=


cb , cbad −+−= vektorning uzunligini toping.  

 

4.11   va   ning qanday qiymatlarida kjia ++−= 32  va kjib 26 +−=  vektorlar  

a) kolleniar, b) ortogonal. 

 

4.12 OA  vektor OX, OY va OZ o`qlari bilan mos ravishda 
4

,
3

,
3


 burchaklar hosil 

qiladi. Agar ( )22;2;2 −B  bo`lsa, OA  va OB  vektorlarning perpendikulyarligini isbotlang. 

 

4.13 Uchta ( ) ( ) ( )4;2,1;2,2;2 cba −−  vektorlar berilgan. cbap +−= 2  vektorning  

koordinatalarini toping hamda a va b vektorlar bo`yicha yoying. 

 

4.14. To`rtta vektor berilgan:  

( ) ( ) ( ) ( )7,7,3,1;2;2,2;1;1,0;1;2 −=−=−== dcba . a vektorni dcb ,,  vektorlar 

bo`yicha yoying.  

 

4.15  kjia 632 −+= vektorning uzunligini va yo`naltiruvchi kosinuslarini toping. 
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4.16 m ning qanday qiymatlarida kjima 23 +−=  va kmjib −+= 2 vektorlar o`zaro 

perpendikulyar bo`ladi. 

 

4.17 kjia 2++=  vektorning kjib 4+−= vektor yo`nalishidagi proyeksiyasini toping. 

 

4.18 kjia −−= 63 , kjib 54 −+=  va kjic 243 ++=  vektorlar berilgan. ca +  vektorni 

cb + vektorga proyeksiyasini toping. 

 

4.2 Vektorlarning vektor va aralash ko`paytmalari. 

      a  vektorning b  vektorga vektor ko`paytmasi deb, bac =  ko`rinishda belgilanuvchi va 

quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi c  vektorga aytiladi: 

1. c  vektor a  va b  vektorlarga perpendikulyar;  

2. c  vektor uchidan qaralganda a  vektordan b  vektorga eng qisqa burilish soat mili 

yo`nalishiga teskari yo`nalishda kuzatiladi ( a , b , c  vektorlarning bunday joylashuvini o`ng 

uchlik deyiladi); 

3. c  vektorning moduli a  va b  vektorlarga qurilgan paralellogramning S yuzasini 

ifodalovchi songa teng, ya’ni sinbaSc == (  - a  va b  vektorlar orasidagi burchak). 

Vektor ko`paytmasining asosiy xossalari:  

1. ;abba −=  

2. ( ) ( ) ( );bababa ==   

3. ( ) +=+ abacba ;c  

4. Agar ,0=a  yoki ,0=b  yoki ba  bo`lsa, u holda 0=ba . Xususan 0= aa . 

Koordinata o`qlari ortlarining vektor ko`paytmasi:  

.,,

;0,0,0

jikikjkji

kkjjii

===

===
 agar  

kbjbibb

kajaiaa

zyx

zyx

++=

++= ,
  bo`lsa, u holda 

zyx

zyx

bbb

aaa

kji

ba =  

Agar a  va b  vektorlar kolleniar bo`lsa, u holda .
z

z

y

y

x

x

b

a

b

a

b

a
==  

4.19 jia 3+= va kjb 43 −= vektorlarga qurilgan parallelogram yuzasini hisoblang. 

Yechish. a  va b  vektorlarga qurilgan parallelogrammning S yuzasi shu vektorlarning vektor 

ko`paytmasining moduliga teng: S = .ba  Vektor ko`paytmani topamiz: 

.9412

403

031 kji

kji

ba −+−=

−

=  

Demak, 2418116144)9(4)12( 222 =++=−++−=S kv birlik.  
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      a , b , c  vektorlarning aralash ko`paytmasi ( cba


) deb, ( ba ) vektor ko’paytmaning c  

vektorga skalyar ko`paytmasiga aytiladi. Aralash ko`paytmaning xossalari:  

a) ( ba )· c = a ·( cb ).  

Bu xossadan aralash ko`paytmani cba  ko`rinishda belgilash mumkin ekanligi kelib chiqadi. 

b) cba = acb = bac , ya’ni ko`paytiriluvchi vektorlar o`rinlari doiraviy almashtirilganda 

aralash ko`paytma qiymati o`zgarmaydi;  

c) −=cba acb , cba = abc− , cba = bca− , ya’ni qo`shni ikkita vektorlarning 

o`rinlari alamshtirilganda aralash ko`paytma ishorasini o`zgartiradi; 

d) agar vektorlardan aqalli bittasi nol vektor yoki a , b , c  vektorlar komplanar bo`lsa, 

holda cba =0 bo`ladi. 

Agar  

     

kcjcicc

kajbibb

kajaiaa

zyx

zyx

zyx

++=

++=

++=

 

bo`lsa, u holda  

zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

cba =)(


. 

Agar a , b , c  vektorlar komplanar bo`lsa, u holda 

0=

zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

. 

Aralash ko`paytma ko`paytiriluvchi vektorlarga qurilgan parallelopiped hajmiga ishora 

aniqligida teng, ya’ni V =  ( cba ). 

 

4.20 . Uchlari A(1, 2, 0); B(-1, 2, 1); C(0; -3; 2) va D(1, 0, 1) nuqtalarda bo`lgan 

piramidaning hajmini hisoblang.  

 

4.21 a  va b  vektorlar o`zaro 45= li burchak tashkil qilib, 5== ba bo`lsa, bap 2−=  

va baq 23 +=  vektorlarga qurilgan uchburchak yuzini hisoblang. 

 

4.22 Uchlari A(7, 3, 4), B(1, 0, 6), C(4, 5, -2) nuqtalardan iborat uchburchak yuzini 

hisoblang. 

 

4.23 Piramidaning uchlari berilgan: A(2, 3, 1), B(4, 1, -2), C(6, 3, 7), D(-5, -4, 8). 

Uchburchakning D uchidan tushirilgan balandligi uzunligini toping. 

 

4.24 Uchburchakning uchlari berilgan: A(1, -1, 2), B(5, -6, 2), C(1, 3, -1). Uning B uchidan 

AC tomoniga tushirilgan balandligining uzunligini hisoblang. 

 

4.25 Uchlari A(2, -1, 1), B(5, 5, 4), C(3, 2, -1), D(4, 1, 3) nuqtalarda bo`lgan piramida 

hajmini hisoblang. 

 

4.3. Chiziqli fazo va uning o`lchovi 
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Barcha kompleks sonlarning qism to`plami P quyidagi xossalarni bajarsa, sonli maydon 

deyiladi: 

1) Agar ,, P  u holda P+   va P  ; 

2) Agar ,P  u holda ( ) ;P−  

3) Agar P  va 0 , u holda P


1
. 

Barcha ratsional, haqiqiy, kompleks sonlar to`plami sonli maydon bo`la oladi. Elementlari x, 

y, z,… bo`lgan V to`plam ustida vektor fazo aniqlangan deyiladi, agar ,Vyx +  va 

PVx  ,  uchun Vx  bo`lsa va quyidagi munosabatlar o’rinli bo’lsa: 

1) x + y = y + x; 

2) (x + y) + z = x + (y + z); 

3) shunday Vo  element mavjud bo`lsaki, Vx uchun x + 0 = x bo`lsa; 

4) Vx  uchun ;0)(, =−+− xxVx  

5) ;,1,1 VxPxx =  

6) ;;,;)()( VxPxx =   

7) ;,;,)( VyxPyxyx +=+   

8) ( ) xxx  +=+  

Vektor fazoning elementlari vektorlar deb ataladi. 

Haqiqiy (kompleks) koordinatali barcha n o`lchovli vektorlar to`plami Rn (Cn) orqali 

belgilanadi. Quyidagi tartiblangan nn ),,( 1    - likka, n - o’lchovli vector deyiladi. 

To`plamdagi n – o`lchovli vektorlarni qo`shish va songa ko`paytirish: 

),...,(),...,(

),,...,(),...,(),...,(

2121

1122112121

nn

nnnn





=

+++=+
 

amallari uni vektor yoki chiziqli fazoga aylantiradi.  

4.26 Quyidagi to`plamlardan qaysi biri sonli to`plam bo`lishini aniqlang: 

 

a) barcha butun sonlar to`plami; 

b) 3ba +  ko`rinishdagi barcha sonlar to`plami, bu yerda a va b – ratsional sonlar; 

c) 3nm+  ko`rinishdagi barcha sonlar to`plami, bu yerda m va n – butun sonlar; 

d) bia +  ko`rinishdagi kompleks sonlar, bu yerda a va b – ratsional sonlar. 

 

4.27 Quyidagi to`plamlarning vektor fazo bo`lishini aniqlang (to`plam elementlarini 

qo`shish va ularni songa ko`paytirish odatdagiday aniqlangan).  

a) elementlari haqiqiy yoki kompleks sonlardan iborat barcha kvadrat matrisalar; 

b) darajasi n bo`lgan barcha ko`phadlar; 

c) f (2) = 0 shartni qanoatlantiradigan barcha ko`phadlar to`plami; 

d) f (2) = 1 shartni qanoatlantiradigan barcha ko`phadlar to`plami; 

e) [a; b] kesmada uzluksiz barcha funksiyalar; 

f) barcha haqiqiy sonlar; 

g) barcha kompleks sonlar; 

 

 

4.4 Vektorlarning chiziqli bog`liqligi va chiziqli erkliligi.  

n - o`lchovli chiziqli fazo bazisi va koordinatalari 

 

x1, x2, …, xn vektorlarning chiziqli kombinasiyasi deb 
mm xxxx  +++= ...2211

 formula 

bilan aniqlanuvchi x  vektorga aytiladi, bunda 
1 ,  

2 ,… 
т - tayin sonlar. 
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Agar 
nxxx ,..., 21

vektorlar sistemasi uchun kamida bittasi noldan farqli shunday 

n ,..,, 21
sonlar mavjud bo`lib,  

0...11 =++ nn xx      (4.16) 

shart bajarilsa, bu sistema chiziqli bog`liqli deyiladi. Agar yuqoridagi tenglik faqat 

0...,1 === n  bo`lganda o`rinli bo`lsa, x1, x2, …, xn vektorlar sistemasi chiziqli erkli deyiladi. 

Ikkita kolleniar vektor har doim chiziqli bo`gliqlidir. Uchta komplanar vektor har doim 

chiziqli bog`liqli. 

n ta chiziqli bog`liqmas vektorlar sistemasi 
neee ,..., 21

berilgan bo`lib, ixtiyoriy x  vektorni 

ularning chiziqli kombinatsiyasi,  ya`ni 

nn eex  ++= ...11
    (4.17) 

shaklida ifodalash mumkin bo`lsa, u holda berilgan sistema basiz deyiladi. 

 (4.17) tenglik x  vektorning 
neee ,..., 21

 basis bo`yicha yoyilmasi deyiladi. Fazoda chiziqli 

bog`liq bo`lmagan har qanday uchta 321 ,, eee vektor bazis tashkil qiladi, shu sababli fazodagi har 

qanday x   vektor shu bazis bo`yicha yoyilishi mumkin. n o`lchovli V fazoda 
neee ,..., 21

 bazisni 

ajratib olamiz Vx uchun 
nneeex  +++= ...2211
 yagona yoyilma mavjud. 

n ,..., 21
sonlar 

x vektorning koordinatalari bo`lib, bunday yoziladi: 

 .,..., 21 nx =  

Agar bazisning vektorlari o`zaro perpendikulyar va birlik uzunlikka ega bo`lsa, bu bazis 

ortonormallangan bazis deyiladi va u ortlar deb ataluvchi i, j, k, …n vektorlar orqali belgilanadi.  

4.28  ,  , (5,7,1,3),  vektorlar chiziqli bog’liqmi? 

Yechish:  

5317

3175

1753

7531

=  

∆   bo’lgani uchun , , ,  vektorlar chiziqli erkli. 

 

4.29 Barcha n – o`lchovli vektorlardan iborat nR  fazoning o`lchamini aniqlang va bazisini 

tioping. 

4.30 Darajasi n dan oshmaydigan barcha ( )tPn
 ko`phadlar fazosining o`lchamini aniqlang va 

bazisni toping.  

 

 

 

 

 

4.5 Chiziqli fazoda skalyar ko`paytma tushunchasi 

n o`lchovli V fazoda ( )nx  ,..., 21=  va ( ),,..., 21 ny =  vektorlar berilgan bo`lsin. 

Ularning skalyar ko`paytmasi nnyx  ...2211 ++= formula bilan aniqlanadi va quyidagi 

xossalarga ega: 

1) xy = yx  

2) (x + y)z = xz + yz; 

3) );()( xyyx  =  

4) ,0xx  agar ;0x  

 

4.6  Evklid fazosi 
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 Haqiqiy sonlar to`plami ustida aniqlangan vector fazoda skalyar ko`paytma aniqlangan 

bo`lsa u Evklid fazosi deyiladi.  Vektorning uzunligi 22

2

2

1 ... nxxx  ++== .  Uzunligi 

birga teng vektor birlik vektor deyiladi. 

neee ,..., 21
 bazis orto deyiladi, agar ji  da 0= ji ee  bo`lsa, Evklid fazosining vektorlari 

uchun Koshi-Bukyakovskiy va uchburchak tengsizligi bajariladi: 

 

yxxy   

.yxyx ++  

 

4.7. Chiziqli operator 

 Chiziqli operator ustida amallar. Chiziqli operatorning xos sonlari va xos vektorlari. 

Agar fazodagi har bir x vektorga o`sha fazoning aniq y = Ax vektori mos qo`yilgan bo`lib, u 

ushbu 
22112211 )( AxAxxxA  +=+  chiziqlilik shartiga bo`ysunsa u holda A chiziqli operator 

deyiladi, bu yerda x1 va x2 fazoning ixtiyoriy vektorlari 
1 va

2 ixtiyoriy sonlar. 

        Agar shunday noldan farqli nRx  vektor mavjud bo`lsaki, 

      xAx =     (4.18) 

tenglik bajarilsa  son A chiziqli operatorning xos soni, x esa xos vektor deyiladi. Boshqacha 

aytganda matrisani uning xos vektoriga ko`paytmasi, bu vektorni   baravar, cho`zish 

)1(  yoki siqish )1(   dan iborat. 1= da vektor o`zgarmaydi. 

 (4.18) tenglikning boshqacha ko`rinishi 
0)( =− xEA   

E – birlik matrisa, 0 – vektor, A matrisaning elementlari aij – bo`lsa, A  chiziqli operatorning 

nee ,,1   bazisdagi matrisasi yana A  harfi bilan belgilanadi. 

 





















−

−

−

=−









nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

EA

...

............

...

...

21

22221

11211

 

 

xarakteristik matrisa deyiladi. 0=− EA  tenglama xarakteristik tenglama deyiladi. 

 

4.31 Matrisaning xos son va xos vektorini toping. 









=

41

23
A  

Yechish. Matrisaning xarakteristik tenglamasi   

 ,0
41

23
=

−

−




 

bundan .5,2,0107 21

2 ===+−   Xos vektorni topish uchun : 





=−+

=+−














=

















−

−








=

















0)(

0)(
,

0

0
,

222121

212111

2

1

2221

1211

2

1

2

1

2221

1211

xaxa

xaxa

x

x

aa

aa

x

x

x

x

aa

aa










21 =  ga mos keluvchi xos vektor 





=+

=+

02

02

21

21

xx

xx
 sistemaning yechimi bo`ladi, bu bitta tenglama, x2 = b deb olsak, x1 = (-2b, b) 

= 
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 =b(-2, 1) bo`ladi. 

52 =  xos songa mos keluvchi xos vektor 





=−

=+−

0

022

21

21

xx

xx
 

erkli o`zgaruvchini x2 = c deb olsak. x2 = (c, c) = c(1, 1). b va c ixtiyoriy sonlar bo`lgani 

uchun bitta xos songa bir nechta har xil uzunlikdagi xos vektorlar mos kelishi mumkin. Masalan 

bir jinsli sistemaning fundamental yechimlariga mos keluvchi xos vektorlar  

x1=(-2, 1),  x2=(1, 1).  

 

 

 

 

4.8  Kvadratik formalar 

 

 Kvadratik forma deb L ( )nxxx ...,,, 21
  n ta x1, x2,… xn noma`lumlarning har bir 

qo`shiluvchisi bir noma`lumning kvadrati, yoki ikkita turli noma`lumning ko`paytmasidan iborat 

yig`indiga aytiladi. Kvadratik formani L = X AX yoki 

L ( ) 
= =

=
n

i

n

j

jiijn xxaxxx
1 1

21 ...,,, ko`rinishida yozish mumkin. Kvadratik formaning kanonik 

ko`rinishi deb, noma`lumlarning ko`paytmasini o`z ichiga olmagan berilgan kvadratik formaga 

ekvivalent formaga aytiladi.  

L 
= =

=
n

i

n

j

jiij xxa
1 1

kvadrtik forma kanonik ko`rinishga ega deyiladi, agar barcha ji  da 

0=ija bo`lsa, ya’ni: 
=

=+++=
n

i

iijnnn xaxaxaxaL
1

222

222

2

111 ... . 

Har qanday kvadratik formani noma`lumlarni chiziqli almashtirish X = SY (bu yerda  

X = ( )nxxx ...,,, 21
 - o`zgaruvchilarning ustun matrisasi.) yordamida kanonik ko`rinishga 

keltirish mumkin. 

 Agar barcha 0x  da L(x) > 0(L(x) < 0) bo`lsa, u holda L(x) musbat (manfiy) aniqlangan 

kvadratik forma deyiladi.  

4.32  Kavdratik formani matrisasini yozing.                                                               

F= 323121

2

3

2

2

2

1 624852 xxxxxxxxx +−++− . 

4.33  Quyidagi matrisiga mos kvadratik formani toping. 

















−

−−

−

=

013

152

321

A  

4.34. 3221

2

3

2

2

2

1 4232 xxxxxxxF ++−+−=   4.35. 323121 642 xxxxxxF −+=  

 

4.36. 3121

2

3

2

1 52 xxxxxxF +−+=    4.37. 21

2

2

2

13 xxxxF −+=  

 

Quyida berilgan kavdratik formalarni kanonik ko`rinishga keltiring. 

 

4.38. 323121

2

3

2

2

2

1 62243 xxxxxxxxxF +++++=      

 

4.39. 323121

2

3

2

1 84432 xxxxxxxxF −+−−=  
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4.40. 3221

2

1 22 xxxxxF ++=               

 

4.41. 
2

332

2

1 4 xxxxF +−=  

 

4.42. Uchlari A, B, C  nuqtalarda bo’lgan uchburchakning yuzini toping. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

№ A B C 

  1  (1, -1, 1)  (-1, 1, 2)  (2, -2, 4)   

  2  (4, 5, 2)          (-5, 0, -2)       (1, -4, 0) 

  3  (8, 2, -6)         (0, -5, 1)                   (4, 1, -3)      

  4  (5, 4, 3)             (-2, 2, 1)                   (0, 4, 4)       

  5  (-10, 8, -4)      (-7, 7, -3)                  (-9, 5, -7)    

  6  (3, 6, -3)             (2, 5, -2)                  (1, 4, -3)     

  7  (-5, 3, 1)            (-2, 0, 1)                   (-1, 4, -1)           

  8  (4, -2, 2)            (3, 2, 2)                    (4, 2, -4)             

  9  (2, -1, 2)            (0, -1, 1)                   (-3, 0, 1)            

10  (6, 2, 5)             (5, 2, 4)                    (7, 3, 5)             

11  (-1, 2, 2)            (-3, 6, 2)                  (2, -3, 1)            

12  (5, 4, 10)           (4, 5, 9)                    (1, 6, 11)           

13  (8, 4, -4)            (7, 2, -3)                  (9, 4, 1)             

14  (2, 5, -1)            (3, 6, -1)                  (-1, 4, -3)          

15  (1, 1, -1)            (2, -3, -4)                 (2, 1, -2)           

 

4.43 Piramidaning uchlari  A, B, C, D nuqtalarda yotadi. Piramidaning hajmini toping. 

№ A B C D 

1 (2, -1, 0) (1, -2, -2) (-1, 2, 1) (1, 0, 2) 

2 (-3, -1, 0) (-1, -1, 6) (2, 2, 1) (0, 2, 1) 

3 (6, 1, -2) (0, -4, 5) (-3, 2, 1) (1, 0, 1) 

4 (1, -3, 7) (-1, 0, 3) (2, 3, 0) (0, 3, 1) 

5 (5, 3, -4) (1, 0, 2) (2, 3, 0) (-1, 3, 10) 

6 (0, 2, 5) (-2, -1, 2) (2, 5, 1) (7, 6, 10) 

7 (1, 2, 1) (-6, 0, 5) (-3, 0, 0) (-1, 2, 4) 

8 (-8, 5, -2) (2, 1, -4) (-2, -1, 7) (-3, 6, 4) 

9 (2, 4, 8) (3, 6, 9) (-1, 0, 0) (1, 0, 0) 

10 (4, 2, -1) (-2, -1, 3) (10, 0, -1) (1, 1, 1) 

11 (1, 2, 3) (2, 3, 4) (3, 4, 5) (4, 5, 6) 

12 (-1, -3, -2) (-4, -3, 2) (2, 2, 0) (-1, 0, 7) 

13 (0, -1, -2) (5, 3, 4) (-1, 1, 1) (3, 0, 3) 

14 (2, 2, 2) (-3, -3, -3) (1, 2, 0) (-2, -3, 1) 
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15 (1, 0, 2) (5, 3, -2) (2, 1, 4) (-2, -3, 8) 

 

4.9  Iqtisodda chiziqli modellar. Savdoning chiziqli modeli 

 

 n ta mamlakatning budjeti x1, x2,… xn tovarlar sotib olishga sarflanadi. Biz 

ayriboshlashning chiziqli modelini - xalqaro savdo modelini-qaraymiz. 

j  – mamlakatning i – mamlakat tovarini sotib olishga sarflaydigan xj – budjetning bir qismi 

aij koeffisentlar matrisasini kiritamiz. 
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   (4.19) 

 

U holda bor budjet mamlakatning ichidan va tashqarisidan tovar sotib olishga sarflansa, 

 

      
=

=
n

i

ija
1

1     (4.20) 

      

o`rinli bo`ladi. (4.19) matrisa (4.20) shart bilan savdoning strukturaviy matrisasi deyiladi. i – 

mamlakatning ichki va tashqi savdodan daromadi; 

Pi = ai1x1+ ai2x2+…+ainxn 

Balanslashtirilgan (defitsitsiz) savdo sharti tabiiy ravishda quyidagichadir: har bir 

mamlakatning budjeti savdodan tushadigan daromaddan oshmasligi kerak, ,ii xP  ya`ni  

ai1x1+ ai2x2+…+ainxnxi ni ,1= . Bu shartda tengsizlik belgisi bo`lishi mumkin emasligi 

isbotlanadi va 
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 (4.21) sistema matrisa ko`rinishida  

     XXA =  yoki 0)( =− XEA   (4.22) 

 

Matrisaning xos soni 1=  ga mos keluvchi xos vektor taqchilliksiz xalqaro savdoning 

budjetlaridan iborat bo`ladi. 

Misol: To`rtta mamlakat savdosining  strukturaviy matrisasi  

 





















=

4,02,01,01,0

2,05,03,03,0

2,01,03,04,0

2,02,03,02,0

A  

 

budjetlar yig`indisi x1 + x2 + x3 + x4 = 6270 (shartli pul birligi) bo`lsa, bu mamlakatlarning 

budjetini toping. 

Yechish. Berilgan strukturaviy matrisa A ning xos soni 1= ga mos keluvchi xos vektor x ni 

 topish kerak, ( ) 0=− xEA   ya`ni  tenglamani yechish kerak. 
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bu sistemaning rangi uchga teng bo`lgani uchun, noma`lumlardan bittasi erkli o`zgaruvchi 

va u orqali qolganlari ifodalanadi. Sistemani Gauss usuli bilan yechib xos vektor x ning 

kompanentlarini topamiz: 

.,
11

20
,

121

146
,

121

140
4321 cxcxcxcx ====  

Topilgan qiymatni berilgan budjetlar yig`indisiga qo`yib c kattalikni topamiz: c = 1210, 

bundan defitsitsiz savdoda mamlakatlar budjetining izlanayotgan kattaligini topamiz.  

x1 = 1400,   x2 = 1460,   x3 = 2200,    x4 = 1210.  

 

4.44 Berilgan vektorlar sistemasi chiziqli bog`liq yoki erkli ekanligini aniqlang.  

A1 = (3, 5, 1, 4),   A2 = (-2, 1, -5, -7),    A3 = (-1, -2, 0, -1). 

Yechish. A1x1 + A2x2 + A3x3 = 0 bundan quyida tenglamalar sistemasini hosil qilamiz:  
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Oxirgi hosil qilingan tenglamalar sistemasining nolmas yechimlari ham mavjud. (Masalan 

x1= 5, x2 = 1, x3 = 13). Demak, A1, A2, A3 vektorlar chiziqli bog`liq ekan. 

 

4.45 Quyida berilganlarga ko`ra B=(2, 7, 11, 6)  vektorni A1=(2, 4, 0, 3) ,A2 = (-3, 0, 1, 3), 

A3(1, -1, 10, -3) vektorlar orqali ifodalash mumkinmi?  

4.46. Quyida berilgan uchta vektorlar bazis hosil qilishini tekshiring.  

     .1,0,1,0,2,1,1,3,0 =−== cba  

4.47. Berilgan vektorlar orasidagi burchak kosinusini aniqlang va skalyar ko`paytmasini 

toping. 

 

 3,1,1

3,1,1

−=

=

b

a
 

4.48. Agar A2 – A1 va A3 – A1 vektorlar proporsional bo`lmasa, u holda A1, A2, A3 vektorlar 

chiziqli bog`liq emasligini ko’rsating. 

4.49.  F = x1
2 + 2x2

2 + 7x3
2 + 2x1x2 + 4x2x3 + 2x3x1 

4.50. F = x1
2 + 3x2

2 + 4x3
2 + 2x1x2 + 6x2x3 + 2x3x1 

 

4.51. )15,3,3,6(),5,3,1,2( 21 −=−= aa        4.52.  )28,7,14(),8,2,4( 21 −−=−= aa  

   

4.53. )14,7,8(),7,7,5(),19,5,7( 321 −=−−=−= aaa  

 

4.54. ).2,1,1,0(),1,5,3,1(),1,3,1,1(),0,1,1,0( 4321 ==== aaaa  

Barcha shunday a sonlarni topingki bunda, B vektor, A1, A2, … , An vektorlarga chizqli 

bog`liq bo`lsin. 

 

4.55. ).7,5,4(),5,4,3(),1,2,1(),3,,2( 321 ==== aaaab  

 

4.56. ).2,4,10(),1,2,5(),,6,15( 21 === aaab  
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4.57. )4,5,1(),5,6,1(),3,4,2(),,5,3( 321 ==== aaaab  

 

4.58 Nol bo`lmagan b vektor a1, a2, a3 va a1, a5 , a6 vektorlar bilan mos ravishda chizqli 

bog`liq bo`lsa, uholda a1, a2, a3, a4, a5,  a6 vektorlar chizqli bog`liq vektorlar sistemasi ekanligini 

isbot qiling. 

 

4.59. Quyidagi berilgan vektorlarni bazis hosil qilishini tekshiring. 

      1,2,0,1,1,3,1,0,4 −=−== cba  

 

4.60.      0,2,1,3,1,1,4,0,1 −=−== cba   

 

4.61.      4,1,1,2,0,3,1,2,1 −=−=−= cba  

 

4.62.      2,1,1,0,3,2,1,2,1 −==−= cba  

  

Berilgan vektorlarninig skalyar ko`paytmasini va uzunliklarini aniqlang. 

 

4.63.     .4,0,4,1,10,9 −== ba             4.64.     .5,1,2,6,0,7 −−== ba  

 

4.65.     .3,7,0,3,5,2 =−= ba              4.66.       .5,1,2,8,1,17 −−=−= ba  

  

Quyida berilgan formulalarni kanonik ko’rinishga keltiring. 

 

4.67. F = 2x1
2 - 3x2

2 - 4x1 x2  - 8x2x3 + 4x3x1    4.68.    F = x1
2 + 2x1x2 + 2x2x3 

              

4.69. F = x1
2 + 4x2

2 + x3
2 + 2x1x2 + 2x2x3 + 8x3x1 

 

 

Mavzu yuzasidan savollar 

 

1. Vektor deb nimaga aytiladi?  

2. Vektorning moduli uning koordinatalari orqali qanday ifodalanadi?  

3. Vektorlar uchun qanday chiziqli amallar aniqlangan?  

4. Vektorlarning yo`naltiruvchi kosinuslari uning koordinatalari orqali qanday ifodalanadi?  

5. Vektorlarning kolleniarlik shartlari.  

6. Ba’zis deb nimaga aytiladi?  

7. Vektorlarning skalyar ko`paytmasi deb nimaga aytiladi?  

8. Ikki vektor orasidagi burchak nima?  

9. Ikkita vektorning vektor ko`paytmasi nima?  

10. Vektorlarning aralash ko`paytmasi deb nimaga aytiladi?  

11. Vektorlarning perpendikulyarlik va paralellik shartlari.  

12. Qanday vektorlar komplanar deb ataladi?  

13. Vektor va aralash ko`paytmaning geometrik ma’nosi.  

14. Chiziqli fazoning ta’rifi.  

15. n o`lchovli fazoda vektorning uzunligi, vektorlarning skalyar ko`paytmasi, ular orasidagi 

burchak qanday aniqlanadi?  
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5. Analitik geometriyaning asosiy tushunсhalari va metodlari 

 

5.1 Tekislikda to`g`ri chiziqlar 

 

Tekislikda to`g`ri chiziqning umumiy tenglamasi 

0=++ CByAx      ( )022 + BA      (5.1) 

 

Burchak koeffitsiyentli tenglamasi 

bkxy += ,               (5.2) 

(k – burchak koeffitsenti, b – boshlang`ich ordinati). 

Kesmalarga nisbatan tenglamasi 

1=+
b

y

a

x
    (5.3) 

(a va b Ox va Oy o`qlarda ajratgan kesmalar). 

M1(x1; y1) va M2(x2; y2) nuqtalar orqali o`tuvchi to`g`ri chiziq tenglamasi 

quyidagicha aniqlanadi: 

                                                 
12

1

12

1

yy

yy

xx

xx

−

−
=

−

−
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 Ikkita to`g`ri chiziq y  =  k1x+b1 va y = k2x+b2 yoki A1x+B1y+C1 = 0 va 

A2x+B2y+C2 = 0 tenglamalar bilan berilgan bo`lsin, ular orasidagi   burchak  

21

21

1 kk

kk
tg

+

−
=    (5.4) 

yoki                                            
2

2

2

2

2

1

2

1

2121 )(
cos

BABA

BBAA

++

+
=                                                

formulalar bilan topiladi. 

To`g`ri chiziqlarning parallellik sharti: 

k1 = k2    yoki     
2

1

2

1

B

B

A

A
=    (5.5) 

To`g`ri chiziqlarning perpendikulyarlik sharti: 

                                
1

2

1

k
k −=   yoki  02121 =+ BBAA   (5.6) 

M0(x0; y0) nuqtadan Ax+By+C = 0 to`g`ri chiziqgacha bo`lgan masofa 

22

00

BA

CByAx
d

+

++
=  

formula bilan aniqlanadi. 

 

Misollar: 

5.1  M1(2, 0) va M2(3, 4) nuqtalardan o`tuvchi to`g`ri chiziq tenglamasini tuzing. 

Yechish. 
12

1

12

1

yy

yy

xx

xx

−

−
=

−

−
 formulaga ko`ra  

04

0

23

2

−

−
=

−

− yx
       

41

2 yx
=

−
  

5.2  Berilgan to`g`ri chiziqlarni o`zaro parallel va perpendikulyar bo`lgan 

juftliklarga ajrating. 

         1) 2y + 3x + 5 = 0                                            2) 6y + 9x – 25 = 0 

         3) 2y + x + 8 = 0                                              4) y - 2x + 10 = 0 

 

5.3  M(0;3) nuqtadan o`tuvchi va a  = {2,1} vektorga parallel tog`ri chiziq 

tenglamasini tuzing. 

5.4  3x + y – 6 = 0 to`g`ri chiziq va A(-3; 1), B(3; 3) nuqtalar orqali o`tuvchi to`g`ri 

chiziqlar orasidagi burchakni aniqlang. 

5.5  C(1; 1) nuqtadan o`tuvchi va koordinata burchagidan yuzasi 2 kv. birlik  

bo`lgan uchburchak ajratadigan to`g`ri chiziq tenglamasini tuzing. 

5.6 Uchlari A(7; 9), B(2; -3), C(3; 6) nuqtalarda bo`lgan uchburchakning  

a) M medianalar kesishish nuqtasi koordinatalarini 

b) A uchidan chiqib BC tomonini E nuqtada kesib o`tuvchi AE bessektrisasi asosi E 

nuqta koordinatalarini aniqlang. 

 Yechish. a) D nuqta BC tomonni o`rtasi bo`lganligi uchun (1-rasm) 

2

5

2

23

2
=

+
=

+
= BC

D

xx
x  
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2

3

2

36

2
=

−
=

+
= BC

D

yy
y     .

2

3
;

2

5








D                                           y 

                                                                                                                                          A(7; 9) 

                                                                                                   10                   

M medianalar kesishish nuqta bo`lganlig uchun bu                                  
                                                                                                    8          C(3 ; 6)       

AD kesmani 1:2= (uchburchak uchidan boshlab       6                                                                     

hisoblanganda) nisbatda bo`ladi. Demak M nuqtani    4               E                                                                

koordinatalari quyidagicha aniqlanadi.                                           D 
                                                                                                              1       3          5          7         x                                                        

4
21
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5
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=
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+
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xx
x 4
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 DA
M

yy
y                   B(2; -3) 

           (1- rasm) 

Demak ( )4;4M .                                                                                                                                                                                                                                                                     

b) Ikki nuqta orasidagi masofa formulasiga ko`ra: 

( ) ( ) ( ) ( ) 133927,56937
2222
=++−==−+−= ABAC . 

AE bissektrisa BC tomonni quyidagicha nisbatda bo`ladi: 
13

5
===

AB

AC

EB

CE
                                            

18

49

13

5
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2
13

5
3
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=
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+
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13

5
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1
=

+

−+
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+
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 BC
E

yy
y  

Demak E(
18

49
; 

2

7
). 

5.7 Uchlari A(-7; 2); B(5; -3); C(8; 1) nuqtalarda bo`lgan ABC uchburchakni B 

uchidan chiqarilgan mediana, balandlik, bissektrisa tenglamalarini tuzing. 

5.8 Quyidagi jadvalda muzqaymoqning narxi va unga mos keluvchi bir kunlik 

sotilish miqdori berilgan. 

 

P  sotilish narxi 100 200 300 400 500 

Q sotilish miqdori 900 700 500 300 100 

 

a) P = f (Q) funksiya grafigini chizing.       

b) Muzqaymoqqa bo`lgan talab funksiyasini toping.    

                                              

 

5.9. Ikki turdagi transport vositasi bilan yuk tashish xarajatlari QP 4100+=  va 

QP 3200 +=  funksiyalar bilan ifodalangan. Bunda Q – yuz kilometrlardagi masofa, 

P – pul birligidagi transport xarajatlari. Qaysi masofadan boshlab ikkinchi yuk 

tashish mashinasida birinchisiga qaraganada yuk tashish arzonga tushadi.                                          

5.10  5x – y + 10 = 0 va 8x + 4y + 9 = 0 to`g`ri chiziqlarning kesishish nuqtasidan 

o`tuvchi va x+3y = 0 to`g`ri chiziqqa parallel bo`lgan to`g`ri chiziq tenglamasini 

tuzing. 
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5.11  3x + 4y – 1 = 0 va 4x - 3y + 5 = 0 tenglamalar bilan berilgan ikki to`g`ri 

chiziqlar orasidagi burchakni toping. 

 

5.12  Paralellogramning ikkita tomonining tenglamalari x + y + 5 = 0 va x - 4y = 0 

bo`lib, dioganallarining kesishish nuqtasi O(2;-2) bo`lsa, qolgan tomonlarining 

tenglamalarini tuzing. 

 

5.13 A(-4; 1) nuqtadan o`tuvchi va koordinata o`qlariga parallel bo`lgan to`g`ri 

chiziqlar tenglamalarini tuzing. 

 

5.14  Uchlari A(1; -3) va B(4; 3) nuqtalarda bo`lgan kesmani uchta teng qismlarga 

ajrating 

va bo`linish nuqtalaning koordinatalarini aniqlang.  

 

5.15  Agar uchburchak tomonlari o`rtalri koordinatalari A(-2; 1), B(2; 3), C(4; -1) 

lar bo`lsa 

uning uchlari koordinatalarini aniqlang. 

 

5.16  (3; -1) nuqta orqli o`tuvchi va Ox o`qi bilan 450 burchak tashkil qiluvchi 

to`g`ri chiziq tenglamasini tuzing.  

 

5.17  A(-3; 1) va B(3; 3) nuqtalar orqali o`tuvchi to`g`ri chiziq va 3x+y-6 = 0 

to`g`ri chiziqlar 

orasidagi burchak bissektrisa tenglamasini tuzing. 

5.18  Uchburchakning A(-1; 2), B(3; -1), C(0; 4) uchlaridan uning qarama – qarshi 

tomoniga 

paralell to`g`ri chiziq o`tkazing va shu to`g`ri chiziqlarning tenglamalarini tuzing. 

5.19  Uchburchakning uchta uchi koordinatalari A(-1; 3), B(3; -2), C(5; 3) lar 

berilgan.  

a) Uchta tomoni tenglamasi, b) B uchidan chiqqan medianasi, c) C uchidan AB 

tomoniga tushirilgan balandlik tenglamalarini tuzing. 

 

5.20  Uchburchak ikki uchi koordinatalari A(-2; 1), B(3; -4) va balandliklari 

kesishish nuqtasi D(5; -1) berilgan. Berilgan uchburchakni tomonlari 

tenglamalarini tuzing. 

 

5.21  Dioganallari 10 sm va 6 sm, katta dioganali Ox o`qida, kichigi esa Oy o`qida 

joylashgan romb tomonlari tenglamasini tuzing. 

 

5.22 Tovarni ishlab chiqarish xarajatlari quyidagicha: mahsulot miqdori 100 ta 

bo`lganda xarajat 200 p/b., 300 ta bo`lganda 500 p/b., agar xarajat funksiyasi 

chiziqli bo`lsa, 500 ta mahsulot ishlab chiqarishga qancha xarajat sarflanishini 

aniqlang. 
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5.23  Ishlab chiqaruvchiga 60 ta tovardan 300 p/b., 100 ta dan esa 800 p/b. foyda 

keladi. Agar foyda funksiyasi chiziqli bo`lsa, u holda 500 ta tovarni sotishdan 

keladigan foydani toping. 

5.24 Tovarni ikkita magazinda sotishdan keladigan foyda P = -2+3Q va P = -

3+ Q
5

16
 funksiyalar bilan ifodalanadi. Bunda Q – yuz donada miqdor, P – foyda 

birligi ming so`mda. Qaysi miqdordan boshlab ikkinchi magazinda savdo qilish 

foydali bo`ladi. 

 

5.25  Firma tovarning narxi 2000 so`m bo`lganda bu tovardan 400 ta, 4000 so`m 

bo`lganda esa 700 ta ishlab chiqaradi. Bu mahsulotga bo`lgan taklif funksiyasini 

toping.  

 

5.26 Gvoadikaga bo`lgan talab narx 100 so`m bo`lganda xarid 2000 dona, 200 

so`m bo`lganda esa 1500 dona. Gvozdikaga bo`lgan talab funksiyani toping.  

 

5.27  B tovarni ishlab chiqarishga sarflanadigan o`zgaruvchan xarajat quyidagicha: 

 

Q 20 40 

VC 500 650 

O`zgarmas xarajat esa 9000 p/b. bo`lsa, xarajat funksiyasini toping. 

 

5.28  Ikki turdagi transport vositasi bilan transport vositasi bilan yuk tashish 

xarajatlari 

y = 150+50x va y = 250+25x tenglamalar bilan ifodalanadi. Qaysi masofadan 

boshalab, ikkinchi turdagi transport vositasiga ketgan xarajatlar birinchisiga 

nisbatan kam bo`ladi.  

 

5.29 Ishlab chiqarish halmi y ni mehnat unumdorligi x ga bog`liqligi chiziqli va x = 

3 da 

y = 185, x = 5 da y = 305 bo`lsa, ishlab chiqarish tenglamasini toping. x = 20 da 

ishlab chiqarish hajmini aniqlang. 

   

  5.2 Ikkinchi tartibli egri chiziqlar 

Aylana, ellips, giperbola va parabola tenglamalari 

 

Ikkinchi tartibli egri chiziqning umumiy tenglamasi:  

022 =+++++ FEyDyCxBxyAx  ( )022 + BA       (5.7) 

 

Aylana 

Berilgan nuqtadan bir xil R  masofada joylashgan nuqtalar to`plamning 

geometric o`rniga aylana deyiladi. Berilgan nuqta uning markazi R , masofa esa 

uning radiusi deyiladi. 

       Radiusi R ga teng, markazi C(x0,y0) va O(0;0) nuqtalarda bo`lgan 

aylanalarning mos ravishda tenglamalari quyidaghi ko`rinishda bo`ladi: 
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(x - x0)
2 + (y - y0)

2  =  R2   (5.8) 

 x2 + y2  =  R2     (5.9) 

5.30  Quyidagi tenglama bilan berilgan aylana markazining koordinatalari va 

radiusini toping. 
0116822 =−+−+ yxyx  

Yechish. Hadlarni guruhlab, to`la kvadrat ajratamiz. 

01199616168 22 =−−+++−+− yyxx  yoki 36)3()4( 22 =++− yx . Bundan aylana 

markazi C(4; -3) va radiusi R = 6. 

  

5.31  Markazi (0; 3) nuqtada bo`lgan (3; 7) nuqtadan o`tuvchi aylana radiusini 

toping. 

5.32 Radiusi 13  ga teng hamda (1; 0) va (0; -1) nuqtalardan o`tuvchi aylana 

tenglamasini tuzing. 

( ) ( ) ( ) ( ) 1322333
2222
=−++=++− yxyx  

5.33  Uchta A(-4; 1), B(2; 7), C(8; 1) nuqtalardan o`tuvchi aylana tenglamasini 

tuzing.  

 

5.34 Markazi A(4; 7) nuqtada bo`lgan va 3x-4y+1 = 0 to`g`ri chiziqqa urinadigan 

aylana tenglamasini yozing. 

5.35 225259 22 =+ yx  ellips berilgan. Uning yarim o`qlari, fokuslari koordinatalarini, 

ekssentrisitetini, direktrisalari tenglamalarini toping. 

5.36  O`z harakati davomida x = 9 to`g`ri chiziqqa nisbatan A(1; 0) nuqtaga uch 

marta yaqinroq bo`lgan nuqtalarning trayektoriyasini aniqlang. 

5.37  Agar 2x-5y-30 = 0 to`g`ri chiziq 1
2475

22

=+
yx

 ellipsga urinib o`tishi ma’lum 

bo`lsa, shu urinish nuqtaning koordinatalarini toping. 

 

Giperbola 

 

Ixtiyoriy nuqtasidan fokuslar deb ataluvchi nuqtalargacha bo`lgan masofalar 

ayirmasining absolyut qiymati o`zgarmas sondan iborat nuqtalarning geometrik 

o`rni giperbola deyiladi.  

                                                                          

                                                            y 

 

                                                                       

                                            b                M(x, y) 

        a 

      

                                 A2        A1               

                                   F1(-c; 0)       O          F2(c; 0)       x 
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      (7 – rasm) 

         

Giperbolaning kanonik tenglamasi (koordinata o`qlari giperbola o`qlari bilan 

ustma-ust tushadi) 

      1
2

2

2

2

=−
b

y

a

x
    (5.15) 

 

  a, b – mos ravishda gipebolaning haqiqiy va mavhum yarim o`qlari (7 – rasm) 

      c2  =  a2 + b2,    (5.16) 

 

( ) ( )−− 0;,0; 21 cFcF  giperbola fokuslari, c > a, giperbola ekssentrisiteti (e > 1) 

(5.12) formula bilan topiladi. 

Giperbolaning M(x; y) nuqtasidan fokuslarigacha bo`lgan masofalar; 

  r1 = |ex-a|, r2 = |ex + a|   (5.17) 

Giperbolaning ikkita assimtotasi mavjud:  

       x
a

b
y =     (5.18) 

Giperbolaning direktrisalari tenglamalari:  

c

b

e

b
y

2

==    (5.19) 

 

5.38  144916 22 =− yx  giperbola berilgan. Uning yarim o`qini, fokuslari 

koordinatalarini, ekssentrisitetini, dirktrisasi va assimptotalari tenglamasini toping. 

Yechish. Berilgan giperbolaning kanonik ko`rinishdagi tenglamasini yozib olamiz. 

1
169

22

=−
yx

  = > a2 = 9 ,b2 = 16  = > o`qlari  a = 3, b = 4 (5.16) formulaga ko`ra 

25222 =+= bac  c =  5. Fokuslari: F 1(5; 0) va F 2(-5; 0) (5.12) formuladan 

ekssentrisisenti 
3

5
==

b

c
e . 

Direktrisasi (5.14) formulaga ko`ra 
5

92

==
c

b
y , assimptotalari tenglamalari 

(5.18) formulaga ko`ra xx
a

b
y

3

4
==  

 

5.39 Fokuslari absissa o`qida, koordinata boshiga nisbatan simmetrik va uchlari 

orasidagi masofa 2c=20, asimtota tenglamalari xy
4

3
=  bo`lgan giperbola 

tenglamasini tuzing. 

 

5.40 Tenglamasi 1
58

22

=+
yx

bo`lgan ellips berilgan. Uchlari ellipsning fokuslaridan, 

fokuslari esa uning uchlarida bo`lgan giperbola tenglamasini tuzing.  

Parabola 



70 

 

 

Ta’rif : Berilgan nuqta (fokus) dan va berilgan to`g`ri chiziq (direktrisa) dan 

bir xil uzoqlikda joylashgan nuqtalar to`plamining geometric o`rniga  parabola 

deyiladi. (8 – rasm).   

Uchi koordinatalar boshida bo`lgan (agar y Ox o`qiga simmetrik bo`lsa) 

parabola tenglamasi     

        

y2 = 2px     (5.20) 

bu yerda p yoki 
p

A
2

1
=  - parabola parametrlari. (9 – rasm)  

Parabola fokusi )0;
2

(
p

F dan Ox o`qigacha bo`lgan masofa (fokal- radius)    

      
2

p
xr +=      (5.23)    

formula bo`yicha topiladi. 

Parabolaning direktrisasi:   

     
2

p
x −=        (5.24) 

 

5.41 Agar parabolaning uchi koordinatalar boshida bo`lib, u A(2; 4) nuqtadan o`tsa 

va Ox o`qiga nisbatan simmetrik bo`lsa, uning tenglamasini tuzing va fokusini 

toping. 

Yechish. Ox o`qiga simmetrik va O(0; 0) nuqtadan o`tganligi uchun (5.20) 

formulaga ko`ra y2 = 2px   = >   42 =4p 

   p = 4    = >   y2 =8x  va  ( )0;
2

p
F =     = >   F (2; 0) 

5.42  Uchi koordinata boshida bo`lgan parabola A(2; 4) nuqta orqali o`tadi va Ox 

o`qiga nisbatan simmetrik. Parabolaning tenglamasi, fokuslari va direktrisalarini 

toping. 

 

 

 

 

5.3   Fazoda tekislik va to`g`ri chiziq tenglamalari 

 

Berilgan M0(x0, y0, z0) nuqta orqali o`tuvchi va n=(A, B, C) vektorga perpendikulyar 

tekislik tenglamasi 

                     A(x – x0) + B(y – y0) + C(z – z0) = 0  (5.25) 

Kesmalarga nisbatan tenglamasi esa  

      1=++
c

z

b

y

a

x
    (5.26) 

(a, b, c mos ravishda Ox, Oy, Oz o`qlaridan ajratilgan kesmalar); 

Tekislikning umumiy tenglamasi 

                   Ax + By + Cz + D  =  0     (5.27) 

A(x0, y0, z0) nuqtadan Ax + By + Cz + D  =  0 tekislikkacha bo`lgan masofa 



71 

 

222

000 ||

CBA

DCzByAx
d

++

+++
=  

Ikkita tekislik   A1x + B1y + C1z + D1 = 0  va A2x + B2y + C2z + D2 = 0 berilgan 

bo`lsin. Ikkita tekislik orasidagi burchak kosinusi   quyidagi munosabatdan 

topiladi: 

    
2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121cos
CBACBA

CCBBAA

++++

++
=   (5.28) 

Ikkita tekislikning parallellik sharti: 

      
2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
==     (5.29) 

Tekisliklarning perpendikulyarlik sharti:      

     A1A2 + B1B2 + C1C2 = 0   (5.30) 

        Fazoda to`g`ri chiziq tenglamasi: 

Ikkita tekislikning kesishish chizig`i sifatida: 

     




=+++

=+++

0

0

2222

11111

DzCyBxA

DzCyBxA
   (5.31) 

Berilgan ( )111 ,, zyxM  nuqta orqali o`tuvchi va yo`naltiruvchi vektori 

( )pnmS ,,=  bo’lgan. 

To`g`ri chiziqning kanonik tenglamasi 

     
p

zz

n

yy

m

xx 111 −
=

−
=

−
    (5.32) 

to`g`ri chiziqning parametrik tenglamasi 

     

ptzz

ntyy

mtxx

+=

+=

+=

1

1

1

,

,

     (5.33)             

 

 Berilgan ikki nuqta M1(x1, y1, z1) va M2(x2, y2, z2) orqali o`tuvchi to`g`ri 

chiziq tenglamasi. 

     
12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx

−

−
=

−

−
=

−

−
    (5.34) 

 

Ikkita to`g`ri chiziqning yo`naltiruvchi vektorlari ( )1111 ,, pnmS  va ( )2222 ,, pnmS  

berilgan bo`lsin. Ikkita to`g`ri chiziq orasidagi burchak quyidagi munosabatdan 

topiladi:  

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121cos
pnmpnm

ppnnmm

++++

++
=   (5.35) 

  

Fazoda ikkita to`g`ri chiziqning parallellik sharti:  

2

1

2

1

2

1

p

p

n

n

m

m
==      (5.36) 

        Fazoda ikkita to`g`ri chiziqning perpendikulyarlik sharti: 

m1m2 + n1n2 + p1p2 = 0    (5.37) 
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p

zz

n

yy

m

xx 111 −
=

−
=

−
 to`g`ri chiziq va Ax + By + Cz + D = 0 tekislik berilgan 

bo`lsin. 

To`g`ri chiziq va tekislik orasidagi burchak   quyidagi munosabatdan 

aniqlanadi: 

     
222222

||
sin

pnmCBA

CpBnAm

++++

++
=    (5.38) 

To`g`ri chiziq va tekislikning parallellik sharti: 

         Am + Bn + Cp = 0    (5.39) 

To`g`ri chiziq va tekislikning perpendikulyarlik sharti: 

             
p

C

n

B

m

A
==    (5.40) 

 

5.44  a)  M(1; -2; 3) nuqtadan o`tuvchi va n = (3; -4; 5) vektorga perpendikulyar, 

b) M(1; -2; 3) nuqtadan o`tuvchi va 3x – 4y + 5z + 6 = 0 tekislikka parallel 

bo`lgan tekisliklarning  tenglamasini tuzing. 

Yechish.  a)(5.25) formulaga ko`ra A = 3, B = -4, C = 5 va x0 =1, y0 = -2, z0 = 3  

   = > 3(x - 1) – 4(y + 2) + 5(z – 3) = 0 

                 3x – 4y + 5z – 26 = 0 

b) Ax + By + Cz + D = 0 tenglama bilan berilgan tekislik M(1; -2; 3) nuqtadan 

o`tsin va 3x – 4y + 5z + 6 = 0 tekislikka parallel bo`lsin. U holda (5.30) formulaga 

asosan 

=
−

=
543

CBA
 

5

3C
A =  

5

4C
B −= ; 4

5
=

C

D
 bo`lsin  = > 3x – 4y + 5z + 4 = 0 

M nuqta shu tekislikka tegishli ekanligidan 0435)2(413 =++−−    = > 4 = - 26  

demak 3x – 4y + 5z – 26 = 0 

 

5.45  
1

1

2

1

1

1

−

+
=

+
=

− zyx
 to`g`ri chiziq va M(2; 0; 1) nuqtadan o`tuvchi tekislik 

tenglamasini tuzing. 

5.46 Berilgan A(4; 4) nuqta va 04422 =−++ yxyx aylana bilan y  = - x  to`g`ri 

chiziqning kesishish nuqtasi orqali o`tuvchi aylana tenglamasini yozing. 

 

5.47 Koordinata boshidan 0164822 =+−−+ yxyx aylanaga o`tkazilgan urinma 

tenglamasini yozing. 

 

5.48   Quyidagi aylanalarning markazlari va radiuslarini toping.  

a) 0234622 =−+−+ yxyx    b) 05,27522 =+−++ yxyx  

c) 0722 =++ yyx     d) 0198222 =−+−+ yxyx  

 

5.49 A(-3; 0), B(3; 6) nuqtalar berilgan. Diametri AB kesmadan iborat bo`lgan 

aylana tenglamasini yozing. 
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5.50 Koordinata boshidan va x+y+a = 0 to`g`ri chiziqning 222 ayx =+ aylana bilan 

urinish nuqtalari orqali o`tuvchi aylana tenglamasini yozing. 

 

5.51 Berilgan A(1; -2), B(0; -1) va C(-3; 0) nuqtalar orqali o`tuvchi aylanaga 

koordinata boshidan o`tkazilgan urinma tenglamasini yozing. 

 

5.52 056422 =−+−+ yxyx aylananing Ox o`qi bilan kesishish nuqtalariga 

o`tkazilgan radiuslari orasidagi burchakni toping. 

 

5.53  A(3; 0) nuqta 012422 =++−+ yxyx aylanani ichida yotishini ko`rsating va A 

nuqtada teng ikkiga bo`linadigan vatar tenglamasini yozing.  

(Ko`rsatma: izlanayotgan vatar OA ga perpendikulyar, bunda O – aylananing 

markazi.) 

 

5.54  3x2 + 3y2 - 6x + 8y = 0 tenglama bilan berilgan aylana radiusini va markazini 

aniqlang. 

 

5.55 A(3; 1) va B(-1; 3) nuqtalardan o`tuvchi va markazi 3x – y – 2 = 0 to`g`ri 

chiziqda yotuvchi aylana tenglamasini tuzing. 

 

5.56  x2 + y2 + 4x - 4y = 0 va x + y = 0 tenglamalarning kesishishidan hosil bo`lgan 

va  M(4; 4)nuqadan o`tuvchi aylana tenglamasini tuzing.   

 

5.57  Yarim o`qi 5, ekssentrisiteti 
13

12
 ga teng bo`lgan ellipsning kanonik 

tenglamasini yozing.   

 

5.58  Er ellips bo`yicha harakatlanadi va uning fokuslaridan birida quyosh 

joylashgan. Erdan quyoshgacha bo`lgan eng qisqa masofa taxminan 147,5 million 

kilometr, eng katta masofa esa 152,5 million kilometr. Er orbitasining katta yarim 

o`qi va ekssentrisitetini toping.  

5.59 Koordinata o`qlariga nisbatan simmetrik ellips M(2; 3 ) va B(0; 2) nuqtalar 

orqali o`tadi. Uning tenglamasini yozing va M nuqtadan fokuslarigacha bo`lgan 

masofani toping.  

  

5.60 Koordinata o`qlariga nisbatan simmetrik, fokuslari Ox o`qida joylashgan, 

M(2; 21 ) nuqta orqali o`tuvchi ellipesning ekssentrisiteti 
4

3
= . Ellips 

tenglamasini yozing va uning fokal radius vektorini aniqlang. (Ko`rsatma: f okal 

radius vektorlar, ya’ni M(x, y) nuqtadan f ikuslargacha bo`lgan masof alar r1 = a – 

ex,  r2 = a + ex f ormulalar bilan topiladi)  

 

5.61 Fokal radiuslarini yig`indisi 2 5 , fokuslari F 1(-2; 0), F 2(2; 0) nuqtalarda 

bo`lgan ellips tenglamasini yozing.  
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5.62 Fokuslari orasidagi masofa katta va kichik yarim o`qlari orasidagi masofaga 

teng bo`lgan ellipsning ekssentrisitetini toping. 

 

5.63 x2+4y2 = 4 ellipsga uchlaridan biri katta yarim o`qning oxiri bilan ustma – 

ust tushadigan to`g`ri burchakli uchburchak chizilgan. Uning qolgan ikki uchining 

koordinatalarini toping. (Ko`rsatma: tomonlaridan biri k = tg300 og`ma tenglamasi 

yozilib, ellips bilan kesishish nuqtasi topiladi.) 

 

5.64 9x2+25y2 = 225 ellipsda, o`ng fokusigacha bo`lgan masofa chap fokusigacha 

bo`lgan masofadan to`rt marta uzun bo`lgan nuqtani toping. 

 

5.65 x2+y2 = 36 aylananing barcha ordinatalarini uch marta qisqartirishdan hosil 

bo`lgan egri chiziqning tenglamsini yozing.  

 

5.66 O`z harakati davomida A(0; 1) nuqtagacha bo`lgan masofa y-4 = 0 to`g`ri 

chiziqqacha bo`lgan masofadan ikki marta qisqa bo`lgan M nuqtaning 

traektoriyasini aniqlang. 

 

5.67 164 22 =− yx giperbolani yasang, asimptotalarini toping. fokuslari, 

ekssentrisiteti, asimptotalari orasidagi burchakni toping. 

 

5.68  164 22 =− yx giperbolada ordinatasi 1 bo`lgan M nuqta olingan. Undan 

fokuslargacha bo`lgan masofani toping.  

 

5.69 Giperbolaning kanonik tenglamasini yozing: a) fokuslari orasidagi masofa 

10, uchlari orasidagi masofa esa 8 ga teng. b) haqiqiy o`q a = 2 5 , ekssentrisiteti 

esa e = 2,1 . 

 

5.70 Uchlari 1
925

22

=+
yx

 ellepsning fokuslarida, fokuslari esa uning uchlarida 

bo`lgan giperbola tenglamasini yozing. 

 

5.71 Berilgan ( ) ( )26;7;3;72 21 −−− MM  nuqtalar orqali o`tuvchi koordinata 

o`qlariga nisbatan simmetrik giperbola tenglamasini yozing. 

 

5.72 Asimptotasi xy
5

3
=  va ( )33;10 −M  nuqtadan o`tuvchi giperbola tenglamasini 

yozing. 

 

5.73 F (0; 2) nuqtadan va y = 4 to`g`ri chiziqdan baravar uzoqlikda joylashgan 

nuqtalar geometrik o`rnining tenglamasini yozing. 
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5.74  a) xy 42 = ;  b) xy 42 −= ;  c) yx 42 = ; d) yx 42 −=   tenglamalr bilan berilgan 

parabolani chizing, fokuslari, direktrisai tenglamasini yozing. 

 

5.75   xy 42 = parabolada, fokal radiusi 4 bo`lgan nuqtani toping. 

 

5.76  Agar parabola x+y = 0 to`g`ri chiziq va x2+y2+4y = 0 aylananing kesishish 

nuqtalari orqali o`tsa hamda Oy o`qiga nisbatan simmetrik bo`lsa, uning kanonik 

tenglamasi va diraktrisasini  yozing. 

 

5.77  A(0; 0), B(-1; 2) nuqtalar orqali o`tuvchi va Ox o`qiga nisbatan simmetrik 

bo`lgan parabola tenglamasini yozing. 

 

5.78  A(0; 0), B(2; 4) nuqtalar orqali o`tuvchi va Oy o`qiga nisbatan simmetrik 

bo`lgan parabola tenglamasini yozing. 

 

5.79 Diametri 80 m va chuqurligi 10 m bo`lgan parabola shaklidagi chuqurlik 

qazilgan. Bu chuqurlikning quyi nuqtasidan markaz bo`yicha qanday masofada 

parabolaning fokusi joylashgan. 

 

5.80  a) Ox o`qi va A(1; -1; 3) nuqta orqali o`tuvchi tekislik tenglamasini tuzing. 

         b) Oy o`qi va B(2; 1; -1) nuqta orqali o`tuvchi tekislik tenglamasini tuzing. 

 

5.81 M0(2; -3; 1) nuqta orqali o`tuvchi va x - 4y + 5z + 1 = 0 tekislikka parallel 

tekislik tenglamasini tuzing. 

 

5.82 M1(2; -15; 1) va M2(3; 1; 2) nuqtalar orqali o`tuvchi va 3x – y - 4z = 0 

tekislikka perpendikulyar tekislik tenglamasini tuzing. 

 

5.83  M1(2;-1;-1) va M2(3; 3; -1) nuqtalar orqali o`tuvchi to`g`ri chiziq 

tenglamasini tuzing. 
 

5.84  A(1; 2; 1) nuqtaning 
2

1

13

2 −
=

−
=

+ zyx
 to`g`ri chiziqdagi proyeksiyasini toping. 

 

5.85  M(4; -4; 2) nuqta orqali o`tuvchi va xOz tekisligiga paralell tekislik 

tenglamasini tuzing. 
 

5.86 Ox va Oy o`qlaridan a = 1, b = -1 kesma ajratuvchi va A(2; 3; 4) nuqta orqali 

o`tuvchi tekislik tenglamasini tuzing. 

 

5.87 Berilgan egri chiziqlarning kanonik tenglamasini tuzing va garfigini chizing. 

 

Variant Masala sharti Variant Masala sharti 
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Uchburchakning yuzini hisoblash 

 

Faraz qilaylik, ( )111 ; yxM , ( )222 ; yxM , ( )333 ; yxM  - uchburchak uchklari. U holda 

yuza quyidagi formula bilan hisoblanadi: 

( )41.5
2

1

3232

2121

yyxx

yyxx
S

−−

−−
=                

 
 M2 

  y 

 

                                                                       M1 

 

 

 

 
                                                   

1   

                                            M3 2  

      O  

                                                                        x 
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                                                                 (5 - rasm) 

 

Uchburchak yuzasi 

( )12212121212121 cossincossin
2

1
)sin(

2

1
sin

2

1
 −=−== MMMMMMMMabS  

,sin,cos

,sin,cos

3213232132

3123131231

yyMMxxMM

yyMMxxMM

−=−=

−=−=




 

( )( ) ( )( )( )
3232

3131

32313132
2

1

2

1

yyxx

yyxx
xxyyxxyyS

−−

−−
=−−−−−=  

Agar M3 koordinata boshi bilan ustma-ust tushsa, u holda x3 = y3 = 0 va  

 

22

11

2

1

yx

yx
S =  

 

Agar uchta nuqta bir to`g`ri chiziqda yotsa, u holda uchburchakning yuzi nolga 

teng va biz bundan uch nuqatning bir to`g`ri chiziqda yotish shartini hosil qilamiz: 

 

0
3232

3131
=

−−

−−

yyxx

yyxx
   (5.42) 

 

5.88  M1(0; 2); M2(2; 6); M3(1; 4) nuqtalar bir to`g`ri chizqda yotishini ko`rsating. 

Yechish.  

 ( ) 022
21

21

4612

4210
=−−−=

−−
=

−−

−−
 

 

5.89  Uchlari M1(3;-2); M2(-4;0); M3(2;5) nuqtalarda bo`lgan uchburchak yuzasini 

hisoblang. 

5.90  Quyidagi nuqtalar bir to`g`ri chiziqda yotishini tekshiring.  
Variant M1 M2 M3  Variant M1 M2 M3 

1.  (0;5) (1;3) (2;1)  16. (9;1) (1;2) (2;1) 

2.  (1;5) (-2;-1) (3;9)  17. (-1;5) (0;3) (2;-1) 

3.  (-1;-9) (2;6) (3;11)  18. (-3;2) (0;2) (1;5) 

4.  (-1;2) (2;11) (3;14)  19. (2;8) (-2;2) (4;11) 

5.  (0;5) (-1;1) (2;13)  20. (1;0) (0;8) (-1;3) 

6.  (0;-2) (2;0) (3;1)  21. (-1;-3) (-2;-1) (0;-5) 

7.  (2;5) (1;3) (-2;-3)  22. (0,5;4) (-2;-4) (4;0,5) 

8.  (0;5) (1;8) (-1;2)  23. (0;1) (-1;5) (-3;10) 

9.  (0;7) (-1;9) (2;3)  24. (1;-3) (2;-8) (0;2) 

10.  (2;5) (7;2) (-1;3)  25. (2;12) (-1;-12) (0;-4) 

11.  (1;2) (-1;14) (-2;20)  26. (0;5) (1;12) (2;19) 

12.  (3;5) (-2;5) (4;4)  27. (1;3) (-1;-9) (3;15) 

13.  (0;1) (1;10) (-1;8)  28. (0;1) (1;3) (-1;-1) 

14.  (6;3) (2;4) (6;5)  29. (0;3) (1;8) (-2;-7) 

15.  (1;8) (0;5) (2;11)  30. (1;5) (0;-2) (-2;-16) 
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5.91 Uchlari quyidagi nuqtalarda bo`lgan ucburchak yuzini hisoblang. 
Variant M1 M2 M3  Variant M1 M2 M3 

1. (2;5) (1;2) (3;1)  16. (1;6) (3;5) (2;4) 

2. (3;5) (-2;-1) (3;10)  17. (0;7) (4;8) (3;9) 

3. (-10;-5) (0;3) (4;1)  18. (1;8) (3;6) (3;4) 

4. (-1;2) (2;5) (3;10)  19. (3;2) (2;11) (3;20) 

5. (0;2) (3;1) (3;4)  20. (3;5) (-1;1) (2;3) 

6. (0;2) (2;0) (4;2)  21. (2;-2) (3;1) (4;2) 

7. (2;5) (3;3) (-2;-3)  22. (5;5) (1;2) (-2;-2) 

8. (1;5) (2;8) (-1;3)  23. (5;5) (9;8) (3;0) 

9 (2;7) (0;4) (2;3)  24. (-7;7) (5;2) (2;-2) 

10. (3;5) (7;2) (-1;4)  25. (2;5) (-2;2) (-8;-4) 

11. (3;2) (-1;10) (-2;12)  26. (3;2) (-1;10) (-2;11) 

12. (4;5) (-2;3) (4;4)  27. (3;4) (5;6) (7;8) 

13. (3;1) (2;5) (-1;4)  28. (0;1) (1;2) (-1;5) 

14. (6;4) (2;5) (6;3)  29. (5;3) (3;4) (7;5) 

15. (1;0) (0;5) (2;11)  30. (1;8) (10;5) (2;15) 

 

 

Mavzu yuzasidan savollar. 

1. Текislikdagi analitik geometriyaning sodda masalalarini ko`rsating va sanab 

o`ting.  

2. Tekislikdagi to`g`ri chiziq tenglamalarini yozing.  

3. Nuqtadan to`g`ri chiziqgacha bo`lgan masofa.  

4. Paralell to`g`ri chiziqlar orasidagi masofa.  

5. Tekislikdagi 2 ta to`g`ri chiziq orasidagi burchak.  

6. Tekislikdagi 2 ta to`g`ri chiziqning paralellik va perpendikulyarlik shartlari.  

7. Tekislikdagi to`g`ri chiziqning burchak koefisentini aniqlash formulalari.  

8. Tekislikda to`g`ri chiziqlar dastasining tenglamasini yozing.  

9. Ikki nuqta orqali o`tuvchi to`g`ri chiziq tenglamasidan foydalanib talab va 

taklif funksiyasinini toping.  

10. Tekislik tenglamasi Ах + Ву + Cх + D = 0 bo`lsa, u koordinatalar                

     sistemasiga nisbatan quyidagu haollarda qanday joylashadi?  

     а) D  = 0; b) А = 0; v) А = 0, В = 0; g) А = 0, В = 0, D = 0; d) А = 0, D = 0.  

11. Tekislik tenglamasini yozing.  

12. Nuatadan tekislikgacha bo`lgan masofa.  

13. Ikkita paralell tekislik orasidagi masofa.  

14. Tekisliklarning paralellik va perpendikulyarlik shartlari.  

15. Ikki tekislik orasidagi burchak.  

16. To`g`ri chziq va tekislikning kesilish nuqtasi qanday topiladi?  
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6. Limitlar 

 

6.1  Sonli ketma ketliklar va ularning limiti 

 

Agar har bir natural n songa biror qoida yoki qonun asosida bitta an son mos qo`yilgan 

bo`lsa, u holda {an} sonli ketma – ketlik deyiladi:  

a1, a2,…,an,….     (6.1) 

Boshqacha qilib aytganda sonli ketma–ketlik n - natural argumentning funksiyasidir: an = f 

(n).   

Masalan:  ,)1(1;
2

1
;

1 n

nn
−+−

















 yoki  

,....2,0,2,0

,...;
2

1
,...,

8

1
,

4

1
,

2

1

,...;
1

,...,
3

1
,

2

1
,1

n

n

 

Agar har qanday  >0 son uchun shunday N = N( ) > 0 son mavjud bo`lsaki, barcha Nn   

lar uchun  

− aan  
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tengsizlik bajarilsa, u holda o`zgarmas a son {an} ketma-ketlikning limiti deyiladi va  

quyidagicha yoziladi: 

.lim aan
n

=
→

 

Agar shunday M musbat son mavjud bo`lib, har qanday natural n soni uchun 

Man   

bo`lsa, u holda {an} chegaralangan ketma-ketlik deyiladi.  

 

Limitga ega bo`lgan ketma-ketlik yaqinlashuvchi, aks holda uzoqlashuvchi deyiladi. 

Agar har qanday natural n son uchun 

an+1>an 

tengsizlik bajarilsa, {an} o`suvchi; 

an+1<an 

bo`lsa {an} kamayuvchi ketma-ketlik deyiladi. Faqat o`suvchi yoki kamayuvchi ketma-ketlik 

monoton ketma-ketlik deyiladi.  

Agar {an} ketma-ketlik monoton o`suvchi (kamayuvchi) va yuqoridan (quyidan) 

chegaralangan bo`lsa, u limitga ega. 

 

6.2  Cheksiz kichik va cheksiz katta miqdorlar. 

 

Limiti nolga teng bo`lgan ketma-ketlik cheksiz kichik miqdor deyiladi. Chegaralanmagan 

ketma-ketlik chekli limitga ega bo`lmaydi, lekin uning limiti cheksiz bo`lishi mimkin: 

.lim =
→

n
n

a  

Agar {an} – cheksiz kichik miqdor bo`lsa, u holda  na1  - cheksiz katta miqdor bo`ladi va 

aksincha. 

6.1. 








+1n

n
 - yaqinlashuvchiligini tekshiring. 

Yechish. 1
01

1

1
1

1
lim

)
1

1(

lim
1

lim =
+

=

+

=

+

=
+ →→→

nn
n

n

n

n

nnn
   demak yaqinlashuvchi. 

6.2. ,)1(}{a n

n−=  yoki -1, 1, -1, 1, … limitga ega emasligini ko`rsating. 

Yechish. Haqiqatan, limit sifatida qanday sonni tasavvur qilmaylik 1 yoki – 1,  <0,5 da, 

− axn
 tengsizlik qanoatlantirilmaydi. Bu ketma-ketlikning barcha toq nomerlar – 1, juftlari 

1 ga teng.  

 

6.3.Yaqinlashuvchi ketma – ketlikning xossalari 

1) Yaqinlashuvchi ketma-ketlik faqat bitta limitga ega bo`ladi. 

2) Yaqinlashuvchi ketma-ketlik chegaralangandir. 

3) Yaqinlashuvchi {an} va {bn} ketma-ketliklarining yig`indisi (ayirmasi) yaqinlashuvchi 

ketma ketlik va uning limiti {an} va {bn} ketma-ketliklar limitlarining yig`indisiga tengdir. 

4) Yaqinlashuvchi {an} va {bn} ketma-ketliklarning ko`paymasi yana yaqinlashuvchi 

ketma-ketlik bo`ladi, uning limiti {an} va {bn} limitlarining ko`paytmasiga tengdir. 

5) Ikkita {an} va {bn} yaqinlashuvchi, ketma-ketliklarning bo`linmasi, 0lim 
→

n
n

b  

bo`lganda yaqinlashuvchi ketma-ketlik va uning limiti {an} va {bn} ketma-ketliklar limitlarining 

nisbatiga tengdir. 

6) Agar yaqinlashuvchi {xn} ketma-ketlikning elementlari biror n nomerdan boshlab bxn   

)( bxn   tengsizlikni qanoatlantirsa, u holda bu ketma ketlikning а̂  limiti ham )( baba   

tengsizlikni qanoatlantiradi. 
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7) Cheksiz kichik miqdorning chegaralangan ketma-ketlikka yoki songa ko`paytmasi 

cheksiz kichik ketma-ketlikdir. 

8) Chekli sondagi cheksiz kichik miqdorning yig`indisi, ayirmasi va ko`paytmasi cheksiz 

kichik miqdordir. 

 

6.3  Ketma-ketlikning limitini toping. 

34

423
lim

2

2

−+

++

→ nn

nn

n
 

Yechish. Kasrning surat va maxrajini n2 ga bo`lib, bo`linma va yig`indining limiti 

qoidalaridan foydalanamiz. 

.
4

3

004

003

)3(lim)1(lim4lim

)4(lim)2(lim3lim

)314(lim

)423(lim

2

2

2

2

=
−+

++
=

−+

++
=

−+

++

→→→

→→→

→

→

nn

nn

nn

nn

nnn

nnn

n

n  

 

6.4  Ketma-ketlikning limitini toping. 

.
1+

=
n

n
xn

 

 

6.5  Ketma-ketmalikning n→  dagi  limitini hisoblang. 

nnxn −+= 1  

6.6  Quyidagi limitlarni hisoblang 

( ) ( )
12

22
lim)

24

33

−+

−++

→ nn

nn
a

n
      

954

843
lim)

2

2

−+

+−

→ nn

nn
b

n
 

( )
)!2()!1(

!2!
lim)

++−
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→ nn

nn
c

n
                

4

3...963
lim)

2 +
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n
d

n
 

     
172

72
lim)

−→ −

+
nn

nn

n
e                 ( )32lim) −−+

→
nnnf

n

 

 

6.7 Quyidagi limitlarni hisoblang 

( ) ( )
( ) ( )32

23

11

11
lim)

+−−

+−+

→ nn

nn
a

n
              

( )
( ) ( )32

3
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3
lim)

+−+

−

→ nn

n
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n
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)!22()!32(
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+++
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+
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n
 

nn

nn

n
e

23

23
lim)

1 +

−
−→

               ( )328lim) 333 −−++
→

nnnf
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6.4  Funksiyaning limiti 

 Agar har qanday   > 0 son uchun shunday 0)( =   son mavjud bo`lsaki, − ax  

bo’lganda −bxf )(  tengsizlik bajarilsa, b soni f (x) funksiyaning ax →  dagi limiti deyiladi 

va quyidagicha yoziladi: 

.)(lim bxf
ax

=
→

 

 Agar ixtiyoriy   > 0 uchun shunday N  =  N( ) > 0 son mavjud bo`lib, barcha Nx   lar 

uchun −bxf )(  tengsizlik bajarilsa, b soni f (x) funksiyaning →x  dagi limiti deyiladi va  

.)(lim bxf
x

=
→

 

kabi belgilanadi. 
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6.5 Aniqmasliklar 

 Umuman  ,  ,  0. , 00, 0, , aniqmasliklar mavjud va ularni 

ochishni misollarda ko’rsatamiz. 

Misol: 








−
−

−
→

2

1

4

4
lim

22
xx

x
 limitni toping. 

Yechish:  agar  x o’rniga 2 ni qo’ysak,   ko’rinishidagi  aniqmaslik  hosil  bo’ladi. 

Bu  aniqmaslikni  ochish uchun  qavs  ichidagi ifodani umumiy maxrajga keltiramiz. Natijada 










−

−
−

→ 4

2
lim

22 x

x

x
, ya’ni    ko’rinishdagi aniqmaslik hosil bo’ladi. Agar 02 −x  deb kasr 

qisqartirilsa, berilgan limit quyidagiga teng bo’ladi: 

4

1

2

1
lim

2
−=









+
−

→ xx
 

Misol:    
xxx

xx

x −+

+−

+→ 23

22

3

53
lim   limitni toping. 

 

 

6.6 Bir tomonlama limitlar 

 Agar ax →  da x > a bo`lsa, u holda 0+→ ax  belgi, agar ax →  da ax   bo`lsa, u 

holda 0−→ ax  belgi qo`llaniladi. ( )xf  funksiyaning a nuqtadagi chap va o`ng limitlari deb 

mos ravishda 

)(lim)0()(lim)0(
00

xfafvaxfaf
axax +→−→

=+=−  

sonlarga aytiladi (agarda bu limitlar mavjud va chekli bo’lsa). 

 

Limitni hisoblash qoidalari 

a) Agar C o`zgarmas bo`lsa, 

.lim СC
ax

=
→

 

b) Agar )(lim xf
ax→

 va )(lim xg
ax→

 mavjud bo`lsa, u holda 

( ) ).(lim)(lim)()(lim xgxfxgxf
axaxax →→→

+=+  

c)  Agar )(lim xf
ax→

 va )(lim xg
ax→

 mavjud bo`lsa, u holda 

( ) ).(lim)(lim)()(lim xgxfxgxf
axaxax →→→

=  

d)  Agar )(lim xf
ax→

, )(lim xg
ax→

 mavjud va 0)(lim 
→

xg
ax

 bo`lsa, u holda 

)(lim

)(lim

)(

)(
lim

xg

xf

xg

xf

ax

ax

ax

→

→

→
=  

e) murakkab funksiya limiti: 

Agar bxf
ax

=
→

)(lim  va axg
cx

=
→

)(lim  bo`lsa, u holda 

( )( ) bxgf
cx

=
→

lim  bo`ladi. 

Quyidagi ketma-ketliklarning limitini hisoblang. 

6.8   
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Yechish. 
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6.9   
xxx

xx

n +−

−+
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Ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar 

 

Agar ( )x  va ( )x  
0xx →  holda cheksiz kichik funksiyalar bo`lib,  
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Ajoyib limitlar iqtisodiyotning statistika, bank krеdit, korxona va tashkilotlarning hisoblash 

jarayonlarida samarali foydalaniladi. Ayniqsa bank va krеdit sohalarida murakkab foizlarni 

hisoblashda ikkinchi ajoyib limitdan, e soniga kеltirish orqali hisoblash kеng ko`lamda amalga 

oshiriladi. Bunga misol qilib quyidagilarni kеltiramiz.  

Uzluksiz foizni hisoblash masalasini ko`rib chiqamiz . 

Bankka qo`yilgan boshlang`ich summa Q0 bo`lsin. Bank yiliga jamg`armaning p% ini 

to`laydi. t yildan so`ng to`lanadigan Qt jang`armaning qiymati topilsin. Oddiy foizlardan 

foydalanilganda yillik jang`armaning miqdori 
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Faraz qilamiz, foizlar har yarim yilda qo`shib hisoblansa k  =  2, har kvartalda k  =  4, har 

oyga k  = 12, har kuniga k  =  365, har soatiga k  =  8760 va hokazo . U holda jamg`arma miqdori 

t yilda  

100
0

100100

00
100

1lim
100

1lim

pt

pt

p

k

k

nt

k
t eQ

k

P
Q

k

P
QQ =

























+=






















+=

→→
 

bu tenglik ko`rsatkichli (eksponеntsial) o`sish (p > 0 da) yoki kamayish (p   <  0 da) 

qonunini ifodalaydi.  
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Izox. Moliya-krеdit amaliyotida foizni uzluksiz hisoblashdan kamdan – kam foydalanilsa 

ham, u murakkab moliyaviy vazifalarning tahlilida, xususan invеstitsion masalalarni tanlash va 

asoslashda foydali hisoblanadi. 

 

6.36 Agar yiliga qo`shib hisoblashlar soni cheksiz o`zgarsa, u holda real stavka qanday 

o`zgaradi?  (Boshqacha aytganda k → da An nimaga intiladi?)   

6.37  Inflyasiya darajasi kuniga 1% ni tashkil qilsa, yarim yildan keyin boshlang`ich summa 

qanchaga kamayadi.  
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6.42  1986 yilning boshida orol aholisi soni 7500 kishini tashkil qilardi. Agar yiliga 2,5% 

dan ko`paysa, 1995 yil oxiriga kеlib orol aholisi soni qanchaga yеtishi aniqlansin.  

6.43 Yuk mashinasining boshlanqich narxi 30000$. Yili-ga amortizatsiya ajratmasi15% 

bo’lsa. Yuk mashinasining narxi ikki yildan so`ng qancha bo’ladi? 5 yil, 8 yildan so`ng-chi?  

6.44 1987 yili orolda quyonlar soni 20000 tani tashkil etardi. Agar ular yiliga 30% dan 

ko`paysa, orolda qachon 60000 ta quyon bo`lishi aniqlansin.   

6.45  Korxona 24 ming so`mga avtomobil sotib oldi. Yillik amortizatsiya avtomobil 

narxining 10% ini tashkil qiladi. t vaqtga bog`liq holda avtomobil narxini aniqlovchi tеnglama 

tuzilsin. Avtomobilning a) 5 yildan ; b) 6 yil 3 oydan kеyingi narxi aniqlansin. 

6.46 Gaz plitasi – 800 (ming) so`mga sotib olindi. Yillik amortizatsiya boshlang’ich 

narxning 15% ini tashkil qiladi.  

a) t vaqtdan so`ng gaz plitasining narxini.  

b) gaz plitasidan foydalanilgandan 6 yildan keyingi narxini.  

c) gaz plitasining xizmat muddati aniqlansin.   

6.47 Inflyatsiya darajasi kuniga 1% ni tashkil qilsin, yarim yildan keyin boshlang`ich 

summa qanchaga kamayadi? 

6.48 Mamlakat aholisining o`sishi yiliga p% ni tashkil qiladi. Necha yildan keyin davlat 

aholisi 2 barobar ko`payadi?  1) %5=p ,   2) p =15%. 

6.49 Inflyatsiya darajasi oyiga 6%, kreditdan keladigan foyda yiliga 12% ni tashkil qilishi 

uchun, bank beradigan yillik stavka qanday foizda bo`lishi kerak? 

6.50 Korxonaning ish haqqini berish uchun xizmat qiladigan tijorat banki, unga tegishli 

bo`lgan summani kamida 9 oy ushlab turadi. Bu vaqt davomida bank bu pullarni qisqa muddatli 

kredit ko`rinishida 3 marta aylantirib oladi. Qisqa muddatli kreditlarni xususiy tadbirkorlarga 3 

oy muddatga oyiga 3% dan beradi. Bank bu amallarni bajarib qancha foyda oladi? 

6.51 6.50 masalaning shartiga ko`ra bankka quyidagi ikki usullardan qaysi biri foydaliroq: 

1) korxonaning shaxsiy mulkidan yillik foiz stavkasi 20% bo`lgani; 

2) oyiga 3% dan 3 oyda qo`yilganini toping. 

 

Mavzu yuzasidan savollar. 

                                                                  

1. Funksiya ta’rifi va misollar.  

2. Funksiyaning berilish usullari.  

3. Qanday funksiyalar elementar funksiyalar deyiladi?  

4. Ketma-ketlik limitning ta’rifi. 

5. Ajoyib limitlar.  

a) Birinchi ajoyib limit.  

b) Ikkinchi ajoyib limit.  

7.  Cheksiz kichik va cheksiz katta miqdorlar nima?  

6. Aniqmasliklarni ochish 

 

Adabiyotlar 
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7. Funksiyaning uzluksizligi 

 

7.1 Funksiyaning uzluksizligi 

  f(x) funksiya xo nuqtada uzluksiz deyiladi, agar u quyidagi uchta shartni 

qanoatlantirsa: 

 

a) x0 nuqtada aniqlangan (ya’ni f(x0)mavjud); 

b) 
0xx → +0 ,

0xx → -0  chekli limitlarga ega; 

c) bu limitlar funksiyaning x0 nuqtadagi qiymatiga teng, ya`ni  

 
( ) ( )==

−→+→
xfxf

xxxx 00 00

limlim ( ) ( )0
0

lim xfxf
xx

=
→

 

 

7.1 Quyidagi funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring: 

a) 
x

y
1

= ;   b) 




−

+
=

0,1

,0,1

xagarx

xagarx
y ;  c) 





=



0,1

,0,2

xagar

xagarx
 ; d) 2xy = . 

 

                   y             y                                 y                             y 

                                                

                                                   1                                     1 

               

             0               x                       -1           x               0              x              0             x 
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           a)                                         b)                                     c)                                  d) 

 

Yechish. a)  Berilgan 
x

y
1

=  funksiya (a – rasmga qarang) x = 0 nuqtada 

uzilishga ega, chunki uzluksizlikning birinchi sharti buzilgan – f(0) mavjud emas. 

 b) 




−

+
=

0,1

,0,1

xagarx

xagarx
y   funksiya (b – rasmga qarang) x = 0 nuqtada uzilishga 

ega, chunki uzluksizlikning birinchi sharti bajarilgan, f(0) mavjud (f(0) = 1), lekin 

uchinchi shart buziladi. (bu yerda funksiyaning bir tomonlama limitlari mavjud 

chapdan ( ) 1lim
00

−=
−→

xf
x

, o`ngdan ( ) 1lim
00

=
+→

xf
x

, lekin ular teng emas). 

 c) 




=


=

0,1

,0,2

xagar

xagarx
y  funksiya (c – rasmga qarang) x = 0 nuqtada uzilishga 

ega uzluksizlikning ikkita sharti bajariladi, ya’ni f(0) aniqlangan (f(0) = 1) va 

( ) 0lim
0

=
→

xf
x

 chekli limit mavjud, lekin uchinchi asosiy shart buzilgan: ( ) ).0(lim
0

fxf
x


→

 

 y = x2 funksiya (d – rasmga qarang) x = 0 nuqtada uzluksiz, chunki 

uzluksizlikning uchchala sharti bajariladi. 

 
( ) .0)0(lim

0
==

→
fxf

x
 

7.2 Funksiyaning uzilishi va uning turlari 

 

 f(x) funksiya uchun uzluksizlik shartlaridan aqalli bittasi bajarilmasa, bu 

funksiya x nuqtada uzilishga ega deyiladi. 

 Agar f (x) funksiya berilgan x0 nuqtada uzluksiz bo`lmasa, bu uzilishga ega 

deyiladi.  

Uzilish turlari quyidagicha: 

I – tur uzilish – funksiyaning chap va o`ng chekli limitlari mavjud, lekin ular 

teng emas.  (7.1. b) misol 

II – tur uzilish – bir tomonlama chap va o`ng limitlardan biri cheksiz yoki 

mavjud emas. (7.1 a) misol) 

I – tur uzilishga bartaraf qilinadigan uzilish deyiladi, bunda x → x0 da 

funksiyaning limiti mavjud, lekin funksiyaning x0 nuqtadagi qiymatiga teng emas.  

(7.1 c) misol) 

7.2  y=(x) funksiyani x=1 nuqtada uzluksizlukka tekshiring. 

Uzluksizlikka ega bo`lgan holda x=1 nuqtadagi xarakterini aniqlang. 

   a) ;
1

)1(
)(

3

−

−
=

x

x
xy      b) 

1
)(

−
=

x

x
xy ;    c) ;1)( −= xxy      d) 





+

−
=

1,1

1,1
)(

xagarx

xagarx
xy  

 

Yechish. a) 
1

133
)(

23

−

−+−
=

x

xxx
xy  funksiya x=1da  aniqlanmagan. Demak bu 

nuqtada uzilishga ega. 
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Funksiya limitini hisoblaymiz: 0)11(lim)1(lim
1

133
lim 2

1

2

1

23

1
=−=−=

−

−+−

→→→ xxx
x

x

xxx
, 

ya`ni chekli limit mavjud, demak x=1 bartaraf qilinadigan 1-tur uzilish (7.2 – 

rasm). 

Funksiyani x=1 nuqtada aniqlanishini to`ldirib, ya`ni f(1)=0 deb faraz qilib,  









=


−

−+−

=

dax

dax
x

xxx

xF

1,0

1,
1

133

)(

23

 

funksiyani hosil qilamiz. Bu funksiya x=1 nuqtada uzluksiz. 

b) 
1

)(
−

=
x

x
xy  funksiya x=1 nuqtada aniqlanmagan va x=1 nuqtada uzilishga ega 

chunki  

,
1

lim
01

+=
−+→ x

x

x
va −=

−−→ 1
lim

01 x

x

x
         (7.3-rasm) 

Bir tomonlama limitlar (bitta limit mavjud bo`lsa ham etarli edi) cheksiz 

bo`lgani uchun x=1 2-tartibli uzilish nuqtasi.  

c) y(x)=x-1 funksiya x=1 da aniqlangan, ,0)1(,0)1(lim,0)1(lim
0101

==−=−
−→+→

yxx
xx

 

ya`ni  
0)1()(lim)(lim

0101
===

+→+→
yxyxy

xx
 

demak funksiya x=1 nuqtada uzluksiz. (7.4 – rasm)  

d) 




+

−
=

1,1

1,1
)(

xagarx

xagarx
xy  funksiya x=1 da aniqlangan y(1)=0,  

)(lim)(lim,0)1(lim)(lim,2)1(lim)(lim
010101010101

xyxyxxyxxy
xxxxxx +→−→+→+→−→−→

=−==+=  ga ega 

bo`lamiz, shunday qilib, x=1 nuqtada funksiya bartaraf qilinadigan uzilishga ega 

(7.5 – rasm). 

   
    

      y                                      y                                       y                                               y  

 

      1                                       1  

                                                        

       0      1       x                     0      1       x                      0     1         x                              0     1       x 

                              
              

     

   7.2-rasm                           7.3-rasm                        7.4-rasm                            7.5-rasm 

 

7.3 Funksiyani uzluksizlikka tekshiring, uzilish nuqtalarini aniqlang. 

7.4  
3−

=
x

x
y  funksiyaning uzilish nuqtasini toping va uzilish turini aniqlang. 

7.5 Agar 










=

−

==

.0,1

;0,0

;0,1

)(

xagar

xagar

xagar

signxxf  bo`lsa, f(x) ning uzilish nuqtasini va 

uzilish turini aniqlang. 
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7.6  f (x)= xe

1

 funksiyani uzilish nuqtasi va turlari bo`yicha tekshiring. 

 

7.3.  x ,  x , ( )xx ,sin  funksiyalar  

 

 f(x)=[x] (o`qilishi “ant’e x”), bu yerda [x] – x sonining butun qismi, ya’ni x dan 

katta bo`lmagan eng katta butun son (masalan, [2.6] = 2, [-2.6] = -3). 
2

3
=x  nuqtada 

f(x) = [x], funksiya uzluksiz, yoki ( ) 1
2

3
lim

2

3
=








=

→

fxf
x

, x = 1 nuqtada esa funksiya 

aniqlangan f(1) = 1, lekin uzilishga ega, chunki ( )xf
x 1
lim
→

 mavjud emas (aniqrog’i 

bir-biriga teng bo`lmagan chap va o`ng chekli limitlar mavjud ( ) 0lim
01

=
−→

xf
x

 

va ( ) 1lim
01

=
+→

xf
x

). 

 f(x) = [x] barcha haqiqiy  sonlar to`plamida aniqlangani bilan, elementar 

funksiya emas, chunki barcha butun sonlarda uzulishga ega ( 7.1 – rasm). 

    

 

 

 

 

              y 

                             y = [x]  

                4      

                3 

                2     

                1 

       -1 0     1    2    3    4    5              x 

 

                                         7.1- rasm. 

7.4 Uzluksiz funksiyalarning asosiy xossalari 

 

Agar funksiya qaralayotgan oraliqning hamma nuqtasida uzluksiz bo`lsa, u 

holda funksiya shu oraliqda uzluksiz deyiladi. Elementar funksiyalarning hammasi 

o`zlarining aniqlanish sohalarida uzluksizdir. 

1. Agar f(x) va (x) funksiyalar x0 nuqtada uzluksiz bo`lsa, u holda ularning 

yig’indisi, ko`paytmasi, bo`linmasi (maxraj noldan farqli bo`lganda) shu nuqtada 

uzluksiz bo`ladi. 
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2. Agar y = f(u) funksiya u0 = φ (x0) nuqtada, uzluksiz bo`lsa u = φ(x) funksiya 

esa x0 nuqtada uzluksiz bo`lsa, u holda y = f [φ(x)] murakkab funksiya x0 nuqtada 

uzluksiz bo`ladi. 

3. Agar funksiya biror oraliqning har bir nuqtasida uzluksiz bo`lsa, u shu 

oraliqda uzluksiz deyiladi. Barcha elementar funksiyalar o`zining aniqlanish 

sohasida uzluksizdir.   

 

7.5. Bo`lsano Koshining teoremalari 

 

Bo`lsano Koshining 1-teoremasi 

Agar f(x) funksiya a b segmentda aniqlangan, uzluksiz bo`lib, segmentning 

chetki nuqtalarida har xil ishorali qiymatlarga ega bo`lsa, u holda shunday c (a c 

b) nuqta topiladiki, u nuqtada funksiya nolga aylanadi  

f(c) = 0. 

Bo`lsano Koshining 2-teoremasi 

Agar f (x) funksiya a b segmentda aniqlangan va uzluksiz bo`lib, uning 

chetki nuqtalarida f(a) =A, f(b)=B qiymatlarga ega va AB bo`lsa, A va B sonlari 

orasida har qanday C son olinganda ham a bilan b orasida shunday c nuqta 

topiladiki, bunda f(c)=C bo`ladi.  

 

Veyershtrasning 1- teoremasi  

Agar f(x) funksiya a b segmentda aniqlangan va uzluksiz bo`lsa, funksiya 

shu segmentda chegaralangan bo`ladi. 

 

Veyershtrasning 2 - teoremasi  

 Agar f(x) funksiya a b segmentda aniqlangan va uzluksiz bo`lsa, funksiya 

shu segmentda o`zining aniq yuqori hamda quyi chegaralariga erishadi. 

7.7 
22

)(
x

xx
xf

−
=     funksiyani uzluksizligini tekshiring. 

Yechish.  




−


=

.'0

,'0,

lsaboxagarx

lsaboxagarx
x  

 Bundan ko`rinadiki,  









−



=
.'0

1

,'0,0

)(
lsaboxagar

x

lsaboxagar

xf  

x = 0 nuqtada funksiya aniqlanmagan bolib, +==
−→+→

)(lim0)(lim
00

xfvaxf
xx

 

munosabat o`rinli. Demak,  x = 0 nuqta f(x) funksiya uchun ikkinchi tur uzilish 

nuqtasi. 

7.8 Quyidagi funksiyani uzluksizligini tekshiring va grafigini chizing. 

  

2sin

1
)(

x
xf =  
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7.9 Berilgan funksiya a ning qanday qiymatida uzluksiz bo`ladi. 









=


=

.'0,

,'
2

0,
)(

lsaboxagara

lsaboxvaxagarctgxx
xf



 

Funksiyaning uzilish nuqtasini toping 

7.10  xxf −= 5

2

4)(     7.11 3

1

6)( += xxf  

7.12 xxf −= 1

2

3)(     7.13 










−−

+

=

.'2,

,'21,2

,'1,43

)( 2

lsaboxagarx

lsaboxagarx

lsaboxagarx

xf  

7.14            








−

+

+

=

.'2,4

,'20,)1(

,'0,1

)( 2

lsaboxagarx

lsaboxagarx

lsaboxagarx

xf  

Berigan funksiyalarni uzilish nuqtasini va turini aniqlang 

 

7.15      7.16 









−

=

−

=

.'0,2

,'0,2

,'0,2

)(

2 lsaboxagarx

lsaboxagar

lsaboxagarx
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−−

=−

−

=

.'0,2

,'0,2

,'0,2

)(

lsaboxagarx

lsaboxagar

lsaboxagarx

xf  

     

7.17      7.18 

 
2

2
)(

2

−

+
=

x

x
xf     

2

2
)(

2 +

−
=

x

x
xf  

7.19      7.20  

x
xf

1
sin)( =      

xx
xf

+
=

2

1
)(   

 

7.21      7.22 





+

−
=

.'2,2

,'2,2
)(

lsaboxagarx

lsaboxagarx
xf   









+

+

−

=

.'4,3

,'40,1

,'0,3

)(

lsaboxagarx

lsaboxagarx

lsaboxagarx

xf  

 

7.23 - 7.28 Funksiyani uzluksizlikka tekshiring va grafigini chizing 

7.23 .
4

3

−
=

x
y      7.24   .xy =  

                                                         

 

7.25 

.)

;
5

)

tgxyb

x
ya

=

−=
     7.26   

.3)

;)

x

x
yb

xxya

−=

−=

 

7.27      7.28 
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.31)

;3)

1

3

1

x

x

yb

ya

−=

= −

                             

.45)

;2)

2

1

3

1

x

x

yb

ya

−=

= −

 

 

7.29  Funksiya uzilish nuqtalarini toping. Funksiyaning uzilish nuqtasi 

atrofidagi shaklini chizing 

 

( ) 5

1

2.1 −= xxf      ( ) xxf −= 5

1

7.2  

 

( ) 4

1

3.3 −= xxf      ( ) xxf −= 4

3

8.4  

 

( ) 3

1

4.5 −= xxf      ( ) xxf −= 2

1

6.6  

 

( ) 8

3

5.7 −= xxf      ( ) xxf −= 3

4

5.8  

 

( ) 6

2

4.9 −= xxf      ( ) xxf −= 5

2

4.10  

 

( ) xxf −= 4

3

9.11      ( ) 3

1

6.12 += xxf  

 

( ) xxf −= 3

2

7.13      ( ) 5

2

7.14 += xxf  

 

( ) 4

1

6.15 −= xxf      ( ) 2

1

9.16 += xxf  

 

( ) xxf −= 2

7

5.17      ( ) 1

3

6.18 += xxf  

 

( ) 5

1

4.19 −= xxf      ( ) 4

1

8.20 += xxf  

 

( ) xxf −= 4

3

3.21      ( ) 4

3

5.22 += xxf  

( ) xxf −= 4

3

5.23      ( ) 3

4

5.24 += xxf  

 

( ) 3

1

6.25 −= xxf      ( ) xxf −= 3

4

5.26  

 

( ) xxf −= 3

3

4.27      ( ) 1

2

3.28 += xxf  

( ) xxf −= 4

2

6.29      ( ) 2

3

6.30 += xxf  
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 Berilgan funksiyani uzilish nuqtalarini toping. Ularning grafigini chizing 
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−−

−



=

4

44cos

sin

4
1

)(.26







xagarx

xagar
x

x

xagar

xf  

 









−

+

+

=

45

401

01

)(.27

xagarx

xagarx

xagarx

xf          















−+

−
+

−

=

11
2

81
2

2

89

)(.28
3

xagar
x

xagar
x

xagarx

xf  

 















=

0sin

20

2

)(.29 2

xagarx

xagarx

xagarx

xf                    



















−

=

0sin

2
0cos

22

)(.30

xagarx

xagarx

xagarx

xf




 

7.31 Funksiya uzilish nuqtasini toping. Funksiyaning uzilish nuqtasi atrofidagi 

shaklini chizing 

 

3

2

4)(.1 −= xxf      xxf −= 3

1

6)(.2  
 

2

2

5)(.3 += xxf      6

1

3)(.4 −= xxf  

4

2

2)(.5 −= xxf      4

3

7)(.6 −= xxf  
 

xxf −= 4

1

8)(.7      2

1

9)(.8 −= xxf  

xxf −= 3

2

6)(.9      3

3

5)(.10 += xxf  
 

xxf −= 5

4

3)(.11      xxf += 5

3

4)(.12  
 

xxf −= 5

4

7)(.13      xxf −= 5

3

9)(.14  
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3

2

8)(.15 += xxf      8

4

3)(.16 −= xxf  
 

xxf −= 5

6

5)(.17      xxf −= 8

3

4)(.18  
 

xxf −= 4

1

7)(.19      xxf += 2

2

6)(.20  
 

4

3

8)(.21 += xxf      1

1

9)(.22 += xxf  
 

xxf −= 1

2

5)(.23      4

3

6)(.24 −= xxf  
 

4

8

3)(.25 −= xxf      xxf −= 4

4

4)(.26  
 

xxf −= 4

1

7)(.27      3

2

9)(.28 −= xxf  
 

xxf −= 4

2

6)(.29      xxf −= 3

3

3)(.30  
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8.Bir o`zgaruvchili funksiyalarning differensial hisobi 

 

8.1 Funksiya hosilasi 

 

Aytaylik ( )xfy =  funksiya biror X  sohada aniqlangan b`olib, Xx 0
 va 

Xxx +0
  bo`lsin.  

Ta’rif. Agar 0→x da =




x

y
.

)()( 00

x

xfxxf



−+
 

nisbatning limiti mavjud va chekli bo`lsa, bu limit ( )xfy =  funksiyaning 
0x  

nuqtadagi hosilasi deyiladi. Hosilaning  belgilanishi:  

.,),(, 0

''

dx

df

dx

dy
xfy  

Demak, ta’rifga ko`ra 

.
)()(

limlim)( 00

00
0

'

x

xfxxf

x

y
xf

xx 

−+
=




=

→→   (8.1)
 

Agar ( )xfy =  funksiya 
0x  nuqtada hosilaga ega bo`lsa, u holda ( )xf  funksiya 

0x  nuqtada differensiallanuvchi deyiladi, hosilani topish jarayoni differensiallash 

deyiladi. 

 

8.1. 2xy =   funksiyaning hosilasini hisoblang. 

 

Yechish.  Avval x  ga x orttirma beramiz va funksiya orttirmasi y  ni topib (8.1) - 

formulaga qo`yamiz: 

( ) ( )xxxxxxxxxxxxxxxfxxfy +=+=−++=−+=−+= 222)()( 222222

00
. 

 (8.1) formulaga ko`ra: 

.2)2(lim
)2(

limlim)(
000

' xxx
x

xxx

x

y
xf

xxx
=+=



+
=




=

→→→  
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 8.2.  
x

y
1

=  funksiyaning hosilasini hisoblang 

 

8.3.  y=sinx  funksiyaning hosilasini toping. 

 

8.4 
12

32

+

+
=

x

x
y  funksiyaning hosilasini hosilaning ta’rifidan foydalanib hisoblang 

 

8.5  xy =  funksiya hosilasini hisoblang 

Yechish. x = 0 nuqtada argumentga Δx orttirma beramiz, u holda funksiya Δy 

orttirma oladi: 







−
==

.'0,

,'0,

lsaboxagarx

lsaboxagarx
xy  







−
=





.'0,1

,'0,1

lsaboxagar

lsaboxagar

x

y
 

Ko`rinib turibdiki, Δx = 0 nuqtada  xy =  funksiya hosilaga ega emas, chunki 
x

y




 

nisbatning Δx→ 0 dagi limiti mavjud emas.  

 

8.2 Hosilaning geometrik ma`nosi 

Tekislikda berilgan y = f(x) funksiya grafigining M ( x0 ; y0 ), (bu yerda 

y0=f(x0) nuqtasiga o`tkazilgan urinmani qaraymiz. Bu urinmani hosil qilish uchun 

quyidagi (1- rasm) chizmada avval MK to`g`ri chiziq o`tkazamiz. So`ngra - 

orttirmani nolga intiltirsak, grafikdagi K nuqta M nuqtaga yaqinlasha  borib,  MK 

to`g`ri chiziq MN - urinma holatini egallaydi.  0→x  da MK to`g`ri chiziq OX – 

o`qining musbat yo`nalishi bilan hosil qilgan )( x  burchagi,  MN - urinma hosil 

qilgan   burchakka intiladi. Bu yerda MN - to`g`ri 

chiziqning tenglamasi y-y0 =tg (x-x0) ko`rinishda bo`lib, x-x0 = x va tg = k – MN  

to`g`ri chiziq OX – o`qining musbat yo`nalishi bilan hosil qilgan burchak 

koeffitsenti ekanligini e`tiborga olsak, MN to`g`ri chiziq tenglamasi y=k x +y0 

ko`rinishda bo`ladi. 1 - chizma MKB - uchburchak uchun MB = x , KB= y  va tg 

)( x = 
x

y




   Demak,  

 
ktgxtg

x

y
xf

xx
===




=

→→
 )(limlim)(

00
0

'             (8.2) 

ya`ni f`(x0)=k tenglikni hosil qilamiz.  

              
 

                                                  y 

 

                                  f(x0+ x )                                                         K( x0+ x ;  f (x0+ x ))  

 

 

N(x0+ x ;tg )( x +y0)   

                                                                            M(x0 ; y0)               
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                                  y0=f (x0)                                                             B( x0+ x ; y0) 

                                                               

                                                                                                              

                                              
 

                                              O                                       x0               x0+ x                             x 

                 

 

 

(1-rasm) 

                      

 

Shunday qilib, geometrik nuqtai nazardan y=f(x) funksiyaning x=x0 nuqtadagi 

f`(x0) hosilasi uning  grafigiga M(x0, y0) nuqtasida o`tkazilgan urinmaning OX 

o`qining musbat yo`nalishi bilan hosil qilgan burchagining tangensiga teng. MN - 

urinmaning y=k x +y0  tenglamasida x = x – x0, y0 = f(x0) va k=f`(x0). U holda 
y=f(x) funksiya grafigining M(x0, y0) nuqtasida o`tkazilgan urinma tenglamasi quyidagi 

ko`rinishda bo`lar ekan 

)()()(' 000 xfxxxfy +−= .   (8.3) 

 

8.6.  y=x2+3 funksiya grafigiga  M(1;4) nuqtadan o`tkazilgan urinmaning burchak koeffitsentini 

toping. 

Yechish. (8.2)-formulaga ko`ra:  2122)(' 00 ===== xxftgk   

 

8.7.  y=x2+3x+4 funksiya grafigiga M (-1; 2) nuqtadan o`tkazilgan urinma tenglamasini tuzing. 

8.8  12 3 += xy funksiya grafigining M(1; 3) nuqtasiga o`tkazilgan urinmaning burchak 

koeffisentini toping. 

8.9  xxy cossin += funksiyaning 
2

0


=x  nuqtasidan o`tkazil;gan urinmaning tenglamasini 

tuzing. 

8.10  y=lnx (x > 0) funksiyaning x0=1 nuqtasidan o`tkazilgan urinma Ox o`qning musbat 

yo`nalishi bilan qanday burchak hosil qiladi. 

 

Hosilaning iqtisodiy ma’nosi 

         Shuni takidlash lozimki, hosilaning iqtisodiy ma`nosi ko`p qirrali bo`lib, muayyan ob`ektga 

yo`naltirilgan maqsaddan kelib chiqadi. Biz shu masalalardan birini keltiramiz. U=U(t) funksiya 

t - vaqt davomida ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi o`zgarishini bildirsin. Ishlab chiqarishning 

t=t0 vaqtdagi mehnat unmdorligini topish masalasini ko`raylik. Buning uchun t - vaqtga  t - 

orttirma beramiz, u holda mana shu vaqt davomida ma`lum miqdordagi 

)()( 00 tUttUU −+= mahsulot ishlab chiqariladi, o`rtacha mehnat unumdorlik 
t

U
Z rtao




='

 

tenglik orqali topiladi. t = t0 vaqtdagi mehnat unumdorligi uchun quyidagi tengliokni hosil 

qilamiz: 

)('lim)( 0
0

0 tU
t

U
tZ

t
=




=

→
 

Demak, mahsulot hajmini vaqt bilan bog`lovchi U(t) funksiyaning vaqt bo`yicha U`(t) hosilasi 

ishlab chiqarishning Z(t) unumdorligini berar ekan, ya`ni  

U`(t) = Z(t) 

 

Hosilaning mexanik ma’nosi 
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      Moddiy nuqtaning harakati S = f (t) qoida bilan aniqlangan bo`lsin, bunda t vaqt, S bosib 

o`tilgan yo`l. Vaqtning t0 va t0 + Δt qiymatlarida (Δt > 0)∙S = f (t0) funksiya qiymatlari f (t0) va f 

(t0 + Δt) ga teng, f (t0 + Δt) - f (t0) ayirma Δt vaqt oralig’ida o`tilgan ΔS yo`lni aniqlaydi: 

ΔS = f (t0 + Δt) - f (t0). 

 Demak, Δt vaqt ichida moddiy nuqta ΔS yo`lni o`tadi. Unda 
t

S




 nisbat moddiy nuqta 

harakatining o`rtacha  tezligini bildiradi, Δt → 0 da 
t

S




 ning limiti moddiy nuqtaning t0 paytdagi 

oniy tezligini ifodalaydi. 

( )
)('

)(
limlim)( 0

00

00
0 tf

t

tfttf

t

S
t

tt
=



−+
=




=

→→
   (8.4) 

 

Shunday qilib, S = f (t) funksiyaning t0 nuqtadagi hosilasi mexanik nuqtai – nazaradan S = f (t) 

qoida bilan harakatlanayotgan moddiy nuqtaning t0 paytdagi oniy tezligini bildirar ekan, ya’ni 

( ).)( ttS =  Moddiy nuqtaning oniy tezligidan olingan hosila esa, uning oniy tezlanishga teng 

bo`ladi, ( ).)(' tat =  

 

8.11 ttS += 22 (m) qonuniyat bilan harakatlanayotgan moddiy nuqtaning t = 3 (sek) dagi oniy 

tezligini toping. 

Yechish. 
( ) ( ) ( )

14
22

lim
)(

limlim)(
22

000
+=



−−+++
=



−+
=




=

→→→
t

t

tttttt

t

tSttS

t

S
t

ttt
  

Demak, (3) = 4∙3 + 1 = 13 m/sek, v = 13 m/sek. 

 

8.12  123 +−−= tttS (m) qonuniyat bo`yicha harakatlanayotgan moddiy nuqta qancha vaqtdan 

keyin to`xtaydi. 

 

8.3  Hosila olish qoidalari 

1. Agar f (x) funksiya x = x0 nuqtada hosilaga ega bo`lsa, u holda istalgan o`zgarmas a soni 

uchun  (x)=a f (x) funksiya ham x = x0  nuqtada hosilaga ega bolib,  bu hosila quyidagi tenglik 

orqali topiladi: 

)(')(' 00 xafx =     (8.5) 

2. Agar f(x) va g(x) funksiyalar x =x0nuqtada hosilaga ega bo`lsa, u holda )()()( xgxfx =                

funksiya ham x = x0 nuqtada hosilaga ega bo`ladi,  

)(')(')(' 000 xgxfx =    (8.6) 

3.   f (x) va g(x) funksiyalar x=
0x  nuqtada hosilaga ega bo`lsa, u holda )()()( xgxfx =  

funksiya ham x=
0x  nuqtada hosilaga ega bolib, bu hosila quyidagi tenglik orqali topiladi: 

)(')()()(')(' 00000 xgxfxgxfx +=   (8.7) 

4.   Agar f (x) va g(x) funksiyalar x = 
0x nuqtada hosilaga ega bolib, g(x)  0 bo`lsa, u holda 

( )
( )
( )xg

xf
x =  funksiya x = 

0x  nuqtada hosilaga ega bo`ladi va bu hosila quyidagi formula bilan 

topiladi:    

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )0

2

0000
0

''
'

xg

xfxgxgxf
x

−
=   (8.8) 

 

Elementar funksiyalarning hosilalari jadvali 
.0,.1 == yCy     .,.2 wvuywvuy ++=++=  

.,.3 uCyCuy ==     .,.4 vuyuvy ==  
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.,.5 1unuyuy nn == −    .,.6
2v

vuvu
y

v

u
y

−
==  

.ln,.7 uaayay uu ==    .,.8 ueyey uu ==  

0.,ln.9 


== u
u

u
yuy    0.log,log.10 


== ue

u

u
yuy aa

 

.cos,sin.11 uuyuy ==    .sin,cos.12 uuyuy −==  

.
cos

,.13
2 x

u
yutgy


==    

u

u
yuctgy

2sin
,.14


−==  

21
,arcsin.15

u

u
yuy

−


==        .

1
,arcsin.16

2u

u
yuy

−


−==  

.
1

,.17
2u

u
yuarctgy

+


==    .

1
,.18

2u

u
yuarcctgy

+


−==  

xu uufyxuuufy === )(),(),(.19  .),(),(.20
t

t
x

x

y
ytyytxx




===  

8.13  y = (3x+1)(
2

x
  +3) funksiyaning hosilasini hisoblang 

Yechish. f (x)=3x+1,  g(x) = (
2

x
  +3)  (8.7)-formulaga ko`ra: 

y`=f`(x) g(x)+g`(x) f(x)=(3x+1)`(
2

x
+3)+(

2

x
+3)`(3x+1)=3(

2

x
+3)+

2

1
 (3x+1)= 

=3x+9
2

1
 

8.14  
x

x
y

32

18

−

+
=   funksiyaning hosilasini hisoblang 

 

8.4. Teskari va murakkab funksiyalarning hosilasi 

y = f (x) funksiya  (a, b) oraliqda berilgan va unga teskari  x=   (y) funksiya mavjud 

bo`lsin.    

Agar y = f (x) funksiya x0 (x0(a,b)) nuqtada f`(x0) hosilaga ega bo`lib f`(x0)  0 bo`lsa, u holda 

bu funksiyaga teskari bo`lgan x=   (y) funksiya y0=f (x0) nuqtada hosilaga ega va  

)('

1
)('

0

0
xf

y =     (8.9) 

tenglik o`rinli bo`ladi. 

8.15  y = arsinx (-1x1)  funksiyani hosilasini aniqlang. 

 

Yechish. y=arcsinx funksiya x=siny funksiyaga nisbatan teskari funksiyadir. 

(8.9) - formuladan 
)('

1
)('

0

0
x

yf


=   formulani olamiz. Bunda f (x) =arcsinx,  (y)=siny. Demak, 

.
1

1

sin1

1

cos

1

)'(sin

1
)'(arcsin

22 xyyy
x

−
=

−
===  

 

8.16 y = arccosx funksiyaning hosilasini hisoblang 

8.17 y = arctgx funksiyaning hosilasini hisoblang  

8.18 y = arcctgx funksiyaning hosilasini hisoblang 

 

Murakkab funksiyaning hosilasi 
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        y = )(x  funksiya X to`plamda, u = f (y) funksiya esa Y (Y =  Xxx );( ) to`plamda 

aniqlangan bo`lib, u = f ( (x)) murakkab funksiya berilgan bo`lsin. Agar y = (x) funksiya x0 

nuqtada  `(x0) hosilaga ega bo`lib, u=f (y) funksiya esa y0 (y0 = (x0)) nuqtada f `(y0) hosilaga 

ega bo`lsa, u holda u = f ( (x)) murakkab funksiya ham x0 nuqtada hosilaga ega bo`ladi va 

quyidagi formula bilan hisoblanadi; 

( ) )('))((')(')('))(( 0000
xxfxyfxf oxx  ==


=   (8.10) 

 

Funksiyalarning hosilasini hisoblang: 

8.19  y = cos3x  

Yechish.  u=cosx deb belgilashni kiritsak,  y=u3   hosil bo`ladi. (8.10) – formulaga ko`ra: 

.cossin3',sin)'(cos,3)'(' 223 xxyxxuuuuy −=−====  

8.20  y = (1+ sin32x)4  

 

8.21 ).(2 xetgy −=  

8.22 
( ) ( )

( )
.

4

11

sin42

3 22

xex

xx
y

−+

−+
=  

8.23 .ln53 tgxxxarctgy +=  

8.24  xarcy sec=  

8.25  .2sin
23 xexy x =  

                                  

                                 Oshkormas funksiya hosilasi 

 Ikkita x  va y  o’zgaruvchilar orasidagi  bog’lanish  F(x,y)=0 tenglama  ko’rinishida   

berilgan bo’lsin.   F(x,y)=0  oshkormas  funksiyani  oshkor  ko’rinishga  keltirmasdan  hosilasini  

topish qoidasini  ko’rsatamiz.  y  ni  x ning funksiyasi deb F(x,y)=0 tenglamaning ikkala qismini 

differensiallash, so’ngra hosil qilingan tenglamani y  ni topish kerak.  Buni  quyidagi misolda  

ko’rsatamiz. 

Misol: x4+y4-3xy=0   oshkormas  funksiyaning   y   hosilasini  hisoblang 

Yechish:   y   ni  x  ning  funksiyasi  deb  belgilangan  tenglamasining  ikkala  qismini  

differensiallaymiz 03344 33 =−−+ yxyyyx  bundan esa ( ) ( )33 43/34 yxyxy −−=  ni topamiz. 

 

Funksiyalarning hosilasini hisoblang. 

8.26 xyeyex xy =+ .  

Yechish: ( ) ( ) ,, yxyeyeyyxeexyeyex xxyyxy +=+++


=


+   

( ) ,yeyexexey xyxy +−−=−+  bundan  
( )

.
)1( −+

+−
=

yx

xy

exe

yeey
y  

8.27 ,2)ln( 22

x

y
arctgyx =+  

8.28 xxy =   

 

8.5 Funksiya differensiali va uning taqribiy hisoblashlardagi 

tadbiqlari 

Hosila ta’rifiga ko’ra   
x

y
y

x 


=

→ 0
lim   limitning  ta’rifiga  asosan esa  ( )xy

x

y
+=




 yoki 

( ) xxyy +=   ifodaga ega bo’lamiz. 
0

lim
→x

ε(x)=0 tenglikdan ko’rinib turibdiki, funksiya 

orttirmasi ∆y ni ikki qismga ajratish mumkin. Birinchi qism erkli o’zgaruvchining orttirmasi  ∆x 
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ga nisbatan chiziqli bo’lgan, ikkinchi qismi ∆x ga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik 

miqdordan iborat. Birinchi qism y ∆x funksiya orttirmasining asosiy qismi (bosh qismi) yoki 

differensiali deyiladi va  

 

 dy=y  ∆x     (8.11)   

  

 kabi belgilanadi. Erkli o’zgaruvchining differentsiali uning orttirmasiga teng, ya’ni    

dx=∆x. U holda (8.11) ifoda      dy=y  dx yoki dy=f   (x)dy  kabi yoziladi.       

( ) ( )dxxfdydxyyd == ,    (8.12) 

 

8.29  y = 22 23 ++ xx  funksiyaning differensialini hisoblang 

Yechish. (8.11) formulaga ko`ra: 

.)43()22( 223 dxxxdxxxdxydy +=++==  

8.30  y = e2x + cox2x funksiya differensialini toping. 

8.31 )1ln( 2 ++= xey x  funksiyaning differensialini toping. 

8.32  3 28  miqdorni taqribiy hisoblang.  

 

Parametrik ko`rinishda berilgan funksiyaning hosilasi 

Faraz qilaylik y  funksiyaning x argumentga bo`g`liqligi 
( )

( )



=

=

ty

txx
 tenglamalar bilan parametrik 

shaklda berilgan bo`lsin. Masalan:  

1)  tmyytlxx +=+= 00 ,  – to`g`ri chiziqning parametrik tenglamasi. 

2)  tryytRxx sin,cos 00 +=+=  – aylananing parametrik tenglamsi. ( )0xx −  va ( )0yy −  

larni kvadratga ko`tarib, qo`shish natijasida (xaqiqatdan ham ( ) ( ) 22

0

2

0 Ryyxx =−+− – markazi 

M0(x0, y0)nuqtada bo’lgan  aylana tenglamasini hosil qilamiz).  

3)  Xuddi shuningdek, x = a·cost, y = b·sint – ellipsning parametrik tenglamasi, 
a

x
 va 

b

y
 ni 

kvadratga ko`tarib qo`shib, +
2

2

a

x
2

2

b

y
=1 tenglamani hosil qilamiz. 

 Parametr t ga t  orttirma beramiz, mos ravishda x va y  orttirmalar hosil bo`ladi. U 

holda y dan x bo`yicha hosila:  

( )
( )

.limlim
00 tx

ty

dx

dy
yoki

x

y

t

x
t

y

x

y
y

t

t

t

t

xx
x




=




=








=



=

→→
 

8.33   teytex tt 2222 sin,cos == ; 
xy  hosilani hisoblang 

Yechish. ( ) ,cossincos2)sincos2(cos2 2222 tttettetex ttt

t −=−+=    

( ) ,sinsincos2sincos2sin2 2222 tttettetey ttt

t +=+=  









++








+=

−

+
=

−

+
=




= ktktttgtgt

tgt

tgt
tgt

tt

tt
tgt

x

y
y

t

t
x 






2
,

4
,

41

1

sincos

cossin
. 

 

8.34   ( ) ( ).cos1,sin tayttax −=−= ; 
xy =? 

Hosilasini hisoblang. 

8.35  xaytax sin,cos == ; 

8.36 t
t

ytx −==
3

,
3

2 ; 
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8.37 tt eyex 32 , == . 

 

8.6. Yuqori tartibli hosilalar 

Birinchi tartibli hosiladan olingan hosila ikkinchi tartibli hosilasi deyiladi   va   y  , f  

 (x),  belgilarning biri bilan belgilanadi. 

Ikkinchi tartibli hosilaning  hosilasiga  uchinchi  tartibli  hosila  deyiladi va y   , f   

  (x),   (8.12) belgilarning  belgilarning  biri bilan belgilanadi. 

Umuman, y=f(x) funksiyaning n-tartibli hosilasi deb,  uning  (n-1) - tartibli  hosilasining 

hosilasiga  aytiladi  va  y(n), f(n),   (8.13) belgilarning  biri  bilan  belgilanadi. 

y = f (x) funksiya differensiali dy ning differensiali berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli 

differensiali deb ataladi va d2y yo`ki d2f (x) kabi belgilanadi: 

 

d2y = d(dy)      yoki   d2f (x) = d(df (x))  (8.14) 

 

Funksiyaning differensialini  uning hosilasi orqali ifodalovchi dy = y`dx formulaga ko`ra: 

dzy = d(dy) = d(y`dx) = dxd(y`) = dx(y`)`dx = y”dx2 

Demak, funkisyaning ikkinchi tartibli differensiali funksiyaning ikkinchi tartibli 

hosilasining argument differensiali kvadrat ko`paytmasiga teng. 

Umumiy holda funksiyaning n – tartibli differensiali uning (n-1) – tartibli 

differensialining differensialidan iboratdir: 

dny = d(dn-1y),  dnf (x) = d(dn-1f (x))  (8.15) 

 

8.38  y = ex + x2  funksiyaning uchinchi tartibli hosilasini toping. 

 

Yechish. (8.13) – formulaga ko`ra n = 3 da  y(3) = (y(2))` 

y” = (y`)` = ((ex + 2x)`)` = (ex + 2x)` = ex + 2 

y(3) = (ex + 2)` = ex + 0 = ex 

 

8.7  Differensial hisobining asosiy teoremalari 

1. Ferma teoremasi.  f (x) funksiya quyidagi shartlarni qanoatlantirsin: 

    a)   ba,    kesmada uzluksiz;  

    b) (a, b) oraliqda differensiallanuvchi;  

    c) kesmaning oxirlarida f (a) = f (b) teng qiymatlar qabul qilsa, u holda,  aqalli bitta shunday x 

= c (a < c < b) nuqta mavjudki,  unda f`(c)=0 bo`ladi. 

2. Roll teoremasi.  Agar   f (x) funksiya quyidagi shartlarni qanoatlantirsa: 

    a)  ba,  kesmada uzluksiz; 

b) (a, b) oraliqda differensiallanuvchi bo`lsa,  u holda berilgan oraliqda aqalli bitta  x = c (a < 

c < b) nuqta mavjudki,  

a) - (c)(b f  (a) f - (b) f =  bo`ladi. 

 

3. Lagranj teoremasi.  y = f (x) va  y =g(x) quyidagi shartlarni qanoatlantirsin; 

       a)  ba,   kesmada uzluksiz; 

     b) (a, b) oraliqda differensialanuvchi; 

     c)  baxxg ,,0)(     

u holda bu oraliqda aqalli bitta shunday x = c (a < c < b) nuqta mavjudki, 

(c) g

(c) f

(a) g - (b) g

(a) f - (b) f




=     

 bo`ladi.  
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4. Koshi teoremasi. Agar f (x) funksiya x oraliqning ichki nuqtasi x0 da o`zining eng katta (eng 

kichik) qiymatiga erishsa, hamda shu x0 nuqtada chekli hosilaga ega bo`lsa,  u holda funksiya 

hosilasining x0 nuqtadagi qiymati nolga teng bo`ladi,  ya`ni:  f`(x) = 0 

 

8.8  Teylor formulasi 

Teylor teoremasi: Agar y = f (x) funksiya x = a nuqtada aniqlangan va uning biror atrofida (n+1) 

– tartibgacha hosilaga ega bo`lsa, u holda shunday =x  nuqta mavjudki unda Teylor formulasi 

o`rinli bo`ladi: 

1
)1(

32

)(
)!1(

)(

)(
!

)(
...)(

!3

)(
)(

!2

)(
))(()()(

+
+

−
+

+

+−++−


+−


+−+=

n
n

n
n

ax
n

f

ax
n

af
ax

af
ax

af
axafafxf


 

  nuqta x va a orasida yotadi, ya`ni )( axa −+=   va 10  . Teylor formulasidagi 

oxirgi qo`shiluvchi Lagranj shaklidagi qoldiq had deyiladi.  a = 0 da Teylor formulasi Makloren 

formulasi deyiladi: 

1
)1(

32

)!1(

)(

!

)0(
...

!3

)0(

!2

)0(
)0()0()( +

+

+
+++


+


++= n

n
n

n

x
n

xf
x

n

f
x

f
x

f
xffxf


 10   

8.39
2

1
)(

−
=

x
xf  funksiyani  x-1 ning darajasi ko`rinishida ifodalang. 

Yechish. Funksiya a=1 nuqtada aniqlangan va bu nuqtaning atrofida barcha hosilalari mavjud. 

Bu nuqtada funksiyaning qiymatini va beshinchi tartibgacha bulgan hosilasini xisoblaymiz. 

( )

( )
120

2

54321

)1(....,,2
2

21
)1('',1

)2(

1
)1(',1)1(

1

6

5

1

3

1

2

−=










−

−

=−=










−

−
=−=









−

−
=−=

=

==

x

xx

x

f
x

f
x

ff

 

U holda Teylor formulasiga ko`ra x-1 ga nisbatan ko`phadni hosil qilamiz: 

( )
( )

( )
( )

.1
1

1

1
2!6

!6
,)1()1()1()1(

)1(1)1(
!5

120
)1(

!4

24
)1(

!3

6
)1(

!2

2
)1(1

2

1

6

6

6

666

5432

6

5432

xva
x

x
x

RbundaRxxxx

xRxxxxx
x

x


−

−
=

=−










−
=+−−−−−−−

−−−−=+−−−−−−−−−−−=
−

=






 

 

8.9  Lopital qoidasi 

f (x) va g(x) funksiyalar (a, b) oraliqda aniqlangan bo`lsin.  

Agar: 0)(lim =
→

xf
ax

 0)(lim =
→

xg
ax

 bo`lsa, u holda x→a da 
)(

)(

xg

xf
 nisbat (

0

0
) korinishdagi 

aniqmaslik bo’ladi. 

Agar =
→

)(lim xf
ax

, =
→

)(lim xg
ax

bo`lsa, u holda x→  a da 
)(

)(

xg

xf
 nisbat 












ko`rinishdagi  

aniqmaslik bo’ladi. 

Agar berilgan funksiyalar hosilaga ega bo`lsa,  yuqoridagi aniqmasliklarni ochish 

mumkin. Bunda  Lopital qoidasidan foydalaniladi. 
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f (x) va g(x) funksiya x = a nuqta atrofida mavjud va differensiallanuvchi bolib,  

1) ,0)()(lim ==
→

agxf
ax

 yoki   .  

2) ,0)()(lim ==
→

agxg
ax

 yoki    va g`(x)  0 bo`lsa, u holda  

)(

)(
lim

)(

)(
lim

xg

xf

xg

xf

axax 


=

→→
     (8.17)  

tenglik o`rinli bo`ladi. 

 

8.40 
x

e x

x sin

1
lim

0

−

→
 ni hisoblang 

Yechish: 
0

0
lim

sin

1
lim

0 x

e x

x

−

→
  tipidagi aniqmaslik bolib,  Lopital qoidasiga ko`ra: 

1
1

1

cos
lim

)(sin

)1(
lim

sin

1
lim

000
===



−
=

−

→→→ x

e

x

e

x

e x

x

x

x

x

x
. 

8.41  
20

sin
lim

x

xx

x

−

→
 limitni hisoblang.  

 

8.10 Funksiya ekstremumlari 

  Agar x0 ning etarlicha kichik atrofidagi barcha nuqtalar uchun f (x0) > f (x) bo`lsa,  y = f 

(x) funksiya uchun x = x0  lokal maksimum nuqta deb ataladi. 

Agar x0 ning yetarlicha kichik atrofidagi barcha nuqtalar uchun f (x0) < f (x) bo`lsa,   

x = x0  lokal minimum nuqtasi deb ataladi. Funksiyaning maksimum va minimumi uning 

ekstremal qiymatlari yoki ekstremumlari deyiladi.  

Differensiallanuvchi funksiyaning ekstremum nuqtasidagi hosilasi nolga teng bo`ladi. 

Funksiyaning ekstremumlarini topish. 

1) y`=f `(x) topiladi. 

2) f`(x)=0  tenglama yechilib, statsionar nuqtalarning 
kxxx ...,;; 21
 absissalari topiladi. 

3) f ``(x) = 0 tenglama yechimlari x1 , x2 bilan f``(x) funksiya ishoralari aniqlanadi va   f 

``(x1) >0 da x = x1 minimum,  f ``(x2) < 0 da esa x = x2 maksimum nuqta bo`ladi. 

 

8.42 1
2

3

3

4

4

234

++−=
xxx

y  funksiyani hosila yordamida tekshiring. 

Yechish. 383)('',34)(' 223 +−=+−= xxxfxxxxf  

1) f`(x) = 0   x(x-1)(x-3) = 0    x1=0,  x2=1,  x3=3 

2) f``(0) = 3 > 0,  f``(1) = -2 < 0,  f``(3) = 6 > 0 demak x2=1 maksimum nuqta. 

3) f``(x)=03x2-8x+3=0 .
3

74
,

3

74
21

−
=

+
= xx  

0)(''
3

74
; 













 −
− xfuchunx     0)(''

3

74
;

3

74














 +−
 xfuchunx  

0)('';
3

74















+

+
 xfuchunx  

Demak funksiya garafigi 












 −
−

3

74
; va 














+

+
;

3

74
 orliqlarda botiq, 













 +−

3

74
;

3

74
 

oraliqda esa qavariq bo`ladi.  

 

8.11. Funksiyani hosila yordamida tekshirish 
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l to’g’ri chiziq y=f(x) funksiyaning grafigiga asimptota deyiladi, agar (x,f(x)) nuqtadan bu 

to’g’ri chiziqqacha bo’lgan masofa, grafigning nuqtasi koordinata boshidan cheksiz 

uzoqlashganda nolga intilsa. 

Funksiya grafigining vertikal, gorizontal va og’ma asimptotalari bo’ladi. 

Agar chap yoki o’ng =
→

)(lim
0

xf
oxx

limitlardan hech bo’lmaganda bittasi  ga teng 

bo’lsa 
0xx =  to’g’ri chiziq vertikal asimptota deyiladi. 

Agar uzulish nuqtasi yoki aniqlanish sohasining chegaraviy nuqtasi bo’lsa  
0xx =  to’g’ri 

chiziq y=f(x) funksiyaning vertikal asimptotasi bo’lishi mumkin. 

Agar  bxf
x

=
→

)(lim bo’lsa y=b to’g’ri chiziq gorizontal asimptota deyildi. 

Agar 0
)(

lim =
→

k
x

xf

x
va   bkxxf

x
=−

→
)(lim bo’lsa , u holda y=kx+b to’g’ri chiziq 

( )xfy =  funksiya grafigiga og’ma asimptota bo’ladi. 

Funksiyani tekshirishning umumiy sxemasi 

1) funksiyaning aniqlanish sohasini topish; 

2) funksiyani toq yoki juftligini tekshirish; 

3) vertikal asimptotalarni topish; 

4) funksiyani cheksizlikda tekshirish; gorizontal va og’ma asimptotalarni topish; 

5) funksiyaning ekstremumlari va monoton   oraliqlarini topish; 

6) funksiyaning qavariqlik, botiqlik oraliqlari, bukilish nuqtalarini topish; 

7) funksiya grafigining koordinata o’qlari bilan kesishish nuqtalarini topish; 

Funksiyani tekshirish grafifni chizish bilan bir vaqtda olib boriladi.  

Funksiya hosila yordamida monotonlikka, ekstremumga va grafigining qavariq hamda 

botiqligi tekshiriladi.  

 

( )hxf −  ( )hxf +  Kritik nuqta haqida 

+ - Max 

- + Min 

+ + Ekstremum yo`q,  funksiya o`suvchi 

      - - Ekstremum yo`q,  funksiya kamayuvchi. 

 

8.43  y = 2x3 -9x2 + 12x – 2 funksiyaning ektremumlarini toping. 

Yechish. 

1)  y` = 6x2 – 18x + 12 

      2)   y` = 6x2 – 18x + 12 = 0 6(x2 – 3x + 2) = 0   6(x -1)(x -2) = 0,  x1= 1, x2 = 2 

      3)   a) x = x1 – 1 nuqtaning atrofida y` ning ishorasi qanday o`zgarishini tekshiramiz. 

h = - 0,2 bo`lsin. 

y` = f`(0,8) = 6(0,8 – 1)(0,8 - 2) > 0. 

y` = f`(1,2) = 6(1,2 – 1)(1,2 - 2) < 0. 

 

Hosilaning ishorasi (+) dan (-) ga o`zgaryapti, demak x = 1 kritik nuqta maksimumdir. 

      b) x2 = 2da f`(1,8) < 0 va f`(2,2) > 0  

Demak x = 2 min nuqta. 

Quyidagi funksiyalarning hosilasini hisoblang 

8.44 
2

16

x

x
y

+
=     8.45 4 2sin1 xy +=         

8.46 xctgxxctgy 333 +−=                      8.47 xxy 44 cossin +=  
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8.48
( )

( ) ( )115

9

41

3

−−

−
=

xx

x
y                        8.49 xxy ln

1

=  

Quyidagi berilgan funksiyalarni ikkinchi tartibli hosilalarini hisoblang 

8.50 xy 2sin=     8.51 
5

3
2 −

−=
x

y  

8.52 tgxy =      8.53 ctgxy =  

8.54 .1 2 arctgxxy +=     8.55 arctgxy =  

 

Berilgan funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli differensalini hisoblang 

8.56   arctgxy =                                     8.57 tgxy =     

8.58  xxy cos2sin +=                           8.59 2ln xy =  

8.60  .222

xtgey xx += −  

Lopital qoidasidan foydalanib quyidagi limitlarni hisoblang 

8.61  
)1ln(

lim
0 +

− −

→ x

ee xx

x
                                 8.62 

)1ln(

2lim
1 x

x
tg

x −→



    

8.63  

x

x x








+

→

3
1lim                                   8.64 

x

e x

x 3sin

1
lim

3

0

−

→
 

Funksiyalarni monotonlik oraliqlarini toping. 

8.65 323 −+= xxy                                8.66 ( )xxy += 1  

8.67  y = 2 – sinx,    .20  x  

 

Funksiyaning ekstremumlarini toping. 

8.68 
2

42

−

−
=

x

xx
y                                               8.69 

x

x
y

ln
=  

8.70 24 xxy −=                                              8.71  y = x – cosx 

Funksiyaning qavariq va botiqlik oraliqlarini toping. 

8.72   
2

3 2

+

−
=

x

x
y                                             8.73  y = 3x4 + 4x3 + 1 

8.74  
4

9
2

4

2
4

−−= x
x

y                                      8.75 1
5

ln −
+

=
x

x
y  

8.76  xxy ln=                                                 8.77 xxy ln−=  

8.78 Berilgan funksiyalarni hosilasini hisoblang  va absissasi x0 nuqtadan o`tkazilgan urinma 

tenglamasini tuzing. 

   

 

Variant 

 

f (x) funksiya va x0 nuqta 

 

 

Variant 

 

f (x) funksiya va x0 nuqta 

1 f (x) = x3+3x2-6x+4,  x0 = 1.  

 

 

16 
f (x) = ,ln242 xe x +−   x0  = 2. 

 

2 f (x) = 2x2+5x+2,  x0 = -2. 

 

 

17 
f (x) = ,cos xx −  x0 = .

4


 

3 f (x) =x4+3x2-5x-7,  x0 = -1. 

 

 

18 
f (x) = ,sin xx −  x0 = .

4
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4 
f (x) = 62 2

1

2

3

−+ xx ,  x0 = 4. 

 

19 f (x) = ( ),1ln2 −+ xx  x0 =2. 

5 f (x) = xx 222 −− + ,  x0 = 2. 

 

20 f (x) = ,232 ++ xx  x0 = 0. 

6 f (x) = ,33 xx +−   x0 = 2. 

 

21 f (x) = lnx,  x0 = e. 

7 
f (x) = ,

3

3

x

x

−

+
  x0 = 4. 

22 f (x) = ( ),log 43

4

−x  x0 = 2. 

8 f (x) = ,ln2 xx +  x0 = e. 

 

 

23 
f (x) =

( ),log 12

3

−x
 x0 =2. 

9 f (x) =cos3x+5x ;x0 =π/3 

 

24 
f (x) = cos3x,  x0 = .

6


 

10  f (x) = x ,  x0 = 2. 25 
f (x) = ,

114

32

−

+

x

x
 x0 = 3. 

11 f (x) = ( ),1ln2sin +− xx   x0 =0. 26 f (x) = ,log 62

5

2 ++− xx  x0 = -1.  

12 f (x) = x4 ,  x0 = 3. 27 f (x) = ,9 2x−  x0 = 2. 

13 
f (x) = xsin ,  x0 = .

4


 

28 f (x) =4lnx-3x,  x0 = 4. 

14 f (x) = ,2xe x +   x0 =1. 29 
f (x) = ,2cossin xx +  x0 = .

4


 

15 f (x) = ,3 3−+ xx  x0 =2. 30 
f (x) = ,

53

15

−

−

x

x
 x0  = 2. 

 

8.79 Quyida berilgan funksiyalar hosilalarini differensiyalash qoidalari va formulalardan 

foydalanib hisoblang 

 

Variant 

 

 

Funksiya 

 

Variant 

 

Funksiya 

 

1 

 

xxy 2sin2=  

 

 

16 

 
2

1 xearctgy −+=  

 

2 

 

xtgey x 24=  

 

 

17 

 

( ) x
xy

4cos
2sin=  

 

3 

 
3 33 sin xxy +=  

 

 

18 

 

( ) xctg
xy

22 1+=  

 

4 

 

xctxy 31 22 +=  

 

 

19 
( )

( ) ( )115

9

31

2

−−

−
=

xx

x
y  

 

5 

 
xy 3cos3

3−=  

 

 

20 
( )3 2

2

1

+

−
=

x

x
y  

 

6 

  

21 
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xey arcsin−=  

 

22 1 xxy −=  

 

7 

 

( )3433 xctgxy −=  

 

 

22 

 

2

14

x

x
y

+
=  

8 ( )2

2ln 3 xxy −−=  

 

23 xxy 44 cossin +=  

 

9 

 

xtgy ln=  

 

 

24 

 
4 2cos1 xy +=  

 

10 

 
332 +−−= xxey  

 

 

25 

 

x

x
y

cos

sin 2

=  

 

 

11 

 
32 xshy =  

 

 

26 

 

xtgxxtgy 333 +−=  

 

12 

 
21 xarctgy +=  

 

 

27 

 

2

3

2 +

+
=

x

x
y  

 

13 

 

( )34 22
3

xtgy x −=  

 

 

28 

 

x

x
y

+

−
=

1

1
2  

 

14 

 

xthxy 33=  

 

 

29 

 

xxxy 44 cos2cos3sin −+=  

 

15 

 

( )xxy 2sinlg 554 −=  

 

 

30 

 
2

cos1

sin









+
=

x

x
y  

 

8.80 Lopital qoidasidan foydalanib quyidagi limitlarni hisoblang 

 

 

Variant 

 

 

Funksiya 

 

Variant 

 

Funksiya 

1 

45

247
lim

3

23

1 +−

++−

→ xx

xxx

x
 

16 ( )x
x

xsinlim
0→

 

2 

xx

xtgx

x sin

sin
lim

0 −

−

→
 

17 

 −

+

→ x

x

x

cos1
lim  

3 

x

e x

x 3sin

1
lim

5

0

−

→
 

18 

54

23
lim

23

23

1 +−

−+

−→ xx

xx

x
 

4 









−
−

→ 1

11
lim

0 xx ex
 

19 

( )x

ee

x

x

x +

−

→ 1ln
lim

22

0
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5 xtgx
x

lnlim
0


→

 20 

1

2
lim

3

−

−

→
x

x

e

arctgx
 

6 ( ) x

x
tgx

sin

0
lim
→

 21 
2

lim
x

e x

x →
 

7 x

x x








+

→

3
1lim  

22 
3

ln
lim

x

x

x →
 

8 

( )x

ee xx

x +

− −

→ 1ln
lim

0
 

23 

x

x

x 1

ln
lim

0→
 

9 

( )x

x
tg

x −→ 1ln

2lim
1



 

24 

x

x

x

3
lim

→
 

10 ctgxx
x


→

arcsinlim
0

 25 

)1ln(

)1(
lim

1 x

xctg

x −

−

→
 

11 








−

→
xctg

xx

2

20

1
lim  

26 

)ln(

)5ln(
lim

55 ee

x
xx −

−

→
 

12 ( ) x

x

x
cos

2

2lim −
→




 27 ( )x

x
xe−

→
lim  

13 ( )xx

x
x

1

2lim +
→

 
28 

x

x

x sinln21

ln
lim

0 +→
 

 

14  

xx
x

lnlim 2

0→
 

29  

( )ctgxx
x


→

arcsinlim
0

 

15 
30

sin
lim

x

xx

x

−

→
 

30 
( ) 








−

→ 2
1lim

1

x
tgx

x


 

 

8.81 Berilgan funksiyalarni ekstremumlarini toping. 

 

 

Variant 

 

 

Funksiya 

 

Variant 

 

 

Funksiya 

 

1 







−= 2

4

2
3 x

x
y  

 

6 

 
234 168 xxxy ++=  

 

 

2 

 

15249 23 −+−= xxxy  

 

 

7 
434

4

1

3

1
xxxy −+=  

 

3 

 

35

3

5
xxy −=  

 

8 

 

( )151862
10

1 23 +−−= xxxy  

 

 

4 

 

51232 23 −−+= xxxy  

 

 

9 

 

8
1

4
2 x

xy −−=  

 

 

5 

 

)2()3( 2 −−= xxy  

 

10 

 
34 xxy +−=  
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11 

xx

x
y

2

1
2 −

−
=  

21 

1

1

−
=

−

x

e
y

x

 

 

12 
2

2

41

42

x

x
y

−

−
=  

22  
xexy −−= 3)2(  

 

13 

14

2
2

2

−
=

x

x
y  

23  
23 32 xxy −=  

 

14 
2

12

x

x
y

+
=  

24 

x

x
y

ln
=  

 

15  

2

3

4

1

x

x
y

−
=  

25  
xx ey −=

3

3  

 

 

16  
2

1

2









−

+
=

x

x
y  

26  

x

e
y

x

−
=

−

3

3

 

 

17  

x

x
y

163 +
=  

27  
3)4( −−= xexy  

 

18  

2)1(

4

+
=

x

x
y  

28  
24 xxy −=  

 

19  

1

332

−

+−
=

x

xx
y  

29  

342ln 2 ++= xxy  

 

20 

32

4
2 −+

=
xx

y  
30  

xexy 12 =  

 

 

Iqtisodiyotda differensial hisobning qo`llanilishi 

    1. Chegaraviy kattaliklar. Hosilaning iqtisodiyotda qo`llanishi iqtisodiy ob’ekt yoki 

jarayonlarning chegaraviy xarakteristikasini olish imkonini beradi. Chegaraviy kattaliklar 

iqtisodiy ob’ektlarning holatini emas, balki vaqt bo`yicha yoki boshqa tekshirilayotgan faktorga 

nisbatan o`zgarish tezligini xarakterlaydi. 

    2.  Ishlab chiqarish xarajatlari. Agar ishlab chiqarishning xarajat funksiyasi y ni ishlab 

chiqarilgan mahsulot miqdori x ning funksiyasi sifatida qaralsa, ya’ni )(xCy =  u holda, 

)(xCy =  ishlab chiqarishning chegaraviy xarajatini ifodalaydi va taxminan bir birlik 

qo`shimcha mahsulot ishlab chiqarish uchun sarflanadigan o`zgaruvchan xarajatni o`sishini 

xarakterlaydi. O`rtacha xarajat bir birlik mahsulot ishlab chiqarishga sarflanadigan xarajatdir. 

Ya’ni: 

x

xC
y

)(
=  
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3.  Iste’mol va jamg’arma funksiyasi. Agar x milliy daromad, )(xC  iste’mol funksiyasi 

(daromadning sarflanadigan qismi), )(xS  - jamg’arma funksiyasi bo`lsa, u holda 

)()( xSxCx +=   

bo`ladi. Uni x bo`yicha differensiallab: 

1=+
dx

dS

dx

dC
 

tenglamani hosil qilamiz, bu yerda 
dx

dC
 iste’molga bo`lgan chegaraviy moyillik; 

dx

dS
 

jamg’armaga bo`lgan chegaraviy moyillik. 

   4.  Elastiklik. Bir o`zgaruvchan kattalikni boshqasining o`zgarishiga ta’sirchanlik o`lchovidir. 

Funksiyaning elastikligi bitta o`zgaruvchining 1% ga o`zgarishi natijasida boshqa o`zgaruvchi 

necha foizga o`zgarishini ko`rsatadi. Funksiyaning elastikligi quyidagi munosabat bilan 

aniqlanadi: 

xx y
y

x
yE =)(    yoki   yx TxyE =)(   

bu yerda 
xy y

y
yT ==

1
)(ln   – funksiyaning nisbiy o`zgarish tezligi (tempi, sur’ati). 

        Funksiyaning elastikligi narxga bog’liq bo`lgan talab va taklifning tahlilida qo`llaniladi. U 

talab va taklifni, narxning o`zgarishiga ta’sirini ko`rsatadi va narx 1% ga o`zgarganda talab va 

taklif taxminan qanday foizga o`zgarishini ko`rsatadi. Agar 1)( yEx
 bo`lsa, u holda talab 

elastik, agar 1)( =yEx  bo`lsa, birlik elastik (neytral), agar 1)( yEx  bo`lsa,talab noelastik 

bo`ladi. 

 

8.82 Firmaning mahsulot ishlab chiqarishga sarflanadigan xarajat funksiyasi quyidagicha: 

( ) ( )birlikpulxxxxy 25052,11,0 23 ++−=  

Ishlab chiqarishning o`rta va chegaraviy xarajatini toping va uning x = 10 dagi qiymatini 

toping. 

 

Yechish. Funksiyaning ( )xy  hosilasini va uning x = 10 da ( )10y   qiymatini topamaiz. Ishlab 

chiqarishning chegaraviy xarajatlari: ( ) ( )   115243010,54,23,0 2 =+−=+−= yxxxy  

O`rtacha xarajatlar: 
( )

x
xx

x

xxx

x

xy
y

250
52,11,0

25052,11,0 2
23

++−=
++−

== . 

( )
282551210

10

10
=++−==

y
y bu berilgan ishlab chiqarish darajasida bir birlik mahsulot ishlab 

chiqarishga sarflanadigan o`rtacha xarajatdir. Funksiya orttirmasini taqribiy hisoblash 

formulasiga ko`ra ( ) ( )10, CxxCdCС =  kattalikni shunday ifodalash mukin: agar 10 ta 

mahsulot ishlab chiqarilgan bo`lsa, u holda o`n birinchi mahsulot ishlab chiqarish bo`yicha 

qo`shimcha xarajatlar taxminan ( )10C =9 ga teng. 

 

8.83 Mamlakatning iste’mol funksiyasi ( ) 4336,047,010 xxxС ++=  bu yerda x – jami milliy 

daromad (pul birligida) iste’molga bo`lgan chegaraviy moyillikni; 

a) agar milliy daromad 15 milliard p/b. bo`lsa, jamg`armaga bo`lgan chegaraviy moyillikni 

toping. 

8.84 To`g`ri to`rtburchak shaklidagi 25,14,2 m kartondan qopqoqsiz quti yasash talab qilinadi. 

Kartonning to`rttala burchagidan tomoni qanday bo`lgan kvadrat kesib olinganda, yasalgan 

qutining hajmi maksimal bo`ladi. 

8.85 Agar erta pishar kartoshka terimini avgustning boshida boshlansa, u holda har  bir 

sotihdan 200 kg dan hosil olish mumkin va har bir kilogrami 12 p/b. dan sotiladi. Terimni bir 
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haftaga kechiktirish har sotihdan 50 kg dan hosildorlikni oshiradi, lekin narx har hafta 2 p/b. ga 

arzonlashadi. Agar terim muddati 5  hafta bo`lsa, kartoshkani sotishdan olinadigan foyda eng 

ko`p bo`lishi uchun hosilni qaysi haftada yig`ib olish kerak. 

8.86 Korxona ishlab chiqarayotgan mahsulot narxi p va unga bo`lgan talab q orasidagi 

bog`lanish pq −=18 tenglik bilan ifodalangan. Talabning elastikligini toping. Narxning 

qanday qiymatlarida talab elastik, neytral va noelastik bo`ladi. Narx p = 100;  p = 150 pul birligi 

bolganda korxona rahbarlariga bir birlik tovar narxi haqida qanday maslahatlar berish mumkin? 

8.87 Konfet sotishdan kelgan daromad ,5,050 2xxR −=  bu yerda x – sotilgan mahsulot hajmi 

(birligi minglarda). Agar: a) 10 ming birlik; b) 60 ming birlik mahsulot sotilgan bo`lsa, o`rta va 

chegaraviy daromadni toping. 

 

8.88 Ishlab chiqarilgan mahsulot miqdori x ning xarajat funksiyaga bog`liqligi 
32,0100 xxy −=  ko`rinishida berilgan. Mahsulot hajmi 10 birlik bo`lganda o`rtacha va 

chegaraviy xarajatni aniqlang. 

    

8.89 Mahsulotning tannarxi y va ishlab chiqailayotgan mahsulot hajmi x orasidagi bo`glanish 

( )xy 31ln6 +=  tenglama bilan ifodalangan. Ishlab chiqarilayotgan hajmi 10 birlik bo`lganda 

o`rtacha va chegaraviy tannarxni aniqlang. 

 

8.90 Brigadaning mehnat unumdorligi 100155,2 2 ++−= tty  tenglama bilan berilgan. Bu 

yerda 0 ≤ t ≤ 8 – ish vaqti (soatlarda). Mehnat unumdorligining t = 2 va t = 7 da tezlik va temp 

o`zgarishini aniqlang.                            

8.91 Mamlakatning iste’mol funksiyasi ( ) ,37,025,013 5

4

++= xxС bu yerda x – jami milliy 

daromad. a) iste’molga bo`lgan chegaraviy moyillikni; b) agar milliy daromad 32 ga teng bo`lsa, 

jamg`armaga chegaraviy moyillikni toping. 

8.92 Mamlakatning jamg`arma funksiyasi ( ) ,41,053,025 3

2

xxxS −−= bu yerda x jami milliy 

daromad. Topish kerak: a) iste’molga chegaraviy moyillik; b) agar milliy daromad 27 bo`lsa, 

jamg`armaga chegaraviy moyillik.  

 

8.93 Korxonaning tayyor mahsuloti tannarxi y (mln so`m) va mahsulot hajmi orasidagi 

bog`lanish 24 −+= xy tenglama bilan ifodalanadi. Korxona 12 ming dona mahsulot ishalab 

choqargandagi narxning elastikligini toping. Korxona rahbarlariga ishlab chiqarilayotgan 

mahsulot miqdorini o`zgartirish haqida qanday maslahatlar berish mumkin. 

8.94 Tarmoqning korxonalari uchun ishlab chiqarilayotgan partiyadagi detallar miqdori  x 

(ming birlik) va ularni tayyorlashga ketgan xarajat y (ming so`m) 6
27

+=
x

y tenglama bilan 

ifodalanadi. Partiyada 10 ming donadan detal ishlab chiqarayotgan korxonalar uchun xarajat 

elastikligini toping.  

 

8.95 Talab funksiyasining berilgan narxdagi elastikligini toping. 

a) ;3,5010 ==+ ppq  

b) ;70,7035 ==+ ppq  

c) .42,2642 ===++ pvapqpp  

 

8.96  Quyidagi talab funksiyalar uchun, talab elastik bo`ladigan p ning qiymatlarini toping: 

 a) ;1232 =+ qp     b) ( );1550 pq −=              c) 3 33600 pq −=  
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8.97 Tovarga bo`lgan talab va taklif funksiyalarining narx x ga bog`liqligi ,
101

20 2

x

x
q

+

+
=  

x

xx
S

101

45,2 2

+

+−
=   tenglamalar bilan berilgan. Topish kerak:  

a) muvozanat narxni; 

b) talab va yaklifning muvozanat narxdagi elastikligi; 

c) muvozanat natx 5% ga o`zgarganda daromadning o`zgarishini. 

8.98 Tunika bo`lagidan silindr shaklidagi to`la sirti S bo`lgan qopqoqli chelak yasash talab 

qilinadi. Maksimal hajmdagi chelakning o`lchamlari qanday bo`lishi kerak? 

8.99 Bir tomoni devor bilan o`ralgan to`g`ti to`rtbuchakli yuzani o`rash talab qilinadi. Devorga 

parallel tomonni o`raydigan panjaraning har bir metrining narxi 60 p/b.; qolgan ikkita tomonini 

o`raydigan panjaraning har bir metri esa 90 p/b. turadi. 10 800 p/b. ga ega bo`la turib, qanday 

maksimal yuzani o`rab olish mumkin.  

8.100 To’g’ri   to’rt burchakli   sohani  panjara  bilan  o’rash  talab  qilinadi. Kichik  tomonga 

parallel  to’siq  bilan  ajratilgan. Tashqarini  o’raydigan  panjaraning  metri  900p.b,  ichkarini 

o’raydigan  panjaraning  metri 1600p.b  maydonning  yuzasi  esa 153m2  bo’lsa,  o’rash narxini  

minimallashtiradigan  maydon  o’lchamlarini  toping.   

8.101 tovarga bo’lgan talab P =-Q2+20Q+2,  (10 < Q < 20)  uni ishlab chiqarishga ketadigan 

xarajat funksiyasi TC = 4+15Q  ko’rinishida bo’lsa, foyda maksimal bo’ladigan mahsulot 

miqdorini va narxini aniqlang. 

       

    Mavzu yuzasidan savollar 

 

1. Hosilaning ta’rifi: geometrik ma’nosi, iqtisodiy ma’nosi, mexanik ma’nosi. 

2. Quyidagi tasdiqlardan qaysi biri to`g`ri 

a) agar funksiya biror nuqtada uzluksiz bo`lsa, u holda shu nuqtada funksiya 

differensiallanuvchi bo`ladi. 

b) agar funksiya biror nuqtada differensiallanuvchi bo`lsa, u holda shu nuqtada funksiya 

uzluksiz bo`ladi. 

3.  Elementar funksiyalarning hosilalari jadvalini yozing. 

4. Murakkab, teskari, oshkormas ko`rinishdagi, parametrik ko`rinishdagi funksiyalarning 

xosilalari. 

5. Funksiyaning differensiali deb nimaga aytiladi? 

6. O`rta qiymat haqidagi teoremalar: 

a)  Ferma teoremasi. 

b)  Roll teoremasi. 

c)  Lagranj teoremasi. 

d)  Koshi teoremasi. 

e)  Lopital teoremasi. 

7. Hosilaning iqtisodiyotda qo`llanilishi. 

8. O`suvchi va kamayuvchi funksiyalar ta’riflari. 

9. Funksiyaning ekstremumi nima va u qanday topiladi. 

10. Ekstremumning zaruriy shartlari. 

11. Ekstremumning yeterli shartlari. 

12. Funksiyaning qavariq va botiqliligi, bukulish nuqtalari qanday topiladi? 

13. Funksiyaning kesmadagi eng katta va eng kichik qiymatlari qanday topiladi? 

14. Funksiya qanday sxema bilan tekshirilib, grafigi chiziladi? 
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 9. Ko`p o`zgaruvchili funksiyalar 

9.1 Ko`p o`zgaruvchili funksiya va uning berilish usullari 

Agar biror D to`plamning har bir (x, y) haqiqiy sonlar juftligi biror qoida bilan Z to`plamdagi 

yagona z haqiqiy songa mos qo`yilgan bo`lsa, u holda  D  to`plamda ikki o`zgaruvchining 

funksiyasi  z aniqlangan deyiladi va quyidagi ko`rnishlarda belglanadi:  

z = f (x, y),  z = Z(x, y),  z = F (x, y), va h.k. 

Bu yerda x va y erkli o`zgaruvchilar yoki argumentlar, z esa erksiz o`zgaruvchi yoki 

funksiya deb ataladi. D - to`plam bu funksiyaning aniqlanish sohasi deyiladi. Z -  to`plam 

funksiyaning o`zgarish sohasi deyladi.  

z=f (x, y) funksiyaning argumentlarining tayin x = xο va y = y0 qiymatlarida qabul 

qiladigan z0 xususiy qiymatini topish quyidagicha yoziladi :  

z0=z
0

0
yy
xx

=
=

 yoki  z0=f (x0, y0). 

Geometrik nuqtai nazardan z=f (x, y) funksiyaning xyzО  to`g`ri burchakli koordinatalar 

sistemasidagi tasviri (funksiyaning grafigi) biror sirtdan ( nuqtalar to`plamidan ) iborat. 
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9.1 =z
22 y-x-2y4x4 ++  funksiyaning aniqlanish sohasini toping. 

Yechish.   
222222 )1()2(9)21()44(9244 −−−−=+−−+−−=−−++= yxyyxxyxyxz  

Demak 9-(x-2) 2-(y-1)2 0 , ya`ni (x-2)2 + (y-1)2 9  shartda berilgan funksiya haqiqiy 

qiymatlar qabul qiladi. Demak, funksiyaning aniqlanish sohasi markazi (2; 1) nuqtada, radiusi 3 

ga teng bo`lgan doiradan, o`zgarish sohasi esa  3,0  sohadan iborat. 

  Istalgan chekli sondagi o`zgaruvchining funksiyasi ham yoqoridagidek aniqlanadi n 

o`zgaruvchili funksiyasining aniqlanish sohasi n ta haqiqiy sonning ( )nxxx ,,, 21   sistemasidan 

tuzilgan D to`plamdan iborat bo`ladi, n ta o`zgaruvchining funksiyasi quyidagicha belgilanadi.  

y = f (x1, x2, …, xn), y = y(x1, x2, …, xn). 

 

9.2 Funksiyalarning aniqlanish sohasini toping va grafigini chizing:  

a) 22 yxz += ;         b) 222 yxRz −−=                                    

 Quyida berilgan funksiyalarni aniqlanish sohasini toping va garafigini chizing. 

9.3  yxz +=                                                                  9.4  
229

1

yx
z

−−
=  

9.5  xyz =                                                                   9.6  xyz =   

9.7  
4

1

22 −+
=

yx
z                                                   9.8  ( )yxz += arcsin  

9.9  ( )1ln 222 −++= zyxz                                                9.10 zyxu ++=  

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                       

                9.2 Ko`p o`zgaruvchili funksiya limiti 

     Agar ikki o`zgaruvchining z = f (x, y) = f (P) funksiyasi P0=P(x0;y0) nuqtaning biror atrofida 

aniqlangan bo`lsa va 0  son  uchun shunday δ > 0  son topilsaki  ( ) 0; PPd   (d – ikki 

nuqta orasidagi masofa) tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha P(x,y) nuqtalar uchun  

− Ayxf );(  

tengsizlik bajarilsa, u holda A o`zgarmas son z=F (x, y) funksiyaning P0(x0, y0) nuqtadagi limiti 

deyiladi. A sonining z = f (x,y)  funksiyaning P(x,y)→P(x0,y0 ) dagi limiti bo`lishi  quyidagicha 

yoziladi 

Ay
pp

=
→ 0

lim  yoki Ayxf

yy

xx
=

→

→
),(lim

0

0

 

Uch va undan ortiq o`zgaruvchining limiti ta`rifi shunga o`xshash kiritiladi. 

Agar bir necha o`zgaruvchi funksiyasining limiti nolga teng bo`lsa, u holda u cheksiz kichik 

deb ataladi. Bir o`zgaruvchining funksiyasi uchun limitlar haqidagi barcha asosiy teoremalar bir 

necha o`zgaruvchining funksiyasi uchun ham o`rinlidir. 

 

9.11 Quyidagi limitni hisoblang. 

22

22

0
0

)1ln(
lim

yx

yx

y
x +

−−

→
→

 

Yechish. x va y nuqtalar orasidagi masofa 22 yxp +=  ( 22 yxp +=  deb belgilash 

kiritamiz). x→0, y→0 dan ρ→0 ekanligi kelib chiqadi. 

Demak, 0
1

)2(
1

1

lim
))1(ln(

lim
)1ln(

lim
)1ln(

lim
2

0

2

0

2

022

22

0
0

=

−
−

=


−
=

−
=

+

−−

→→→
→
→

p
p

p

p

p

p

yx

yx

ppp
y
x
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Limitga ega bo`lgan ikki o`zgaruvchili funksiyalarning bir necha xossalarini keltirib 

o`tamiz:      

  1) Agar ),(lim

0

0

yxf

yy

xx

→

→

 limit mavjud va chekli bo`lsa, u holda f (x, y) funksiya (x0,y0) nuqtaning 

etarlicha kichik atrofda chegalangan bo`ladi. 

  2) Agar Ayxf

yy

xx
=

→

→
),(lim

0

0

, Byxg

yy

xx
=

→

→
),(lim

0

0

 limitlar mavjud bo`lsa, u holda ( ) ( )yxgyxf ,,   

funksiyaning ham limiti mavjud va BAyxgyxf

yy

xx
=

→

→
)],(),([lim

0

0

. bo`ladi.  

   3) Agar Ayxf

yy

xx
=

→

→
),(lim

0

0

, Byxg

yy

xx
=

→

→
),(lim

0

0

limitlar mavjud bo`lsa, u holda ( ) ( )yxgyxf ,,   

funksiyaning ham limiti mavjud va BAyxgyxf

yy

xx
=

→

→
)],(),([lim

0

0

 bo`ladi.     

  4) Agar Ayxf

yy

xx
=

→

→
),(lim

0

0

, Byxg

yy

xx
=

→

→
),(lim

0

0

limitlar mavjud bo`lib, 0),(lim

0

0



→

→
yxg

yy

xx

 bo`lsa, u 

holda 
),(

),(

yxg

yxf
 funksiya ham limtga ega va 

B

A

yxg

yxf

yy

xx
=

→

→ ),(

),(
lim

0

0

 bo`ladi. 

Ikki o`zgaruvchili funksiyaning limitini hisoblash bir o`zgaruvchili funksiyani limitini 

hisoblashga qaraganda ancha murakkab. Buni sababi to`g`ri chiziqda faqat ikkita yo`nalish bor, 

argument limit nuqtaga faqat ikki tarafdan o`ng va chapdan intiladi. Tekislikda bunday 

yo`nalishlar cheksiz ko`p va funksiyaning limiti turli yo`nalishlar bo`yicha usma – ust 

tushmasligi mumkin. 

 

9.12   
22

0
0

2
lim

yx

xy

y
x +
→
→

 limit mavjud emasligini isbotlang.  

9.13 Limitlarni hisoblang  

a) ,
sin

lim
0 y

xy

ay
x
→
→

b) ( ) ,lim )(22 yx

y
x

eyx +−

→
→

+ c) ,
1

1lim

2

yx

x

ay
x x

+

→
→









+ d)

yx

x

y
x +

→
→ 2

sinlim


, e) 
22

3

0
1

)ln(
lim

yx

ex x

y
x +

+ −

→
→

. 

Yechish. a) ,limlim
sin

lim
00

ay
x

xy

x

xy

ay
ay

x
ay

x
===

→
→
→

→
→

 b) ( ) ( )
)(

22
)(22 limlim

yx

y
x

yx

y
x e

yx
eyx

+

→
→

+−

→
→

+
=+  = 0,  

c) ,limlim
1

1lim 1

2

eee
x ay

yx

x

ay
x

yx

x

ay
x

===







+

→

+

→
→

+

→
→

           d) 1
2

lim
2

sinlim ==
+ →

→
→



y
y
x yx

x
,  

 

e) 2ln
01

)1ln()ln(
lim

0

22

3

0
1

=
+

+
=

+

+ −

→
→

e

yx

ex x

y
x

. 

 

Limitlarni hisoblang 

9.14 )1(lim

0
0

xyxy

y
x

+

→
→

     9.15  
33

32

0
0

lim
yx

yx

y
x +
→
→

 

9.16  
( )

yx

yx

y
x +

+

−→
→

sin
lim

1
1

     9.17   xyxy

y
x

lnlim

0
0



→
→

 

9.18  ( ) x

y
x

eyx

1

0
0

2lim +

→
→

     9.19  
23

1
1

lim
yx

yx

y
x −

−

→
→
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9.20  
y

y

y
x x

x

+
+→
→ 1

lim

0

     9.21  
xy

xy
tg

xy
y
x +

→
→ 1

1
lim

0
 

9.22  
42

22

lim
yx

yx

y
x +

+

→
→

     9.23  ( )yxx

y
x

+

→
→

loglim

0
1

 

 

9.3 Funksiyaning uzluksizligi 

z = f (x, y) funksiya M to`plamda berilgan bo`lib (x0, y0) nuqta shu M to`plamning limit 

nuqtasi bo`lsin. 

 Agar  

),(),(lim 00

0

0

yxfyxf

yy

xx
=

→

→

   (9.1) 

bo`lsa, u holda f (x, y) funksiya (x0, y0) nuqtada uzluksiz deb ataladi. 

Agar ixtiyoriy E > 0 son olinganda ham shunday δ > 0 son topilsaki, d {(x, y), (x0, y0)} < 

δ tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha (x, y)M nuqtalar uchun  Eyxfyxf − 00 ,(),(  bo`lsa, 

u holda f (x, y) funksiya (x0, y0) nuqtada uzluksiz deb ataladi. 

Agar f (x, y) funksiya M to`plamanng har bir nuqtasida uzluksiz bo`lsa, u holda funksiya 

shu M to`plamda uzluksiz deyiladi.  

Agar argument orttirmalari ∆x va ∆y nolga intilganda funksiyaning to`liq orttirmasi ∆f 

(x0, y0) = ( ) ( )0000 ,, yxfyyxxf −++  ham nolga intilsa, ya`ni 0),((lim 00

0
0

=

→
→

yxf

y
x

  bo`lsa, u 

holda f (x, y) funksiya (x0, y0) nuqtada uzluksiz deb ataladi.  

 

9.24   f (x, y) = x² + y² funksiyaning uzluksizligini tekshiring. 

 

Yechish. (x0; y0) nuqtani hamda (x0 + ∆x; y0 + ∆y) ni olib, funksiyaning to`liq orttirmasini 

hisoblaymiz : 

∆f (x0, y0) = f (x0 + ∆x0; y0 + ∆y0) - f (x0, y0) = (x0 + ∆x0)² + ( y0 + ∆y0)² - x0² - y0² = 

= 2∆x·x + ∆x² + 2∆y·y + ∆y² = ∆x(2x + ∆x) + ∆y(2y + ∆y). 

bundan esa  0)2()2((lim),((lim

0
0

00

0
0

=+++=

→
→

→
→

yyyxxxyxf

y
x

y
x

 ekanligini topamiz. 

Yuqoridagi tariflarga ko`ra  f (x, y) funksiya (x0, y0)  nuqtada uzluksiz. 

Ikki o`zgaruvchili uzluksiz funksiyalarning bazi xossalari: 

f (x, y) va g(x, y) funksiyalar M to`plamda berilgan bo`lib, (x0; y0) M  bo`lsin:  

 

1) Agar f (x, y) va g(x, y) funksiyalarning har biri (x0; y0) nuqtada uzluksiz bo`lsa, u holda f (x, 

y) ± g(x, y) funksiya ham shu (x0; y0) nuqtada uzluksiz bo`ladi.  

2) Agar f (x, y) va g(x, y) funksiyalarning har biri (x0; y0) nuqtada uzluksiz bo`lsa, u 

holda )()( xgxf   funksiya ham (x0; y0) nuqtada uzluksiz bo`ladi. 

3) Agar f (x, y) va g(x, y) funksiyalarning har biri (x0; y0) nuqtada uzluksiz bo`lib,  g(x0; y0) 0 

bo`lsa, u holda 
)(

)(

xg

xf
 funksiya ham shu (x0;y0) nuqtada uzluksiz bo`ladi. 

4) Agar f (x, y) funksiya chegaralangan yopiq M to`plamda uzluksiz bo`lsa, u holda funksiya 

shu to`plamda chegaralangan bo`ladi. 

 

9.25  Funksiyani M0(1; 1) nuqtada uzluksizlikka tekshiring. yxyxz 25 10+= . 

9.26 Funksiyani (0; 0) nuqtada uzlusizlikka tekshiring. 
yx

yx
z

−

+
=  . 
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9.4. Xususiy hosilalar 

z = f (x, y) funksiya M to`plamda berilgan bo`lsin. Bu M to`plamda (x0; y0) va (x0+∆x; y0) 

nuqtalarni olib, bu nuqtalardagi funksiya qiymatlari ayirmasini hisoblaymiz:  

f (x0+∆x; y0) - f (x0; y0) 

 

Bu ayirma f (x, y) funksiyaning  (x0; y0) nuqtadagi x o`zgaruvchi bo`yicha xususiy 

orttirmasi deyiladi va ∆xf (x0; y0)  kabi belgilanadi:  ∆x f (x0; y0) = f (x0+∆x; y0) - f (x0; y0).  

Xuddi shunga o`xshash  ∆yf (x0; y0) =f (x0, y0+∆y) - f (x0; y0)  ayirma f (x, y) funksiyaning  

(x0; y0) nuqtadagi y argument bo`yicha xususiy orttirmasi deyiladi. 

Agar  ∆x→0 da 

x

yxfx



 ),( 00      (9.2) 

nisbatning limiti mavjud va chekli  bo`lsa, bu limit f (x, y) funksiyaning (x0; y0) nuqtadagi x 

argument bo`yicha xususiy hosilasi deb ataladi va  ðf (x0; y0)/(ðx) yoki ( )00 ; yxf x
  qisqacha 

qilib ( ðf ) / ( ðx ) yoki xf   kabi belgilanadi  

x

yxfyxxf

x

yxf
yxf

x

yxf

x

x

x
x



−+
=




==





→→

),(),(
lim

),(
lim),(

),( 0000

0

00

0
00

00    (9.3) 

Xuddi shunga o`xshash  ∆y→0 da  

y

yxfy



 );( 00
     (9.4) 

nisbatning limiti mavjud va chekli bo`lsa, bu limit f(x, y) funksiyaning (x0; y0) nuqtasidagi y 

argument bo`yicha xususiy hosilasi deb ataladi va qisqacha qilib (ðf)/(ðy) yoki fy kabi belgilanadi  

y

yxfyyxf

y

yxf

y 

−+
=





→

),(),(
lim

),( 0000

0

00   (9.5) 

 

9.27  Funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblang    f (x, y)=xy 

 

Yechish. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) xxxyfxyxxf y
y

yy
x

y ln/,/ 1 =


==


= − . 

 

9.28 Funksiyalarning 
y

z
va

x

z








 xususiy hosilalarini toping. .3

2
2

x

y
yyxxz +−+=  

 

9.29 .
22 yxexyz −=  

9.30  Funksiyaning birinchi tartibli xususiy hosilalarini hisoblang. 

a) 5232 32 xyzyxyxu ++= ; b) ;xyzu =  c) xy yxu += . 

 

9.31  Funksiyalarning xususiy hosilalarini toping.  

143232.1 3222 +−+−+−= yxyyxxyxz    zyxzyxu 223.2 ++=  

 

tsu 4cos.3 3=       
2

2

.4
x

y

y

x
z +=  

( )22ln.5 yxz +=        
yx

xy
z

+
=.6  

( )222.7 zyxeu xyz ++=        y

z

y

x

eeu
−

+=.8  
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3
.9

x

y
yxz +=         yxxyez 2.10 +=  

( )yxz lnln.11 +=                   xyyxez −+=
22 23.12  










+
=

zy

x
tgeu xy

z

.13         xyz arcsin.14 =  

( )12.15 −= − xez yx         ( )yxz += sin.16  

yy xxez +=.17         2ln.18 yxz +=  

( )yxz += ln.19         
y

xz =.20  









+= 1.21

x

y
arctgz         xyxyez =.22  

x

y
z

2cos
.23 =         

22
arcsin.24

yx

y
z

+
=  

( )( )yxyxz 71235.25 −+=        ( )( )32 9234.26 yxyxz +−=  
xyexz 537.27 =         yxz 74ln.28 +=  

9,01,0.29 yxz =         
( )( )

yx

yxyx
z

25

8743
.30

−

−+
=  

 

9.4 Ko`p o`zgaruvchili funksiya differensiali 

z = f (x, y) funksiya M to`plamda berilgan bo`lsin. Bu M to`plamda (x0; y0) va (x0+∆x; 

y0+∆y) nuqtalarni olib, funksiyaning to`liq orttirmasini aniqlaymiz:  

∆f (x0, y0) = f (x0+∆x0; y0 +∆y0) - f(x0, y0)  (9.6) 

Agar f (x, y) funksiyaning (x0, y0) nuqtadagi orttirmasi  

∆f (x0; y0) = A∆x+B∆y+α∆x+β∆y   (9.7) 

ko`rinishda ifodalansa, u holda funksiya (x0, y0) nuqtada differensiallanuvchi deb ataladi, bunda 

A, B - o`zgarmaslar, α va β esa ∆x va ∆y ga bog`liq, hamda ∆x→0, ∆y→0 da α→0, β→0 bo`ladi. 

Yoqoridagi (9.7) formulada ( ) ( )0000 ;,; yxfByxfA yx
== A = fx(x0; y0), B= fy (x0; 

y0).  

Agar f (x0; y0) funksiya (x0; y0) nuqtada fx(x0; y0), fy (x0; y0) xususiy hosilalarga ega bo`lib, 

bu xususiy hosilalar (x0; y0) nuqtadada uzluksiz bo`lsa, u holda f (x, y) funksiya (x0; y0) nuqtada 

differensiallanuvchi bo`ladi. Z = f (x; y) funksiya (x0; y0) nuqtada differensiallanuvchi bo`lsa 

∆f (x0, y0)= yxy
y

f
x

x

f
++




+




  (9.8) 

tenglik o`rinli bo`ladi. Bu ifodadagi y
y

f
x

x

f





+




  yig`indi f (x; y) funksiyaning (x0; y0) 

nuqtadagi differensiali deb ataladi va y df (x0; y0) yoki  dz  kabi belgilanadi: 

df (x0; y0)= dz= y
y

yxf
x

x

yxf





+



 ),(),( 0000   (9.9). 

 Agar ∆x = dx, ∆y = dy bo`lishini e`tiborga olsak, u holda 

dy
y

f
dx

x

f
df 




+




=     (9.10) 

9.32  z = x²y - xy²  funksiyaning differensialini toping. 

Yechish.  ( ) 222 2 yxyxyyx
x

z
x −=


−=



,   ( ) xyxxyyx

y

z
y 2222 −=


−=



.  

(9.10) formulaga ko`ra dz = (2xy-y²)dx + ( x²-2xy)dy 
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9.33 Funksiyaning differensialini toping. a) ( )22sin
22

yxez yx = +      b) ( )xyzarctgu =  

 

Quyidagi funksiyalarning differensiallarini toping. 

9.34  32 32 yxyxz +−=      9.35  22 yxz −=  

9.36  ( )yxz 23ln +=       9.37  xyz 2=  

9.38  yxz =        9.39  
yx

yx
z

+

−
=

2
arcsin  

9.40  
x

y
xyarctgz =       9.41  y

x

xeez =  

9.42  ( )222cos yxez +=       9.43  xyzeu =  

9.44  
z

xy
tgu 2=       9.45  ( )xzyeu x sincos +=  

 

9.6 Yuqori tartibli hosilalar 

( )yxfz ,=  funksiya M to`plamda berilgan va u ( )00 ; yx  nuqtada differensiallanuvchi 

bo`lsin.  

( )yxfz ,=  funksiyaning xususiy xosilalari yx ff ,  dan olingan 
y

f

x

f xx








,   

y

f

x

f yy








,  

xususiy hosilalarga berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilasi deyiladi va           

222 ,,,
yyxyx

ffff    yoki 
2

2

x

f




, 

yx

f



2

, 
2

22

,
y

f

yy

f








 

kabi belgilanadi. 

Demak: 
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=

x

f

x
yxf

x

f
f xxx

)),((
2

2

2 ; 















==




=

x

f

y
yxf

yx

f
f yxxy )),((

2

 

















==




=

y

f

x
yxf

xy

f
f xyyx )),((

2

; 















==




=

y

f

y
yxf

y

f
f yyy

)),((
2

2

2   

Yuqorida ko`rsatib o`tilgan 
yx

f



2

 va 
xy

f



2

 xususiy hosilalar aralash hosilalar deb ataladi. 

Bu aralash hosilalar (x; y) nuqtada uzluksiz bo’lsa, bir-biriga teng bo’ladi. 

Xuddu shuningdek z=f(x, y) funksiyaning uchinchi, to`rtinchi va hokazo tartibli xususiy 

hosilalar aniqlanadi. 

 

9.46  f (x, y) = x³+y³  funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari hisoblansin 

Yechish. 

      ( ) 233 3xyx
xx

f
=+




=




,   ( ) 233 3yyx

yy

f
=+




=




    

Demak, 

     xx
xx

f

xx

f
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9.47 Ikki o`zgaruvchili ( )yxz 21ln ++=  funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblang  

9.48 Funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilasilalarini hisoblang  
y

x
xyy ln=  

9.49 Agar tgyxz = sin  bo`lsa, u holda 
xy

z

yx

z




=



 22

 ekanligini isbotlang. 

9.50 – 9.57 Berilgan funksiyalarni ikkinchi tartibli hosilalarini hisoblang 

 

9.50  3222 423 yyxxyxyxz −+−+=    9.51  xyzeu =  

 

9.52  







=

2
sin

xy
u       9.53  ( )yxz += arcsin  

9.54  
yx

yx
tgz

−

+
= ln       9.55  xyyxyxz cossin +=  

 

9.56  ( )yxxz += ln2      9.57  yxz sin2=  

 

9.7 Ko`p o`zgaruvchili funksiyalarning lokal ekstremumlari 

Agar ( )yxfz ,=  funksiyaning P=(x0; y0) nuqtadagi qiymati uning shu nuqtaning biror 

atrofiga tegishli ixtiyoriy P(x, y) qiymatidan katta (kichik) bo`lsa P0 (x0; y0) nuqta maksimum 

(minimum) nuqta deyiladi. 

Lokal maksimum va minimum nuqtalar lokal ekstremum nuqtalar deyiladi. Bunda 

( )yxfz ,=  funksiya P0( x0; y0) nuqtada lokal ekstremumga erishadi. 

Teorema: Agar ( )yxfz ,=  differensiallanuvchi funksiya P0(x0, y0) nuqtada lokal 

ekstremumga erishsa, u holda uning bu nuqtadagi birinchi tartibli xususiy hosilalari nolga teng 

bo`ladi:   

.0
)(

;0
)( 00 =




=





y

Pz

x

Pz
 

Birinchi tartibli xususiy hosilalari nolga teng (yoki mavjud bo`lmagan nuqtalar), kiritik 

nuqtalar deyiladi. Ularni ekstremumga tekshirish, ikki o`zgaruvchili funksiya ekstremumi 

mavjudligining yetarlilik shartlari yordamida tekshiriladi.  

P0(x0, y0) nuqta ),( yxfz =    funksiyaning statsionar nuqtasi bo`lsin. P0(x0, y0) nuqtadagi 

ikkinchi tartibli xususiy hosilalari 
( ) ( ) ( )

C
y

Pz
B

yx

Pz
A

x

Pz
=




=




=




2

0

2

0

2

2

0

2

 uchun 

2

,

,
BAC

CB

BA
−== determinant tekshiriladi. ),( yxfz =  funksiyaning P0(x0, y0) statsionar 

nuqtada ekstremumining yeterlilik sharti quyidagicha ifodalanadi:  

1) 0  - ekstremum mavjud bo`lib, bunda agar 0A  (yoki A = 0 da C > 0) bo`lsa 

P0(x0, y0) nuqtada funksiya lokal minimumga, agar A<0 (yoki A=0 da C<0) bo`lsa lokal 

maksimumga ega bo`ladi.  

2) 0  - lokal ekstremum yo`q; 

3) 0=  - qo`shimcha tekshirishlarni talab qiladi.  

 

9.58 Berilgan 0,0,
2050

++= yx
yx

xyu  funksiyaning ekstremumlarini toping. 

Yechish. Kritik nuqtani topish uchun birinchi tartibli xususiy hosilalarini nolga tenglashtiramiz: 

.0
20

,0
50

22
=−=




=−=





y
x

y

u

x
y

x

u
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Bu sistemani yechib 20,50 22 == xyyx , x = 5; y = 2 ekanligini topamiz. Shunday qilib 

M0(5, 2) kritik nuqta. 

Ikkinchi tartibli hosilalarni va ularni M0(5, 2) nuqtadagi qiymatlarini aniqlaymiz: ,
100

3x
uxx =  

( ) ;
5

4

125

100
2,5 ==

xxu  1)2,5(,1 == xyxy uu ; 
3

40

y
u yy = , ( ) 5

8

40
2,5 ==

yyu  

0
5

4
=A  va 2BAC −= = 0315

5

4 2 =−  dan funksiya M0(5, 2) nuqtada minimumga ega. 

.30
2

20

5

50
25)2,5(min =++== uu  

 

9.8 Shartli ekstremumlar 

( )yxfz ,=  funksiyaning shartli ekstremumi deb bu funksiyaning  x va y  o`zgaruvchilarning 

bog`lash tenglamasi deb ataluvchi φ(x, y) = 0 tenglama bilan bog`langanlik shartida erishadigan 

ekstremumga aytiladi. 

Nuqtalarni bog’lovchi tenglamalar sistemasi:  G=  ni  

qanoatlantiradigan G sohada  aniqlangan va differensialanuvchi ( )yxfz ,=  funksiyani  

qaraymiz.  Bu sohada  shunday    nuqtani topish  kerakki    M(x,y)  G  uchun  

f( ) f(M)   shart  bajarilishi  kerak.  Bunday masalalar  ( )yxfz ,=   funksiyanig  shartli  

eksremumini  topish  masalasi  deyiladi.  

Shartli  ekstremumni  topish  uchun  Lagranjning noma’lum koeffitsentlar usulini keltiramiz   

L(x,y, ) = f(x,y) +  

Lagranj funksiyasi ekstremumini zaruruiy shari quyidagi ko’rinishga ega:   
                 ),(),(),,( yxyxfyxL  +=  

 

                      =0                      Lx=0  

                    =   =0   Ly=0 

           =     0)( =x  

                                  i=1,2,….m       

  Bu  m+2  no’malumli tenglamadan iborat sistemadan x,y, (i=1,2,…m) 

no’malumlarning topiladi.    sonlar Lagranj koeffitsienlari deyiladi.    

   

9.59 z = xy funksiyaning x va y lar 2x+y-3=0 tenglama bilan bog`langanlik sharti ostidagi 

ekstremumini toping.  

 

 

Eng kichik kvadratlar usuli 

1. Masalaning qo`yilishi. x va y o`zgaruvchili n marta ( ) ( ) ( )nn yxyxyx ,,...,,,, 2211
tajriba 

o`tkaziladi. x va y lar orasida bog`lanish baxy +=  ko`rinishda deb faraz qilinadi. Eng kichik 

kvadratlar usuliga asosan xatoliklar kvadratlarining yig`indisi  

( )( )
=

−=
n

i

ii yxfS
1

2      (9.11) 
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eng kichik baxy +=  bo`ladigan qilib ( )xf  funksiyaning parametrlari a va b tanlab olinadi.  

2. Agar ( )xf  - chiziqli funksiya bo`lsa, ya’ni y = ax + b bo`lsa, u holda  

( )
2

1


=

−+=
n

i

ii ybaxS  

a va b parametrlarga ega.uning ekstremumini topamiz. 

 Normal tenglamalar sistemasi:   













=




=




0

0

b

s

a

s
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===

,.

,

11

111

2

n

i

i

n

i

i

n

i

ii

n

i

i

n

i

i

ynbax

yxbxax

    (9.12) 

dan olamiz. 

    Qulaylik uchun quyidagi belgilashlarni kiritamiz: 

  
= = ==

====
n

i

n

i

n

i

iiii

n

i

i YyPyxXxSx
1 1 11

2 ;,,, u holda sistemaning ko`rinishi:  





=+

=+

YnbXk

PXbSk
      (9.13) 

Ikkita x, y o`zgaruvchili (9.14) ikki tenglamalar sistemasini yechib,  

,
2XnS

XYnP
k

−

−
=  

2XnS

PXSY
b

−

−
=     (9.14) 

ni hosil qilamiz. bkxy +=  tenglama koeffisentlari (9.15) bo`yicha hisoblanadi va bu tenglik 

regressiya tenglamasi deyiladi.  

 

3. Agar ( )xf  kvadratik funksiya bo`lsa, u holda cbxaxy ++= 2 bo`lib, 

( )
=

−++=
n

i

iii ycbxaxS
1

22 bo`ladi. a, b, c parametrlar normal tenglamar sisitemasidan 

aniqlanadi:   
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1

2

1

2

1

3

1

4

n

i

i

n

i

i

n

i

i

n

i

ii

n

i

i

n

i

i

n

i

i

n

i

ii

n

i

i

n

i

i

n

i

i

yncbxax

yxcxbxax

yxcxbxax

   (9.15) 
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9.60 Avtomobil poygasi haqida quyidagi ma’lumotlar bor: x - masofa(ming km.) va  

y – yonilg`i sarfi (l /ming km.),  

ix  50 70 90 110 130 

iy  0,2 0,5 0,8 1,1 1,3 

 

x va y o`zgaruvchilar orasidagi bog`lanishni chiziqli ekanligini bilgan holda, empirik formula y 

= ax + b ni eng kichik kvadratlar usuli bilan toping.   

Yechish. Zarur yigindilarni topib olamiz  
= ===

n

i

i

n

i

ii

n

i

i

n

i

i yxxyx
1 1

2

11

.,,, Oradagi hisoblashlar 

quyidagi jadvalda ko`rsatilgan.  

 

i 
ix  

iy  
ii yx  2

ix  

1 

2 

3 

4 

5 

50 

70 

90 

110 

130 

0,2 

0,5 

0,8 

1,1 

1,3 

10 

35 

72 

121 

169 

2500 

4900 

8100 

12100 

16900 

  450 3,9 407 44500 

 

Normal tenglamalar sistemasi esa (9.13) formulaga ko`ra quyidagicha bo`ladi: 

 





=+

=+

9,35450

40745044500

ba

ba
 

 

Uning yechimi 48,0,014,0 −== ba . Shunday qilib, chiziqli bog`lanishning tuzilishi 

 y = 0,014x – 0,48  ko`rinishda bo`ladi. 

 

9.61 Ishlab chiqaruvchi 2007 – 2013 yillar davomida o`z mahsulotiga quyidagi miqdorda 

buyurtma qabul qiladi:  

Yil 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 

Miqdor 22 20 21 23 19 25 23 

  

Topish kerak: a) regressiya teglamalarini,  b) 2014 yil uchun buytrma miqdori. 

9.62 Jadvalda reklamaga sarf X (ming p/b.), mahsulot miqdori Y (ming dona) haqida ma’lumot 

berilgan. 

 

iX  1 2 3 4 5 

iY  1,6 4 7,4 12 18 

 

x va y o`zgaruvchilar orasida kvadrat bog`lanish cbxaxy ++= 2  mavjud bo`lsa, a, b, c 

parametrlar qiymatini eng kichik kvadratlar metodi bilan toping. 

 

 

Berilgan nuqtalar uchun regressiya tenglamasini tuzing. 

9.63  (1; 6), (2; 8), (3; 9), (4; 10). 
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9.64  (-2; -12), (0; -7), (2; -3), (4; 2). 

9.65  (-2; 10), (-1; 9), (0; 8), (1; 7), (2; 6).   

9.66  (2; 5), (3; 6), (4; 8), (5; 10), (6; 11). 

9.67  (-4; 12), (-1; 6), (2; 0), (5; -6), (8; -13).    

9.68  (-5;-6), (-3; -2), (-1; 3), (1; 7), (3; 12). 

Quiyida berilgan masalalarda x va y o`zgaruvchilar chiziqli bog`liq ekanligi ma’lum bo`lsa, eng 

kichik kvadratlar metodi bilan emperik formulani toping.   

9.69 x – tovarning narxi (p/b.), y – sotilish miqdori (ming dona). 

 

ix  3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 

iy  200 160 120 90 80 

 

9.70 Korxonada elektr energiyasi iste’mol darajasi – x (mln kVt.s); y – mahsulot birligining 

narxi. 

ix  1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 

iy  20,0 18,8 18,2 18,1 18,0 

 

9.71 x – dvigatelning quvvati, y – ekspulatatsiyaning o`rtacha muddati (oy); 

 

ix  30 40 50 60 70 

iy  18 20 21 24 25 

 

Tajriba natijalariga ko`ra eng kichik kvadratlar metodi bilan y = ax + b emperik bog`lanishni 

muxolif (alternativ) funksiya bilan solishtiring, ulardan qaysi biri tajriba ma’lumotlariga mos 

keladi:  

 

9.72     

ix  2 2,5 3 3,5 4 

iy  4,2 5,5 6,9 8 9,5 

 

Muqobil alternativ  bog`lanish 21,02 xxy += . 

9.73   

ix  1 2 3 4 5 

iy  1,0 1,4 1,7 2,0 2,2 

 

Muqobil alternativ bog`lanish xy = . 

 

9.74  

ix  1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 

iy  0,50 0,30 0,25 0,18 0,12 
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Muqobil alternativ bog`lanish xy −= 2 . 

 

9.75 Ishlab chiqarilgan mahsulot miqdori x va xarajatlar y (ming p/b.) haqidagi tajriba natijalari 

ma’lum. 

ix  10 20 30 40 50 

iy  2,0 5,9 12,0 20,0 30,0 

 

Xarajat funksiyasi baxy +=  ko`rinishda izlanadi. Eng kichik kvadartlar metodi bilan a va b 

parametrlarni aniqlang. 

 

9.76 Avtomobilni ekspulatatsiya qilish muddati va uni ta’mirlash xarajatlari orasidagi 

bog`lanishni tekshirish natijalari jadvalda keltirilgan. 

 

ix  100 120 140 160 180 200 

iy  100 114 130 146 163 180 

 

Bu yerda x – avtomobilni ekpulatatsiya qilish muddati (yillar), y – xarajatlar summasi. Topish 

kerak: a) regressiya tenglamasi;   b) avtomobilni o`n yillik ekspulatatsiyasiga sarflanadigan 

xarajat summasi. 

 

9.9  Ko`p o`zgaruvchili funksiyalarning iqtisоdiyotdа qo`llаnishi 

          Umumiy hоldа  X  tоvаrgа bo`lgаn tаlаb ko`p o`zgаruvсhi funktsiya bo`lаdi, ya`ni sоtib 

оlinаyotgаn tоvаrning miqdоri Qx uning nаrхi Px, ikkilаmсhi хоm-аshyo nаrхi – Py, 

istе`mоlсhining o`rtасhа dаrоmаd dаrаjаsi Y, yil fаsllаri t vа hоkаzоlаrgа bog`liq. 

  
x

x

P

Q




 xususiy hоsilа Qx tаlаbning fаqаt Px tоvаr nаrхi o`zgаrgаndа o`zgаrish tеzligining 

o`lсhоv birligi bo`lib хizmаt qilаdi, bu hоldа qоlgаn bаrсhа o`zgаruvсhilаr o`zgаrmаs dеb fаrаz 

qilinаdi. Xuddi shungа o`хshаsh xususiy hоsilа 
y

y

Q

Q




 хоm-ashyoning nаrхi Py

 o`zgаrgаndа X 

tоvаrgа bo`lgаn tаlаb qаndаy tеzlikdа o`zgаrishini ko`rsаtаdi. 

Хususiy hоsilаlаrning ishоrаsidаn fоydаlаnib X vа Y  tоvаrlаrning xarаktеrini tоpish mumkin, 

аynаn: 

  аgаr, 
y

x

P

Q




 > 0 vа 0 





x

y

P

Q
bo`lsa, X  va  Y tovarlar o’rin bosuvchi.  

  аgаr, 
y

x

P

Q




< 0 vа 0 





x

y

P

Q
bo`lsa, X va Y tovarlar o’rin to’ldiruvchi tovarlar 

hisoblanadi.  

 

9.77  Avtоmоbillаrgа ehtiyot qismlаri ishlаb сhiqаrаdigаn firmа o`z mаhsulоtini iсhki vа  

tаshqi bоzоrgа сhiqаrish imkоniyatiga ega. Tаshqi bоzоrdа tаlаb quyidаgi ifоdа bilаn bеrilgаn:  

P1 + 8Q1 = 421 

Iсhki bоzоrdа esа: 

P2 + 2,5Q2 = 80 

Bu yеrdа Q1  vа  Q2  mоs rаvishdа bir hаftа dаvоmidа tаshqi vа iсhki bоzоrdа sоtib оlinаdigаn 

miqdоr;  P1  vа  P2  tаshqi vа iсhki bоzоrdаgi nаrхlаr. Firmаning umumiy hаrаjаtlаri  
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TC = 250 + 5Q; 

bu еrdа Q = Q1+ Q2 .  

Agаr 

1)     firma nаrхlаrning o`zgаrtirish siyosаtini o`tkаzish imkоniyatigа egа bo`lsа, 

 2)     ikkitа bоzоrdаgi nаrхlar bir хil bo`lsа. 

Maksimal foydaga ega bo’lish uchun hаr qаysi bоzоrdа firmаning mаhsulоtigа qаndаy nаrх 

o`rnаtilishi kеrаk. Hаr bir hоldа firmаning fоydаsini аniqlаng. 

 

Yeсhish:  

Mаsаlаning birinсhi qismi firmа o`zininng istе`mоlсhilаrni аjrаtishi mumkin vа hаr bir 

bоzоrdа o`ziga eng mа`qul nаrхini qo`yishi mumkin dеb fаrаz qilinаdi. Tаshqi bоzоrdаgi tаlаb 

funksiyasi P1 + 8Q1 = 421 iсhki bоzоrdа esа P2 + 2,5Q2 = 80 firmаning umumiy dаrоmаdi 

tаshqi vа iсhki bоzоrdаgi dаrоmаdlаr yig`indisigа tеng: 

 R = R1 + R2 = P1Q1 + P2Q2 = (421 – 8Q1)Q1 + (80 – 2,5Q2)Q2 =  = 421Q1 – 8Q1
2 + 80Q2 – 

2,5Q2
2 

Firmаning umumiy xаrаjаti: 

TC = 250 + 5(Q1 + Q2) 

dеmаk, fоydа funktsiyasi 

π = R – TC = 421Q1 – 8Q1
2 + 80Q2 – 2,5Q2

2 – 250 – 5Q1 – 5Q2. 

Biz Q ga bog`liq bo`lgаn fоydа funksiyasini hоsil qildik. Endi firmаning fоydаsi 

mаksimum bo`lgаndа Q1 vа Q2 lаrning qiymаtini аniqlаsh mаsаlаsini qаrаymiz. Buning uсhun 

Q1 vа Q2 bo`yiсhа xususiy hоsilаlаrni tоpib nоlgа tеnglаymiz. 





−−=

−−=

;5580

,516421

22

11

QQ

QQ




   

0  5Q -75

0  16Q  416

2

1





=

=−
 

 

Bu tеnglаmаlаr sistеmаsini есhib Q1 = 26, Q2 = 15 ni tоpаmiz. 

Ikkinсhi  shаrtni tеkshirаmiz: 

∂2π/∂Q1
2 = -16,   ∂2π/∂Q2

2 = - 5,  ∂2π/∂Q1Q2
 = 0. 

( ) ( ) 080 0516-  -  

2

21

2

2

2

2

2

1

2

=−−=






















QQQQ


 

vа ∂2π/∂Q1
2 = -16 < 0 

Dеmаk, fоydа funksiyaning mаksimum ga erishish shаrti bаjаrilаdi. Shundаy qilib firmа 

mаksimum fоydаgа egа bo`lishi uсhun tаshqi bоzоrgа 26 tа iсhki bоzоrgа 15 tа mаhsulоt 

сhiqаrishi kеrаk. Q1 vа Q2 ning bu qiymаtilаrini tаlаb funksiyagа qo`yib P1 vа P2 nаrхlаrni 

tоpаmiz 

P1 = 421 – 8Q1 = 421 – 826 = 213, 

P2 = 80 – 2,5Q2 = 80 – 2,515 = 42,5 

Demak tоvаrning tаshqi bоzоrdаgi nаrхi 213 pul birligi, iсhki bоzоrdаgi nаrхi esa  42,5 

pul birligi bo`lib, firmаning fоydаsi: 

π = 421Q1 -8Q1
2 + 80Q2 – 2,5Q2

2 – 5Q – 5Q2 = 42126 – 8262 + 8015 –  

– 2,5152 – 250 – 526 – 515 = 5720,5 pul birligi. 

Firmаning hаftаlik fоydаsi - nаrх o`zgаrish siyosаtini o`tkаzish shаrtlаridа π = 5720,5 pul 

birligini tаshkil qilаdi. 

Istе`mоlсhilаr bоzоrini аjrаtish imkоniyati bo`lmаgаn hоldа iсhki vа tаshqi nаrх bir хil 

bo`lаdi: P1 = P2 = P. U hоldа tаshqi vа iсhki bоzоrgа сhiqаrilаdigаn tоvаr miqdоri tеng bo`lаdi: 

0,125P; - 52,625  
8

P - 421
  1

1 ==Q    0,4P - 32  
2,5

P - 80
  2

2 ==Q  
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Umumiy miqdоri Q = Q1 + Q2 = 84,625 – 0,525P, bundа  
525,0

Q- 84,625
 =P - yagоnа bоzоr 

uсhun yangi tаlаb funktsiyasi.  

Yagоnа bоzоrdаgi dаrоmаd: 

,
0,525

Q
 - 

0,525

84,625
 

525,0

Q - 84,625
  PQ  

2

=== QTR  

Umumiy hаrаjаtlаr  

TC = 250 + 5Q ; 

Firmаning fоydа funksiyasi: 

π = 5Q, - 250 - 
0,525

Q
 - 

0525

625,84 2

Q  

Fоydа mаksimum bo`lаdigаn birinсhi tаrtibli shаrtgа аsоsаn Q ning qiymаtini tоpish zаrur.  

0  5 - 
0,525

2Q
 - 

525,0

625,84
==





Q


 

                                        Q = 41; 

shаrtgа аsоsаn.  

∂ 2π /∂Q2 < 0 mаksimum shаrti. 

Dеmаk, Q =41 nuqtаdа fоydа funktsiyasi mаksimumgа erishadi. 

π (41) =  2951,9  415 - 250 -  
0,525

412
 - 41

525,0

625,84
  

Endi birlаshgаn bоzоrdа tоvаrning nаrхini аniqlаsh kеrаk. Buning uсhun birlаshgаn tаlаb 

funktsiyasidаn fоydаlаnаmiz. 

83,10.  
525,0

41 - 84,625
  )41( =P  

E`tibоr qilаmizki, birinсhi vа ikkinсhi hоllаrdа bоzоrdа сhiqаrilаyotgаn tоvаrning 

miqdоri bir хil. Lеkin birinсhi hоldа firmаning tоvаrlаrigа bo`lgаn nаrх hаr хil, nаtijаdа  fоydа 

оlish imkоniyatigа egа bo`lаdi.  

π1 = 5720,5,  π2 = 2951,9. 

 

9.78 Korxona ikki turdagi A va B tovarlar ishlab chiqaradi. Firmaning kunlik foydasi quyidagi 

ifoda bilan berilgan: ( ) 700150905,463, 22 −+−−+−= BABBAABA QQQQQQQQ . Bu yerda 

AQ va 
BQ  - bir kundaishlab chiqariladigan A va B tovarlarning miqdori. Foydani 

maksimallashtirish uchun korxona A va B tovarlardan nechtadan ishlab chiqarishi kerak. 

9.79 A va B mahsulotlarni ishlab chiqaruvchi firmaning daromadi quyidagi ifoda bilan 

beriladi: 20040024075,482 22 ++−−−−= BABBAA QQQQQQR . Daromadni maksimallashtira -  

digan A va B tovarni ishlab chiqarish miqdorini aniqlang. Firmaning maksimal foydasini toping.  

9.80  Ikki turdagi mahsulot ishlab chiqaradigan firmaning umumiy xarajatlari quyidagi 

tenglama bilan berilgan: ( ) 8140294224342 22 +−−++= yxyxyxCT . Bu yerda x va y mos 

ravishda A va B tovarlarning miqdori. Topish kerak:  

1) Firma xarajatini minimallashtiradigan A va B tovarlarning miqdori; 

2) Minimal xarajatni kattaligi. 

9.81 Kichik nonvoyxona ikki turdagi non pishiradi. Oddiy non 100 p/b., shirmoy non 300 p/b. 

Nonvoyxonaning to`la xarajatlari: 

 18670022703760203020 22 +−−+−= yxyxyxTC . Bu yerda x – oddiy non miqdori, y – 

shirmoy non miqdori. Topish kerak:  

1) Foyda maksimal bo`lishi uchun nonvoyxona har bir turdagi nondan nechtadan pishirishi 

kerak. 

2) Nonvoyxonaning kunlik maksimal foydasini toping.  

9.82 A va B turdagi tennis raketkalarini ishlab chiqaradi. 
AQ  va 

BQ  sondagi raketkalarni 
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sotishdan kunlik daromad 
BA QQTR 9070 += . Bu raketkalarni ishlab chiqarishga sarflanadigan 

kunlik xarajatlar 30882045 22 ++++−= BABBAA QQQQQQTC . Foydani maksimallashtirish 

uchun firma A va B raketkalardan nechtadan ishlab chiqarish kerak. Firmaning kunlik foydasi 

qanday.   

9.83 Ishlab chiqaruvchining ikkita fabrikasi bor.Birinchi fabrikadagi xarajatlari: 

125502,0 1

2

11 ++= QQC . Ikkinchi fabrikaning xarajatkari: 250404,0 2

2

22 ++= QQC . Bu yerda
1Q  

va 
2Q mos ravishda birinchi va ikkinchi fabrikadagi ishlab chiqarish hajmi. Mahsulot esa 

( )212,020 QQP +−=  narx bilan sotiladi. Ishlab chiqaruvchi umumiy foydasini 

maksimallashtiruvchi har bir fabrikaning ishlab chiqarish hajmini toping. Mahsulot birligining 

narxi va maksimal foydani aniqlang.  

9.84 - 9.89 Funksiyani shаrtli ekstrеmumlаrini tоping. 

 

9.84  z = x2 – xy + y2 + 9x – 6y + 20  9.85   z = xy2 – xy + xy3 (x > 0; y > 0) 

9.86  z = 3x2 – x3 + 3y2 + 4y   9.87   z = 6y  x - y - 2 +xy   

9.88  z = ).y  ( 22 +xe

x

    9.89  z = 4 - 3 22 y  +x    

 

 Birinсhi tаrtibli xususiy hоsilаlar tоpilsin. 

9.90   a)  z = 5x2 – 13xy + 6y2;    b)  z = 4x3 + 2x2y5 – 8y3; 

          

          c)  z = 7w3 + 6wx +4x2 – 8xy - 3y2;             d)  z = 2w4 + 7wxy – 3x2 + 4y3. 

 

9.91   a)  z = (5x + 3y)(12x – 7y);              b)  z = (4x2 – 3y)(2x + 9y3); 

 

          c)  z = (4w -3x +7y)(7w2 + 11x4 – 3y5);         d)  z = 13x/ (9x – 4y). 

9.92   a)  z = 
3y2x  - 3

2y7x   4

+

++

w

w
               b)  z = (5x – 7y)3; 

          c)  z = 4 e5xy;                                                   d)  z = 7y  4ln +x  

9.93   a)  z = ;
32

)78( 4

yx

yx

−

+
                   b)  z = ;

25

)87)(43(

yx

yxyx

−

−+
 

          c)  z = (12x-5y)3(6x-7y);                                  d)  z = (2x+11y)/ (5x+4y); 

 

9.94   a)  z = 7x3e5xy;            b)  z = 6xy/e5x+2; 

                                           

Funksiyaning ekstrimumlаrini аniqlаng 

9.95  f (x, y) = x2 + 3xy +2,5y2 – 5x – 6y + 1,5 

9.96  f (x, y) = x2 + 3xy + 2,5y2 – 5x – 8y + 3,5 

   

9.97  f (x, y) = -x2 + 2xy – 1,5y2 + 0,5y +5 

9.98  f (x, y) = -x2 + 2xy – 1,5y2 – 2x + 5y + 0,5 

9.99  f (x, y) = 3x2 + 2xy +0,25y2 – 10x + 3y + 4 

9.100  f (x, y) = -2x2 + 2xy – 1,5y2 + 75x – 12,5y + 9375. 

9.101  Ikkinсhi tаrtibli xususiy hоsilаlаrni tоping 

 

 a) z = x2y3 + 5x;    b) z = (3xy – 4y2)(x - 4); 

c) z = 5x/y + 3y/x;    d) z = (x + y )/(x – y); 

 e) z = ln[(x2 – y2)/( x2 + y2)];  f) z = 
22 y 2xy  - +xe  

9.102  Ekstrеmаl nuqtаlаrni аniqlаng 
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a) z = 60x + 34y – 4xy – 6x2 – 3y2 + 30; b) z = 6x3 + 6y3 – 12xy; 

c) z = 5x3 + 3x2 + 6xy – 2y2 – 2.5;  d) z = -6x2 + 8xy – 2y2 + 5x + 3y +17. 

 

Mavzu yuzasidan savollar. 

1. Ko`p o`zgaruvchili funksiya. 

2. Ko`p o`zgaruvchili funksiya limiti, uzluksizligi.  

3. Ko`p o`zgaruvchi funksiyaning birinchi tartibli xususiy hosilasi. 

4. Ko`p o`zgaruvchi funksiyaning to`la differensiali. 

5. Ko`p o`zgaruvchili funksiyaning yuqori tartibli hosilalari qanday hisoblanadi? 

6. Ikki o`zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari qanday hisoblanadi? 

7. Ko`p o`zgaruvchili funksiya ekstremumlarining zarurriy va yetarli shartlari. 

8. Ikki o`zgaruvchili funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlari qanday topiladi? 

9. Ikki o`zgaruvchili funksiyaning shartli ekstremumlari qanday topiladi? 

10. Eng kichik kvadratlar usuli nimalardan iborat? 
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10. Integral hisob 

 

10.1  Boshlang`ich funksiya va integral 

 

       Berilgan f(x) funksiya   (a,b)  intervalda  aniqlangan bo’lsin. Agar   F 

(x)=f(x)   

(bunda x ) tenglik o’rinli  bo’lsa,  F(x) funksiya  f(x)  funksiyaning  (a,b) 

intervaldagi  boshlang’ichi    deyiladi.  Berilgan f(x) funksiyaning  ixtiyoriy  ikkita 

boshlang’ich  funktsiyasi  bir-biridan  o’zgarmas  songa  farq  qiladi. 

      f(x) funksiyaning  F(x)+c (bunda c- o’zgarmas son) boshlang’ich funksiyalar 

to’plami f(x) funksiyaning aniqmas integrali deyiladi va CxFdxxf += )()(  

ko’rinishida ifodalanadi 

 

10.2 Aniqmas integral xossalari 

 

1.  +== Cxfdxxfxfdxxf )()(),())(( , bu yerda C – ixtiyoriy o`zgarmas son.  

2.  = dxxfAdxxAf )()( , bu yerda A – o`zgarmas son.  

3.     += dxxfdxxfdxxfxf )()()()( 2121
 

4. Agar  += CxFdxxf )()(  va x = y(t) differensiallanuvchi funksiya bo’lsa, u 

holda  += CtyFtdytyf ))(()())(( .  

Xususan, )0(,)(
1

)( ++=+ aCbatF
a

dtbatf .  

 

10.3  Elementar funksiyalar aniqmas integrallari jadvali 

1.  +=−+
+

=
+

;1;)1(,
1

1

CxdxnC
n

x
dxx

n
n

.  

2.  += Cx
x

dx
ln .  

3. CedxeaaC
a

a
dxa xx

x
x +=+=  ;)1,0(,

ln
.  

4.  +−= Cxxdx cossin .  

5.  += Cxxdx sincos . 

6.  +−= Cxtgxdx cosln . 

7.  += Cxctgxdx sinln . 

8.  += Ctgx
x

dx
2cos

.  

9.  +−= Cctgx
x

dx
2sin

.  
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10.  += C
x

tg
x

dx

2
ln

sin
. 

11.  ++= C
x

tg
x

dx
)

42
(ln

cos


. 

 

12.  +=
+

+−=+=
+

Carctgx
x

dx
aC

a

x
arctg

a
C

a

x
arctg

axa

dx
2122 1

;)0(,
11

. 

 

13. )0(,ln
2

1
22

+
+

−
=

− aC
ax

ax

aax

dx
.  

14. )0(,ln 2

2
+++=

+
 aCaxx

ax

dx
.  

15.  +=
−

C
a

x

xa

dx
arcsin

22
.  

 

10.4 Integralashning asosiy usullari 

 

1. Bevosita integrallash. Bunda integral ostidagi ifoda elimentar 

almashtirishlar bilan jadvalga keltiriladi. So`ngra integral xossalaridan foydalanib, 

boshlang`ich funksiya topiladi.  

10.1 Integralni hisoblang: 
++−

= dx
x

xbxxax
I

2

2

1

2014542
. 

Yechish. Darajaning va aniqmas integralning xossalaridan foydalanib:  

.
20

ln145842014542 212

1

1 C
x

xbxxadxxdxxdxbdxxaI +−+−=++−= 
−−

−

   

10.2 Integralni hisoblang: 
( )
( ) +

+
= dx

xx

x
I

2

2

2
1

1
. 

10.3 Integralni hisoblang: ( ) ( )
( ) +== C

ba

ba
dxbaI

nm

xnm
xnm

ln
3  

10.4 Integralni hisoblang: = .
cossin

2cos
22

dx
xx

x
I  

10.5 Integralni hisoblang:  +
= .

12

4

dx
x

x
I  

10.6 
+

dx
x

x

3

1
.  

 

2.O’rniga qo’yish usuli. Erkli o`zgaruvchi x ni boshqa ixtiyoriy x ga bog`l`iq 

differensiallanuvchi funksiya bilan almashtirish mumkin.  

Integrallarni hisoblashda quyidagi qoidalarni hisobga olish foydalidir:  

1) Agar ( ) += ,)( CxFdxxf u holda ( ) ( ) ++=+ CbaxF
a

dxbaxf
1

. Masalan:  

 a) ,cossin Cxxdx +−=  bo`lgani uchun ( ) ( ) ++−=+ ;cos
1

sin Cbax
a

dxbax  
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 b)  ,ln Cx
x

dx
+=  bo`lgani uchun  ++=

+
Cbax

abax

dx
ln

1
. 

2)  Agar integral ostidagi ifodani ( ) ( )xfxf   yoki ( ) ( )xfxf :  ko`rinishida ifodalash 

mumkin bo`lsa, u holda ( ) ( )xdfdxxf = ekanligidan quyidagilar kelib chiqadi:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +== Cxfxdfxfdxxfxf 2

2

1
;        

( )
( )

( )
( )

( )  +==


Cxf
xf

xdf
dx

xf

xf
ln  

3)   ( ) ( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( ) ( )   +==


=


+ Cxxffddxfdxxxfxxf  . 

4)  ( ) ( ) ( ) === .,
2

1

2

1 222223 xtbundadttftdxxfxdxxfx  

5)   
( )

( )
( )
( )

( )
  +=

+
=

+


.

1
2222

C
a

xf
arctg

axfa

xdf

xfa

dxxf
 

6)   
( )

( )
( )
( ) +

−

+
=

−


.ln

2

1
22

C
xfa

xfa

axfa

dxxf
 

7)   
( )

( )

( )

( )

( )
  +=

−
=

−


.arcsin

2222
C

a

xf

xfa

xdf

xfa

dxxf
 

8)   
( )

( )

( )

( )
( ) ( ) .ln 22

2222
Сaxfxf

axf

xdf

axf

dxxf
+−=


=




  

 

10.7  Integralni hisoblang: a)  +
dx

x

arctgx
21

  b)  +

−
dx

xbxa

xbxa

sinsin

sinsin
 c)  dx

x

x
7cos

sin
  

Yechish. a) ( ) ( ) Cxarctgarctgxdarctgxdxarctgxarctgxdx
x

arctgx
+==


=

+ 
2

2 2

1

1
. 

b) 
( ) ( )

 ++=
+

+
=

+


+

=
+

−
.cossinln

cossin

sincos

cossin

sincos

cossin

sincos
Cxbxa

xbxa

xbxad
dx

xbxa

xbxa
dx

xbxa

xbxa
 

c) 
( )

 +=−=



−= .
cos6

1

cos

cos

cos

cos

cos

sin
6777

C
xx

xd
dx

x

x
dx

x

x
 

10.8 Integralni hisoblang:  
( )

dx
x

arctgx

x

x
 









+
+

+

+

11

1ln
2

. 

10.9 Integralni hisoblang:   = dxxI 9cos . 

10.10 Integralni hisoblang: 
−= .

2

xdxeI x  

10.11  Integralni hisoblang: 
−

= .
10 2x

xdx
I  

10.12  Integralni hisoblang: a)  +
=

bax

dx
I   b) 

( )
.

1
2

2


−+

=

xx

dx
I  

3. O`zgaruvchilarni almashtirish usuli. Agar aniqmas integral jadval 

ko’rinishida  bo`lmasa u holda ba’zan o`rniga qo`yish usuliga murojat qilinadi. 

( ) dxxf  ni topish kerak bo`lsa ( )tx = almashtirish bajariladi. 

( )t  funksiya uzluksiz, uzluksiz hosilaga ega va teskari funksiyasi mavjud. 

( )dttdx = bo`lgani uchun ( ) ( ) ( ) .)( = dtttfdxxf   Qanday qilib muvoqqiyatli 

almashtirishni olish mumkin degan savolga umumiy javob berish mumkin emas. 
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Foydali almashtirishni topish mashqlar bilan o`zlashtiriladi. Aniqmas integralda 

o`zgaruvchilarni almashtirish usuliga qator misollar keltiramiz. 

10.13 Integralni hisoblang: 
−

= .
3 xx

dx
I  

Yechish. Ildiz ostidagi ifodalardan ozod bo`lish uchun 6tx = belgilashni kiritamiz. 

( ) ( ) dttdtttddx =


== 566 6 ekanligidan  +
−

−
=

−

+−
=

−
=

−
=

1

1
6

1

11
6

1
6

6 333

23

5

t

t
dt

t

t

t

dtt

tt

dtt
I  

( ) .1ln66321ln66321ln616
1

663232 Cxxxxtttttdttt
t

dt
+−+++=−+++=−+++=

−
+   

10.14 Integralni hisoblang: 
+

= .
10 2

dx
x

x
I  

 

Ko`rsatma: 222222 ,, axxaxa −+− ko`rinisdagi funksiyalarni 

integrallashda quyidagi belgilashlar kiritiladi:  

1) 22 xa −  funksiya uchraganda ,sin tax =  belgilanib 22 xa − = ta cos  topiladi. 

( ).arcsin,cos axtdttadx ==  Bunda .
22

,


−− taxa    

2) 22 xa + ko`rinishdagi funksiyalar uchraganda x = atgt belgilanadi. Bundan 

22 xa + = ( ) .
22

,,
cos

,
cos

1
2

22 
−===+ t

a

x
arctgtdt

t

a
dx

t

a
ttga  

3) 22 ax − ko`rinishdagi funksiyalar uchraganda 
t

a
x

cos
= kabi belgilanadi. Bundan 

,22 atgtax =−  ,
cos

sin
2

dt
t

ta
dx =  .

22
,arccos


−= t

x

a
t  

 

10.15 Integralni hisoblang: 
( )


−

= .
322 xa

dx
I  

Yechish. tax sin=  belgilashni kiritamiz. Bundan esa ( )20cos = tdttadx  va 

( ) ( )  +==


=

−


=

−

= .
cos

1

cos

cos

sin

cos
222663

222322

C
a

tgt

t

dt

ata

dtta

taa

dtta

xa

dx
I   

Yuqoridagi belgilashga ko`ra  ,,1cos,sin
22

222

xa

x
tgt

a

xa

a

x
t

a

x
t

−
=

−
=








−==  

bo`lib, integralning oxirgi ko`rinishi .
222

C
xaa

x
I +

−
=  

10.16 Integralni hisoblang: .
4

4

2

dx
x

x
I 

+
=  

10.17 Integralni hisoblang: ).3(
922


−

=  x
xx

dx
I  

10.18 Integralni hisoblang 
+ x

x

e

dxe

1
. 

                     

Integrallarni hisoblang. 
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10.19  +

−
223

)31(

x

dxx
.    10.20  +

+
dx

x

x

12

32 .    10.21  −

+
dx

x

x

1

12

.  

 

10.22  − 52x

xdx
.       10.23  + 2)1(x

xdx      10.24  + 6

2

1 x

dxx .  

 

10.25 
+12x

xdx
.      10.26 

+
dx

x

xx ln
.  10.27 

+ 287 x

dx
.  

 

10.28 
− 257 x

dx  .     10.29  + 32 2x

xdx
.     10.30 

− 44 xa

xdx
.  

10.31  + 8

3

1 x

dxx
.       10.32 

−16

2

x

dxx .    10.33 dx
x

x
 − 21

arcsin .  

 

10.34 dx
x

x
arctg

 + 24

2 .     10.35 
+− xdxe x )1( 2

.   10.36 dx
x

e x

 2

/1

.  

 

10.37 dx
x

x


5

.       10.38  −1x

x

e

dxe .     10.39 
x

dx
xcos  .  

 

10.40  x

dx
x)sin(lg .    10.41  22cos x

xdx
 .    10.42  − dxxx )1sin( 2  

 

10.43  tgxdx  .       10.44  ctgxdx .     10.45  xdxx 6cos6sin3  

 

10.46  +
dx

x

x

3cos3

3sin    10.47  dx
x

tgx
2cos

.    10.48  dx
x

xctg
2

3/2

sin
.  

 

10.49 
++ 822 xx

dx
.  10.50 

−− 221 xx

dx
.  10.51 

− 24 xx

dx .  

 

 

 

 

 

4. Bo`laklab integrallash.  Agar u(x) va v(x) – differensiallanuvchi funksiyalar 

bo`lsa, u holda ular ko`paytmasining differensiali ( ) .vduudvuvd +=  Bu ifodaning 

ikkala tomonini ibtegrallab ( )  −=+= vduuvudvyokivduudvuvd  formulani 

olamiz. 

Bo`laklab integrallash usuli har xil sinfdagi funksiyalar ko`paytmalarini 

integrallashda foydalaniladi:  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 

  


.ln,arccos

,arcsin,,sin,cos,

dxxxPdxxxP

dxxxPdxarctgxxPdxaxxPdxaxxPdxexP

nn

nnnn

x

n



 

Dastlabki uchta integralda u uchun ( )xPn
 ko`phad qabul qilinadi, oxirgi 

to`rtta integralda uchun esa mos ravishda arctgx,  arcsinx, arccosx,  lnx lar qabul 

qilinqdi. Ba’zi hollarda bo`laklab integrallash formulasini bir necha marta qo`llash 

zarur bo`ladi.  
 

10.52 Integralni hisoblang: 
− .5 dxex x  

Yechish. u = x va dv = dxe x5−   deb olamiz, u holda 

















−===

==

=


 −−−

−

xxx

x

edxevdxedv

dxduxu

dxxe
555

5

5

1
,

,

= .
25

1

5

55 Cedxe
x xx +−− −−  

v ni topishda integrallash doimiysini har doim nolga teng deb hisoblash mumkin.  

10.53  dxarctgx  ni hisoblang.  

10.54 ( ) + dxxx cos12  integralni hisoblang. 

10.55 Aniqmas integralni hisoblang:  dxxe x  cos . 

10.56 Integralni hisoblang: .1,ln −=  ndxxxI n  

10.57 Integralni hisoblang:  xdxxsin .                       

 

Integrallarni hisoblang: 
 

10.58  xdxex cos .       10.59  xdxln .    10.60  − dxxx )1ln( .  
 

10.61  + xdxx 2cos)65( .   10.62  xarctgxdx .   10.63  dxxe x2  .  
 

10.64  xdxe x sin        10.65  x

xdx
2sin

.   10.66  x

xdx
2cos

.  

 

10.67  − dxx21 .   10.68  xdxarcsin .               10.69  dx
x

x
3

ln .  

 

10.70  dx
x

xln .        10.71  dxx 2)(ln .   10.72 
+ x

xdx

1

arcsin .  

 

10.73  dx
e

x
x

.         10.74 
− dxx x2     10.75  dx

x

xx
2sin

cos .  

 

5. Kvadrat uchhadni o`z ichiga olgan ba’zi funksiyalarni intahrallash.   

Quyidagi integrallarni qaraymiz: 

  
++

+
=

++
=

++

+
=

++
= .,,,

2
4

2
32221 dx

cbxax

BAx
I

cbxax

dx
Idx

cbxax

BAx
I

cbxax

dx
I  

Bu integrallarni hisoblash uchun maxrajdagi uchhaddan to`la kvadrat ajratamiz. 
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( ),
442

22

2

2

2

2
222 mta

a

b

a

b

a

c
x

a

b
xa

a

c
x

a

b
xacbxax =








−+++=








++=++  bu yerda 

,
2a

b
xt +=  2

2

2

4
m

a

b

a

c
=− . 

 

10.76 Integralni hisoblang .
544 21  ++

=
xx

dx
I  

Yechish. To`la kvadrat ko`rinishga keltirib olamiz: 

( ) .,
2

1
141

2

1
4

4

1

4

1

4

5
2

2

1
4544 2

2

22 dtdxxtbundatxxxxx =+=+=











+








+=








−+++=++  

Demak  +
+

=+=
+

= .
2

12

4

1

4

1

14

1
21 C

x
arctgCarctgt

t

dt
I  

 

10.77 Integralni toping: .
232 2

2 
−+

=
xx

dx
I  

10.78 Integralni hisoblang  +−

−
.

1744

13
2

dx
xx

x
 

 

Integrallarni hisoblang 

 

10.79  dxx56 .        10.80  −+ dx
x

xx )
2

75( 2  .  

10.81 
−

dx
x

x
3

4
.        10.82 

+
dx

x

x
3

22 )1(
.  

10.83  + dxxx )2( 3 .     10.84  − dx
xx

)
21

(
4 3

.  

10.85 
−

dx
x

x 3)1(
.     10.86 

−
dx

x

x

3 2

1
.  

10.87  xx

dx
22 cossin

.    10.88 
−

dx
x

xctg
2

2

cos

25
 .  

10.89  + 82x

dx
.        10.90  − 52x

dx
.  

10.91 
+ 24 x

dx .       10.92 
− 212 x

dx
.  

10.93  xdxtg 2 .        10.94  xdxctg 2 .  

 

10.5. Kasr ratsional funksiyalarni integrallash 

)(

)(

xQ

xP

n

m  ifoda, bu yerda Pm(x), Qn(x) – mos ravishda m, n – darajali ko`phadlar, 

ratsional kasr (yoki funksiya) deyiladi. Agar m < n bo`lsa ratsional kasr to`g`ri, m 
  n bo`lganda esa noto`g`ri deyiladi.  
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Agar integral ostidagi kasr noto`g`ri bo`lsa, bo`lish usuli bilan bo`linuvchidan 

bo`linma va qoldiqni ajratib olish mumkin. Masalan, 
1

12
1

1

2
22

2

−+

+
+−=

−+

+

xx

x
x

xx

x
.  

Har qanday ko’phadni chiziqli va kvadratik  ko`paytuvchilarga  ajratilsa mumkin. 

=)(xQn
...)()( 2  qpxxax ++−   bo`lsa, u holda quyidagi yoyilma o`rinli 

...
)(

...
)(

)(
...

)(...)()(

)(

222

22

2

11

2

21

2

+
++

+
++

++

+
+

+
++

+
+

−
++

−
+

−
=

++−











qpxx

NxM

qpxx

NxM

qpxx

NxM

ax

A

ax

A

ax

A

qpxxax

xP

 

 

10.95 Integralni hisoblang  ++ )12)(1( xx

dxx  

Yechish. Integral ostidagi  funksiyani sodda kasrlari yig’indisi ko’rinishida 

ifodalaymiz. 

121)12)(1( +
+

+
=

++ x

B

x

A

xx

x  

 

A va B o’zgarmaslarni   x=A(2x+1)+B(x+1)=(2A+B)x+(A+B) ayniyatdan 

topamiz. 

2A+B=1 , A+B=0 sistemani yechib , A=1 ; B=-1 ni topamiz. 

C
x

x
Cxxdx

xx
+

+

+
=++−+=

+
−

+
12

1
ln12ln

2

1
1ln)

12

1

1

1
(  

 

10.96  Integralni hisoblang  −+

−
dx

xxx

dxx

6

)57(
23

 

10.97  +
dx

x

x

3

3

.  

10.98  +
dx

x

x

42

4

.     10.99  −
dx

x

x

83

5

. 

10.100  ++ )3)(2( xx

dx
.    10.101  ++ )3)(1( xx

dx . 

10.102 dx
xx

x
 −−

−

)3)(2(

4
    10.103  −+

+
dx

xx

x

2

72
2

.   

10.104  −

−+
dx

xx

xx
3

2 323
   10.105  +++

++
dx

xxx

xx

44

42
23

2

. 

10.106  +−

−
dx

xx

x
32 )23(

32
.   10.107  ++

++
dx

xxx

xx

252

2106
23

2

. 

 

Trigonometrik funksiyalarni integrallash 

  Znmxdxx nm ,,cossin  ko`rinishdagi integral quyidagicha hisoblanadi. 

Agar m va n – juft musbat sonlar bo`lsa darajani pasaytirish formulalaridan 

foydalaniladi.  
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2

2sin
cossin;

2

2cos1
cos;

2

2cos1
sin 22 x

xx
x

x
x

x =
+

=
−

= . 

                                              Universal almashtirish 

t = tg  ,    bu  almashtirish  natijasida  sinx = ,  cosx =      

 x = 2arcctgt    dx =   u holda   dx =  

 

10.108 Integralni hisoblang   xdxx 22 sincos .   

Yechish. =−=
−+

=  dxxdx
xx

xdxx )2cos1(
4

1

2

2cos1

2

2cos1
sincos 222  

  +−=−−=
+

−= Cxxxxdxxdx
x

x 4sin
32

1

8

1
)4(4cos

32

1

8

1

4

1

2

4cos1

4

1

4

1
 

 

Integrallarni hisoblang 

10.109  dx
x

2
sin 2     10.110  dx

x

2
cos2     10.111  xdx3cos  

10.112  xdx5sin      10.113  xdxx 32 cossin    10.114  dx
xx

2
cos

2
sin 53  

10.115  xdx4sin     10.116  dx
xx

2
cos

2
sin 22    10.117  xdxx 42 cossin  

10.118  xdx3cos6
  10.119  xdxx 33 cossin    10.120  xdx7cos   

10.121  dx
x

x
2

3

sin

cos
      10.122  dx

x

x
2

3

cos

sin
     10.123  xdx3sin  

10.124  xdx5cos      10.125  dxxx 22sin     10.126  dxee xx 2cos . 

 

10.6 Aniq integral 

Faraz qilaylik  y=f(x) funksiya   [a,b]  kesmada  aniqlangan. [a,b]   kesmani  

n ta   bo`lakka bo`lamiz. bxxxxa n == 210 . Har  bir   ii xx ,1−
 oraliqda    

ixtiyoriy i  nuqtani  olamiz  va ( ) i

n

i

i xf 
=1

  yig`indini  tuzamiz, bu yerda   

∆xi=xi-xi-1. ( ) i

n

i

i xf 
=1

   ko`rinishidagi   yig`indi integral  yig`indi  deyiladi, uning  

max ∆xi →0 dagi limiti (mavjud va chekli bo`lsa)  f(x) funksiyaning  a dan b gacha 

oraliqdagi  aniq  integrali deyiladi va quyidagicha  belgilanadi:  

                    

( )
=

→
=

n

i

ii

b

a
x

xfdxxf
i 1

0max
limlim)(   

 

Bu   holda  f(x) funksiya  [a,b]   kesmada   integrallanuvchi deyiladi. F(x)  

funksiyaning   [a,b]   kesmada  uzluksiz  yoki  bir  necha  uzilish  nuqtalariga   ega  

bo`lishi,  uning  integrallanuvchi   bo`lishi  uchun   yetarlidir. 
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Agar f(x)  funksiya  [a,b] kesmada   uzluksiz,   += cxFdxxf )()(  aniqmas  integrali 

mavjud  bo`lsa u holda  −=

b

a

aFbFdxxf )()()(  Nyuton-Leybnis formulasi o`rinli  

bo`ladi: 

 

1)  =

b

a

b

a

dxxfcdxxfc )()(    bu  yerda   c- o`zgarmas  son. 

2)   =

b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()())()((  

3)  −=
b

a

a

b

dxxfdxxf )()((  

4)  =

a

a

dxxf 0)((  

5)    +=

b

a

c

a

b

с

bcadxxfdxxfdxxf ,)()()((  

Bir  nechta  misollar  keltiramiz: 

1) )0(
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−
=+−=−= ab
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b
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2) 
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0
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01
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1
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1
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2
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Aniq integralni iqtisodiyotda qo`llanilishi 

Ishlab chiqarishning va iste’molchining yutug`i.  

Talab va taklifning funksiyalarining kesishgan nuqtasi muvozanat nuqta 

deyiladi. Tovarni o’z narxidan ko’ra ancha arzon bo’lgan muvozanat narxida sotib 

olgan iste’molchi yutuqqa erishadi.Barcha iste’molchilar tomonidan tejalgan 

pullarning yig`indisi iste’mol yutug`i deyiladi.                                                

 Talab egri chizig`i ( )QfP =  va 
EPP =  - tovarning        

 muvozanat narxi bo`lsin. Iste’mol yutug`i yuqoridan talab  



148 

 

egri chizig`i, quyidan 
EPP =  to`g`ri chiziq bilan chegaralan –         

gan  egri chiziqli trapesiyaning yuzini beradi. (rasmdagi        
EP                    E          

shtrixlangan yuza)                  
                                                                                                                   O            

EQ                  Q                                                                                                                                                                                                                                           

Iste’mol (xarid) yutug`ini hisoblash formulasi                                    ( )QgP =  

  −=
EQ

E dQPQfYI
0

)(.. .Xuddi shuningdek                                   

ishlab chiqaruvchining tovarni mo`ljallaganidan               P               ..YS  

yuqori muvozanat narxda sotishdan olgan  

qo`shimcha summasi ishlab chiqaruvchi (sotuv) 

 yutug`i deyiladi va ( ) dQQgPYS
EQ

E −=
0

..   

formula bilan hisoblanadi.                                    
EQ   Q 

 

10.127 Tovarga bo`lgan talab va taklif funksiyalari berilgan:  

,24952 +−−= qqPD
,642 ++= qqPS   .130  q  Bu yerda q – tovar miqdori, P – esa 

tovarning so`mdagi narxi. Topish kerak:  

a) Tovarning muvozanat narx va miqdori;  b) Xarid yutug`i;    c) Sotuv yutug`i. 

Yechish. a) Muvozanat narx va miqdor talab va taklif teng bo`lgan nuqtadir, ya’ni: 

sD PP =   







++=

+−−=

64

2495

2

2

qqP

qqP

S

D
024392 2 =−+ qq  kvadrat tenglamaning ildizlari 

.9;135 21 =−= qq  q = 9 ni tenglamalar sistemasiga qo`yib, tovarning muvozanat 

narxini hosil qilamiz  P = 123. Demak muvozanat nuqta P(9; 123).  

b) Iste’mol yutug`i ( ) 5,688126
2

5

3
1232495..

9

0

23
9

0

2 =







+−−=−+−−=  q

qq
dqqqYI .  

            

c) Ishlab chiqaruvchining yutug`i ( ) dQQgPYS
EQ

E −=
0

..    249   ..YI    

formulaga ko`ra                                                                   123        

  6482
3

11764123..

9

0

2
3

9

0

2 =







−−=−−−=  q

q
qdqqqYS .                    ..YS     

                  

         
   ( )qPD

  

10.128 Tovarni ishlab chiqaruvchi yakka hokimlikka ega. Talab funksiyasi 

2000252 +−−= qqP , 130  q ; xarajat funksiyasi ,2505721,0 2 ++= qqTC bu yerda       

P – tovarning narxi, q – bir kunda ishlab chiqariladigan tovar miqdori. Topish 

kerak: 

a) foydani maksimallashtiradigan tovar narxi va miqdori; 

b) foydani maksimallashtiradigan narxdagi iste’mol  yutug`i. 

 

10.129 – 10.147 misollarda berilgan talab va taklif funksiyalari uchun  
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a) muvozanat narx P va mahsulot miqdor q; 

b) xarid yutug`i;  

c) ishlab chiqaruvchining yutug`ini toping. 

 

10.129 .80,216,4 −=+= qqPqP DS
   

 

10.130 .5,121,5,05 QPQP DS −+=  

 

10.131 .290,10005,5 22 +−−=+= qqqPqqP DS  

 

10.132 .190,3322,210 22 ++−=++= xxxPxxP DS  

 

10.133 .130,2495,64 22 +−−=++= qqqPqqP DS  

 

10.134 .230,5802,2010 22 +−−=++= xxxPxxP DS  

 

10.135 .150,3659,57 22 +−−=++= xxxPxxP DS  

 

10.136 .700,570511,53 22 +−−=++= qqqPqqP DS  

 

10.137 .170,9200900,100 323 +−=++= qqqPqqP DS  

 

10.138 .14122510,2125 233 ++−=++= qqqPqqP DS  

 

10.139 .100,5,21236,4
2

−=+= qqP
q

P DS
 

10.140 .290,4117,6
3

−=+= xxP
x

P DS
 

 

10.141 .3680,2737,95 −=+= xxPxP DS  

 

10.142 .2420,102425,2510 −=+= xqPqP DS
 

 

10.143 ( ) ( ) .480,12583,48
31

−=+= xqPqP DS  

 

10.144 ( ).22,0225,30 +=+= qPqP DS  

 

10.145 
( )

.
21,0

1225
,

30

100020
2

+
=

+

+
=

q
P

q

q
P DS

 

 

10.146 
( )

.
32,0

3200
,

30

225020
2

+
=

+

+
=

q
P

q

q
P DS
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10.147 ., 1,042,01 x

D

x

S ePeP −+ ==  

 

10.148 – 10.152 misollarda yakka hokimning tovariga bo`lgan talab va xarajat 

funksiyasi berilgan. Quyidagilarni topish kerak:  

a) foydani maksimallashtiradigan narxni; 

b) iste’mol yutug`ini toping.  

 

10.148 .400,3140,2005,0 2 −=+= qqPqTC  

10.149 .750,4300,5002 2 −=+= qqPqTC  

10.150 .540,1,178,2102,0 2 −=+= qqPqTC  

10.151 .180,3823,6002 22 +−−=++= qqqPqqTC  

10.152 .400,21421,0,7004 22 +−−=++= qqqPqqTC  

 

Mavzu yuzasidan savollar 

1. Funksiyaning boshlang`ichi deb va aniqmas integral deb nimaga aytiladi? 

2. Aniqmas integralning asosiy xossalari. 

3. Funksiyani integrallashning asosiy usullarini sanab o`ting. 

4. Noto`g`ri kasr qanday integrallanadi? 

5. Bo`lakalab integrallash formulasi. 

6. Qanday funksiyalarni integrallashda aniqmas koeffisentlar usulidan 

foydalaniladi? 

7. Sodda trigonometrik funksiyalarni integrallash usullari. 

8. [a; b] kesmada f(x) funksiyani aniq integrallash deb nimaga aytiladi. 

9. Aniq integralning geometrik ma’nosi. 

10. Aniq integralning asosiy xossalari. 

11. Nyuton Leybines formulasini keltirib chiqaring. 

12. Aniq integralni hisoblashning asosiy usullari. 
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11. Differensial tenglamalar 

11.1. Differensial tenglama haqida tushuncha 

Umumiy yechim, umumiy integral 

−n Tartibli oddiy differencial tenglama deb,  
( )( ) 0,,,,, = nyyyyxF      (11.1) 

 

ko`rinishidagi tenglamaga aytiladi, bu yerda ( )−= xyy noma’lum funksiya. 
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 (11.1) tenglamani ayniyatga aylantiradigan har qanday ( )xy =  funksiya bu 

tenglamaning yechimi deyiladi. Agar yechim ( ) 0, =yxФ  kabi oshkormas ko’rinishda berilsa, u 

(11.1) tenglamaning integrali deyiladi. 

Agar  tenglamadagi  funksiya  bir  argumentli  bo’lsa,  bunday  tenglama  oddiy  

differensial tenglama  deyiladi.  Agar  tenglamadagi  funksiya,  ko’p  o’zgaruvchili  bo’lsa  uning  

xususiy hosilalari  ham  ishtirok  etadi. Bunday  tenglama  xususiy  hosilali  differensial  

tenglama deyiladi.  

Biz  faqat  oddiy  differensial  tenglamalarni  o’rganamiz  va  kelgusida  qisqalik  uchun 

diffensial  tenglama  deb  ataymiz.    

Differensial tenglamaga kiruvchi hosila (differensial)larning eng yuqori tartibi differensial 

tenglamaning tartibi deyiladi. Masalan: yxxyyxy +=+= cos,  - birinchi tartibli differensial 

tenglamalar, xyy =+  - esa ikkinchi tartibli differensial tenglama.  

         Differensial tenglamaning yechimi deb, tenglamani ayniyatga aylantiradigan 

differensiallanuvchi y = y(x) funksiyaga  aytiladi. 

n – tartibli differensial tenglamaning n ta ixtiyoriy o`zgarmaslarga bog`liq bo`lgan yechimi, 

bu tenglamaning umumiy yechimi deyiladi. Bu o`zgaruvchilarning aniq son qiymatlarida olingan 

yechim differensial tenglamaning xususiy yechimi deyiladi. 

 (11.1) tenglama uchun Koshi masalasi boshlang`ich shartlar deb ataluvchi ushbu 
)1(

0

)1(

00 000
,,,

−

=

−

== ===
n

xx

n

xxxx yyyyyy   shartlarni qanoatlantiruvchi 

yechimini topishdan iboratdir.  

Differensial   tenglamaning  yechimini  toppish  uni  integrallash  deyiladi. Yechimni  

grafigi integral  egri  chizig’i  deyiladi.   

11.1 Berilgan y=c1e
x+ c2e

2x (1) funksiya 023 =+− yyy  (2) 

tenglamaning yechimi ekanligini isbotlang.  

Yechish. (1) – funksiyani ketma – ket differensiallab quyidagi 
xx ececy 2

21 2+= ,   
xx ececy 2

21 4+=   tengliklarga kelamiz. Bu sistemani c1e
x va c2e

2x ga nisbatan yechib:  

yyec x −= 21 , )(
2

12

2 yyec x −= . Bu ifodalarni (1) ga qo`yib (2) ni hosil qilamiz.  

11.2 Berilgan 0333 =+− xycxy  (3) funksiya 02)( 223 =++− xyyxxyy  (4)           

tenglamaning yechimi bo`lishini tekshiring.  

11.3
2

2 xxey = tenglamaning y(0) = 1 boshlang`ich shartni qanoatlantiruvchi yechimini toping.  

Quyidagi funktsiyalar differensial tenglamaning integrali  ekanliginini tekshiring.  

11.4 yxyyxcyxyx −=−=+− 2)2(,222
.        

11.5 32 ,1 yyyxcyyx =−=+ .                   

11.6 22,2 22

1

2 =+=− yyyxeCy x .                 

11.7 0)1(,
4

ln 2

2

1 =+++−= yyxC
x

xCy . 

  Birinchi tartibli differensial tenglamalar 

11.2  O`zgaruvchisi ajraladigan tenglamalar 

Ushbu  

M(x)dx + N(y)dy = 0    (11.2) 

ko`rinishdagi tenglama o`zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalar deyiladi, bu yerda 

M(x), N(y) – uzluksiz funksiyalar. 

Tenglama hadma - had integrallash yo`li bilan yechiladi: 

  =+ cdyyNdxxM )()( .        
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11.8
x

y
y =  differensial tenglamani yeching.  

Yechish. Tenglama o`zgaruvchisi ajraladigan differensial tenglama, uni quyidagi ko`rinishga 

keltiramiz: 
x

dx

y

dy

x

y

dx

dy
=== . Tenglikning ikkala tomonini integrallab, cxy lnlnln +=  

umumiy integral va y = cx – umumiy yechimni hosil qilamiz.  

 

11.9 ( ) 021 22 =+− xyyx  differensial tenglamaning y(0)=1 boshlang`ich shartni 

qanoatlantiradigan xususiy yechimni toping.  

11.10 Tenglamani yeching: 0ln2 =− xdxdyyx . 

11.11 Tenglamani yeching: 11 ++=+ yxy .  

Differensial tenglamalarni yeching. Agar boshlang`ich shart berilgan bo`lsa xususiy 

yechimini toping:  

11.12 Tenglamani yeching. 01 2 =−− ydydxy  

    Yechish:  O’zgaruvchilarni ajratib, dx= 
21 y

ydy

−
  tenglikni hosil qilamiz, uni integrallab 

21 ycx −−=+   yoki ( ) 122
=++ ycx  yechimni topamiz.  

 

11.13  Tenglamani yeching.    ( ) 11 =+− ye y  

 

Tenglamalarni  yeching  

11.14 ( ) 013 2 =+− dxydyx    11.15 0423 32 =−+ dyxydxx  

11.16 yxyyyx =+ 22    11.17  ( ) 01221 =−−− dxdyye x  

11.18  ( ) yyx =− 212    11.19  0=++ ydydxe yx  

11.20  ( )2yxy +=     11.21  ( ) ( ) 0564132 =−++−+ dyyxdxyx  

11.24 xydydxy =−12     11.25  yx  + y = y2, y(1) = 0,5  

11.26  xy y = 1 – x2      11.27 y y(1+ex) = ex, y(0) = 1  

11.30 124 −+= yxy    11.31 zxz += 10  

11.32 ( )xyy −= cos     11.33 ( ) 10;2 −==+ yyctgxy  

11.34 ( ) 02;33 2 == yyy    11.35 ( ) 5,01;2 ==+ yyyyx  

11.36 ( ) ( ) 10;12 −==+ yyyx    11.37 ( ) ( ) ( ) 11;011 3232 −==−−+ ydyxydxyx  

11.38 ( ) ( ) 11;0 ==−+ yyyxxy   11.39 ( ) ( ) 01;1122 ==− yyyx  

 

 

 

11.3 Bir jinsli differensial tenglamalar 

 

 Agar ( ) ( )yxfyxf m ,,  =  ayniyat o`rinli bo`lsa, ( )yxf ,  m darajali bir jinsli funksiya 

deyiladi. Masalan: 
xy

yx
yx

x

y
yx

x

y
x

22

3 33 ;;cos;cos
−

+− funksiyalar bir jinsli funksiyalardir.  

1) Agar ( ) ( )yxQvayxP ,, bir xil o`lchovli bir jinsli funksiyalar bo`lsa, u holda  

( ) ( ) 0,, =+ dyyxQdxyxP     (*)    

birinchi tartibli bir jinsli differensial tenglama deyiladi.  
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(*) tenglama uxy = alamshtirish yordamida, bu yerda u yangi nomalumli funksiya, 

o`zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga keltiriladi.  

 

11.40 Tenglamani yeching      y =
yx

yx

−

+
 

      Yechish:   Tenglama bir jinsli bo’lgani uchun   y=ux   almashtirish bajaramiz, natijada y 

=u+xu   ni hosil qilamiz.   Tenglama  u+xu =
u

u

−

+

1

1
   yoki  

u

u
ux

−

+
=

1

1 2

  ko’rinishini oladi.  

O’zgaruvchilarni ajratib 
21

1

u

u

+

−
du=

x

dx
  ni hosil qilamiz.   Uni integrallab  arctgu 

2

1
− ln(1+ )=ln|x|+C1   ni topamiz.  

Oldingi o’zgaruvchilarga qaytib   arctg =  ln(1+ )+ln|x|+C  yoki  

arctg = ln 22 yx + +C   ni hosil qilamiz. 

 

11.41  Tenglamani yeching   y =
x

y

y

x
+  

11.43 Tenglamani yeching.  ( )dxyxxdy += . 

11.44 Tenglаmаni yeching. 
2

1

1

1









−

−
+

+

+
=

x

y

x

yx
y  

 

11.45  Tenglamani yeching ( ) ( ) 02 22 =−−− dxyxydyxyx . 

 

11.46 Tenglamalarni yeching.  

 

1. ( ) 0=++ xdydxyx     2. ( ) 0222 =+− dxyxdyxy  

3. ( ) 0332 =+− dxyxdyxy    4. 0coscos =







−+ dx

x

y
yxdy

x

y
x  

5. ( )223 xyyyx +=     6. 022 =−













+ dxCydyxxye x

y

x

y

 

7. ( ) 22 yyxxy =−     8. ( )dxyxdyxy 332 +=  

9. 
y

x
yyx ln=      10. yyxyxy +=−  

11. dxyxydxxdy 22 +=−    12. ( ) ( ) 0344 2222 =+++++ dyxxyydxyxyx  

13. 
yx

yx
y

++

−−
=

1

331
    14. ( ) ( ) dyyxdxy 422 −+=+  

15. ( )
33

ln1
+

+
=

+

+
+

x

xy

x

xy
y    16. 

1

2

1

2

+

−
+

+

+
=

x

xy
tg

x

y
y  

 

 

11.4  Birinchi tartibli chiziqli differensial tenglamalar 
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11.47  Tenglamani yeching.  xyy 42 =+   

02 =+ yy   tenglamani yechimini topamiz.  

uni berilgan tenglamaga qo’yamiz. 

042242 222 =−+−=−+ −−− xCeCeeCxyy xxx  

( ) xxexC 24= , ( ) ( ) +−== 0

22 124 CxedxxexC xx   umumiy yechim esa 

( ) xx eCxexCy 2

0

2 12 −− +−== ,  −0C ixtiyoriy o’zgarmas son. 

 

11.48 Differensial tenglamani yeching. 
32

2
xy

x
y =− .  

Yechish. Avval 0
2

=− y
x

y  ni yechamiz. 2ln2ln
22

cxyxy
x

dx

y

dy

x

y

dx

dy
======= .  

Faraz qilaylik  ( )xCC = ,  u holda  ( ) 2xxCy =   uni berilgan tenglamaga qo`yib, ( )xu  ni 

topamiz:  

1

2322 22
2

2 CxCxCxCx
x

xCxC +=====−−  bundan berilgan tenglamaning 

umumiy yechimini topamiz.  ( ) 2

1

2 xCxy += .  

 

11.48 -11.53 misollarda differensial tenglamalarni yeching, boshlang`ich sharti berilgan bo`lsa, 

xususiy yechimini toping. 

 11.48 
x

ytgxy
cos

1
=+        11.49x2 y+ xy + 1 = 0  

11.50 y = x( y  - x cosx)      11.51 (2x + 1) y  = 4x + 2y 

11.52 0)0(,01
1 2

==−−
−

− yx
x

y
y    11.53 x y  + y + ex = 0, y(a) = b.  

Bernulli tenglamasi 

)()( xqyyxpy n=−  ko`rinishidagi differensial tenglamaga ( 1,0  nn ). Bernulli 

tenglamasi deyiladi. Berilgan tenglamani z = y1 – n almashtirish yordamida chiziqli differensial  

tenglama ko`rinishiga keltiriladi.  

 

11.54 Differensial tenglamani yeching. xy
x

y
y 22

=+ .  

Yechish. Ravshanki 0=y  berilgan tenglamaning echimi bo’ladi. 0=y  dan farqli echimlarini 

topish uchun berilgan tenglamaning ikkala tomonini 2y  ga bo’lib yuborib, 

x
yxy

y
=+

12
2

1

 tenglamaga kelamiz. 

z
h
=−

1
 almashtirishni bajarsak, 

2

1
1

y

y
z =  bo’lib, tenglama quyidagi chiziqli tenglamaga keladi: 

xz
x

z =−
21  bu tenglamani echib,  

22 ln

1

cxxx
y

+
−=  ekanligiga ishonch hosil qilamiz. 

 Demak, berilgan tenglamaning echimlari 

0=y  va 
22 ln

1

cxxx
y

+
−=  bo’lar ekan. 
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 Differensial tenglamalarni yeching.  

           11.55 y+2y=y2ex     11.56 (1 + x2) y+2xy = xy2, y(0) = 0,5  

11.57 y  = y4 cosx + ytgx.  

 

11.5  Ikkinchi tartibli differensial tenglamalar 

Ikkinchi tartibli oddiy differensial tenglama deb  

0),,,( = yyyxF      (11.8) 

ko`rinishdagi ga aytiladi.  

Agar differensial tenglama  

0),,( = yyxF     (11.9) 

 

ko`rinishida bo`lsa, u holda tenglamaning tartibi darajani pasaytirish z= y  almashtirish 

yordamida bittaga pasaytirish mumkin. Bu holda yz =  boladi.  

Agar tenglamaning ko`rinishi 

 

0),,( = yyyF      (11.10) 

 

bo`lsa, u holda z= y  almashtirishdan foydalaniladi va z = z(y)  y ning funksiyasi sifatida 

qaraladi. Bunda 
dy

dz
z

dy

dz

dx

yd
y ==


=  

 

11.58 Tenglamani yeching: ctgxyy = .  

Yechish. Faraz qilaylik, z= y . U holda zyy == )( , berilgan tenglamani ko`rinishi 

0, = zctgxzz  bo`lsin. dxctgx
z

dz
=  yoki 

x

xd

z

dz

sin

sin
=   hadma – had integrallab, 

1lnsinlnln cxz += , bu yerda c1 > 0, yoki  z = c1 sinx.  

z = 0 tenglamaning yechimi bo`lgani uchun, uning ixtiyoriy yechimi  z = c1 sinx, c1 

ixtiyoriy son.  

dx

dy
z =  bo`lgani uchun dy = c1 sinx dx. Ohirgi tenglikni integrallab  y = - c1 cos x + c2 ni 

olamiz.  

 

Tenglamalarni yeching.  

 

11.59 
y

x
y −=         11.60 0=+ yyx    11.61 

x

y
yyx


= ln .  

 

11.6 O`zgarmas koeffitsientli ikkinchi tartibli chiziqli differensial tenglamalar 

O`zgarmas koeffitsientli ikinchi tartibli chiziqli differensial tenglama deb 

)(xrqyypy =++    (11.11)       

ko`rinishdagi tenglamaga aytiladi. Bu yerda p va q – haqiqiy sonlar, r(x) – biror funksiya. Agar 

r(x) aynan nolga teng bo`lsa, berilgan tenglama bir jinsli, aks holda bir jinsli emas deyiladi. 

Bir jinsli differensial tenglamaga  

0=++ qyypy     (11.12) 

Quyidagi xarakteristik tenglama mos qo`yiladi.  

02 =++ qp     (11.13) 
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  - o`zgaruvchi.  

 Quyidagi holler yuz berishi mumkin. 

1) Agar (11.13) xarakteristik tenglama haqiqiy  1,  2 ildizlarga ega bo`lsa, u holda 

(11.12) tenglamaning umumiy yechimi  
xx

eceсy 21

21


+=     (11.14)       

ko`rinishda bo`ladi. 

2) Agar (11.13) xarakteristik tenglama bitta   ikki karrali yechimga ega bo`lsa, u holda 

(11.12) tenglamaning yechimi 
xexcсy )( 21 +=     (11.15) 

ko`rinishda bo`ladi. 

3) Agar (11.13) xarakteristik tenglama kompleks yechimga ega bo`lsa,  i= , bu 

yerda 
4

,
2

2p
q

p
−=−=  , u holda (11.12) tenglamaning umumiy yechimi  

xecxeсy xx   cossin 21 +=    (11.16) 

ko`rinishda bo`ladi. 

 

11.62 Diferensial tenglamalarni yeching.  

a) ;02 =−− yyy       b) ;044 =++ yyy    c) 052 =++ yyy .  

 

Yechish. a) Xarakteristik tenglama 012 2 =−−   turli ildizlarga ega 5.0,1 21 −==  , 

shuning uchun differensial tenglamaning umumiy yechimi 
2/

21

xx eceсy −+= .  

b) Bu holda xarakteristik tenglama 0144 2 =++   bitta ikki karrali  =-1/2 yechimga 

ega bo`ladi, shuning uchun izlanayotgan umumiy yechim 
2/

2

2/

1

xx eceсy −− += .  

c) 0522 =++   xarakteristik tenglama  = - 1  2i kompleks ildizlarga ega bo`ladi, 

shuning uchun xecxeсy xx 2cos2sin 21

−− += .  

 

Bir jinsli bo`lmagan differensial tenglamaning yechimini qaraymiz. 

 

Birinchi usul. Ixtiyoriy o`zgarmasni variatsiyalash usuli.  

Faraz qilaylik (11.11) differensial tenglamaga mos (11.12) bir jinsli tenglamasining 

yechimi  

( ) ( ) ( )xycxycxy 2211 +=    (11.17) 

 

bo`lsin.U holda (11.11) berilgan tenglamaning yechimi (11.17) ko`rinishda bo`ladi, bu yerda c1 

va c2 – x o`zgaruvchining funksiyalari. Bu funksiyalar  





=+

=+

ryCyC

yCyC

2211

2211 0
    (11.18) 

sistemani yechish natijasida topilishi mumkin.  

 

11.69 Tenglamani yeching. 
x

yy
cos

1
=+ .  

11.70   Tenglamani yeching.   y’’-y’-2y=x ex 

Tenglamalarni yeching 

11.71 09 =− yy             11.72 022 =+− yyy   

11.73 
xeyyy 22 =+−        11.74 

xxeyyy 26 =−+  
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11.75 xyy cos=+           11.76 xyy 2sin=+ .  

 

 

11.7 Yuqori tartibli chiziqli differensial tenglamalar 

y(n)= f (x) differensial tenglama.  

11.77  Tenglamani yeching  y(4) (x) = sin x.  

 Yechish. Berilgan tenglamani 4 marta integrallaymiz:   += 1

4 sin)( Cxdxdxxy , 

1cos)( Cxxy +−= , 
21)cos())(( CCxdxxy ++−=  ,   

,sin)( 21 CxCxxy ++−= ,
2

cos)( 32

2

1 CxC
x

Cxxy +++=  
43

2

2

3

1
26

sin)( CxC
x

C
x

Cxxy ++++=  

Tenglamani yeching   

11.78 1=x .     11.79  0)
4

(,
2

2ln
)

4
(,

cos

1
2

===


yy
x

y .  

11.80 xy sin)20( = .    11.81 1)1(,1)1(,2)1(,
6

3
==== yyy

x
y .  

),( yxfy = tenglama )(),( xzyxzy ==  almashtirish bilan birinchi tartibli tenglama 

keltiriladi.  

),( yyfy =  

tenglama quyidagi 

pp
dx

dy

dy

dp

dx

yd
yp

dx

dy
====

2

2

),(  

almashtirish bilan p(y) funksiyaga nisbatan birinchi tartibli tenglamaga keltiriladi. 

),(
1

pyf
p

p = .  

11.82 Ko`shi masalasini yeching. 

dy

dp
py =   

dx

dp
p =  

 4)0(,2)0(,02 −===+ yyyyy .  

 

Yechish. py = , almashtirishdan keyin p(y) ga nisbatan birinchi tartibli tenglamani 

olamiz: 02 =+ yp
dy

dp
, yoki y

dy

dp
2−= . Bundan p ni topamiz: 

12,2 Cydydpy
dy

dp
+−=−=   , 

1

2 Cyp +−= . Demak, 
1

2 Cyy +−= . Bunga boshlang`ich qiymatlarni qo`yib -4=-4+C1=>C1=0. 

Demak, 
2yy −= , dx

y

dy
=

− 2 , x
y
=

1
 

2

1

Cx
y

+
= . Boshlang`ich shartni qo`yib 

.
2

1

0

1
2 2

2

==
+

= C
С

 

Shunday qilib xususiy yechim
12

2

+
=

x
y .  

 

Tenglamani yeching   

11.83  .0)( 2 =+ yyy    11.84 1)
2

1
(,1)

2

1
(,13 === yyyy .  

   Yuqori tartibli chiziqli bir jinsli o`zgarmas koeffitsientli differensial tenglamalar. 
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0... 1

)2(

2

)1(

1

)( =+++++ −

−− ypypypypy nn

nnn
 (11.21) 

bu yerda −nppp ,,, 21  o`zgarmas sonlar. (11.21) ning yechimi 
xep =  ko`rinishida 

qidiramiz va 0)...( 1

2

2

1

1 =+++++ −

−− x

nn

nnn epppp  , yoki 

0...)( 1

2

2

1

1 =+++++= −

−−

nn

nnn

n ppppp    (11.22) 

tenglama xarakteristik tenglama deyiladi.  

Turli hollarni qaraymiz.  

1) Agar xarakteristik tenglamaning yechimlari haqiqiy va turlicha bo`lsa, u holda   
x

n

xx neyeyey


=== ,...,, 21

21 . 

(11.21) ning chiziqli bog`liqsiz yechimlari, umumiy yechim esa,  


=

=
n

i

x

ium
ieCy

1


 

 ko`rinishda yoziladi. 

2) Agar xarakteristik tenglama yechimlari orasida bir juft kompleks ildizlar bo`lsa: 

 ih +=1 ,  ih −=2  

bu yerda 1−=i , u holda ularga ikkita kompleks ildiz mos keladi.  

)sin(cos1

1 xixeey hxx 
+== , 

)sin(cos2

2 xixeey hxx 
−== . 

Ulardan ikkita chiziqli bog`liqsiz haqiqiy yechimlar tuzish mumkin:  

,cos
2

21
1 xe

yy
y hx =

+
=  

xe
i

bb
y hx sin

2

21
2 =

−
= . 

3) Agar xarakteristik tenglama yechimlari orasida k karrali  =a yechim bo`lsa, u holda 

1,...,1,0,3 −== ksexy x

s


 (11.21) tenglamaning yechimi bo`ladi.  

 

11.85 – 11.95Differensial tenglamani yeching.  

 

11.85 022 =+−− yyyy .  

Yechish. Xarakteristik tenglama 022 23 =+−−   ni yechib 2,1,1 221 =−==   ni hosil 

qilamiz. U holda umumiy yechimning ko`rinishi 
xxx

um eCeCeCy 2

32

2

1 ++= −
.  

11.86 0464 =−+−− yyyy . 

11.87 04884 =++++ yyyyy .  

11.88 02 =−+ yyy           11.89 02 =+− yyy  

11.90 0134 =+− yyy          11.91 08 =− yy  

11.92 0=− yy              11.93 096 =+− yyy  

11.94 02 =++ yyy           11.95 045 =+− yyy .  

11.8 Iqtisodiyotda differensial tenglamalar apparati 

Faraz qilaylik y=y(t) biror ishlab chiqaruvchining t vaqt mobaynida realizatsiya qiladigan 

tovar miqdori. Tovarning narxi o`zgarmas bo`lsin. U holda y=y(t) funksiya 

kyy =     (11.21) 

tenglamani qanoatlantiradi, bu yerda k=mpl, m- investitsiya normasi,   p - sotilish narxi, l- 

investitsiya kattaligi va mahsulot ishlab chiqarish tezligi orasidagi proparsionallik koeffisienti. 

(11.21) tenglama o`zgaruvchisi ajraladigan differensial tenglamadir. 

Uning yechimi  
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)(

0
0ttk

eyy
−

=     (11.22) 

bu erda )( 00 tyy =  

(11.21) tenglama aholining o`sishi, dinamikasini ifodalaydi. 

 

11.96 Agar kyy =  tenglamadagi proporsionallik koeffisiyenti 0,1 ga teng bo`lsa, realizasiya 

qilingan mahsulot miqdori boshlang`ich vaqtdagi bilan solishtirilganda, qancha vaqt o`tgandan 

keyin ikki marta ko`payadi? 

Realizasiya qilingan mahsulot miqdorini ikkilanishiga ketadigan vaqt 20% ga kamayishi 

uchun investitsiya normasini qancha foizga oshirish kerak? 

Yechish. (11.22) da t0=0, k=0,1,y=2y0 deb faraz qilsak
teyy 1,0

002 =  tenglikka kelamiz, bundan 

93,62ln10 =t  (vaqt birligi). Endi t1 = 0,8t, k1 = k/0,8 = 1,25k, ya`ni investitsiya normasini 

25% ga oshirish kerak. 

Narxning o`zgarmasligi haqidagi faraz vaqtning qisqa oralig`i uchun o`rinli. Umimiy 

holda p narx miqdor y ga bog`liq kamayuvchi funksiyadir  p=p(y). 

U holda kyy =  tenglamaning ko`rinishi  

yymlpy = )(     (11.24) 

o`zgaruvchilari ajraladigan tenglama bo`lib qolaveradi. 

(11.24) ko`rinishidagi tenglama bilan aholi soninig o`sishi, epidemiya rivojlanishining 

dinamikasi, reklama tarqalish prosessi va hakozolar ifodalanadi. 

11.97. Talab va taklif funksiyalari mos ravishda  
dt

dp
py 3225 +−= , 

dt

dp
px 415 +−= . 

Agar boshlang`ich momentida p=9 bo`lsa, muvozanat narxinig narxga bog`liqligini toping. 

11.98.  Tovar narxi p(y) = (5+3e-y) y–1;  m=0,6, l=0,4, y(0)=1 tenglama bilan berilgan y=y(t) 

ishlab chiqarilgan mahsulot miqdorining vaqtga bog`liqligini toping.  

11.99 Tovarga bo`lgan talab va taklif funksiyasining ko`rinishi:
dt

dp
py 4250 −−= , 

dt

dp
px 5270 −+= . Agar p(0) = 10 bo`lsa,  

a) Muvozanat narxning vaqtga bog`liqligini toping.  

b) Muvozanat narxi turg`unmi ?  

 

11.100 Biror tovarga bo`lgan talab va taklif funksiyasi 
dt

dp
py 430 −−= , 

dt

dp
px ++= 20 .  

a) Muvozanat narxning vaqtga bog`lanishini toping.  

b) Muvozanat narxi turg`unmi ?  

 

Differensial tenglamalar nazariyasini iqtisodiyotning uzluksiz modellarida qo`llanishiga 

doir misoolarni qaraymiz, bu yerda erkin o`zgaruvchi t – vaqt. Bunday modellar uzoq vaqt 

mobaynida iqtisodiy sistemalar evolyutsiyasini tekshirishda foydali : ular iqtisodiy dinami - 

kaning tekshirish predmetidir.  

Ishlab chiqarishning tabiiy o`sish modeli.  

Birinchi tartibli differensial tenglamalar.  

Faraz qilaylik, qandaydir mahsulot p narxda sotiladi Q(t) – t –vaqtda ishlab chiqarilgan 

mahsulot miqdori desak, u holda bu vaqt davomida pQ(t) ga teng daromad olinadi. Faraz 

qilaylik, ko`rsatilgan daromadning bir qismi mahsulot ishlab chiqarish investitsiyaga sarf bo`lsin, 

ya`ni  

I(t)=mpQ(t)    (1) 

m – investitsiya normasi va 0 < m < 1.  
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Agar bozorni yetarlicha ta`minlangan degan tasavvurdan kelib chiqilsa, u holda ishlab 

chiqarishda foydalaniladi. Bu yana ishlab chiqarish tezligini (akselleratsiya) oshishiga olib 

keladi, ishlab chiqarish tezligi esa investitsiyaning o`sishiga proparsional, ya`ni 

lIQ =     (2) 

bu yerda 1/l – akselleratsiya normasi. (1) formulani (2) qo`yib 

lmpQkkQQ == ,     (3)  

ni olamiz. (3) differensial tenglama o`zgaruvchilari ajraladigan tenglama. Bu tenglama umumiy 

yechimining ko`rinishi Q = Cekt, bunda C – ixtiyoriy o`zgarmas.  

Faraz qilaylik, boshlang`ich moment t = t0 da mahsulot ishlab chiqarish hajmi Q0 berilgan. 

U holda bu shartdan o`zgarmas C ni ifodalash mumkin:  

0

0

kt
CeQ =  bunda 0

0

kt
eQC
−

= . Bundan (3) tenglamaning xususiy yechimini topamiz:  

)(

0
0ttk

eQQ
−

=    (4) 

Shunga e`tibor berish kerakki, matematik modellar umumiylik xossasiga ega. Biologik 

tajribalardan kelib chiqadiki, bakteriyalarning ko`payish prosessi (4) tenglama bilan ifodalanadi. 

Radioaktiv parchalanish prosessi ham (4) formula bilan bilan ifodalanadigan qonuniyatga 

bo`ysunadi.  

 

Raqobat  sharoitida ishlab chiqarishning o`sishi 

Faraz qilaylik, p = p(Q) – kamayuvchi funksiya, ya`ni mahsulot hajmining ortishi bilan 

bozorda uning narxi kamayadi : dp/dQ < 0. Endi (1)-(3) formulalardan Q ga nisbatan chiziqli 

bo`lmagan o`zgaruvchilari ajraladigan birinchi tartibli differensial tenglama olamiz:  

( ) QQpQ =      (5) 

Bu tenglamaning o`ng tomonidagi barcha ko`paytuvchilar musbatligidan 0Q , ya`ni Q(t) 

funksiya o`suvchi.  

Funksiya o`sish xarakteri uning ikkinchi hosilasi bilan aniqlanadi. (5) tenglamadan 

( ) QQpQ =  . 

Talab elastikligini kiritib, bu tenglikni o`zgartirish mumkin: 
dpQ

dQp
pE =)( ,bundan 









+=

pdQ

dpQ
pQQ 1 , yoki 0

dp

dQ
, bo`lgani uchun E < 0, nihoyat  














−=

E
pQQ

1
1     (6)  

(6) tenglamadan elastik talabda 0Q , ya`ni 1E  ekanligi kelib chiqadi va Q(t) 

funksiyaning grafigi pastga qavariq. Bu esa progressiv o`sishi-ni bildiradi.  

Noelastik talabda 1E  va bu holda )(0 tQQ −  funksiya yuqoriga qavariq, bu sekin 

o`sishini ( etarlicha ta`minlangan ) bildiradi.  

Soddalik uchun p(Q) bog`lanishni chiziqli funksiya ko`rinishda qabul qilamiz. 

P(Q) = a – bQ, a > 0, b > 0. U holda (5) tenglamaning ko`rinishi:  

QbQaQ )( −=      (7) 

bundan 

)2( bQaQQ −=      (8) 

(7) va (8) munosabatlardan : 0,0 == QQ  da va Q = a/b da baQQ 2/,0   da; Q=Q(t) 

funksiya grafigini egilish nuqtasi Q = a/2b.  

 

Keynsning dinamik modeli 

Dinamikaning asosiy komponentlari bo`lgan iqtisodiyotning daromad va harakat qismlari 

sodda balans modelini qaraymiz. Faraz qilaylik Y(t), E(t), S(t), I(t) – mos ravishda milliy 
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daromad, davlat chiqimlari, iste`mol va investitsiya. Bu kattaliklarning barchasi t vaqtning 

funksiyasi sifatida qaraladi. U holda quyidagi munosabatlar o`rinli :  

( ) ( ) ( ) ( )tEtItStY ++= , 

( ) ( ) ( ) ( )tbtYtatS += ,           (9) 

I(t) K(t) )(tY   bu yerda a(t) – iste`molga moyillik koeffitsienti (0 < a(t) < 1), b(t) – chekli 

iste`mol, K(t) – akseleratsiya normasi. (9) tenglamaga kiradigan barcha funksiyalar musbat.  

(9) tenglamalarning ma`nosini oydinlashtiramiz. Barcha harajatlarning yig`indisi milliy 

daromadga teng bo`lishi kerak – bu balans birinchi tenglamada akslantirilgan. Xalq ho`jaligida 

umumiy iste`mol milliy daromadning bir qismi bo`lgan ichki iste`mol va chekli iste`moldan 

iborat mana shu tashkil etuvchilar ikkinchi tenglamada ko`rsatilgan. Nihoyat investitsiya 

kattaligi ixtiyoriy bo`lishi mumkin emas: u davlat tehnologiyasi va infrostrukturasi 

xarakterlaydigan kattalik akseleratsiya normasini ohirgi milliy daromadga ko`paytmasi bilan 

aniqlanadi.  

Faraz qilaylik, a(t), b(t), k(t), E(t) funksiyalar berilgan – ular davlat evolyutsiyasi va 

faoliyatini xarakterlaydi. Milliy daromad dinamikasi ( )tY  ni topish talab qilinadi.  

Ikkinchi tenglamadan S(t) ni va uchinchi tenglamadan I(t) ni birinchi tenglamaga qo`yamiz. 

Y(t) funksiyaga nisbatan chiziqli bir jinsli bo`lmagan birinchi tartibli differensial tenglama 

olamiz :  

)(

)()(

)(

)(1

tk

tEtb
Y

tk

ta
Y

+
−

−
=    (10) 

Biz asosiy parametrlar a, b, k ni o`zgarmas sonlar deb faraz qilib, ancha sodda holni 

tekshiramiz. U holda (10) tenglama o`zgarmas koeffitsientli birinchi tartibli chiziqli differensial 

tenglamaga kelib soddalashadi:  

k

Eb
Y

k

a
Yp

+
−

−
=

1
    (11) 

Ma`lumki, bir jinsli bo`lmagan tenglamaning umumiy yechimi uning qandaydir xususiy 

yechimi va unga mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi yig`indisidan iborat. (11) 

tenglamaning xususiy yechimi sifatida 0=y  dagi, ya`ni muvozanat yechimini olamiz, ya`ni  

a

Eb
Yp

−

+
=

1
    (12) 

Ko`rish qiyin emaski, bu kattalik musbat. Bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi 








 −
= t

k

a
СY

1
exp  formula bilan beriladi. (11) tenglamaning umumiy yechimi quyidagi 

ko`rinishda :  

t
k

a

Ce
a

Eb
tY

−

+
−

+
=

1

1
)(    (13) 

Agar vaqtning boshlang`ich momentida Y0 < Yp bo`lsa, u holda C =Y0 - Yp< 0 va egri 

chiziqlar (12) muvozanat yechimidan pastga keladi, ya`ni milliy daromad vaqt o`tishi bilan 

masalaning berilgan parametrlari a,b,k va E da kamayadi, chunki (13) da eksponenta darajasi 

musbat. Agar Y0 > Yp bo`lsa, u holda C > 0 va vaqt o`tishi bilan milliy daromad o`sadi, integral 

egri chiziqlar Y = Y0 muvozanat to`g`ri chizig`idan yuqoriga ketadi.  

 

O`sishning noklassik modeli 

Faraz qilaylik, Y = F (K,L) milliy daromad, bu yerda F – bir jinsli birinchi tartibli ishlab 

chiqarish funksiyasi: (F (tK, tL) = F (K,L)), K – sarflangan mablag` hajmi, L – mehnat sarfi 

hajmi. Fond qurollanish kattaligi k = K/L bo`lsin. U holda ishlab chiqarish unumdorligi quyidagi 

formula bilan aniqlanadi :  

),(
),(

)( lKF
L

LKF
kf ==    (14) 
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Bu bo`limda qaralayotgan masalaning maqsadi qurollanish fond dinamikasini vaqtning 

funksiyasi sifatida ifodalashdir.  

Har qanday model ma`lum farazlarga asoslanganligi uchun biz ham ba`zi bir parametrlarni 

kiritishimiz zarur.  

Quyidagilar bajariladi, deb faraz qilamiz :  

1. Mehnat resurslari vaqtida tabiiy o`sish o`rinli  

LL =     (15) 

2. Mablag` ishlab chiqarish fondiga va amortizatsiyaga sarflanadi, ya`ni KKI += , bu 

yerda   - amortizatsiya normasi.  

Agar l – investitsiya ( sarflangan mablag` ) normasi bo`lsa, u holda  

KKlYI +==  yoki KLKlFK −= ),(  (16) 

k – fond qurollanish ta`rifidan kelib chiqadiki, lnk=lnK – lnL.  

Bu tenglikni t bo`yicha differensiallab,  

kxlfk )()(  +−=      (17) 

tenglamani olamiz, bu yerda f (x) funksiya (14) formula bo`yicha aniqlangan. Olingan (17) 

munosabat o`zgaruvchilari ajraladigan birinchi tartibli chiziqli bo`lmagan differensial tenglama. 

Bu tenglamaning statsionar yechimini aniqlaymiz: 0=k  shartdan,  

0)()( =+− kklf      (18) 

ya`ni k = const – o`zgarmas kattalik, chiziqli bo`lmagan (18) algebraik tenglamaning yechimi.  

Ishlab chiqarish funksiyasi KLLKF =),(  uchun (17) tenglamaning integral egri 

chiziqlari va statsionar yechimini toping.  

(14) dan kkf =)( , u holda (17) tenglamaning ko`rinishi  

kkl
dt

df
)(  +−= . 

Bu tenglamaning statsionar yechimi quyidagi tenglikdan kelib chiqadi: 

0)( =+− kkl  , bundan (17) tenglamaning nol bo`lmagan xususiy yechimi 
22 )/(  += lkst .  

(17)differensial tenglamani “o`zgaruvchilarni ajratish” usuli bilan yechamiz. 

 
dt

klk

dk
=

+− )( 
 

Bu tenglamani zk =  almashtirishdan so`ng integrallab, umumiy yechimining oxirgi 

ko`rinishini olamiz.  
2

2
exp

1
)( 















 +
−+

+
= tCtk




  (19) 

Demak, o`zgarmaydigan parametrlarda  ,,l  fond qurollanish funksiyasi o`z stasionar 

qiymatiga boshlang`ich shartlardan bog`liqsiz ravishda turg`un barqaror intiladi. Bu stasionar 

nuqta k = kst barqaror muvozanat nuqtasi bo`-ladi.  

 

Ikkinchi tartibli differensial tenglamalar 

Oldindan aytib beriladigan narxlar bilan bozor modeli 

Prognoz qilinadigan narxlar bilan bozor modelini qaraymiz. Oddiy bozor modellarida talab 

va taklif odatda tovarning shu kundagi narxi bilan bog`liq bo`ladi. Lekin talab va taklif aniq 

hollarda narxning tashkil qilinishi va narxning o`zgarishi tempi bilan bog`liq bo`ladi. t vaqt 

bo`yicha uzluksiz va differensiallanuvchi funksiyalar modelida bu xarakteristikalar mos ravishda 

p(t) narx funksiyasini birinchi va ikkinchi hosilalarini tavsiflaydi.  
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Misol: Faraz qilaylik, talab funksiyasi D va taklif funksiyasi S, narx funksiyasi p va uning 

hosilalari bilan quyidagicha bog`lanishga ega bo`lsin.  

334)(

,1823)(

+++=

+−−=

ppptS

ppptD
   (20) 

(20) da qabul qilingan bog`lanishlar to`la realistik (amaliy): buni narx funksiyasining hosilalari 

qo`shiluvchilarda oydinlashtiramiz.  

1. Talab narxning o`zgarishi bilan “qizdiriladi”. Agar temp o`ssa )0( p , u holda 

bozorning talabga qiziqishi ortadi va aksincha. Narxning tez o`sishi xaridorni qo`rqitadi, shuning 

uchun narx funksiyasining birinchi hosilasi manfiy ishora bilan kiradi.  

2. Taklif yana ko`proq o`lchamda narxning o`zgarish tempi bilan kuchaytiriladi, shuning  

uchun S(t) funksiyadagi p   ning koeffisienti D(t) dagiga nisbatan katta. Shuningdek narxning 

o`sishi taklifni oshiradi, shuning uchun p  ni o`z ichiga oluvchi qo`shiluvchi S(t) ning ifodasiga 

(+) ishora bilan kiradi.  

Narxning vaqtga bog`lanishini o`rnatish talab qilinsin. Bozorning muvozanat holati D=S 

tenglik bilan xarakterlanganligi uchun (20) tenglamaning o`ng tomonlarini tenglashtiramiz va 

soddalashtirib, quyidagini olamiz :  

1552 =++ ppp     (21) 

(21) munosabat p(t) funksiyaga nisbatan chiziqli bir jinsli bo`lmagan ikkinchi tartibli differensial 

tenglama. Bunday tenglamaning umumiy yechimi biror hu- susiy yechimi va unga mos bir jinsli  

052 =++ ppp    (22) 

tenglamaning umumiy yechimi yig`indisidan iboratdir.  

(22) uchun xarakteristik tenglama: k2 + 2k + 5 = 0. Uning ildizlari qo`shma kompleks sonlar: k1,2 

= - 1 2i va natijada (22) tenglamaning umumiy yechimi quyidagi formula bilan 

beriladi: )2sin2cos()(~
21 tctcetp t += −

, bu yerda c1 va c2 – ixtiyoriy o`zgarmaslar.  

Bir jinsli bo`lmagan (21) tenglamaning xususiy yechimi sifatida p=pst – narxni 

belgilaydigan o`zgarmas kattalikni olamiz. Buni (21) ga qo`ysak, pst ni qiymatini olamiz:  

pst = 3. Shunday qilib, (21) tenglama umumiy yechimining ko`rinishi  

P(t) = 3 + e - t(C1 cos2t +C2 sin2t)  (23) 

Ko`rish qiyin emaski, →t  da 3)( =→ stptp , ya`ni barcha integral egri chiziqlar p=3 

gorizontal asimptotaga ega va uning atrofida tebranadi. Bu barcha narxlar o`rnatilgan pst narxga 

intilishini va uning atrofida tebranishini bildiriladi, bu tebranishlarning amplitudasi vaqt o`tishi 

bilan o`sa boshlaydi.  

 

Bu masalaning xususiy yechimlarini ikki variantda keltiramiz:  

 

1. Koshi masalasi. Faraz qilaylik, boshlang`ich momentda narx va uning o`zgarish 

tendensiyasi ma`lum : t = 0, p = 4, 1=p . Birinchi shartni (23) formulaga qo`yib p(0) = C1 + 3 

= 4, bundan C1 = 1 ni olamiz, ya`ni: p(t) = 3 + e - t(cos2t +C2 sin2t)  

Buni differensiallaymiz :  

p (t) = e – t[(2C2 – 1)cos2t – (C2 +2)sin2t]  (24) 

Endi Koshi masalasining ikkinchi shartini qo`llaymiz: p (0)=2C2–1=1, bundan C2 = 1. 

Nihoyat Koshi masalasi yechimining ko`rinishi quyidagicha bo`ladi:  

P(t)=3+e-t(cos2t + sin2t);  yoki ancha qulay ko`rinishda )4/2cos(23)( −+= − tetp t
.  

 

2. Aralash masala. Faraz qilaylik, vaqtning boshlang`ich momentida talab va taklif 

ma`lum : t = 0, p = 4, D = 16.  

Birinchi boshlang`ich shart oldingidek bo`lgani uchun, bu yerda ham (24) yechimga ega 

bo`lamiz. U holda p(t) funksiyaning hosilalari quyidagi formulalar bilan ifodalanadi: 
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p (t) = e – t[(2C2 – 1)cos2t – (C2 +2)sin2t], 

p  (t) = - e – t[(4C2 +3)cos2t – (3C2 – 5)sin2t].  

Bunan p (0) = 2 C2 –1 va p  (0) = - 4C2 – 3.  

Bu tengliklarni D(t) ning (20) ko`rinishini hisobga olgan holda masalaning ikkinchi 

D(0)=16 shartiga qo`yib, C2=-1 ni olamiz. Shunday qilib, berilgan masala yechimining ko`rinishi 

p(t) = 3 + e - t(cos2t - sin2t) yoki ancha qulay formada:  

 

)4/2sin(23)( −−= − tetp t
    (25) 

 

11.101. Usti оchiq rеzеrvuаrdаgi suvning dаstlаbki tеmpеrаturаsi 700S edi, 10 minutdаn 

so’ng suvning tеmpеrаturаsi 650S bo’ldi, rеzеrvuаrni o’rаb turgаn muhitning tеmpеrаturаsi 150S. 

1) Bоshlаng’ich mоmеntdаn 30 minut kеyin rеzеrvuаrdаgi suvning tеmpеrаturаsini tоping; 2) 

qаysi vаqtdа rеzеrvuаrdаgi tеmpеrаturа 200S bo’lishini tоping. 

 Yechilishi. 1. Suvning o’zgаruvchi tеmpеrаturаsini T  bilаn bеlgilаb, suvning sоvish 

qоnuni funksiyasini vаqtning funksiyasi sifаtidа bеlgilаymiz. Suvning sоvish tеzligi t  vа T  

lаrni bоg’lоvchi funksiyaning o’zgаrish tеzligidir, ya’ni u  
dt

dT
 hоsilа bo’lаdi. 

 
dt

dT
 tеzlik rеzеrvuаrdаgi suv tеmpеrаturаsi bilаn rеzеrvuаrni o’rаb оlgаn muhit 

tеmpеrаturаsi оrаsidаgi аyirmаgа prоpоrsiоnаl, ya’ni ( )015−TR , bundа R  - prоpоrsiоnаllik 

kоeffisiеnti. U hоldа  

( )015−= TR
dt

dT
. 

O’zgаruvchilаrni аjrаtаmiz:  

Rdt
T

dt

15−
. 

 2. (2) tеnglаmаni intеgrаllаymiz: 

( )  +=−=
−

CRtTRdT
T

dT 015ln,
15

 

yoki  

115 CeeeCeT RtCRtRt ==+=− , bundаn 151 += RteCT   (3) 

 Sоvush qоnunini hоsil qildik, bu еrdа t - vаqt  vа T  - suv tеmpеrаturаsi – chеkli 

o’zgаruvchilаr.  

 3. Bеrilgаn  bоshlаng’ich shаrtlаr CTt 070,0 ==  dа C  o’zgаrmаs miqdоrni tоpаmiz. 

 Quyidаgigа egа bo’lаmiz: 
00

1

0 1570 += ReC  yoki 
0

111

00 55,155 ==== CCCeCi    (4) 

(4) tеnglikdаgi 
1C  ning qiymаtini (3) tеnglikkа qo’yib, quyidаgini hоsil qilаmiz: 

00 1555 += RteT                                       (5) 

4. R  o’zgаrmаs miqdоrni tоpаmiz. Mаsаlаning shаrtidа 10=t  minutdаn so’ng CT 065=  

bo’lishi bеrilgаn. Bu qiymаtlаrni (5) tеnglаmаgа qo’yib, ushbuni hоsil qilаmiz: 

     155565 1000 += Re  

yoki  

     Re1000 5550 = , 

yoki  

      Re10

11

10
= .     (6) 

(6) tеnglikni lоgаrifmlаb, yozаmiz: 

elqR1011lg10lg =− , 
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bundаn 

009532,0
343,4

0414,0

4343,010

0414,11

lg10

11lg1
−=−=



−
=

−
=

e
R     (7) 

 

R  ning qiymаtini (5) tеnglаmаgа qo’yib t  vа T  o’zgаruvchilаrni bоg’lоvchi sоvish qоnunini 

hоsil qilаmiz: 
0009532,00 1555 += − teT .     (8) 

 5. Suvning bоshlаng’ich mоmеntdаn 30 minut kеyingi tеmpеrаturаsini tоpаmiz. (8) 

tеnglаmаgа 30=t minut qiymаtni qo’yamiz: 
030009532,00 1555 += −eT , 

bundаn  
0286,00 1555 += −eT  . 

Hisоblаymiz:  

4132,41

,6162,11242,07404,14343,0286,07404,1lg286,055lglglg,55 286,0

=

=−=−=−=== −

x

exxex

 U hоldа  
000 561541 =+=T . 

  

6. Qаnchа vаqtdаn kеyin rеzrаuаrdаgi suvning tеmpеrаturаsi 200 S bo’lishini tоpаmiz. (8) 

tеnglаmаgа 020=T  qiymаtni qo’yamiz: 

 
0009532,000 155520 += − te  yoki 

te 009532,000 555 −= , 

bundаn  

  0909,0
11

1009532,0 =− te   yoki ,9586,20909,0lglg009532,0 ==− et  

251
4343,0009532,0

041,1

4343,0009532,0

9586,2
=


=


−=t min 4=  sоаt 11 min. 

 

 11.102. Rаdiyning еmirilish tеzligi bеrilgаn hаr bir vаqt mоmеntidа rаdiyning dаstlаbki 

miqdоrigа prоpоrsiоnаl ekаnligi tаjribаdа аniqlаngаn. Bоshlаng’ich vаqt mоmеntidа 
00 Rt =  

grаmm rаdiy bоr edi. Rаdiy miqdоrini istаlgаn t  vаqt mоmеnti uchun hisоblаsh fоrmulаsini 

tuzing. 

  11.103. Rаdiy o’zining dаstlаbki miqdоrigа prоpоrsiоnаl tеzlik bilаn еmirilаdi. 

Hоzirgi mоmеntdа bоr bo’lgаn miqdоrining yarmisi qаnchа vаqtdаn kеyin еmirilаdi. Rаdiy 

uchun prоpоrsiоаllik kоeffisiеnti 00044,0=R  ekаnligi аniqlаngаn (vаqt o’lchоv biriligi ____ 

yil). 

 11.104. Suyuqlikdа аylаnаyotgаn diskning burchаk tеzligi ishqаlаnish hisоbigа 

sеkinlаshаdi. Ishqаlаnish burchаk tеzlikkа prоpоrsiоnаl ekаnligi аniqlаngаn. 1)iаgаr disk 0=t  

bo’lgаndа 12 rаd/sеk tеzlik bilаn аylаngаn bo’lib, 10=t  sеkundа esа uning tеzligi 8 rаd/sеk 

bo’lgаn bo’lsа, disk 120=t  sеk mоmеntdа qаndаy tеzlik bilаn аylаnishini tоping; 

2) vаqtning qаysi mоmеntidа uni 1 rаd/sеk tеzlik bilаn аylinishini tоping. 

 11.105. Suyuqlikdа аylаnаyotgаn diskkа tа’sir qilаyotgаn sеkinlаshtiruvchi kuch burchаk 

tеzlikkа prоpоrsiоnаl. Аgаr disk 0=t dа 20 rаd/sеk tеzlik bilаn, 8=t  dа esа 16 rаd/sеk tеzlik 

bilаn аylаnsа, diskning 2 rаd/sеk tеzlik bilаn аylаnаdigаn vаqt mоmеntini tоping.  

 

Diffеrеnsiаl tеnglаmаlаrning iqtisоdiyotdа qo’llаnlishi 

 

 Fаrаz qilаylik ( )tyy =  - ishlаb chiqаrilgаn vа vаqtning t  оnidа sоtilgаn mаhsulоt 

miqdоri. Bu tоvаr nаrхi (qаrаlаyotgаn vаqt оrаlig’idа o’zgаrmаs). U hоldа ( )tyy =  funksiya 
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      yRy =      (1) 

tеnglаmаni qаnоаtlаntirаdi, bu еrdа −= mmplR , invеstisiya nоrmаsi, −p sоtilish nаrхi, 

−l invеstisiya kаttаligi vа mаhsulоt ishlаb chiqаrish tеzligi оrаsidаgi prоpоrsiоnаllik kоeffisiеnti. 

 (1) tеnglаmа o’zgаruvchilаri аjаrаlаdigаn diffеrеnsiаl tеnglаmа. Uning еchimi: 

      
( )0

0

ttk
eyy

−
=      

bu еrdа  ( )00 tyy =           (2) 

 SHuningdеk, (1) tеnglаmа аhоlining ko’pаyishi, dоimiy inflyasiya jаrаyonidа nаrх – 

nаvоning o’sishini bildirаdi. 

11.106. Qаnchа vаqt оrаlig’idа rеаlizаsiya qilingаn mаhsulоt miqdоri bоshlаng’ich miqdоr 

bilаn sоlishtirilgаn ikki bаrаvаr ko’pаyadi, (1) tеnglаmаdаgi prоpоrsiоnаllik  kоeffisiеnti 1,0=R . 

Rеаlizаsiya qilingаn mаhsulоt miqdоri ikki mаrtа оshishi uchun zаrur bo’lаdigаn vаqt оrаlig’i 

20% gа qisqаrtirish uchun invеstisiya nоrmаsini nеchа fоiz оrttirish kеrаk. 

Yechish: Fаrаz qilаylik (2) tеnglаmаdа 
00 21,0,0 yykt ===  bo’lsа, u hоldа  

tlyy 1,0

002 =  gа kеlаmiz, bundаn 93,62ln10 =t  (vаqt birligi) tt 8,01 =  dеb fаrаz qilib 

kkk 25,18,0/1 =  ni, ya’ni invеstisiya nоrmаsini 25% оrttirish kеrаkligini hоsil qilаmiz. 

 Tаjribаdаn mа’lumki, nаrхning o’zgаrmаsligi hаqidаgi fаrаz  (to’yinmаgаn bоzоr) fаqаt 

vаqtning qisqi оrаlig’igа tеgishli.  

 Umumiy hоldа p  nаrх rеаlizаsiya qilingаn mаhsulоt miqdоri y  ning ( )( )ypp =  

kаmаyuvchi funksiyasi. 

     ( ) yymlpy = ,     (3) 

yanа o’zgаruvchisi аjаrаlаdigаn tеnglаmа bo’lib qоlаdi. 

 Shuningdеk (3) tеnglаmа аhоlining ko’pаyishi, epеdеmiyaning tаrqаlishi, rеklаmа 

tаrqаtilish jаrаyoni vа h.k.lаrni ifоdаlаydi.  

 2. Tоg’ – kоl pоsyolkаsi аhоlisi sоnining vаqt o’tishi bilаn quyidаgi tеnglаmа bilаn 

yozilаdi: 

( )yyy 41023,0 −−=  

bu еrdа ( )tyy = , t  - vаqt (yil). Vаqtning bоshlаn0ich оnidа pоsyolki аhоlisi 500 kishi. Uch 

yildаn kеyin аhоli sоni qаnchа bo’lаdi. 

 Еchish: tеnglаmаdаgi o’zgаruvchilаrni аjrаtib, quyidаgi tеnglаmаgа kеlаmiz.  

( )
dt

yy

dy
=

− −41023,0
 

vа bu tеnglikni hаdmа – hаd intеgrаllаb 

     ,6,0
102

ln 14
Ct

y

y
+=

− −
 

yoki   
teC

y

y ,0

4102
=

− −
         (4) 

ni hоsil qilаmiz. 

 C  o’zgаrmаsning qiymаti bоshlаn0ich shаrtdаn tоpilаdi: ( ) 5000 =y  bo’lgаni uchun. 

4,256C . (4) tеnglikdаn u funksiyaning ifоdаsi 
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     t

t

e

e
y

6,0

6,0

02564,01

8,512

−
=  

U hоldа ( ) 268502564,01/8,512)3( 8,18,1 −= eey .  

Eslаtib o’tаmiz, tаlаbаning  elаstikligi (nаrхgа nisbаtаn) 

     ( )
ydp

pdy
yE p = . 

Bа’zi hоllаrdа elаstiklik bеrilgаndа tаlаb funksiyasi qiziqish uyg’оtаdi.  

 11.107. Аgаr constEp =−= 2  vа ( )
6

1
3 =y  bo’lgаndа tаlаb funksiyasini tоping.  

 11.108.  Tаlаb vа tаklif (mоs rаvishdа) 

   

dt

dp
px

dt

dp
py

415

,3225

+−=

+−=

 

Bоshlаng’ich vаqtdа 9=p  bo’lsа muvоzаnаt nаrхning, vаqtgа bоg’liqligini tоping. 

 11.109.  Tаlаb funksiyasi ( ) ( ) 5,00,1;2 ==−= ylyyp  bеrilgаn, sоtilgаn mаhsulоt 

hаjmining ifоdаsini tоping. 

 11.110. Birоr tаrmоqning vаqtning t оnidа оlgаn dаrоmаdi ( ) ( )−tItY , invеstisiya vа 

( )−tC istе’mоl kаttаligining yig’indisidаn ibоrаt 

( ) ( ) ( )tCtItY +=      (5) 

Dаrоmаdning o’sish kаttаligini invеstisiya kаttаligigа prооrsiоnаl, ya’ni 

     ( ) ( )tItYb =       (6)

 bu еrdа −b dаrоmаd o’sishining kаpitаl sig’im kоeffisiеnti. 

 Fаrаz qilаylik ( )tC  оlinаyotgаn dаrоmаdning аjrаtilgаn qismi: ( ) ( )( )tmtC −= 1 , bu еrdа 

−m invеstisiya nоrmаsi. U hоldа (5) vа (6) dаn  

Y
b

m
Y =       (7) 

bu esа (1) tеnglаmаgа tеng kuchli. 

 11.111.  Istе’mоl kаttаligi tC 2= , dаrоmаd o’sishining kаpitаl sig’imi kоeffisiеnti 

( ) 2,
2

1
== oyb , mа’lum bo’lsа dаrоmаd funksiyasi ( )tYY =  ni tоping. 

 11.112. To’yilmаgаn bоzоr shаrоitidа, аgаr vаqtning bоshlаng’ich оnidа ishlаb chiqаrish 

hаjmi ( ) 2400 == yy  (sh.b), invеstisiya nоrmаsi 0,6, sоtilish nаrхi 0,15 (sh.b) vа 4,0=l  bo’lsа 6 

оydаn kеyingi ishlаb chiqаrish hаjmini аniqlаng. 

11.113.  Tоvаrning nаrхi ( ) ( ) ( ) 104,0,6,06,0,35 1 ====+= −− ylemyeyp y . 

   

Mavzu yuzasidan savollar. 

 

1. Qanday tenglamalar differensial tenglamalar deyiladi? 

2. Differensial tenglamaning yechimi deb nimaga aytiladi? 

3. Differensial tenglamaning qanday yechimi umumiy, qanday yechimi xususiy 

deyiladi? 



169 

 

4. Qanday tenglama o`zgaruvchisi ajraladigan differensial tenglama deyiladi? 

5. Qanday tenglama bir jinsli differensial tenglama deyiladi? 

6. Qanday tenglama chiziqli differensial tenglama deyiladi? 

7. O`zgarmasni variatsiyolash usuli nima? 
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11. Differensial tenglamalar 

11.1. Differensial tenglama haqida tushuncha 

Umumiy yechim, umumiy integral 

−n Tartibli oddiy differencial tenglama deb,  
( )( ) 0,,,,, = nyyyyxF      (11.1) 

 

ko`rinishidagi tenglamaga aytiladi, bu yerda ( )−= xyy noma’lum funksiya. 

 (11.1) tenglamani ayniyatga aylantiradigan har qanday ( )xy =  funksiya bu 

tenglamaning yechimi deyiladi. Agar yechim ( ) 0, =yxФ  kabi oshkormas ko’rinishda berilsa, u 

(11.1) tenglamaning integrali deyiladi. 

Agar  tenglamadagi  funksiya  bir  argumentli  bo’lsa,  bunday  tenglama  oddiy  

differensial tenglama  deyiladi.  Agar  tenglamadagi  funksiya,  ko’p  o’zgaruvchili  bo’lsa  uning  

xususiy hosilalari  ham  ishtirok  etadi. Bunday  tenglama  xususiy  hosilali  differensial  

tenglama deyiladi.  

Biz  faqat  oddiy  differensial  tenglamalarni  o’rganamiz  va  kelgusida  qisqalik  uchun 

diffensial  tenglama  deb  ataymiz.    
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Differensial tenglamaga kiruvchi hosila (differensial)larning eng yuqori tartibi differensial 

tenglamaning tartibi deyiladi. Masalan: yxxyyxy +=+= cos,  - birinchi tartibli differensial 

tenglamalar, xyy =+  - esa ikkinchi tartibli differensial tenglama.  

         Differensial tenglamaning yechimi deb, tenglamani ayniyatga aylantiradigan 

differensiallanuvchi y = y(x) funksiyaga  aytiladi. 

n – tartibli differensial tenglamaning n ta ixtiyoriy o`zgarmaslarga bog`liq bo`lgan yechimi, 

bu tenglamaning umumiy yechimi deyiladi. Bu o`zgaruvchilarning aniq son qiymatlarida olingan 

yechim differensial tenglamaning xususiy yechimi deyiladi. 

 (11.1) tenglama uchun Koshi masalasi boshlang`ich shartlar deb ataluvchi ushbu 
)1(

0

)1(

00 000
,,,

−

=

−

== ===
n

xx

n

xxxx yyyyyy   shartlarni qanoatlantiruvchi 

yechimini topishdan iboratdir.  

Differensial   tenglamaning  yechimini  toppish  uni  integrallash  deyiladi. Yechimni  

grafigi integral  egri  chizig’i  deyiladi.   

11.1 Berilgan y=c1e
x+ c2e

2x (1) funksiya 023 =+− yyy  (2) 

tenglamaning yechimi ekanligini isbotlang.  

Yechish. (1) – funksiyani ketma – ket differensiallab quyidagi 
xx ececy 2

21 2+= ,   
xx ececy 2

21 4+=   tengliklarga kelamiz. Bu sistemani c1e
x va c2e

2x ga nisbatan yechib:  

yyec x −= 21 , )(
2

12

2 yyec x −= . Bu ifodalarni (1) ga qo`yib (2) ni hosil qilamiz.  

11.2 Berilgan 0333 =+− xycxy  (3) funksiya 02)( 223 =++− xyyxxyy  (4)           

tenglamaning yechimi bo`lishini tekshiring.  

11.3
2

2 xxey = tenglamaning y(0) = 1 boshlang`ich shartni qanoatlantiruvchi yechimini toping.  

Quyidagi funktsiyalar differensial tenglamaning integrali  ekanliginini tekshiring.  

11.4 yxyyxcyxyx −=−=+− 2)2(,222
.        

11.5 32 ,1 yyyxcyyx =−=+ .                   

11.6 22,2 22

1

2 =+=− yyyxeCy x .                 

11.7 0)1(,
4

ln 2

2

1 =+++−= yyxC
x

xCy . 

  Birinchi tartibli differensial tenglamalar 

11.3  O`zgaruvchisi ajraladigan tenglamalar 

Ushbu  

M(x)dx + N(y)dy = 0    (11.2) 

ko`rinishdagi tenglama o`zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalar deyiladi, bu yerda 

M(x), N(y) – uzluksiz funksiyalar. 

Tenglama hadma - had integrallash yo`li bilan yechiladi: 

  =+ cdyyNdxxM )()( .        

11.8
x

y
y =  differensial tenglamani yeching.  

Yechish. Tenglama o`zgaruvchisi ajraladigan differensial tenglama, uni quyidagi ko`rinishga 

keltiramiz: 
x

dx

y

dy

x

y

dx

dy
=== . Tenglikning ikkala tomonini integrallab, cxy lnlnln +=  

umumiy integral va y = cx – umumiy yechimni hosil qilamiz.  

 

11.9 ( ) 021 22 =+− xyyx  differensial tenglamaning y(0)=1 boshlang`ich shartni 

qanoatlantiradigan xususiy yechimni toping.  
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11.10 Tenglamani yeching: 0ln2 =− xdxdyyx . 

11.11 Tenglamani yeching: 11 ++=+ yxy .  

Differensial tenglamalarni yeching. Agar boshlang`ich shart berilgan bo`lsa xususiy 

yechimini toping:  

11.12 Tenglamani yeching. 01 2 =−− ydydxy  

    Yechish:  O’zgaruvchilarni ajratib, dx= 
21 y

ydy

−
  tenglikni hosil qilamiz, uni integrallab 

21 ycx −−=+   yoki ( ) 122
=++ ycx  yechimni topamiz.  

 

11.13  Tenglamani yeching.    ( ) 11 =+− ye y  

 

Tenglamalarni  yeching  

11.14 ( ) 013 2 =+− dxydyx    11.15 0423 32 =−+ dyxydxx  

11.16 yxyyyx =+ 22    11.17  ( ) 01221 =−−− dxdyye x  

11.18  ( ) yyx =− 212    11.19  0=++ ydydxe yx  

11.20  ( )2yxy +=     11.21  ( ) ( ) 0564132 =−++−+ dyyxdxyx  

11.24 xydydxy =−12     11.25  yx  + y = y2, y(1) = 0,5  

11.26  xy y = 1 – x2      11.27 y y(1+ex) = ex, y(0) = 1  

11.30 124 −+= yxy    11.31 zxz += 10  

11.32 ( )xyy −= cos     11.33 ( ) 10;2 −==+ yyctgxy  

11.34 ( ) 02;33 2 == yyy    11.35 ( ) 5,01;2 ==+ yyyyx  

11.36 ( ) ( ) 10;12 −==+ yyyx    11.37 ( ) ( ) ( ) 11;011 3232 −==−−+ ydyxydxyx  

11.38 ( ) ( ) 11;0 ==−+ yyyxxy   11.39 ( ) ( ) 01;1122 ==− yyyx  

 

 

 

11.3 Bir jinsli differensial tenglamalar 

 

 Agar ( ) ( )yxfyxf m ,,  =  ayniyat o`rinli bo`lsa, ( )yxf ,  m darajali bir jinsli funksiya 

deyiladi. Masalan: 
xy

yx
yx

x

y
yx

x

y
x

22

3 33 ;;cos;cos
−

+− funksiyalar bir jinsli funksiyalardir.  

2) Agar ( ) ( )yxQvayxP ,, bir xil o`lchovli bir jinsli funksiyalar bo`lsa, u holda  

( ) ( ) 0,, =+ dyyxQdxyxP     (*)    

birinchi tartibli bir jinsli differensial tenglama deyiladi.  

(*) tenglama uxy = alamshtirish yordamida, bu yerda u yangi nomalumli funksiya, 

o`zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga keltiriladi.  

 

11.40 Tenglamani yeching      y =
yx

yx

−

+
 

      Yechish:   Tenglama bir jinsli bo’lgani uchun   y=ux   almashtirish bajaramiz, natijada y 

=u+xu   ni hosil qilamiz.   Tenglama  u+xu =
u

u

−

+

1

1
   yoki  

u

u
ux

−

+
=

1

1 2

  ko’rinishini oladi.  
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O’zgaruvchilarni ajratib 
21

1

u

u

+

−
du=

x

dx
  ni hosil qilamiz.   Uni integrallab  arctgu 

2

1
− ln(1+ )=ln|x|+C1   ni topamiz.  

Oldingi o’zgaruvchilarga qaytib   arctg =  ln(1+ )+ln|x|+C  yoki  

arctg = ln 22 yx + +C   ni hosil qilamiz. 

 

11.41  Tenglamani yeching   y =
x

y

y

x
+  

11.43 Tenglamani yeching.  ( )dxyxxdy += . 

11.44 Tenglаmаni yeching. 
2

1

1

1









−

−
+

+

+
=

x

y

x

yx
y  

 

11.45  Tenglamani yeching ( ) ( ) 02 22 =−−− dxyxydyxyx . 

 

11.46 Tenglamalarni yeching.  

 

2. ( ) 0=++ xdydxyx     2. ( ) 0222 =+− dxyxdyxy  

3. ( ) 0332 =+− dxyxdyxy    4. 0coscos =







−+ dx

x

y
yxdy

x

y
x  

5. ( )223 xyyyx +=     6. 022 =−













+ dxCydyxxye x

y

x

y

 

7. ( ) 22 yyxxy =−     8. ( )dxyxdyxy 332 +=  

9. 
y

x
yyx ln=      10. yyxyxy +=−  

11. dxyxydxxdy 22 +=−    12. ( ) ( ) 0344 2222 =+++++ dyxxyydxyxyx  

13. 
yx

yx
y

++

−−
=

1

331
    14. ( ) ( ) dyyxdxy 422 −+=+  

15. ( )
33

ln1
+

+
=

+

+
+

x

xy

x

xy
y    16. 

1

2

1

2

+

−
+

+

+
=

x

xy
tg

x

y
y  

 

 

11.5  Birinchi tartibli chiziqli differensial tenglamalar 

11.47  Tenglamani yeching.  xyy 42 =+   

02 =+ yy   tenglamani yechimini topamiz.  

uni berilgan tenglamaga qo’yamiz. 

042242 222 =−+−=−+ −−− xCeCeeCxyy xxx  

( ) xxexC 24= , ( ) ( ) +−== 0

22 124 CxedxxexC xx   umumiy yechim esa 

( ) xx eCxexCy 2

0

2 12 −− +−== ,  −0C ixtiyoriy o’zgarmas son. 
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11.48 Differensial tenglamani yeching. 
32

2
xy

x
y =− .  

Yechish. Avval 0
2

=− y
x

y  ni yechamiz. 2ln2ln
22

cxyxy
x

dx

y

dy

x

y

dx

dy
======= .  

Faraz qilaylik  ( )xCC = ,  u holda  ( ) 2xxCy =   uni berilgan tenglamaga qo`yib, ( )xu  ni 

topamiz:  

1

2322 22
2

2 CxCxCxCx
x

xCxC +=====−−  bundan berilgan tenglamaning 

umumiy yechimini topamiz.  ( ) 2

1

2 xCxy += .  

 

11.48 -11.53 misollarda differensial tenglamalarni yeching, boshlang`ich sharti berilgan bo`lsa, 

xususiy yechimini toping. 

 11.48 
x

ytgxy
cos

1
=+        11.49x2 y+ xy + 1 = 0  

11.50 y = x( y  - x cosx)      11.51 (2x + 1) y  = 4x + 2y 

11.52 0)0(,01
1 2

==−−
−

− yx
x

y
y    11.53 x y  + y + ex = 0, y(a) = b.  

Bernulli tenglamasi 

)()( xqyyxpy n=−  ko`rinishidagi differensial tenglamaga ( 1,0  nn ). Bernulli 

tenglamasi deyiladi. Berilgan tenglamani z = y1 – n almashtirish yordamida chiziqli differensial  

tenglama ko`rinishiga keltiriladi.  

 

11.54 Differensial tenglamani yeching. xy
x

y
y 22

=+ .  

Yechish. Ravshanki 0=y  berilgan tenglamaning echimi bo’ladi. 0=y  dan farqli echimlarini 

topish uchun berilgan tenglamaning ikkala tomonini 2y  ga bo’lib yuborib, 

x
yxy

y
=+

12
2

1

 tenglamaga kelamiz. 

z
h
=−

1
 almashtirishni bajarsak, 

2

1
1

y

y
z =  bo’lib, tenglama quyidagi chiziqli tenglamaga keladi: 

xz
x

z =−
21  bu tenglamani echib,  

22 ln

1

cxxx
y

+
−=  ekanligiga ishonch hosil qilamiz. 

 Demak, berilgan tenglamaning echimlari 

0=y  va 
22 ln

1

cxxx
y

+
−=  bo’lar ekan. 

 

 Differensial tenglamalarni yeching.  

           11.55 y+2y=y2ex     11.56 (1 + x2) y+2xy = xy2, y(0) = 0,5  

11.57 y  = y4 cosx + ytgx.  

 

11.8  Ikkinchi tartibli differensial tenglamalar 

Ikkinchi tartibli oddiy differensial tenglama deb  

0),,,( = yyyxF      (11.8) 
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ko`rinishdagi ga aytiladi.  

Agar differensial tenglama  

0),,( = yyxF     (11.9) 

 

ko`rinishida bo`lsa, u holda tenglamaning tartibi darajani pasaytirish z= y  almashtirish 

yordamida bittaga pasaytirish mumkin. Bu holda yz =  boladi.  

Agar tenglamaning ko`rinishi 

 

0),,( = yyyF      (11.10) 

 

bo`lsa, u holda z= y  almashtirishdan foydalaniladi va z = z(y)  y ning funksiyasi sifatida 

qaraladi. Bunda 
dy

dz
z

dy

dz

dx

yd
y ==


=  

 

11.58 Tenglamani yeching: ctgxyy = .  

Yechish. Faraz qilaylik, z= y . U holda zyy == )( , berilgan tenglamani ko`rinishi 

0, = zctgxzz  bo`lsin. dxctgx
z

dz
=  yoki 

x

xd

z

dz

sin

sin
=   hadma – had integrallab, 

1lnsinlnln cxz += , bu yerda c1 > 0, yoki  z = c1 sinx.  

z = 0 tenglamaning yechimi bo`lgani uchun, uning ixtiyoriy yechimi  z = c1 sinx, c1 

ixtiyoriy son.  

dx

dy
z =  bo`lgani uchun dy = c1 sinx dx. Ohirgi tenglikni integrallab  y = - c1 cos x + c2 ni 

olamiz.  

 

Tenglamalarni yeching.  

 

11.59 
y

x
y −=         11.60 0=+ yyx    11.61 

x

y
yyx


= ln .  

 

11.9 O`zgarmas koeffitsientli ikkinchi tartibli chiziqli differensial tenglamalar 

O`zgarmas koeffitsientli ikinchi tartibli chiziqli differensial tenglama deb 

)(xrqyypy =++    (11.11)       

ko`rinishdagi tenglamaga aytiladi. Bu yerda p va q – haqiqiy sonlar, r(x) – biror funksiya. Agar 

r(x) aynan nolga teng bo`lsa, berilgan tenglama bir jinsli, aks holda bir jinsli emas deyiladi. 

Bir jinsli differensial tenglamaga  

0=++ qyypy     (11.12) 

Quyidagi xarakteristik tenglama mos qo`yiladi.  

02 =++ qp     (11.13) 

  - o`zgaruvchi.  

 Quyidagi holler yuz berishi mumkin. 

1) Agar (11.13) xarakteristik tenglama haqiqiy  1,  2 ildizlarga ega bo`lsa, u holda 

(11.12) tenglamaning umumiy yechimi  
xx

eceсy 21

21


+=     (11.14)       

ko`rinishda bo`ladi. 

2) Agar (11.13) xarakteristik tenglama bitta   ikki karrali yechimga ega bo`lsa, u holda 

(11.12) tenglamaning yechimi 
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xexcсy )( 21 +=     (11.15) 

ko`rinishda bo`ladi. 

3) Agar (11.13) xarakteristik tenglama kompleks yechimga ega bo`lsa,  i= , bu 

yerda 
4

,
2

2p
q

p
−=−=  , u holda (11.12) tenglamaning umumiy yechimi  

xecxeсy xx   cossin 21 +=    (11.16) 

ko`rinishda bo`ladi. 

 

11.62 Diferensial tenglamalarni yeching.  

a) ;02 =−− yyy       b) ;044 =++ yyy    c) 052 =++ yyy .  

 

Yechish. a) Xarakteristik tenglama 012 2 =−−   turli ildizlarga ega 5.0,1 21 −==  , 

shuning uchun differensial tenglamaning umumiy yechimi 
2/

21

xx eceсy −+= .  

b) Bu holda xarakteristik tenglama 0144 2 =++   bitta ikki karrali  =-1/2 yechimga 

ega bo`ladi, shuning uchun izlanayotgan umumiy yechim 
2/

2

2/

1

xx eceсy −− += .  

c) 0522 =++   xarakteristik tenglama  = - 1  2i kompleks ildizlarga ega bo`ladi, 

shuning uchun xecxeсy xx 2cos2sin 21

−− += .  

 

Bir jinsli bo`lmagan differensial tenglamaning yechimini qaraymiz. 

 

Birinchi usul. Ixtiyoriy o`zgarmasni variatsiyalash usuli.  

Faraz qilaylik (11.11) differensial tenglamaga mos (11.12) bir jinsli tenglamasining 

yechimi  

( ) ( ) ( )xycxycxy 2211 +=    (11.17) 

 

bo`lsin.U holda (11.11) berilgan tenglamaning yechimi (11.17) ko`rinishda bo`ladi, bu yerda c1 

va c2 – x o`zgaruvchining funksiyalari. Bu funksiyalar  





=+

=+

ryCyC

yCyC

2211

2211 0
    (11.18) 

sistemani yechish natijasida topilishi mumkin.  

 

11.69 Tenglamani yeching. 
x

yy
cos

1
=+ .  

11.70   Tenglamani yeching.   y’’-y’-2y=x ex 

Tenglamalarni yeching 

11.71 09 =− yy             11.72 022 =+− yyy   

11.73 
xeyyy 22 =+−        11.74 

xxeyyy 26 =−+  

11.75 xyy cos=+           11.76 xyy 2sin=+ .  

 

 

11.10Yuqori tartibli chiziqli differensial tenglamalar 

y(n)= f (x) differensial tenglama.  

11.77  Tenglamani yeching  y(4) (x) = sin x.  

 Yechish. Berilgan tenglamani 4 marta integrallaymiz:   += 1

4 sin)( Cxdxdxxy , 
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1cos)( Cxxy +−= , 
21)cos())(( CCxdxxy ++−=  ,   

,sin)( 21 CxCxxy ++−= ,
2

cos)( 32

2

1 CxC
x

Cxxy +++=  
43

2

2

3

1
26

sin)( CxC
x

C
x

Cxxy ++++=  

Tenglamani yeching   

11.78 1=x .     11.79  0)
4

(,
2

2ln
)

4
(,

cos

1
2

===


yy
x

y .  

11.80 xy sin)20( = .    11.81 1)1(,1)1(,2)1(,
6

3
==== yyy

x
y .  

),( yxfy = tenglama )(),( xzyxzy ==  almashtirish bilan birinchi tartibli tenglama 

keltiriladi.  

),( yyfy =  

tenglama quyidagi 

pp
dx

dy

dy

dp

dx

yd
yp

dx

dy
====

2

2

),(  

almashtirish bilan p(y) funksiyaga nisbatan birinchi tartibli tenglamaga keltiriladi. 

),(
1

pyf
p

p = .  

11.82 Ko`shi masalasini yeching. 

dy

dp
py =   

dx

dp
p =  

 4)0(,2)0(,02 −===+ yyyyy .  

 

Yechish. py = , almashtirishdan keyin p(y) ga nisbatan birinchi tartibli tenglamani 

olamiz: 02 =+ yp
dy

dp
, yoki y

dy

dp
2−= . Bundan p ni topamiz: 

12,2 Cydydpy
dy

dp
+−=−=   , 

1

2 Cyp +−= . Demak, 
1

2 Cyy +−= . Bunga boshlang`ich qiymatlarni qo`yib -4=-4+C1=>C1=0. 

Demak, 
2yy −= , dx

y

dy
=

− 2 , x
y
=

1
 

2

1

Cx
y

+
= . Boshlang`ich shartni qo`yib 

.
2

1

0

1
2 2

2

==
+

= C
С

 

Shunday qilib xususiy yechim
12

2

+
=

x
y .  

 

Tenglamani yeching   

11.83  .0)( 2 =+ yyy    11.84 1)
2

1
(,1)

2

1
(,13 === yyyy .  

   Yuqori tartibli chiziqli bir jinsli o`zgarmas koeffitsientli differensial tenglamalar. 

 

0... 1

)2(

2

)1(

1

)( =+++++ −

−− ypypypypy nn

nnn
 (11.21) 

bu yerda −nppp ,,, 21  o`zgarmas sonlar. (11.21) ning yechimi 
xep =  ko`rinishida 

qidiramiz va 0)...( 1

2

2

1

1 =+++++ −

−− x

nn

nnn epppp  , yoki 

0...)( 1

2

2

1

1 =+++++= −

−−

nn

nnn

n ppppp    (11.22) 

tenglama xarakteristik tenglama deyiladi.  

Turli hollarni qaraymiz.  

1) Agar xarakteristik tenglamaning yechimlari haqiqiy va turlicha bo`lsa, u holda   
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x

n

xx neyeyey


=== ,...,, 21

21 . 

(11.21) ning chiziqli bog`liqsiz yechimlari, umumiy yechim esa,  


=

=
n

i

x

ium
ieCy

1


 

 ko`rinishda yoziladi. 

2) Agar xarakteristik tenglama yechimlari orasida bir juft kompleks ildizlar bo`lsa: 

 ih +=1 ,  ih −=2  

bu yerda 1−=i , u holda ularga ikkita kompleks ildiz mos keladi.  

)sin(cos1

1 xixeey hxx 
+== , 

)sin(cos2

2 xixeey hxx 
−== . 

Ulardan ikkita chiziqli bog`liqsiz haqiqiy yechimlar tuzish mumkin:  

,cos
2

21
1 xe

yy
y hx =

+
=  

xe
i

bb
y hx sin

2

21
2 =

−
= . 

3) Agar xarakteristik tenglama yechimlari orasida k karrali  =a yechim bo`lsa, u holda 

1,...,1,0,3 −== ksexy x

s


 (11.21) tenglamaning yechimi bo`ladi.  

 

11.85 – 11.95Differensial tenglamani yeching.  

 

11.85 022 =+−− yyyy .  

Yechish. Xarakteristik tenglama 022 23 =+−−   ni yechib 2,1,1 221 =−==   ni hosil 

qilamiz. U holda umumiy yechimning ko`rinishi 
xxx

um eCeCeCy 2

32

2

1 ++= −
.  

11.86 0464 =−+−− yyyy . 

11.87 04884 =++++ yyyyy .  

11.88 02 =−+ yyy           11.89 02 =+− yyy  

11.90 0134 =+− yyy          11.91 08 =− yy  

11.92 0=− yy              11.93 096 =+− yyy  

11.94 02 =++ yyy           11.95 045 =+− yyy .  

11.8 Iqtisodiyotda differensial tenglamalar apparati 

Faraz qilaylik y=y(t) biror ishlab chiqaruvchining t vaqt mobaynida realizatsiya qiladigan 

tovar miqdori. Tovarning narxi o`zgarmas bo`lsin. U holda y=y(t) funksiya 

kyy =     (11.21) 

tenglamani qanoatlantiradi, bu yerda k=mpl, m- investitsiya normasi,   p - sotilish narxi, l- 

investitsiya kattaligi va mahsulot ishlab chiqarish tezligi orasidagi proparsionallik koeffisienti. 

(11.21) tenglama o`zgaruvchisi ajraladigan differensial tenglamadir. 

Uning yechimi  
)(

0
0ttk

eyy
−

=     (11.22) 

bu erda )( 00 tyy =  

(11.21) tenglama aholining o`sishi, dinamikasini ifodalaydi. 

 

11.96 Agar kyy =  tenglamadagi proporsionallik koeffisiyenti 0,1 ga teng bo`lsa, realizasiya 

qilingan mahsulot miqdori boshlang`ich vaqtdagi bilan solishtirilganda, qancha vaqt o`tgandan 

keyin ikki marta ko`payadi? 
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Realizasiya qilingan mahsulot miqdorini ikkilanishiga ketadigan vaqt 20% ga kamayishi 

uchun investitsiya normasini qancha foizga oshirish kerak? 

Yechish. (11.22) da t0=0, k=0,1,y=2y0 deb faraz qilsak
teyy 1,0

002 =  tenglikka kelamiz, bundan 

93,62ln10 =t  (vaqt birligi). Endi t1 = 0,8t, k1 = k/0,8 = 1,25k, ya`ni investitsiya normasini 

25% ga oshirish kerak. 

Narxning o`zgarmasligi haqidagi faraz vaqtning qisqa oralig`i uchun o`rinli. Umimiy 

holda p narx miqdor y ga bog`liq kamayuvchi funksiyadir  p=p(y). 

U holda kyy =  tenglamaning ko`rinishi  

yymlpy = )(     (11.24) 

o`zgaruvchilari ajraladigan tenglama bo`lib qolaveradi. 

(11.24) ko`rinishidagi tenglama bilan aholi soninig o`sishi, epidemiya rivojlanishining 

dinamikasi, reklama tarqalish prosessi va hakozolar ifodalanadi. 

11.97. Talab va taklif funksiyalari mos ravishda  
dt

dp
py 3225 +−= , 

dt

dp
px 415 +−= . 

Agar boshlang`ich momentida p=9 bo`lsa, muvozanat narxinig narxga bog`liqligini toping. 

11.98.  Tovar narxi p(y) = (5+3e-y) y–1;  m=0,6, l=0,4, y(0)=1 tenglama bilan berilgan y=y(t) 

ishlab chiqarilgan mahsulot miqdorining vaqtga bog`liqligini toping.  

11.99 Tovarga bo`lgan talab va taklif funksiyasining ko`rinishi:
dt

dp
py 4250 −−= , 

dt

dp
px 5270 −+= . Agar p(0) = 10 bo`lsa,  

a) Muvozanat narxning vaqtga bog`liqligini toping.  

b) Muvozanat narxi turg`unmi ?  

 

11.100 Biror tovarga bo`lgan talab va taklif funksiyasi 
dt

dp
py 430 −−= , 

dt

dp
px ++= 20 .  

a) Muvozanat narxning vaqtga bog`lanishini toping.  

b) Muvozanat narxi turg`unmi ?  

 

Differensial tenglamalar nazariyasini iqtisodiyotning uzluksiz modellarida qo`llanishiga 

doir misoolarni qaraymiz, bu yerda erkin o`zgaruvchi t – vaqt. Bunday modellar uzoq vaqt 

mobaynida iqtisodiy sistemalar evolyutsiyasini tekshirishda foydali : ular iqtisodiy dinami - 

kaning tekshirish predmetidir.  

Ishlab chiqarishning tabiiy o`sish modeli.  

Birinchi tartibli differensial tenglamalar.  

Faraz qilaylik, qandaydir mahsulot p narxda sotiladi Q(t) – t –vaqtda ishlab chiqarilgan 

mahsulot miqdori desak, u holda bu vaqt davomida pQ(t) ga teng daromad olinadi. Faraz 

qilaylik, ko`rsatilgan daromadning bir qismi mahsulot ishlab chiqarish investitsiyaga sarf bo`lsin, 

ya`ni  

I(t)=mpQ(t)    (1) 

m – investitsiya normasi va 0 < m < 1.  

Agar bozorni yetarlicha ta`minlangan degan tasavvurdan kelib chiqilsa, u holda ishlab 

chiqarishda foydalaniladi. Bu yana ishlab chiqarish tezligini (akselleratsiya) oshishiga olib 

keladi, ishlab chiqarish tezligi esa investitsiyaning o`sishiga proparsional, ya`ni 

lIQ =     (2) 

bu yerda 1/l – akselleratsiya normasi. (1) formulani (2) qo`yib 

lmpQkkQQ == ,     (3)  

ni olamiz. (3) differensial tenglama o`zgaruvchilari ajraladigan tenglama. Bu tenglama umumiy 

yechimining ko`rinishi Q = Cekt, bunda C – ixtiyoriy o`zgarmas.  
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Faraz qilaylik, boshlang`ich moment t = t0 da mahsulot ishlab chiqarish hajmi Q0 berilgan. 

U holda bu shartdan o`zgarmas C ni ifodalash mumkin:  

0

0

kt
CeQ =  bunda 0

0

kt
eQC
−

= . Bundan (3) tenglamaning xususiy yechimini topamiz:  

)(

0
0ttk

eQQ
−

=    (4) 

Shunga e`tibor berish kerakki, matematik modellar umumiylik xossasiga ega. Biologik 

tajribalardan kelib chiqadiki, bakteriyalarning ko`payish prosessi (4) tenglama bilan ifodalanadi. 

Radioaktiv parchalanish prosessi ham (4) formula bilan bilan ifodalanadigan qonuniyatga 

bo`ysunadi.  

 

 

 

Raqobat  sharoitida ishlab chiqarishning o`sishi 

Faraz qilaylik, p = p(Q) – kamayuvchi funksiya, ya`ni mahsulot hajmining ortishi bilan 

bozorda uning narxi kamayadi : dp/dQ < 0. Endi (1)-(3) formulalardan Q ga nisbatan chiziqli 

bo`lmagan o`zgaruvchilari ajraladigan birinchi tartibli differensial tenglama olamiz:  

( ) QQpQ =      (5) 

Bu tenglamaning o`ng tomonidagi barcha ko`paytuvchilar musbatligidan 0Q , ya`ni Q(t) 

funksiya o`suvchi.  

Funksiya o`sish xarakteri uning ikkinchi hosilasi bilan aniqlanadi. (5) tenglamadan 

( ) QQpQ =  . 

Talab elastikligini kiritib, bu tenglikni o`zgartirish mumkin: 
dpQ

dQp
pE =)( ,bundan 









+=

pdQ

dpQ
pQQ 1 , yoki 0

dp

dQ
, bo`lgani uchun E < 0, nihoyat  














−=

E
pQQ

1
1     (6)  

(6) tenglamadan elastik talabda 0Q , ya`ni 1E  ekanligi kelib chiqadi va Q(t) 

funksiyaning grafigi pastga qavariq. Bu esa progressiv o`sishi-ni bildiradi.  

Noelastik talabda 1E  va bu holda )(0 tQQ −  funksiya yuqoriga qavariq, bu sekin 

o`sishini ( etarlicha ta`minlangan ) bildiradi.  

Soddalik uchun p(Q) bog`lanishni chiziqli funksiya ko`rinishda qabul qilamiz. 

P(Q) = a – bQ, a > 0, b > 0. U holda (5) tenglamaning ko`rinishi:  

QbQaQ )( −=      (7) 

bundan 

)2( bQaQQ −=      (8) 

(7) va (8) munosabatlardan : 0,0 == QQ  da va Q = a/b da baQQ 2/,0   da; Q=Q(t) 

funksiya grafigini egilish nuqtasi Q = a/2b.  

 

Keynsning dinamik modeli 

Dinamikaning asosiy komponentlari bo`lgan iqtisodiyotning daromad va harakat qismlari 

sodda balans modelini qaraymiz. Faraz qilaylik Y(t), E(t), S(t), I(t) – mos ravishda milliy 

daromad, davlat chiqimlari, iste`mol va investitsiya. Bu kattaliklarning barchasi t vaqtning 

funksiyasi sifatida qaraladi. U holda quyidagi munosabatlar o`rinli :  

( ) ( ) ( ) ( )tEtItStY ++= , 

( ) ( ) ( ) ( )tbtYtatS += ,           (9) 

I(t) K(t) )(tY   bu yerda a(t) – iste`molga moyillik koeffitsienti (0 < a(t) < 1), b(t) – chekli 

iste`mol, K(t) – akseleratsiya normasi. (9) tenglamaga kiradigan barcha funksiyalar musbat.  
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(9) tenglamalarning ma`nosini oydinlashtiramiz. Barcha harajatlarning yig`indisi milliy 

daromadga teng bo`lishi kerak – bu balans birinchi tenglamada akslantirilgan. Xalq ho`jaligida 

umumiy iste`mol milliy daromadning bir qismi bo`lgan ichki iste`mol va chekli iste`moldan 

iborat mana shu tashkil etuvchilar ikkinchi tenglamada ko`rsatilgan. Nihoyat investitsiya 

kattaligi ixtiyoriy bo`lishi mumkin emas: u davlat tehnologiyasi va infrostrukturasi 

xarakterlaydigan kattalik akseleratsiya normasini ohirgi milliy daromadga ko`paytmasi bilan 

aniqlanadi.  

Faraz qilaylik, a(t), b(t), k(t), E(t) funksiyalar berilgan – ular davlat evolyutsiyasi va 

faoliyatini xarakterlaydi. Milliy daromad dinamikasi ( )tY  ni topish talab qilinadi.  

Ikkinchi tenglamadan S(t) ni va uchinchi tenglamadan I(t) ni birinchi tenglamaga qo`yamiz. 

Y(t) funksiyaga nisbatan chiziqli bir jinsli bo`lmagan birinchi tartibli differensial tenglama 

olamiz :  

)(

)()(

)(

)(1

tk

tEtb
Y

tk

ta
Y

+
−

−
=    (10) 

Biz asosiy parametrlar a, b, k ni o`zgarmas sonlar deb faraz qilib, ancha sodda holni 

tekshiramiz. U holda (10) tenglama o`zgarmas koeffitsientli birinchi tartibli chiziqli differensial 

tenglamaga kelib soddalashadi:  

k

Eb
Y

k

a
Yp

+
−

−
=

1
    (11) 

Ma`lumki, bir jinsli bo`lmagan tenglamaning umumiy yechimi uning qandaydir xususiy 

yechimi va unga mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi yig`indisidan iborat. (11) 

tenglamaning xususiy yechimi sifatida 0=y  dagi, ya`ni muvozanat yechimini olamiz, ya`ni  

a

Eb
Yp

−

+
=

1
    (12) 

Ko`rish qiyin emaski, bu kattalik musbat. Bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi 








 −
= t

k

a
СY

1
exp  formula bilan beriladi. (11) tenglamaning umumiy yechimi quyidagi 

ko`rinishda :  

t
k

a

Ce
a

Eb
tY

−

+
−

+
=

1

1
)(    (13) 

Agar vaqtning boshlang`ich momentida Y0 < Yp bo`lsa, u holda C =Y0 - Yp< 0 va egri 

chiziqlar (12) muvozanat yechimidan pastga keladi, ya`ni milliy daromad vaqt o`tishi bilan 

masalaning berilgan parametrlari a,b,k va E da kamayadi, chunki (13) da eksponenta darajasi 

musbat. Agar Y0 > Yp bo`lsa, u holda C > 0 va vaqt o`tishi bilan milliy daromad o`sadi, integral 

egri chiziqlar Y = Y0 muvozanat to`g`ri chizig`idan yuqoriga ketadi.  

 

O`sishning noklassik modeli 

Faraz qilaylik, Y = F (K,L) milliy daromad, bu yerda F – bir jinsli birinchi tartibli ishlab 

chiqarish funksiyasi: (F (tK, tL) = F (K,L)), K – sarflangan mablag` hajmi, L – mehnat sarfi 

hajmi. Fond qurollanish kattaligi k = K/L bo`lsin. U holda ishlab chiqarish unumdorligi quyidagi 

formula bilan aniqlanadi :  

),(
),(

)( lKF
L

LKF
kf ==    (14) 

Bu bo`limda qaralayotgan masalaning maqsadi qurollanish fond dinamikasini vaqtning 

funksiyasi sifatida ifodalashdir.  

Har qanday model ma`lum farazlarga asoslanganligi uchun biz ham ba`zi bir parametrlarni 

kiritishimiz zarur.  

Quyidagilar bajariladi, deb faraz qilamiz :  

1. Mehnat resurslari vaqtida tabiiy o`sish o`rinli  

LL =     (15) 
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2. Mablag` ishlab chiqarish fondiga va amortizatsiyaga sarflanadi, ya`ni KKI += , bu 

yerda   - amortizatsiya normasi.  

Agar l – investitsiya ( sarflangan mablag` ) normasi bo`lsa, u holda  

KKlYI +==  yoki KLKlFK −= ),(  (16) 

k – fond qurollanish ta`rifidan kelib chiqadiki, lnk=lnK – lnL.  

Bu tenglikni t bo`yicha differensiallab,  

kxlfk )()(  +−=      (17) 

tenglamani olamiz, bu yerda f (x) funksiya (14) formula bo`yicha aniqlangan. Olingan (17) 

munosabat o`zgaruvchilari ajraladigan birinchi tartibli chiziqli bo`lmagan differensial tenglama. 

Bu tenglamaning statsionar yechimini aniqlaymiz: 0=k  shartdan,  

0)()( =+− kklf      (18) 

ya`ni k = const – o`zgarmas kattalik, chiziqli bo`lmagan (18) algebraik tenglamaning yechimi.  

Ishlab chiqarish funksiyasi KLLKF =),(  uchun (17) tenglamaning integral egri 

chiziqlari va statsionar yechimini toping.  

(14) dan kkf =)( , u holda (17) tenglamaning ko`rinishi  

kkl
dt

df
)(  +−= . 

Bu tenglamaning statsionar yechimi quyidagi tenglikdan kelib chiqadi: 

0)( =+− kkl  , bundan (17) tenglamaning nol bo`lmagan xususiy yechimi 
22 )/(  += lkst .  

(17)differensial tenglamani “o`zgaruvchilarni ajratish” usuli bilan yechamiz. 

 
dt

klk

dk
=

+− )( 
 

Bu tenglamani zk =  almashtirishdan so`ng integrallab, umumiy yechimining oxirgi 

ko`rinishini olamiz.  
2

2
exp

1
)( 















 +
−+

+
= tCtk




  (19) 

Demak, o`zgarmaydigan parametrlarda  ,,l  fond qurollanish funksiyasi o`z stasionar 

qiymatiga boshlang`ich shartlardan bog`liqsiz ravishda turg`un barqaror intiladi. Bu stasionar 

nuqta k = kst barqaror muvozanat nuqtasi bo`-ladi.  

 

Ikkinchi tartibli differensial tenglamalar 

Oldindan aytib beriladigan narxlar bilan bozor modeli 

Prognoz qilinadigan narxlar bilan bozor modelini qaraymiz. Oddiy bozor modellarida talab 

va taklif odatda tovarning shu kundagi narxi bilan bog`liq bo`ladi. Lekin talab va taklif aniq 

hollarda narxning tashkil qilinishi va narxning o`zgarishi tempi bilan bog`liq bo`ladi. t vaqt 

bo`yicha uzluksiz va differensiallanuvchi funksiyalar modelida bu xarakteristikalar mos ravishda 

p(t) narx funksiyasini birinchi va ikkinchi hosilalarini tavsiflaydi.  

 

Misol: Faraz qilaylik, talab funksiyasi D va taklif funksiyasi S, narx funksiyasi p va uning 

hosilalari bilan quyidagicha bog`lanishga ega bo`lsin.  

334)(

,1823)(

+++=

+−−=

ppptS

ppptD
   (20) 

(20) da qabul qilingan bog`lanishlar to`la realistik (amaliy): buni narx funksiyasining hosilalari 

qo`shiluvchilarda oydinlashtiramiz.  
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1. Talab narxning o`zgarishi bilan “qizdiriladi”. Agar temp o`ssa )0( p , u holda 

bozorning talabga qiziqishi ortadi va aksincha. Narxning tez o`sishi xaridorni qo`rqitadi, shuning 

uchun narx funksiyasining birinchi hosilasi manfiy ishora bilan kiradi.  

2. Taklif yana ko`proq o`lchamda narxning o`zgarish tempi bilan kuchaytiriladi, shuning  

uchun S(t) funksiyadagi p   ning koeffisienti D(t) dagiga nisbatan katta. Shuningdek narxning 

o`sishi taklifni oshiradi, shuning uchun p  ni o`z ichiga oluvchi qo`shiluvchi S(t) ning ifodasiga 

(+) ishora bilan kiradi.  

Narxning vaqtga bog`lanishini o`rnatish talab qilinsin. Bozorning muvozanat holati D=S 

tenglik bilan xarakterlanganligi uchun (20) tenglamaning o`ng tomonlarini tenglashtiramiz va 

soddalashtirib, quyidagini olamiz :  

1552 =++ ppp     (21) 

(21) munosabat p(t) funksiyaga nisbatan chiziqli bir jinsli bo`lmagan ikkinchi tartibli differensial 

tenglama. Bunday tenglamaning umumiy yechimi biror hu- susiy yechimi va unga mos bir jinsli  

052 =++ ppp    (22) 

tenglamaning umumiy yechimi yig`indisidan iboratdir.  

(22) uchun xarakteristik tenglama: k2 + 2k + 5 = 0. Uning ildizlari qo`shma kompleks sonlar: k1,2 

= - 1 2i va natijada (22) tenglamaning umumiy yechimi quyidagi formula bilan 

beriladi: )2sin2cos()(~
21 tctcetp t += −

, bu yerda c1 va c2 – ixtiyoriy o`zgarmaslar.  

Bir jinsli bo`lmagan (21) tenglamaning xususiy yechimi sifatida p=pst – narxni 

belgilaydigan o`zgarmas kattalikni olamiz. Buni (21) ga qo`ysak, pst ni qiymatini olamiz:  

pst = 3. Shunday qilib, (21) tenglama umumiy yechimining ko`rinishi  

P(t) = 3 + e - t(C1 cos2t +C2 sin2t)  (23) 

Ko`rish qiyin emaski, →t  da 3)( =→ stptp , ya`ni barcha integral egri chiziqlar p=3 

gorizontal asimptotaga ega va uning atrofida tebranadi. Bu barcha narxlar o`rnatilgan pst narxga 

intilishini va uning atrofida tebranishini bildiriladi, bu tebranishlarning amplitudasi vaqt o`tishi 

bilan o`sa boshlaydi.  

 

Bu masalaning xususiy yechimlarini ikki variantda keltiramiz:  

 

1. Koshi masalasi. Faraz qilaylik, boshlang`ich momentda narx va uning o`zgarish 

tendensiyasi ma`lum : t = 0, p = 4, 1=p . Birinchi shartni (23) formulaga qo`yib p(0) = C1 + 3 

= 4, bundan C1 = 1 ni olamiz, ya`ni: p(t) = 3 + e - t(cos2t +C2 sin2t)  

Buni differensiallaymiz :  

p (t) = e – t[(2C2 – 1)cos2t – (C2 +2)sin2t]  (24) 

Endi Koshi masalasining ikkinchi shartini qo`llaymiz: p (0)=2C2–1=1, bundan C2 = 1. 

Nihoyat Koshi masalasi yechimining ko`rinishi quyidagicha bo`ladi:  

P(t)=3+e-t(cos2t + sin2t);  yoki ancha qulay ko`rinishda )4/2cos(23)( −+= − tetp t
.  

 

2. Aralash masala. Faraz qilaylik, vaqtning boshlang`ich momentida talab va taklif 

ma`lum : t = 0, p = 4, D = 16.  

Birinchi boshlang`ich shart oldingidek bo`lgani uchun, bu yerda ham (24) yechimga ega 

bo`lamiz. U holda p(t) funksiyaning hosilalari quyidagi formulalar bilan ifodalanadi: 

p (t) = e – t[(2C2 – 1)cos2t – (C2 +2)sin2t], 

p  (t) = - e – t[(4C2 +3)cos2t – (3C2 – 5)sin2t].  

Bunan p (0) = 2 C2 –1 va p  (0) = - 4C2 – 3.  

Bu tengliklarni D(t) ning (20) ko`rinishini hisobga olgan holda masalaning ikkinchi 

D(0)=16 shartiga qo`yib, C2=-1 ni olamiz. Shunday qilib, berilgan masala yechimining ko`rinishi 

p(t) = 3 + e - t(cos2t - sin2t) yoki ancha qulay formada:  
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)4/2sin(23)( −−= − tetp t
    (25) 

 

11.101. Usti оchiq rеzеrvuаrdаgi suvning dаstlаbki tеmpеrаturаsi 700S edi, 10 minutdаn 

so’ng suvning tеmpеrаturаsi 650S bo’ldi, rеzеrvuаrni o’rаb turgаn muhitning tеmpеrаturаsi 150S. 

1) Bоshlаng’ich mоmеntdаn 30 minut kеyin rеzеrvuаrdаgi suvning tеmpеrаturаsini tоping; 2) 

qаysi vаqtdа rеzеrvuаrdаgi tеmpеrаturа 200S bo’lishini tоping. 

 Yechilishi. 1. Suvning o’zgаruvchi tеmpеrаturаsini T  bilаn bеlgilаb, suvning sоvish 

qоnuni funksiyasini vаqtning funksiyasi sifаtidа bеlgilаymiz. Suvning sоvish tеzligi t  vа T  

lаrni bоg’lоvchi funksiyaning o’zgаrish tеzligidir, ya’ni u  
dt

dT
 hоsilа bo’lаdi. 

 
dt

dT
 tеzlik rеzеrvuаrdаgi suv tеmpеrаturаsi bilаn rеzеrvuаrni o’rаb оlgаn muhit 

tеmpеrаturаsi оrаsidаgi аyirmаgа prоpоrsiоnаl, ya’ni ( )015−TR , bundа R  - prоpоrsiоnаllik 

kоeffisiеnti. U hоldа  

( )015−= TR
dt

dT
. 

O’zgаruvchilаrni аjrаtаmiz:  

Rdt
T

dt

15−
. 

 2. (2) tеnglаmаni intеgrаllаymiz: 

( )  +=−=
−

CRtTRdT
T

dT 015ln,
15

 

yoki  

115 CeeeCeT RtCRtRt ==+=− , bundаn 151 += RteCT   (3) 

 Sоvush qоnunini hоsil qildik, bu еrdа t - vаqt  vа T  - suv tеmpеrаturаsi – chеkli 

o’zgаruvchilаr.  

 3. Bеrilgаn  bоshlаng’ich shаrtlаr CTt 070,0 ==  dа C  o’zgаrmаs miqdоrni tоpаmiz. 

 Quyidаgigа egа bo’lаmiz: 
00

1

0 1570 += ReC  yoki 
0

111

00 55,155 ==== CCCeCi    (4) 

(4) tеnglikdаgi 
1C  ning qiymаtini (3) tеnglikkа qo’yib, quyidаgini hоsil qilаmiz: 

00 1555 += RteT                                       (5) 

4. R  o’zgаrmаs miqdоrni tоpаmiz. Mаsаlаning shаrtidа 10=t  minutdаn so’ng CT 065=  

bo’lishi bеrilgаn. Bu qiymаtlаrni (5) tеnglаmаgа qo’yib, ushbuni hоsil qilаmiz: 

     155565 1000 += Re  

yoki  

     Re1000 5550 = , 

yoki  

      Re10

11

10
= .     (6) 

(6) tеnglikni lоgаrifmlаb, yozаmiz: 

elqR1011lg10lg =− , 

bundаn 

009532,0
343,4

0414,0

4343,010

0414,11

lg10

11lg1
−=−=



−
=

−
=

e
R     (7) 

 

R  ning qiymаtini (5) tеnglаmаgа qo’yib t  vа T  o’zgаruvchilаrni bоg’lоvchi sоvish qоnunini 

hоsil qilаmiz: 
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0009532,00 1555 += − teT .     (8) 

 5. Suvning bоshlаng’ich mоmеntdаn 30 minut kеyingi tеmpеrаturаsini tоpаmiz. (8) 

tеnglаmаgа 30=t minut qiymаtni qo’yamiz: 
030009532,00 1555 += −eT , 

bundаn  
0286,00 1555 += −eT  . 

Hisоblаymiz:  

4132,41

,6162,11242,07404,14343,0286,07404,1lg286,055lglglg,55 286,0

=

=−=−=−=== −

x

exxex

 U hоldа  
000 561541 =+=T . 

  

6. Qаnchа vаqtdаn kеyin rеzrаuаrdаgi suvning tеmpеrаturаsi 200 S bo’lishini tоpаmiz. (8) 

tеnglаmаgа 020=T  qiymаtni qo’yamiz: 

 
0009532,000 155520 += − te  yoki 

te 009532,000 555 −= , 

bundаn  

  0909,0
11

1009532,0 =− te   yoki ,9586,20909,0lglg009532,0 ==− et  

251
4343,0009532,0

041,1

4343,0009532,0

9586,2
=


=


−=t min 4=  sоаt 11 min. 

 

 11.102. Rаdiyning еmirilish tеzligi bеrilgаn hаr bir vаqt mоmеntidа rаdiyning dаstlаbki 

miqdоrigа prоpоrsiоnаl ekаnligi tаjribаdа аniqlаngаn. Bоshlаng’ich vаqt mоmеntidа 
00 Rt =  

grаmm rаdiy bоr edi. Rаdiy miqdоrini istаlgаn t  vаqt mоmеnti uchun hisоblаsh fоrmulаsini 

tuzing. 

  11.103. Rаdiy o’zining dаstlаbki miqdоrigа prоpоrsiоnаl tеzlik bilаn еmirilаdi. 

Hоzirgi mоmеntdа bоr bo’lgаn miqdоrining yarmisi qаnchа vаqtdаn kеyin еmirilаdi. Rаdiy 

uchun prоpоrsiоаllik kоeffisiеnti 00044,0=R  ekаnligi аniqlаngаn (vаqt o’lchоv biriligi ____ 

yil). 

 11.104. Suyuqlikdа аylаnаyotgаn diskning burchаk tеzligi ishqаlаnish hisоbigа 

sеkinlаshаdi. Ishqаlаnish burchаk tеzlikkа prоpоrsiоnаl ekаnligi аniqlаngаn. 1)iаgаr disk 0=t  

bo’lgаndа 12 rаd/sеk tеzlik bilаn аylаngаn bo’lib, 10=t  sеkundа esа uning tеzligi 8 rаd/sеk 

bo’lgаn bo’lsа, disk 120=t  sеk mоmеntdа qаndаy tеzlik bilаn аylаnishini tоping; 

2) vаqtning qаysi mоmеntidа uni 1 rаd/sеk tеzlik bilаn аylinishini tоping. 

 11.105. Suyuqlikdа аylаnаyotgаn diskkа tа’sir qilаyotgаn sеkinlаshtiruvchi kuch burchаk 

tеzlikkа prоpоrsiоnаl. Аgаr disk 0=t dа 20 rаd/sеk tеzlik bilаn, 8=t  dа esа 16 rаd/sеk tеzlik 

bilаn аylаnsа, diskning 2 rаd/sеk tеzlik bilаn аylаnаdigаn vаqt mоmеntini tоping.  

 

Diffеrеnsiаl tеnglаmаlаrning iqtisоdiyotdа qo’llаnlishi 

 

 Fаrаz qilаylik ( )tyy =  - ishlаb chiqаrilgаn vа vаqtning t  оnidа sоtilgаn mаhsulоt 

miqdоri. Bu tоvаr nаrхi (qаrаlаyotgаn vаqt оrаlig’idа o’zgаrmаs). U hоldа ( )tyy =  funksiya 

      yRy =      (1) 

tеnglаmаni qаnоаtlаntirаdi, bu еrdа −= mmplR , invеstisiya nоrmаsi, −p sоtilish nаrхi, 

−l invеstisiya kаttаligi vа mаhsulоt ishlаb chiqаrish tеzligi оrаsidаgi prоpоrsiоnаllik kоeffisiеnti. 

 (1) tеnglаmа o’zgаruvchilаri аjаrаlаdigаn diffеrеnsiаl tеnglаmа. Uning еchimi: 

      
( )0

0

ttk
eyy

−
=      
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bu еrdа  ( )00 tyy =           (2) 

 SHuningdеk, (1) tеnglаmа аhоlining ko’pаyishi, dоimiy inflyasiya jаrаyonidа nаrх – 

nаvоning o’sishini bildirаdi. 

11.106. Qаnchа vаqt оrаlig’idа rеаlizаsiya qilingаn mаhsulоt miqdоri bоshlаng’ich miqdоr 

bilаn sоlishtirilgаn ikki bаrаvаr ko’pаyadi, (1) tеnglаmаdаgi prоpоrsiоnаllik  kоeffisiеnti 1,0=R . 

Rеаlizаsiya qilingаn mаhsulоt miqdоri ikki mаrtа оshishi uchun zаrur bo’lаdigаn vаqt оrаlig’i 

20% gа qisqаrtirish uchun invеstisiya nоrmаsini nеchа fоiz оrttirish kеrаk. 

Yechish: Fаrаz qilаylik (2) tеnglаmаdа 
00 21,0,0 yykt ===  bo’lsа, u hоldа  

tlyy 1,0

002 =  gа kеlаmiz, bundаn 93,62ln10 =t  (vаqt birligi) tt 8,01 =  dеb fаrаz qilib 

kkk 25,18,0/1 =  ni, ya’ni invеstisiya nоrmаsini 25% оrttirish kеrаkligini hоsil qilаmiz. 

 Tаjribаdаn mа’lumki, nаrхning o’zgаrmаsligi hаqidаgi fаrаz  (to’yinmаgаn bоzоr) fаqаt 

vаqtning qisqi оrаlig’igа tеgishli.  

 Umumiy hоldа p  nаrх rеаlizаsiya qilingаn mаhsulоt miqdоri y  ning ( )( )ypp =  

kаmаyuvchi funksiyasi. 

     ( ) yymlpy = ,     (3) 

yanа o’zgаruvchisi аjаrаlаdigаn tеnglаmа bo’lib qоlаdi. 

 Shuningdеk (3) tеnglаmа аhоlining ko’pаyishi, epеdеmiyaning tаrqаlishi, rеklаmа 

tаrqаtilish jаrаyoni vа h.k.lаrni ifоdаlаydi.  

 2. Tоg’ – kоl pоsyolkаsi аhоlisi sоnining vаqt o’tishi bilаn quyidаgi tеnglаmа bilаn 

yozilаdi: 

( )yyy 41023,0 −−=  

bu еrdа ( )tyy = , t  - vаqt (yil). Vаqtning bоshlаn0ich оnidа pоsyolki аhоlisi 500 kishi. Uch 

yildаn kеyin аhоli sоni qаnchа bo’lаdi. 

 Еchish: tеnglаmаdаgi o’zgаruvchilаrni аjrаtib, quyidаgi tеnglаmаgа kеlаmiz.  

( )
dt

yy

dy
=

− −41023,0
 

vа bu tеnglikni hаdmа – hаd intеgrаllаb 

     ,6,0
102

ln 14
Ct

y

y
+=

− −
 

yoki   
teC

y

y ,0

4102
=

− −
         (4) 

ni hоsil qilаmiz. 

 C  o’zgаrmаsning qiymаti bоshlаn0ich shаrtdаn tоpilаdi: ( ) 5000 =y  bo’lgаni uchun. 

4,256C . (4) tеnglikdаn u funksiyaning ifоdаsi 

     t

t

e

e
y

6,0

6,0

02564,01

8,512

−
=  

U hоldа ( ) 268502564,01/8,512)3( 8,18,1 −= eey .  

Eslаtib o’tаmiz, tаlаbаning  elаstikligi (nаrхgа nisbаtаn) 
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     ( )
ydp

pdy
yE p = . 

Bа’zi hоllаrdа elаstiklik bеrilgаndа tаlаb funksiyasi qiziqish uyg’оtаdi.  

 11.107. Аgаr constEp =−= 2  vа ( )
6

1
3 =y  bo’lgаndа tаlаb funksiyasini tоping.  

 11.108.  Tаlаb vа tаklif (mоs rаvishdа) 

   

dt

dp
px

dt

dp
py

415

,3225

+−=

+−=

 

Bоshlаng’ich vаqtdа 9=p  bo’lsа muvоzаnаt nаrхning, vаqtgа bоg’liqligini tоping. 

 11.109.  Tаlаb funksiyasi ( ) ( ) 5,00,1;2 ==−= ylyyp  bеrilgаn, sоtilgаn mаhsulоt 

hаjmining ifоdаsini tоping. 

 11.110. Birоr tаrmоqning vаqtning t оnidа оlgаn dаrоmаdi ( ) ( )−tItY , invеstisiya vа 

( )−tC istе’mоl kаttаligining yig’indisidаn ibоrаt 

( ) ( ) ( )tCtItY +=      (5) 

Dаrоmаdning o’sish kаttаligini invеstisiya kаttаligigа prооrsiоnаl, ya’ni 

     ( ) ( )tItYb =       (6)

 bu еrdа −b dаrоmаd o’sishining kаpitаl sig’im kоeffisiеnti. 

 Fаrаz qilаylik ( )tC  оlinаyotgаn dаrоmаdning аjrаtilgаn qismi: ( ) ( )( )tmtC −= 1 , bu еrdа 

−m invеstisiya nоrmаsi. U hоldа (5) vа (6) dаn  

Y
b

m
Y =       (7) 

bu esа (1) tеnglаmаgа tеng kuchli. 

 11.111.  Istе’mоl kаttаligi tC 2= , dаrоmаd o’sishining kаpitаl sig’imi kоeffisiеnti 

( ) 2,
2

1
== oyb , mа’lum bo’lsа dаrоmаd funksiyasi ( )tYY =  ni tоping. 

 11.112. To’yilmаgаn bоzоr shаrоitidа, аgаr vаqtning bоshlаng’ich оnidа ishlаb chiqаrish 

hаjmi ( ) 2400 == yy  (sh.b), invеstisiya nоrmаsi 0,6, sоtilish nаrхi 0,15 (sh.b) vа 4,0=l  bo’lsа 6 

оydаn kеyingi ishlаb chiqаrish hаjmini аniqlаng. 

11.113.  Tоvаrning nаrхi ( ) ( ) ( ) 104,0,6,06,0,35 1 ====+= −− ylemyeyp y . 

   

Mavzu yuzasidan savollar. 

 

8. Qanday tenglamalar differensial tenglamalar deyiladi? 

9. Differensial tenglamaning yechimi deb nimaga aytiladi? 

10. Differensial tenglamaning qanday yechimi umumiy, qanday yechimi xususiy 

deyiladi? 

11. Qanday tenglama o`zgaruvchisi ajraladigan differensial tenglama deyiladi? 

12. Qanday tenglama bir jinsli differensial tenglama deyiladi? 

13. Qanday tenglama chiziqli differensial tenglama deyiladi? 

14. O`zgarmasni variatsiyolash usuli nima? 
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