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KIRISH

Ushbu go’llama oliy texnika o’quv yurtlarining barcha yo’nalishlarida ta’lim
olayotgan bakalavr talabalari uchun mo’ljallangan. Qo’llanma “Oliy matematika” fani
o’quv dasturi asosida yozilgan bo’lib, bir o’zgaruvchili funksiyasining integral hisobi
bo’limiga bag’ishlanadi . Unda ushbu bo’limni chuqur o’rganish va bilimlarni amaliy
masalalarga tatbiq etish maqgsadida zarur bo’lgan nazariy tushunchalar va amaliy
topshiriglar majmui berilgan.

ANIQMAS INTEGRAL
Boshlang‘ich funksiya va aniqmas integral.

Berilgan funksiyaning hosilasini topish differensial hisobning asosiy masalalaridan
biri hisoblanadi. Matematik analiz masalalarining turliligi, uning geometriya, mexanika,
fizika va texnikadagi keng miqyosdagi tatbiqi berilgan f(x) funksiya uchun hosilasi

shu funksiyaga teng bo‘lgan F(x) funksiyani topishga olib keladi.

Funksiyaning berilgan hosilasiga ko‘ra uning o‘zini topish masalasi integral
hisobning asosiy masalalaridan biri hisoblanadi.

y = f(x) funksiya (a;b) intervalda aniglangan bo‘Isin.

1-ta’rif. Agar (a;b) intervalda differensiallanuvchi F(x) funksiyanig hosilasi
berilgan f(x) funksiyaga teng, ya'ni F'(x) = f(x) (yoki dF(x)= f(x)dx), xe(a;b)
bo‘lsa, F(x) funksiyaga (a;b) intervalda f(x) funksiyaning boshlang ‘ich funksiyasi
deyiladi.

Masalan: F(x) =X’ funksiya sonlar ogida f(x)=3x* funksiyaning boshlang‘ich
funksiyasi bo‘ladi, chunki xe Rda (x°)"=3x?;

Lemma. Agar F(x) va ®(x) funksiyalar (a;b) intervalda f(x) funksiyaning
boshlang‘ich funksiyalari bo‘lsa, u holda F(x) va ®(X) bir- biridan o‘zgarmas songa
farq qgiladi..

2-ta’rif. f(X) funksiyaning (a;b) intervaldagi boshlang‘ich funksiyalari
to‘plamiga f(X) funksiyaning anigmas integrali deyiladi va _[ f (x)dx kabi belgilanadi.

Shunday qilib, ta’rifga ko‘ra

[f(x)dx=F()+C, (1.1)
bu yerda f(X)—integral ostidagi funksiya, f(X)dx —integral ostidagi ifoda,
X —integrallash o ‘zgaruvchisi, [ —integrallash belgisi deb ataladi.

Anigmas integralni topish, ya’ni berilgan funksiyaning boshlang‘ich funksiyalari
to‘plamini aniqlash masalasi funksiyani integrallash deyiladi.



2-teorema.Agar f(x) funksiya [a;b]kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda u bu kesmada
uzluksiz bo‘lgan boshlang‘ich funksiyaga ega bo‘ladi.

Anigmas integral quyidagi xossalarga ega.
1°. Anigmas integralning hosilasi (differensiali) integral ostidagi funksiyaga (ifodaga)
teng: ([ f(x)dx)’ = f(x). (d] f(x)dx= f(x)dx).
2°. Funksiya differentsialining anigmas integrali shu funksiya bilan o‘zgarmas sonning
yig‘indisiga teng:IdF(X) =F(x)+C.

3°. Ozgarmas ko‘paytuvchini anigmas integral belgisidan tashqariga chiqarish
mumkin: [kf (x)dx =k| f (x)dx, k =const,k 0.
4°. Chekli sondagi funksiyalar algebraik yig‘indisining aniqmas integrali shu
funksiyalar anigmas integrallarining algebraik yig‘indisiga teng:

J(f(x) £ g(x))dx=[ f(x)dx £ [g(x)dx.

5°. Agar jf(x)dx: F(x) + Cbo‘lsa, u holdax ning istalgan differensiallanuvchi
funksiyasiu=u(x) uchun [ f (u)du = F(u) + C bo‘ladi.

Quyida keltiriladigan integrallar asosiy integrallar jadvali deyiladi.

Asosiy integrallar jadvali

a+l

1. fu“du= .
a+1

+C, (a=-1);2. j%:ln|u|:c;

u

3. fa“du:la +C, (0O<a=1l); 4. [e'du=e" +C;
na
5. [sinudu =—-cosu + C; 6. [cosudu=sinu+C;
7. jtgudu:—ln|cosu|:C; 8. [ctgudu=In|sinu|=C;
9. f dL: =—ctgu + C;
cos’ u
u u =z
11. [——=Intg—| +C; 12. [——=Inftg| =+~ | +C;
jsmu g2 Icosu ‘9(2 4)
du .U du
13. [———==arcsin—+C; 14. —:In‘u+ u?+a*/+C.
fm O e
15. [ :EarcthJrC; 16. [— =— I 1= a+C;
a’+u’ a a u’-a®> 2a |u+a
17. [shudu =chu + C; 18. [chudu = shu + C;
lzj =thu +C,; d? =—cthu+C.
ch®u




Asosiy integrallar jadvalida integrallash o‘zgaruvchisi U erkli o‘zgaruvchi yoki
erkli o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘lishi mumkin.
Bevosita integrallash usuli

Integral ostidafi funksiyada (yoki ifodada) almashtirishlar bajarish va anigmas
integralning xossalarini qo‘llash orqali berilgan integralni bir yoki bir nechta jadval

integraliga kelnitib integrallash usuliga bevosita integrallash usulideyiladi.
Misollar:

1) j[Ssin X —

- 1+x3jdx:5jsinxdx—21 2dx + [ X°dx=
X® + X"+

=—-5C0S X — 2arctgx + XZ +C

2y ein?
2) C0S2X dy = [ C0S" X —sin®x ( _12 12 )dx=
sin®x  cos’ X

: : dx =
cos® Xsin? x C0oS® Xsin? x /
dx

dx
= - =—Ctgx —tgx+C =—
Isinzx Icoszx - sin2x

+C;

1-x* -1 dx
3 =—[————dx=—[(1— x*)dx+ =
)Il+x iy JA=xTdx+ [

X3
~=—X+-—+arctgx+C.
3

dx
=—[{dx + [x?dx
J +f +Il+x

Berilgan integralni jadval integrallariga keltirishda differensialning quyidagi
almashtirishlari («differensial amali ostiga kiritish» jarayoni) qo‘llaniladi:

du=d(u+a), a—son; du:id(au);udu:%d(uz);cosudu:d(sinu);

sinudu=—d(cosu); %du =d(Inu); 12 ; du=d(tgu).

Umuman olganda, f'(u)du=d(f(u)). Bu formuladan integrallarni topishda ko‘p

foydalaniladi.
Misollar:
D | _1I d@x) 1 1acgs—+C—iarCt93—+C
16+9x 3'16+(3x)° "3 4 4 12 4
2) dexzjd(smx_cosx):In|sinx—cosx|+C.

sin X — CoS X Sin X — COS X

O‘rniga qo‘yish (o‘zgaruvchini almashtirish) usuli
Ko‘p hollarda integraldagi o‘zgaruvchini almashtirish uni bevosita integrallashga
olib keladi. Integrallashning bu usuli o rniga go ‘vish (o ‘zgaruvchini
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almashtirish) usuli deb yuritiladi. Bu usul quyidagi teoremaga asoslanadi.
2-teorema. BirorToraligda aniglangan va differensiallanuvchi  x = ¢(t)

funksiyaning qiymatlar sohasi X oraligdan iborat bo‘lib, X daf(x) funksiya
aniglangan va uzluksiz, ya’ni T oraliqda f (¢(t)) murakkab funksiya aniglangan va
uzluksiz bo’lsin. U holda
j f(x)dx =j f(p(t))e'(t)dt (1.2)bo‘ladi.
1—misol.fx\/x——3dx integralni toping.
Yechish. +/x —3 =talmashtirish bajaramiz. U holda x =t* + 3, dx = 2tdt.
Shu sababli
[x+/x —3dx = [(t* +3) t- 2tdt = 2[ (t* + 3t*)dt =

5

3
=2jt“dt+6jt2dt=2-t€+6-%+c:E\/(x—3)5 +2,/(x-3)* +C.

sol. j4dx integralni toping.

xInx

Yechish.1+ Inx =t® bo’lsin. Bundan Inx=t? -1, %: 2tdt. U holda
X

(1.2) formulaga ko‘ra

I«/1+Inde:It-22tdt:2Itdt —2j( )dt: ot e
xInx t° -1 t? -1 2 |t+1
2
—2t+In(t O +C =2J1+Inx L+Inx
t? -1 1+Inx—1

=2J1+Inx +2In‘\/1+ Inx —]4— Ininx| + C.

3- misol. j\/1+ cos® x sin 2xdx integralni toping.
Yechish. 1+cos®x=t* deymiz.
Bundan —2cosxsinxdx = 2tdt yokisin2xdx =-2tdt.
U holda [+v1+ cos® xsin2xdx = [t(-2t)dt=-2- %+ C= —% (1+cos’ x)® +C.

Bo ‘laklab integrallash usuli
Bo‘laklab integrallash usuli ikki funktsiya ko‘paytmasining differentsiali
formulasiga asoslanadi.
3-teorema.u(x)va v(x)funksiyalar gandaydir X oraligda aniglangan va

differentsiallanuvchi bo‘lib, u’(x)v(x)funksiya bu oraligdaboshlang‘ich funksiyaga
ega, y'ani [u'(X)v(x)dx integral mavjud bo‘lsin. U holda X oraligdau(x)v'(x)
funksiyaboshlang‘ich funksiyaga ega va



JuV'(x)dx = u(x)v(x) - [v(x)u’(x)dx (1.3)
bo‘ladi.
(1.3) formulaga anigmas integralni bo ‘laklab integrallashformulasideyiladi.
Ma’lumki, v'(x)dx = dv, u’(x)dx = du. Demak, (1.3) formulani
fudv =uv - [vdu (1.4)
ko‘rinishda yozish mumkin.

Bo‘laklab integrallash usulining mohiyati berilgan integralda integral ostidagi
f (x)dx ifodani udv ko‘paytma shaklida tasvirlash va (1.4) formulani qo‘llagan holda

berilgan judv integralni oson integrallanadigan jvdu integral bilan almashtirib

topishdan iborat.

Bo‘laklab integrallash orqali topiladigan integrallarning asosan uchta guruhini ajratish
mumkin:

1) [P(x)arctgxdx, |P(x)arcctgxd, [ P(x)Inxdx, [ P(x)arcsin xdx,
jP(x) arccos xdx (bu yerda P(x)—ko‘phad) ko‘rinishdagi 1-guruh integrallar. Bunda
dv=P(x)dx deb, qolgan ko‘paytuvchilar esa U bilan belgilanadi;
2) [P(x)e“dx, [P(x)sinkxdx, [P(x)coskxdx ko‘rinishdagi 2-guruh integrallar.
Bunda u = P(x) deb, qolgan ko‘paytuvchilar dv deb olinadi;
3) '[ekx sin kxdx, .[ e coskxdx ko‘rinishdagi 3-guruhintegrallarbo‘laklab
integrallash formulasini takroran qo‘llash orqali topiladi.
4- misol.jarctgxdx integralni toping.
dx
_ u=arctgx, du= = X
Yechish. [arctgxdx = 1+Xx° |=xarctgx — [——dx=
1+X
dv=dx, v=X

2
= xarctgx — 1jd(l;)i)dx: xarctgx — 1In\l+ x?|+C.
2° 1+X 2

5- misol. | = jsin xe*dx integralni toping.
Yechish.
u=e*, du=2e*dx

_ = —e®cosx + 2[e* cosxdx =
dv=sinxdx, v=-cosx

| = jsin xezxdx—‘

u=e*, du=2e*dx
dv=-cosxdx, v=sinx

=—e? cosx + 2(**sin x — 2[e”* sin xdx) =

=e*(2sin x —cosx) — 41.
Bundan



I =%e2x(23in X —cosX) +C.

Ko‘rsatilgan uchta guruh bo‘laklab integrallanadigan barcha integrallarni o‘z

ichiga olmaydi. Masalan, deX

2

COS™ X
guruhlariga kirmaydi, lekin uni bo‘laklab integrallash usuli bilan topish mumkin:
«dx u=x, du=dx
dx = Xtgx — [tgxdx = xtgx — In| cos x | +C.

Jostx | dv= sy VT

integral yuqorida Kkeltirilgan integrallar

Amaliy mashg’ulot uchun mashqlar
1. Berilgan integrallarni anigmas integralning xossalari va integrallar
jadvalini qo‘llab toping:

2 a) Ay x —7
1).[[5th NTRR j dx; 2)] 3
\/_ X e ) 2 )
3) [——— X x; 4 e -dx;
2:3-3-2 . . X x\
5)]3—de, 6) J'(smz+cosg) dx;
g 1-sin® X4
1 dx;
7)je[+cos XJ % 8] sin” x
g)j ctg*xax; 10) «[ cos” X — cost
dx
11 ; 12) | ——.
)‘[25+4X2 )J.\/3+4x—2x2
2. Berilgan integrallarni differensial ostiga kiritish usuli bilan toping:
X 4y : :
1)_|.COS » 2)jcoszxsm xdx;
3
3)j\/arctg 2x 4)J-71/In (x+5) dx
1+ 4x3
5)je5'“xcosxdx; 6) [e'x*d
COSX . sm\/_
7)J‘sm X 8)J.
“dx
9) [~ 10
)'[\/4—ezx )'[sm 4x3,/ctg 4x

3. Berilgan integrallarni o‘rniga qo‘yish usuli bilan toping:
8



—1
1”2 +1

3)I\/16—x2dx;
5) szx/x3 +3dx;

dx
7 ;
) j (arcsinx)®+/1— x>

dx
N mocr

11) j X(2x+7)"dx;

e?dx .
el

8) [~

2)J-xdx

X8 +2

4dex_

Uxt+a

6 I cos2xdx

1+sin XCoSX'
4X — 5
NG +5

dx
1O)I\/3x2 —2x—1;
d

Z)I,/x(lx—x ;

In2x dx
In4x X

14) [

4. Integrallarni bo‘laklab integrallash usuli bilan toping:

1) J' xarctgxdx;
3) I xIn xdx;

5) I x3*dx;

7) .fxln(x +1)dx;

9)J.sin In xdx;

11) |

Intgxdx
sin?x

5. Integrallarni toping:

1) jx33\/1+ x? dx;
3)jeX cos®(e*)dx;

1 tgx
)-[1+tgx

7 -[ (x +1)(2x—3) !

xdx
cos? x’
earctgxdx

1+ x?

9) |

11) [

13)[5in2 3—zxdx;

Z)J'arcsin xdx;
4)J'x2exdx;
6)J.xsin 2xdx;

8 XSin xdx;
)-[ cos® x
10) '|'e“X sin 4xdx.

In arctgxdx
12) I 1+x°

2) J'sin 3xsin 5xdx;

xdx

Inxdx
)J.x(l—lnzx)’

8) J‘ dx

X(4+In?x)’

dx
10)Ix 2x—9'

edx

D e

14) _[ xtg *x*dx;




16 )J-l ZCosx

2| 2 .
15)jx n? xdx; Sy

RATSIONAL KASR FUNKSIYALARNI INTEGRALLASH

Ikkita Q_(x) va P, (x)ko‘phadning nisbatiga
R(X) = Q,(X) bx"+bx"" +..+b, Xx+b,

P(x) ax"+ax"+..+a _x+a
ratsional (ratsional kasr)funksiyadeyiladi.
m<n bo‘lganda ratsional kasr to ‘g i kasr, m>n bo‘lganda noto ‘g ri kasr deyiladi.
Noto‘g‘ri kasrda uning Q_(x) suratini P (x) maxrajiga odatdagidek bo‘lish yo‘li bilan

kasrdan butun gismi q(x) ajratiladi, ya’ni

Q. (9 ()
RO =0 =40+ 5 o

tenglik hosil gilinadi, bu yerda q(x)- butun gqism deb ataluvchi ko‘phad,

FI;((X)) -to‘g‘ri kasr, chunki r(x) qoldigning darajasi P, (x) ning darajasidan kichik.
X

n

4 3
3- misol. R(x) = 3X2 2x_ +1 ratsional kasrdan butun qismini ajrating.
X +2X+2

Yechish.Ko‘phadlarni bo‘lish qoidasi bo‘yicha kasr suratni maxrajga bo‘lamiz:

3x* —2x* +1 ‘ X? +2X+ 2
3x +6X° +6X° ‘ 3x* —8x+10

-8’ -6x" +1
—8x® —16x* —16x

~ 10x* +16x +1
10x* + 20x + 20

—-4x-19
—4x-19
X2 +2X+2
Quyidagi to‘g ri kasrlarga sodda (elementar) kasrlardeyiladi:
l. i : 1. A ,
X—a (X —a)"
Mx+ N

I"I. 2—,(p2—4q<0);
X° + px+q

Demak, R(x)=3x*-8x+10+

(k>2, keN):
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Mx + N
S (X2 + px+Q)°

,(s=2, seN, p>-4g9<0),
buyerda A, M, N, «, p, q - haqiqiy sonlar.

7-teorema. Maxraji ko‘paytuvchilarga ajratilgan har qanday Q. (%) to‘g‘ri kasrni
sodda kasrlar yig‘indisiga yagona tarzda yoyish mumkin.
Bunda:

1) ifodaning (X — &) ko‘rinishdagi ko‘paytuvchisiga | turdagi

keladi;
2) ifodaning (X — )" ko‘rinshidagi ko‘paytuvchisiga | va Il turdagi
kta kasrlar yig‘indisi A + A ~ ot A -
X—a (X-a) (X—a)
3) ifodaning x* + px + qkorinishdagi ko‘paytuvchisiga Il turdagi
Mx + N
X+ px+q
4) ifodaning (x* + px+q)° ko‘rinishdagi ko‘paytuvchisiga Ill va IV turdagi Sta
M., X+ N, M,X+ N, M _x+ N,
+ ot
X*+ px+q (X*+ px+Qq)* (X* + px+Qq)°

kasr mos
X—a

mos keladi;

kasr mos keladi;

kasrlar yig‘indisi

mos keladi.
Shunday qilib, teoremaga ko‘ra
QW_ A A A
P(X) Xx-a (x-a) (x—a)
N M. X+ N, N M,X+ N, N M X+ N, 2.1)

ot ,
>+ px+qg (X*+ px+0q)° (x> + px+0)°
buyerda A, A...,A, M,, N, M,, N,,...M

(2.1) tenglikdagi noma’lum koeffitsiyentlarini topishning turli usullari mavjud.

Masalan,noma’lum koeffitsiyentlarni topishdakoeffitsiyentlarni tenglashtirish usulini
go‘llash mumkin.

N, — koeffitsiyentlar.

s?

X" —2x+1
x*(x* +1)
Yechish. R(X) ning maxrajini ko‘paytuvchilarga ajratamiz:

X2(X°+1D) = x* (X +D)(x* = x+1)

R(x)ni 1-teoremaga asosan sodda kasrlar yifg‘indisiga yoyamiz:

4- misol. R(x) = to‘g‘ri kasrni oddiy kasrlar yig‘indisiga yoying.
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R(x)=ﬁ+i2+ A + '\ZAX+ N :
X X X+1 X" —-x+1
Noma’lum koeffitsiyentlarini koeffitsiyentlarni tenglashtirish usuli bilan topamiz.
Buning uchun tenglikning o‘ng qismini umumiy maxrajga keltiramiz, hosil bo’lgan
tenglikning har ikkala gismidagi maxrajlarni tashlab yuboramiz va quyidagi tenglikni
hosil gilamiz:
X' =2x+1= AX(X*+D) + A (X +1) + AP (X* —x+1) + Mx°(x +1) + Nx*(x +1).
X ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni tenglashtiramiz:
X': A+ A +M =],
X1 = A+ A +M +N =0,
x*: A+ N =0,
X
X

A =-2,
A =1
: - . 4 5 4
Bu tenglamalar sistemasini yechamiz: A:E, A=-2, A=1M =3 N =-3
Demak,
R(x):—g+i2+ 4, ?X_A' .
X x° 3(x+1) 3(x*—x+1)
1°.1 va Il turdagi sodda kasrlar jadval integrallari orqali topiladi:
(A _ A (X “) _ Aln|Xx—a|+C: (2.1)
X—a
Adx
=A[(x—a)*d(x-a)=
[ gy = A=) d(x-a)
—-k+1
NGl B A 2
—k+1 AL-K)(x-«a)
2°.11l turdagi sodda kasrni garaymiz. I—+NdXintegraIiningSuratida kasrning

X* + pX+(Q

maxrajidan olingan hosila (x* + px +q)' = 2x + pni ajratamiz va natijani integrallaymiz:
M Mp

My + N 7(2x+p)+N——

- dx=] 2 2 gx=Mj 2X*P gy,
X"+ px+q X"+ pxX+q 2 x>+ px+q

+(N—ijj 2 dx :M‘]1+( _mj‘]z'
2 JX"+px+q 2 2

Tenglikning oxirgi qismidagi integrallardan birinchisi J, =In|x* + px+q].
Ikkinchi integralmaxrajida to‘liq  kvadrat ajratamiz va integralni quyidagicha
hisoblaymiz:
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dx d(x+2) 2 2X+ p
J, =] = - —= _arctg————,
2 4

bunda 4q- p*>0, chunki D<O.
Natijada quyidagiga ega bo‘lamiz:
2X+ P

IZMX—JrNdx:MIMxH px+q|+warctg—+c. (2.3)
X2 + pX +Q 2 4q — p? J4q - p?
1- misol. | _Iﬂdx integralni toping.
X°+6x+13

—(2x+6)+11—§ 6

vechish. | _IZ I (2x+6)dx I : dx _
x> +6x+13 x> +6x+13 x* +6x+13
=Eln|x2 +6x+13|-4J.
Bu yerda
:J- dX2 :J- d(X-2|‘3)2:l rCth+3
(X+3)"+4 " (x+3)"+2° 2 2
Bundan
jZSX;lldx:§ln|x2 +6x+13|—2arctgx—+3+C.
X +6x+13 2 2
3°.1V turdagi sodda kasrning integralini topamiz:
f Mx + N —MJ (2x + p)dx
(x> + px+q)° 2 (X2 + px+0q)°
M d(x+gj
+(N _Mp (2.4)

2 jj. 2 2\
[( g _p]
2 4
Bu tenglikning 0’ng gismidagi birinchi integral jadvaldagi integralga keltirib, topiladi:

:I (2x + p)dx 1
(X* + px+q)° (L-s)(X* + px+q)**

= [(x* + px+0)d(x* + px+0) =
Ikkinchi integralga (uni 1, bilan belgilaymiz)£x+§j=t almashtirish bajaramiz va
p2

0<qg- i a”belgilashkiritamiz. U holda
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J dt I(t+a) 2

) 2 2)* 7 (t? +a) S a?! (t2+ad)
((pj +q_pJ
2 4
=ij dt —ij tdt
2 (t2+a2)s—1 2 (t2+a2)s'

Bu tenglikning o’ng qismidagi birinchi integral 1, ga o‘xshash bo‘lib, unda
maxrajning darajasi s dan bir birlikka kichik. Shu sababli, belgilashga ko’ra
u I _, bo’ladi. Ikkinchi integralni bo‘laklab integrallaymiz:

J tdt 1. t-2tdt 1 ~t . 1j dt ) _
(t?+a%)° 27(@*+a%*)° 2\ (s-DE*+a’*)* s-17(t*+a*)"

t 1
2 2\s-1 + Isfl'
2(s=1(t" +a°) 2(s-1)
Demak, I, integralni hisoblash uchun s darajani pasaytirish formulasini hosil

gilamiz:
1 t 1
Is -2 |5—1 T o2 2 2\s 1 a2 =
a a‘(s-1D(t°*+a°)" 2a°(s-1)
B t N 25 -3
2a’(s-1(t* +a’)* 2a*(s-1)
Shunday qilib, (2.5) formula bo‘yicha |, integralni topamiz, keyin |  dagi barcha

tni x+§ bilan almashtirib va |,1_ integrallarni (2.4) tenglikka qo‘yib,IV turdagi

(2.5)

sodda kasr integralini topish uchun ifoda hosil gilamiz.
(2.5) formula bo‘yicha I integralni topish indeksi bittaga kichik bolgan I,

integralni topishga, | _, integralni topish esa o‘z navbatida |_, integralni topishga
keltiriladi va bu jarayon quyidagi jadval integralni topishgacha davom ettiriladi:

1, :jtz itaz :éarctgéntc.
Demak, (2.5) formula orgali 1 dan | _ ga , so‘ngra |_, o’tiladi va hokazo. Shu
sababli bunday formulalarkeltirish yoki rekurrent (gaytuvchan) formulalar
deyiladi.
2X+95

2- misol. dx int Ini toping.
j(x +4x +8)° niegraint toping

2X+4+1 2X+4 dx
2 2dx:I 2 2dX+I 2 2:
(X +4x+8) (x*+4x+8) (X +4x+8)

Yechish. |
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1 d(x+2) 1 dt

2 + .[ 2 2 T2 + J. 2 2!
X“+4x+8 “[(x+2)" +4] X°+4x+8 “t°+a
buyerda t=x+2, a=2. (2.5) integraldan foydalanib ayrim hisoblashlardan so’ng

t 1 t X+2 1 X+ 2
|, =— 5+ arctg— + —arctg——
2a’(t* +a*) 2a’ a 8(x +4x+8) 16 2
ekanligini topamiz.
Demak,
2X+5 1 X+ 2 1 X+ 2
[— e +arctgi 4+ C=
(X° +4x+8) X* +4X +8 8(x +4x+8) 16 2
X=6 i rctg—+2+C
8(x + 4x + 8) 16 2

Ratsional kasr funksiyalarni integrallash tartibi.

Yugorida aytilganlardan kelib chigadiki, R(x):%‘T(X))ratsional kasr funksiyani
X

integrallash quyidagi tartibda amalga oshiriladi:

1)berilgan ratsional kasrning to‘g‘ri yoki noto‘g‘ri kasr ekanini tekshirish; agar
kasr noto‘g‘ri bo‘lsa, kasrdan butun gismini ajratish;

2)to‘g‘ri kasrning maxrajini ko ‘paytuvchilarga ajratish;

3) to‘g‘ri kasrni sodda kasrlar yig‘indisiga yoyish;

4)hosil bo‘lgan ko‘phad va sodda kasrlar yig‘indisini integrallash.

4

3-misol. 1 = I v —XZ);?— 2de Integralni toping.

. X*+6 . :
Yechish.R(x) =— . no to‘g‘ri kasr, chunki m=4, n=3 (m>n).

X® —2X° 42X

Bu kasrning suratni maxrajga bo‘lish orqali kasrdan butun qismini ajratamiz:

X® —2x* +2Xx
X+ 2

X' +6

Xt —2x% +2x?

2x° —2x* +6

2x° —4X* + 4X
2X* —4x+6
Bundan
2X* —4X+6
x> —2x% + 2Xx’
To‘g‘ri kasrning maxrajini ko ‘paytuvchilarga ajratamiz:
X® —2x% +2x = X(x* - 2x + 2).

R(X)=x+2+

15



Tog‘ri kasrni sodda kasrlarga yoyilmasi ko’rinishida yozamiz:
2x* —4x+6 A Mx+N
X2 —2X+2) X X —2X+2
Yoyilmaning noma’lum koeffitsiyentlarini topamiz:

2X2 —4x+6 = A(X* — 2X + 2) + Mx? + NX,

X*: A+M =2,
x': —2A+ N =-4,
x°: 2A=6.
Bundan A=3, M =-1 N =2.
Shunday qilib,
3 —X+2

R(X)=X+2+—+———.
) X X —2X+2

Ko‘phad va sodda kasrlar yig‘indisini integrallaymiz:

3dx —X+2 NG
| = (x+2)dx+ + dx="—+2x+3In|x]| -
I( ) Ix Jx2—2x+2 2 [X]
1
“(2x-2)+1-2 ) ~
—jz - dx:x—+2x+3ln|x|—ljzzx—2dx+
X°—2X+2 2 2°X°—=2Xx+2

2

X?+2x+?>ln|x|—%ln|x2—2x+2|+arctg(x—1)+C.

Amaliy mashg’ulot uchun mashgqlar
1. Berilgan to‘g‘ri kasrlarni sodda kasrlar yig‘indisiga yoying:

x? +4x+1 3x® —5x*+8x—4
1) =/~ "= 2 :
) '+ %2 ) X* +4x?
3x—-2 X2 +5x+1
3) ————; 4) 22T
) X3+ x% = 2x x* +x2+1

2. Berilgan to‘g‘ri kasrlarni sodda kasrlar yig‘indisiga yoying va
koeffitsiyentlarni ixtiyoriy qiymatlar usuli bilan toping:

X2 +2X+3 . 2x%> -11x-6
1) 4 3 ! 2) 3 2 ’
X"+ X X° + X —6X
X —2x2 —2x+7 2x -1
3 : 4 .
) X4_X2 ) X4+X

3. Integrallarni toping:

2x+3 xdx ,
)I(x 2)(x+5) Z)I(x+1)(2x+1)’
3)| xdx . n] 8xdx _

(X+1)(x+2)(x+3)’ (X+1)(x* +6x+5)’
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3x% +2x— 3
)J.x(x 1)(x+1)

dx;

2x3 +2x% +4x+3
7)-[ X3 + X2

9)'[ X _3 dx;

-X+2

dx

11 ;
)Jx(1+x2)’

13)J~x4+3x3+2x2 +x+1
X2 +X+1

dx;

15)[ :

x* -1’

(x> +2x+2)°
dx

19) I (X* +4x+5)(x* + 4x +13);

21)J' 2dX

(x +1)4;
2X+3
)-[(xz —3x+3)? x

6) [~

4x3 —x

2+5x°
)-[x(x —5x+4)

10)_[ dx

xz(x2 +1)

12)[ :

1+ x3

14)I X dx
dx )
X* +2x% + X
8)I(x—l)(xz +4)°

ZO)J dx

(x+1)2 (< +1)’

22)J‘(X2X—_1dx

Z _2x+5)?

2
24)J-3x —-10x+12 dx

x* +13x% +36

TRIGONOMETRIK FUNKSIYALARNI
INTEGRALLASH

1. j R(sin x,cos x)dx ko‘rinishidagi integralni tggzt almashtirish orgali hamma

vaqt to‘zgaruvchili ratsional funksiyaning integraliga almashtirish, ya’ni
ratsionallashtirishmumkin. Shu sababli bu almashtirish universal trigonometrik
almashtirish deyiladi.

Haqgiqatan ham J. R(sin x,cos x)dx ifodadan

X » X

. 295 ot 1-19°5 1 ¢ 2dt

sinx = X 1eg 0 COSX= =1t x=arctgt,dx:1 -
1+tg2 * 1+tg2 = -7 *

tarzdagi o‘rniga qo‘yishlar yordamida t o‘zgaruvchili
2t 1-t°) 2dt
R : : =[R, (t)dt
I (1+t2 1+t2j 1+t° IR
ratsional funksiya kelib chigadi.
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. dx ) . )
1- misol. | = integralni toping.
I33inx+2003x+3 g Ping

Yechish.tgg =tdeymiz. U holda

2dt
=l 1+t21 G (:: =2 1Olt 5)
3. 420 43 t° + 6t + (t+1D(t+5)
1+t 1+t
A B
=jﬂ——+———}ﬂzAHHP+H+BHHP+N+C.
t+1 t+5
. .. : 1 1
No’malum koeffitsiyentlarni anigqlaymiz: A= > B= Y
Demak,
X
tg—+1
| =L0nt+1)=njt+5)+c=1m L 22 "¢
2 2 |t+5 2 X
@§+5

Universal trigonometrik o‘rniga qo‘yish natijasida amalda ko‘pinchaancha
murakkab ratsional funksiyalar hosil bo‘lishi mumkin. Bunday hollarda yuqorida
keltirilgan integralni topishda quyidagi sodda almashtirishlardan foydalangan ma’qul:

a) agar R(sinx,cosx) ifoda sinx ga nisbatan toq, ya’ni
R(-sinx,cosx) = —R(sinx,cosX) bo‘lsa, u holda  cosx=to‘rniga qo‘yish bu
funksiyani ratsionallashtiradi;

b) agar R(sinx,cosx) ifoda COSX ga nisbatan toq, ya’ni
R(sin x,—cosXx) = —R(sinx,cosx) bo‘lsa, u holda sinx=to‘rniga qo‘yish orqali bu
funksiya ratsionallashtiriladi;

c) agarR(sinx,cosx) ifoda sinx va cosX larga nisbatan juft, ya’ni
R(—sinx,—cos x) = R(sin x,cos x) bo‘lsa, u holda tgx=to‘rniga qo‘yish bu funksiyani
ratsionallashtiradi. Bunda quyidagi almashtirishlardan foydalaniladi:

tg*x t’ ) 1 1
= . COS’X= = ,
1+tg*x  1+t? 1+tg?x  1+t?
dt

t?

sin’x =

x =arctgt, dx = .

cos xdx
sin® x —4sinx +5
Yechish. Integral ostidagi funksiya cosxga nisbatan toq funksiya. Shu
sababli sinx=t deb olamiz.U holdacosxdx=dt va

integralni toping.

2- misol. | :j
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= arctg(t —2) + C =arctg(sinx — 2) + C.

f dt | d(t-2)
t? —4t+5 “(t-2)°+1

3- misol. | :j integralni toping.

1-2sin” x
Yechish. Integral ostidagi funksiya sinxga nisbatanjuft funksiya. Shu
sababli tgx =t o’rniga qo’yishdan foydalanamiz. U holda

2

dt

| = 1+t22 :j dtzzllnﬂzllntgx+l+c.
A 1-t° 2 jt-1 2 |tgx-1
1+t°

2. I sin" xcos™ xdx ko’rinishidagi integrallar mva nbutun sonlarga bog‘liq holda

quyidagicha topiladi:
a) n>0va toq bo‘lganida cosx =to‘rniga qo‘yish integralni ratsionallashtiradi;
a) m>0va toq bo‘lganida sinXx =t o‘rniga qo‘yish orgali integral ratsionallashtiriladi;
c)mva n sonlar juft va nomanfiy bo‘lganida
- 1-cos2x ) 1+ cos2x
sin XzT, cos?x=——1—-"""=
formulalaridan foydalanib, darajalar pasaytiriladi;
d m+n<0 hamda mva n juft bo‘lganidatgx=tyoki ctgx=to’rniga

qo‘yishdan foydalaniladi. Bunda m<0va n<0 bo‘lsa, suratda 1= (sin? x + cos® x)*, bu

_|m+n|

yerda K —1, almashtirishdan iborat usul qo‘llab, ratsional funksiyalarni

integrallashga keltiriladi,
e) m,n<0 va ulardan biri toq bo‘lganida sinx va cosxlardan gaysi birining

darajasi toqligiga qarab, surat va maxrajni shu funksiyaga qo‘shimcha
ko*paytirishdan foydalaniladi.

4- misol.jsinsxcoszxdx integralni toping.
Yechish. [sin® xcos*xdx (n>0 va tog, cosx =t)= [sin*xcos’ xsin xdx =
t° 2t° t’

=—[@-t*)’t*dt = —[t*dt + 2[t*dt — [t°dt=——+——-—+C =
ja-t) Jrde 2ftdt - [t'dt ="+ o -

= —Ecos3 x+gcos5 x—lcos7 X+ C.
3 5 7

5- misol.jsin4 x cos’xdx integralni toping.

Yechish.jsin4 xcos’xdx (n,m>0 va n,m— juft) = j(sin xcos X)?sin*xdx =
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:f(sinerxj-

(1_Cgszxjdx:%f(sin22x—sin22xc032x)dx:
:1j1 COS4X —ijsin22xd(sin2x):
16
1 sindx) sin®2x 1 sindx  sin®2x
16 4 48 16 4 3
) dx ) .
6- misol. | = J.ﬁ integralni toping.
sin® Xcos” x
Yechish.Bundan=—4,m=-2, n+m=-6<0, k:|m+n|—1:2.

I(sm X + c0s? X)? dx J.sm * X + 2sin® xcos® X + cos” x
sin® xcos® x sin® xcos® x

dx dx cos® X
J oo+ o+
cos? X sin?x  “sin*x

Demak, | = dx =

dx =tgx — 2ctgx — [ ctg®xd (ctgx) =

= tgx — 2ctgx — %ctg3x +C.

S.Itg”XdX va j ctg"xdx (bu yerda n>0 butun son) ko‘rinishidagi integrallar mos
rasvishda tgx=t va ctgx=t o‘rniga qo‘yish orqali topiladi.

Bunday integrallarni orniga qo‘yishllardan foydalanmasdan, bevosita

tg’x=—5—-1 ctg’x=———-1
COS* X sin® x
formulalar yordamida hisoblash ham mumkin.
7- misol.jtgsxdxintegralni hisoblang.
: dt | . t°dt
Yechish.1-usul. [tg°xdx =tgx =t, dx= = = [t3dt -
Ig J 1+t2| j1+t2 I
4 2 2 4 2
— [tdt+ ] tdtzzt——t—+1 d(1+'2 ):t——t—+lln|1+t2|+C:
1+t 2 27 1+t 4 2 2

1 1 1 1
=2tg'x — =t 2x——In cos’ x| +C ==tg*x — =tg’x —In|cos x| +C.
210"~ 19"~ 2 In| cos” x| +C = 1g"x ~ g~ In| cosx|

2-usu|.jtg5xdx:jtg3x-tgzxdx:jtg3x-( 12 —1jdx:
cos” X

= [tg’x- —jtg xdx = [tg°xd (tgx) — jtgx( 12 —1jdx:
Cos’ X

cos’
1, . 1. 4 1. .
= Ztg X — [tgxd (tgx) — [tgxdx = Ztg X —Etg x—In|cosx|+C.
4. Ba’zi ko‘rinishdagi integrallarni hisoblashda
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sinmxcosnx :%(sin(m +N)X +sin(m — n)x),
sinmxsinnx = %(cos(m —n)x — cos(m + n)x),

1
COSMXCOSNX = E(cos(m +n)X + cos(m — n)x)

trigonometrik formulalardan foydalaniladi.
8- misol. ICOS 3x - cosbxdx integralni toping.

Yechish. jcos3x - CcOSh5xdx = %j(cos8x + c0os2x)dx =
= leinSx +%sin 2x)+ C= %(sin 8x+4sin2x) +C.

Amaliy mashg’ulot uchun mashqlar.
1. Berilgan integrallarni toping:

dx
1 ; 7 L
)J5+4sinx ”25inx+sin2x
dx dx
) P : 4) [ ;
+5sin X +3cos X 4+ 2sin X+ 3Cc0sX
sinxdx | 3cos® xdx .
RiRcer=rs i
3
7 J-cos_xSIx; 8 J-cos X +sin* x :
1+sin“ X cos? X —sin”? x
9) |'sin? xcos* xdx ; 10
)-[ )-[sm XCOS® X |
dx
11 : 12) | ctg®2xdx ;
)IZ+35in2x—7coszx )J' g
=2
13 J' 1smcox<3x X 14)J'0052xc055xdx;
+C0S° X
15) Jsinz X c0os3xdXx ; 16) J.cos X COS 2X C0S 3xdX .

IRRATSIONAL IFODALARNI INTEGRALLASH
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1. [R X’(ax+bJ"1’(ax+bjnz’m dx (R-ratsional funksiya, m, n, m,, n,,.—
cx+d cx+d

butun sonlar) ko‘rinishdagi integrallar =t° o‘rniga qo‘ish yordamida

CX +
ratsional funksiyaning integraliga keltiriladi, bunda s=EKUK(n,,n,,...).

my my

Xususan, jRLx,(ax+b)”1,(ax+b)”2,...deintegrallarax+b=ts o‘rniga qo‘yish

my my

yordamida, jR(x,x”l,x”Z,...]dx integrallar esa Xx=t° o‘rniga qo‘yish yordamida t

ozgaruvchili ratsional funksiyaga keltiriladi.

: x>+ x . —
1- misol. | = J'de integralni toping.
+X

Yechish. Bu yerda EKUK (2,3) =6 bo’lgani uchun 1+ x=t° tarzda belgilash
Kiritamiz.U holda

Vi+x =13, J1+x=t?, dx=6t%dt.

Demak,
6 _1\2 , +2
| = J’%ﬁfdt = 6J.t2(t12 —2t° +t* +Ddt =

15 9 5 3 3
el Lot N o2 e 100 07 115) 1 C =
15 975" 3 15

_2V1+X
15

3L+ x)* ~10(1+ x) + 941+ X +15)+ C.

2. [R(x,vax® +bx+c)dx ko‘rinishidagi integrallar Eylerning uchta o ‘rniga
go ‘yichusuli orgali ratsional funksiyalardan olingan integrallarga keltiriladi:

a) a>0 bo‘lganida ~ax® +bx+c =t+~/ax almashtirish orgali integral ostidagi
funksiya ratsionallashtiriladi (Eylerning birinchi o ‘rniga qo ‘yishi);

b) ¢>0 bo‘lganida ~/ax? +bx+c=tx+~/c almashtirish yordamida integral
ostidagi funksiya ratsionallashtiriladi (Eylerning ikkinchi o ‘rniga qo ‘yishi);

c)ax’ +bx+c kvadrat uchhad a(x— X )(x—X,)ko‘rinishda ko‘paytuvchilarga
ajralganida integral ostidagi funksiya ~+ax®+bx+c=t(x—x,) almashtirish bilan
ratsionallashtiriladi (Eylerning uchinchi o ‘rniga qo ‘yishi).

dx

1+/X2+2X+2

2-misol. I = integralni toping.
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Yechish. Bunda a>0. Shu sababli +/x*+2x+2=t-x ko’rinishdagi o‘rniga
go‘yish bajaramiz.
U holda
X?+2X+2=t" - 2tx + X*, 2x+2tx=t* - 2,
Bundan
:t2—2’ dX—t +2t+2’1 m l+t—t -2 t2+4t+4.
2(1+1) 2(1+1t)° 21+t)  2(1+1)
Topilganlarni berilgan integralga qo‘yamiz:
B 2(1+t)(t2+2t+2) t2+2t+2
_I(tz + 4t + 4)2(1+t) I(1+t)(2 +t)
Integral ostidagi to‘g‘ri kasrni sodda kasrlarga yoyamiz:
t+2t+2 A N B N C
A+t)(2+1)* 1+t 2+t (2+1)*
Koeffitsiyentlarni tenglashtirish usulini qo‘llaymiz: A=1, B=0, C=-2. Bundan
dt

I_j 2:In|1+t|+i+C.
1+t (2+t) 2+t
X o‘zgaruvchiga qaytamiz:
2

I =Inl+ X +~+/X* +2X+ 2|+ +C.

‘ ‘ X+2+X +2X+2
dx :
3- misol. | = integralni toping.
I\/x2 —3X+2

Yechish. x* —3x + 2 = (x —1)(X — 2) bo‘Igani uchun /(X —1)(x - 2) = (x -t
shakldao‘rniga qo‘yish bajaramiz. U holda

(X=D)(X—2) = (x=1)°t7, t= |22
x—-1
Bundan
2 2 _
T
t° -1 (t" -1 t° -1 -1
Topilganlarni berilgan integralga qo‘yamiz:
J- 1)2tdt_ 2dt :—InE+C: 1 22t+t LC.
—-1)°t t° -1 t+1 —

Dastlabki o zgaruvchiga qaytamiz:
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1_9 X 2+x—2
| =—In XX_‘21 X=1 c=—In|3—2x+2Jx —3x+2|+C.
x—1

Eyler o‘rniga qo‘yishlari ayrim integrallarda murakkab hisoblashlarga olib kelishi
mumkin. Bunday hollarda integrallashning quyidagi usullaridan foydalanilsa bo’ladi.

1°. [R(x,v/ax’ +bx+c)dx ko‘rinishidagi integrallarni hisoblashning kvadrat

uchhaddan to‘la kvadrat ajratish usulida berilgan integrallar ax® +bx + ckvadrat
uchhaddan to‘la kvadrat ajratish yo‘li bilan ushbu integrallardan biriga keltiriladi:

a) agar a>0 va b® —4ac <0 bo‘lsa, u holda [R(t,v/m* + n’t*)dt, bu yerda

) , b*-4ac b
n :a, m =- y t:X+_1
4a 2a
b) agar a >0 va b* —4ac >0 bo‘lsa, u holda [R(t,+/n’t* —m?*)dt, bu yerda
n’=a, m’ _b’—dac tex+ 2
' 4a 2a
c) agar a<0 va b® —4ac >0 bo‘lsa, u holda[R(t,~m? —n’t*)dt, bu yerda
n’=-a, m? _ b -dac tox+ .
’ N 2a
L . : m m m . :
Hosil gilingan integrallar mos ravishda t=—tgz,t=———-, t=-—sinz o‘rniga
n nsinz n

qo‘yishlar orqali IR(Sin Z,€052)dz ko‘rinishga keltiriladi.

4-misol. J\/S +4x —x*dx integralni toping.
Yechish.Kvadrat uchhaddanto‘la kvadrat ajratamiz, yangi t o‘zgaruvchi
kiritamiz va trigonometrik o‘rniga qo‘yishdan foydalanib, topamiz:

[V5+4x—x*dx=[/9—(x—2) dx= =[J9-t*dt=

X—2=t,
dx=dt

= [+/9-9sin’ z3coszdz = [9cos’zdz =

t =3sinz,
dt =coszdz

:gf(1+ COSZZ)dZ=g(Z + SInZZ}LC =§(Z +sinzy/1-sinz)+C =

2

2
t :g arcsin£+£1/1—t— +C:garcsin£+£\/9—t2 +C=
3 2 3 3 9 2 3 2

Z =arcsin—
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:garcsinx%2 + %(x —2)J5+4x—x* +C.

2°. [R(x,vax® +bx+c)dx ko’rinishidagi ayrim integrallarni hisoblashning boshqa
usullarini keltiramiz.

a) | \/% ko‘rinishidagi integrallar, bu yerda P, (x) n- darajali
ko‘phad:
1) n=0da I Adx ko’rinishda bo‘ladi; bu integral a>0 bo‘lganda
vJax? +bx +c ’
jadvaldagi 14- integralga, a <0 bo‘lganda jadvaldagi 13- integralga keltiriladi;
2) n=1da I\/(Q)z(:% ko’rinishda bo‘ladi; bu integral suratda kvadrat

uchhadning hosilasini ajratish natijasida ikkita, biri jadvaldagi 1- integralga va
ikkinchisi 1) banddagi integralga keltiriladi;
3) n>2 bo‘lganda berilgan integraldan keltirish formulalari yordamida

P (x)dx dx
L(X)Vax® +bx+c +M ,
J«/ax +bhx+c Q) J«/ax2+bx+c

ko‘rinishdagi ifoda hosil gilinadi,bu yerda Q. (x)— koeffitsiyentlari noma’lum bo‘lgan

n—1- darajali ko‘phad, M — gqandaydir o‘zgarmas son. Bunda ko‘phadning noma’lum
koeffitsientlari va M soni oxirgi tenglikni differensiallash hamda X ning chap va o‘ng
tomondagi bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarni tenglashtirish orqali topiladi.

b)
I(ocx+,8)\/ax +bx+cC
yordamida 1) banddagi integralga keltiriladi;

ko‘rinishidagi integral ox + S = almashtirish

C )I (ot ,B)”\(/jm (ne Z,n>1) ko’rinishidagi integral ax + S =%
o‘rniga qo‘yish orqali 3) banddagi integralga keltiriladi.
5- misol. | ax integralni toping.
(x—2)*Vx*—4x+5
. 1 . dt 1
Yechlsh.x—Z:E deymiz. U holda dx=—t—2, X —4x+5:t—2+1.
Bundan
dt
J dx :_J~ t2 :_J~ t*dt .
(x=2)°/x* —4x+5 1 £+1 JtP+1
t°\Vt?
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Demak, b) banddagi integral hosil gilindi. Bunda n=2 bo‘lgani uchun

t dt
= (At+B)Vt* +1+ M
Tenglikning har |kkala qlsmlni differensiallaymiz:

N (At+B)t M
t? +1 Jt? x/t2+1

dt
N

yoki
=AQ+t*)+ (At+B)t+ M.
X ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarni tenglab, topamiz:

~p-o m=-1
2

U holda
t’dt  tVi+t? _ 1. dt t\/1+t 1
| = j ——In‘t+ 1+t?[+C.
V1+t? 2 V1+t? 2
Dastlabki o‘zgaruvchiga qaytamiz:
J dx _VX*—4x+5 1I 1++/x* —4x+5 |
(x—2)°vx* —4x+5 2(x—2)* 2 X —2 \

2. jx’”(a+ bx")?dx ko’rinishidagi integral binominal differensial integrali deyiladi.

Bunda integral ostidagi ifoda x"(a +bx")" ga binominal differensial
deyiladi, bu yerda m, n, p — ratsional sonlar.

Binominal differensial integrali uchta holdagina ratsional funksiyalarni
integrallashga keltiriladi:

a) p butun son bo‘lganida integral X=t°* (bu yerda s=EKUK(m,n)) o‘rniga
qo‘yish orqali ratsionallashtiriladi;

b) m+1

butun son bo‘lganida integral a-+bx" =t°(bu yerda s— p sonning
maxraji) o‘rniga qo‘yish yordamida ratsionallashtiriladi;
m
C) "

S — p sonning maxraji) almashtirish bajariladi.

Agar yugorida keltirilgan shartlar bajarilmasa binominal differensial elementar
funksiyalar orqali ifodalanmaydi, ya’ni integrallanmaydi.

l+p butun son bo‘lganida integralda a-+bx" =t"x" (bu yerda

Masalan, f\/l+ x*dx integralning integral osti funksiyasi binominal differensial:

m=0, n=3, p:1 Bunda p_% m+1 :13 m+1 p_— sonlardan birortasi
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butun  son emas. Shu sababli bu integral  elementar funksiyalar orqali
ifodalanmaydi.

: dx . L
6-misol. | = | ———integralni toping.
Ix3\/1+ x*
Yechich. Shartgako‘ra m=-3, n=4, p:—l,m—+1+ p:_3+1—£=—1.
2 n 4 2
¢) bandda aytilganidek almashtirish bajaramiz:
1 5 [ 4
1+ x* =t*x*, x=(t* -1 ¢, dx:—%t(tz—l)_“, t= 1+2X .
X

U holdal =[x (1+x*) 2dx= —%j(t2 _q) (tz){(t2 —1)4'4J 2t(t2 ~1) “dt=

3,15 A/ 4
=—%I(t2 SEAREK -t‘“ldt:—%jdt:—%t +C=- 12+2X +C.
X

Ma’lumki, har qanday uzluksiz funksiya boshlang‘ich funksiyaga ega bo‘ladi.
Agar biror f(X) elementar funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi ham elementar

funksiya bo‘lsa, u holda [ f(x)dxintegral elementar funksiyalarda ifodalanadi
deyiladi.

Adabiyotlarda keltirilishicha jﬁ -cosxdx integral elementar funksiyalarda
ifodalanmaydi, chunki hosilasi JX - cosx ga teng bo‘lgan elementar funksiya mavjud

emas. Amaliy tatbigda muhim ahamiyatga ega bo‘lgan elementar funksiyalarda
ifodalanmaydigan integrallarga misollar keltiramiz:

je’xzdx — Puasson integrali (ehtimollar nazariyasi);
jld—x —integralli logarifm (sonlar nazariyasi);
nx
[cosx?dx, [sin x*dx —Frenel integrallari (fizika);
sin x

COS X : . :
[——dx, [——dx—integralli sinus va kosinus;
X X

[ £ dx —integralli ko‘rsatkichli funksiya.
X

: : . 1 : sin x
Elementar  funksiyalarda  ifodalanmasada, €™, s cosx’, sinx?, ——,
nXx X
cosx e* . . . . : . . :
——, — funksiyalarning boshlang‘ich funksiyalari etarlicha o‘rganilgan, X
X X

argumentning turli giymatlarida ularning giymatlari uchun mufassal jadvallar tuzilgan.
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Amaliy mashg’ulot uchun mashgqlar.
1. Berilgan integrallarni toping:

dx dx
| ——— 2) | —;
gR !
X% +3/1+x X
My ™ I\/ﬁ
O gy gl ol XY ol 2 o
5)I\/2x—1+~°’,/(2x—1)2' 6)J.{\/(X—lj \/(x—l) ]1x2’
7)fLi 8)]*:
VXx?=3x+2 Jx212x+5
dx dx
9) | —— 10) | —;
)'[x\/x2+x+1 )J.xm
dx dx
11 ; 12 ;
)Il+\/1—2x—x2 )Il+m
13) j\/5+4x— X2 dx; 14)J.\/de;
dx dx
15 : 16 ;
)J.(x—l)\/—xz +3x-2 )J.(x_1)1/x2 —2x
(2x+3)dx .
17) 18) | ————;
j\/3 2x—X* )'[\/6x—x2—8
dx dx
19) | PR 20) v
21)jx53 1+ x%)%dx; 22)J' "1+‘{/—
. 1+\/_
Sl 2[5 5

ANIQ INTEGRAL
ANIQ INTEGRAL TA’RIFI VA HISOBLASH USULLARI.
NYUTON-LEYBNIS FORMULASI

Aniq integral tabiat va texnikaning bir gancha masalalarini yechishda,
xususan har xil geometrik va fizik kattaliklarni hisoblashda keng qo‘llaniladi.

y = f(x) funksiya [a;b] kesmada aniglangan bo‘Isin.

[a;b] kesmani ixtiyoriy ravishda a=x, <X <..<X_ <X <..<X_, <X =b
nuqgtalar bilan n ta gismga bo‘lamiz, bunda {x} ga [a;b] kesmaning bo ‘linishi,

d =max(x, — x,_,), (i =ﬁ) kattalikka bo ‘linish diametri deymiz.

I<i<n
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Har bir [x_;x] kesmada ixtiyoriy & nuqtani tanlaymiz. Bunday nugtalarni

belgilangan nuqgtalar deb ataymiz. Funksiyaning f (&) giymatni mos Ax, =X — X, ,
uzunlikka ko‘paytirib, bu ko‘paytmalardan

w, =3 f(£)Ax, (1.1)

yig‘indini tuzamiz.(1.1) yig‘indiga f(X) funksiya uchun [a;b] kesmaning {x}
bo‘linishidagi Riman integral yig ‘indisi deyiladi.

2-ta’rif Agar (1.1) Riman integral yig‘indisi d — Oda chekli limitga ega bo‘lsa, u holda
bu limitga [a;b] kesmada f(x) funksiyadan

b
olingan aniq integral deyiladi va jf(x)dx kabi

belgilanadi. y=1(x) #7175

Shunday qilib, ta’rifga ko‘ra - J’: |
b n /‘ | | |
[f(9dx=lim> £(5)Ax,  (1.2) Tl ]
a %=1 | | |

I [
bu yerda f(Xx)—integral ostidagi funksiya, X— L] i i
integrallash o‘zgaruvchisi, a, b— i i i |
|
integralning quyi va yuqori chegarasi, [a;b]— A : | | n
integrallash sohasi (kesmasi) deyiladi. A %o g Xig X Xa g Ki¥oag X X
b

[a;b] kesmada [ f(x)dx anig integral mavjud 2-shakl

bo‘lsa, y = f(x) funksiya shu kesmada integrallanuvchi deyiladi.

Keltirilgan ta’riflarda a <b bo‘lsin deb faraz qilindi. Aniq integral tushunchasini a="Db
va a > b bo‘lgan hollar uchun umumlashtiramiz.
a>b bo‘lganida 2-ta’rifga ko‘ra

b a
[ f(x)dx=—[ f(x)dx (1.2)bo‘ladi.
a b
2-ta’rifga ko‘ra a =b bo‘lganida ((5.5) ga garang).
[f()dx=0 (1.3)bo¢ladi.

1
1- misol. j x*dx integralni aniq integralning ta’rifidan foydalanib hisoblang.
0
Yechish.[0]] kesmada  y=x* funksiya uzluksiz. [0]  kesmani

: I 1. —
0=X, <X, <..<X_, <X <..<X_ <X =1 nugtalar bilan uzunliklari Ax,=—=(i=1n)
n
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bo‘lgan n ta bo‘lakka bo‘lamiz. Bunda d =maxAx,. Denak, d -0 da n—o0. ¢

1<i<n

nuqta sifatida gismiy kesmalarning oxirlarini olamiz:

E =X :l. Tegishli integral yig’indini tuzamiz:
n

w, =3 F(£)Ax =i;—z-%=%(12 42544 nY) =
_ n(n+1)(2n+1) _ (n+1)(2n+1)

6n® 6n’

Bundan

limw, = limw, = [im{tDE1+D 1

d—0 n—o N—o0 6n2 3
Demak, ta’rifga ko‘ra
1
fxzdx:l.
o 3
Endi & nugta sifatida qismiy kesmalarning boshlarini olamiz:
i—1
G =Xy =—.
n
Bundan
n n (i-1)> 1 (n-Dn(2n-1) (n-D(2n-1)
w=>Tf(&)Ax => —"— - == =
" .21: (A% ; n> n 6n° 6N’
yoki
1 — —
[x*dx=lim w, _jim{n=D@n=Y 1
3 d—0 (n—>) n—w% 6n2 3
Demak, berilgan integralning giymati [0;1] kesmani bo‘lish usuliga va bu

1
kesmada & nugqtani tanlash usuliga bog‘liq emas va fxzdx = 1
0

Aniq integral mavjud bo’lishi hagidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.
1-teorema. (Koshi teoremasi). Agar y= f(x) funksiya [a;b] kesmada uzlukziz

b
bo‘lsa, u holda [ f (x)dx aniq integral mavjud bo’ladi.

Aniq integralning geometrik ma’nosi: agar f(x) funksiya [a;b] kesmada
integrallanuvchi va manfiy bo‘lmasa, u holda [a;b] kesmada f(x) funksiyadan
olingan aniq integral y=f(x), y=0, x=a va x=b chiziglar bilan
chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning yuzasiga teng.

3
2- misol. f\/9 — x*dxintegralni uning geometrik ma’nosiga tayanib hisoblang.
-3
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Yechish. Bunda X ning —3 dan 3 gacha o‘zgarishida tenglamasi y =+/9—x* bo‘lgan
chizig x*+y®=9 aylananing Ox 0’qidan yuqorida joylashgan bo‘lagidan iborat
bo‘ladi. Shu sababli x=-3, x=3, y=0 va y=+/9- x* chiziglar bilan chegaralangan

egri chizigli trapetsiya x*+y’=9 doiraning yarmidan tashkil topadi. Uning yuzi

S :97” ga teng. Demak,

3
j\/9—x2dx:977z.
-3

Agarv(t) funksiya[a;b] kesmadaintegrallanuvchivamanfiybo‘Imasa, uholdav(t)
tezlikdan[a;b] vaqtoralig‘idaolingananigintegralmoddiynuqtaningt =adant =b
gachavagtoralig‘idabosibo‘tganyo‘ligateng. Bu
jumla aniq integralning mexanik ma’nosini anglatadi.

Aniq integralning xossalari:
1°. Agar integral ostidagi funksiya birga teng bo‘lsa, u holda

b

[dx=b —abo‘ladi.
2°. Ozgarmas ko‘paytuvchini aniq integral belgisidan tashqariga chigarish
mumkin, ya’ni

[Kf (x)dx=k] f (x)dx, k =const.

3°.Chekli sondagi funktsiyalar algebraik yig‘indisining aniq integrali
qo‘shiluvchilar aniq integrallarining algebraik yig‘indisiga teng, ya’ni

F(F 00 % p(0)dx= | £ (x)dx+ [p(x)dlx.

4°, Agar [a;b] kesma bir necha gismga bo‘lingan bo‘lsa, u holda [a;b]kesma
bo‘yicha olingan aniq integral har bir qism bo‘yicha olingan aniq integrallar
yig‘indisiga teng bo‘ladi.

[#(dx=] £ (9dx+ [ £ (x)x, cefab]

5°. Agar [a;b]kesmada funksiya o‘z ishorasini o‘zgartirmasa, u holda funksiya

aniq integralining ishorasi funksiya ishorasi bilan bir xil bo‘ladi, ya’ni:
b
[a;b]da f(X)=0 bo‘lganda, [ f(x)dx>0 bo’ladi;
b
[a;b]da f(X)<0bo‘lganda, j f(xX)dx<0 bo’ladi.

6°. Agar [a;b] kesmada f(X) > ¢(X) bo‘lsa, u holda
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b b
[ £ (x)dx = [p(x)dxboladi.

7°. Agar mva M sonlar f(x) funksiyaning [a;b]kesmadagi eng kichik va eng

katta qiymatlarii bo‘lsa, u holda

m(b —a) <[ f (x)dx< M (b — &) bo‘ladi.

Bu xossa aniq integralni baholash haqgidagi teoremadeb yuritiladi.

8°. Agar f(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda shunday c <[a;b]
b
nugta topiladiki, [ f(x)dx= f(c)(b—a) (1.4)bo‘ladi.

Bu xossa o ‘rta giymat haqidagi teorema deb ataladi. (1.4) formulaga o rta giymat
formulasi, f(c) ga f(x) funktsiyaning [a;b]kesmadagi o ‘rtacha qiymati deyiladi.
O‘rta qiymat haqidagi teorema quyidagi geometrik talqinga ega: agar f(x)>0

b
bo‘lsa, u holda [ f(x)dx integral giymati balandligi f(c)ga va asosi (b—a)ga teng

bo‘lgan to‘g‘ri to’rtburchakning yuzasiga teng bo‘ladi.

Aniq integralning xossalaridan quyidagi natijalar kelub chigadi.
1-natija.[a;b] kesmada aniglangan f(x) funktsiya uchun

T f (x)d><‘ < f| f (x)| dxbo‘ladi.

2-natija. Agar [a;b] kesmada |f(x)|<k bo‘lsa, u holda

i f (x)dx4 <k(b—a), (k=const.)bo‘ladi.

3- misol. y =2x + 2 funksiyaning [-1;2] kesmadagi
o‘rtacha giymatini toping.
Yechish.O‘rta qiymat haqidagi teoremadan topamiz:

I FYN
=— X)dx.
b—a£ (x)

o'rt

Aniq integralning geometrik ma’nosiga ko‘ra

f(2x+2)dx integralning qiymati 3-shaklda keltirilgan

uchburchakning yuzasiga teng, ya’'ni S = % (2+1)-6=9.

Bundan
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1-teorema (integral hisobning asosiy teoremasi). Agar F(x) funksiya [a;b]
kesmada uzluksiz bo‘lgan f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, u holda

f f (x)dx = F(b) - F(a). (1.5)

(1.5) formulaga Nyuton-Leybnis formulasi deyiladi.
F(b) — F(a) ayirmani shartli ravishda F(x)\: deb yozish kelishilgan. Bu kelishuv

natijasida Nuyton-Leybnis formulasi

b
[ £ (dx=F(x)| (1.5)ko‘rinishda ifodalanadi.
1- misol.i dx integralni hisoblang.
ov1+ Xx?
. oodx
Yechish. =Inx+~1+ x*| =In[3++10/—In1=1In[3+/10
" 3+ 10| In1=Ing + 0]
2- misol. jLintegralni hisoblang.
1 X°—2x+10
Yechish.

4

dx 1 x—1
== —arCth

4 1 T
=—(arctgl—arctg0) = —.
x> —2x+10 !(x 1) +3* 3 3( : 90) 12

|

1

Aniq integralda o ‘zgaruvchini almashtirish
3-teorema. y = f (x)funksiya [a;b]kesmada uzluksiz bo‘lsin. Agar:

1) x=¢(t) funksiya [a;f] kesmada differensiallanuvchi va ¢'(t) funksiya[e; f]
kesmada uzluksiz; 2) x=¢(t) funksiyaning giymatlar sohasi [a;b]kesmadan iborat;
3) p(a)=a va @(B)=b bo‘lsa, u holda

[f00dx=] f (@®)p')dt  (L6)boladi.

(1.6) formula aniq integralda o ‘zgaruvchini almashtirish formulasi deb yuritiladi.
Aniq integralni hisoblashning bu usulida aniq integralda o ‘rniga go ‘yish usuli deyiladi.

J3
3- misol. j\/4 — x*dxintegralni hisoblang.
0

Yechish.x =2sint, 0<t S% belgilash kiritamiz. Bu o‘zgaruvchini almashtirish 3-

teoremaning barcha shartlarini ganoatlantiradi: birinchidan f(x)=+4-x* funksiya
[0;+/3] kesmada uzluksiz, ikkinchidan x=2sint funksiya [0;%} kesmada

differensiallanuvchi va x' =2cost bu kesmada uzluksiz,
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uchinchidan t o‘zgaruvchi 0 dan % gacha o‘zgarganda X = 2sint funksiya 0 dan /3

gacha o‘sadi va bunda ¢(0)=0 va (0(%) =+/3. Bunda dx=2costdt.

(1.6) formuladan topamiz:

T V4

73 3 3 3
[V4—x*dx=4[cos® tdt = 2[ (1 + cos 2t)dt = Z(t +%sin2tj :2?”+§.
0 0 0

0

1
4—misol.jx\/1+ x*dx integralni hisoblang.
0

Yechish.t =+/1+ x* o‘rniga qo‘yish bajaramiz. U holda

X=+/1* -1, dx= ttzdt 1,x:O dat=1x=dat=+2.

[L+/2] kesmada +t? -1 funksiya monoton o‘sadi, demak o‘rniga qo‘yich to‘g‘ri
bajarilgan. Bundan

1 72 t 2, 27 242-1
XA/1+ x*dx= |+t? =1-t- = [t*dt=—| = .
[ et e = Jrdt=) =77

Izoh.(1.6) formulani qo‘llashda teoremada sanab o‘tilgan shartlarning bajarilishini
tekshirish lozim. Agar bu shartlar buzilsa keltirilgan formula bo‘yicha
o‘zgaruvchini almashtirish xato natijaga olib kelishi mumkin.

Aniq integralni bo ‘laklab integrallash

4-teorema. Agar u(x) va v(x) funksiyalar u’(x)va v'(x) hosilalari bilan [a;b]
kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda

b b
Judv=uv|. - [vdu (1.7)bo‘ladi.

(1.7) formula aniq integralni bo ‘laklab integrallash formulasi deb ataladi.

1
1) Iarcfgxdx integral hisoblansin.
0

dx

_ _ xdx
Iarctgxdxz dv =dx V=X o 1

0

1 b,y w1

Eln(1+x )|0=Z—§1H2
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1
2) _[xe"‘dx integral hisoblansin.
0

1
Ixe‘xdx =
0

-1
=—e

u=x

dv=e"dx v=-—e

—e ' +1=1-—;

e

Amaliy mashg’ulot uchun mashhgqlar.

Berilgan integrallarni hisoblang:

2
1) I(xz +2X +1)dx;
a

T

2
3) _[cos xdx;

1
9) j X1+ x> dx;
0

sin xdx
1+cosx’

[EEN
[HEN
~

w
+
S
>
IS

cos xdx

[N
w
N’
Ol [y NP0 (W W N — [y
o
x

15)
1

17) Iarcsin xdx;
0

19) [ xsin X dx;
9)!xsm2 X;

6—5sin x+sin?x’

du = dx

—X

1
—xil — _
= —xe x|0+je Ydx = —e

0

2) |sin 4xdx;

ot—— [N

oD
N
——
|o_
>

[

(o]
~
o
>

Ot B[Ny

K,

>
[N}

>

8)

10)

L L |

H
N
N
el Sr—elG ©
~
[ E=3
w || <
>
N

4
14) jsin3 xdx;
0

1 \/l_—z

16) [ =3
V2
2

18)'efln2 xdx;

T

7
20) Iex sin 2xdx;
0
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dx;

1

-x 1 _



1 Ve
21)jx2e3xdx; 22) J.xln xdx;
0 1

23) Isin Jxdx; 24) eJ‘cos(ln x)dx.
0 0

XOSMAS INTEGRALLAR

b
Aniq integral garalganida '[ f (x)dx integral mavjud bo‘lishi uchun ikkita shartning

bajarilishi talab gilingan edi: 1) integrallash chegarasi chekli [a;b] kesmadan iborat
bo‘lishi; 2) integral ostidagi funksiya [a;b] kesmada aniglangan va chegaralangan
bo‘lishi.

Aniq integral uchun keltirilgan shartlardan biri bajarilmaganda u xosmas integral
deb ataladi: 1) fagat birinchi shart bajarilmasa, cheksiz chegarali xosmas integral (yoki |
tur xosmas integral) deyiladi; 2) fagat ikkinchi shart bajarilmasa, chegaralanmagan
funksiyaning xosmas integrali (yoki Il tur xosmas integral) deyiladi.

1.
b
1-ta’rif. f (X) funksiya [a;+oc) oraliqda uzluksiz bo‘lsin. Agar k!imj f(x)dx limit
mavjud va chekli bo‘lsa, bu limitga yuqori chegarasi cheksiz xosmas integral deyiladi

va | f(x)dx kabi belgilanadi:
+00 b
ff(x)dx:t!inljf(x)dx. (1.1)
Bu holda Tf (x)dx integralga yaginlashuvchiintegral deyiladi.

b +00
Agar k!im I f (x)dx limit mavjud bo‘lmasa yoki cheksiz bo‘lsa, jf(x)dx

integralga uzoglashuvchiintegral deyiladi.
Quyi chegarasi cheksiz va har ikkala chegarasi cheksiz xosmas integrallar shu kabi
ta’riflanadi:

11 09dx=lim  f (x)dlx, (1.2)
[ 0odx=lim | f (x)dx+gimof f (x)dx, (1.3)
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bu yerda c— sonlar o‘qining biror fiksirlangan nuqtasi. Bunda (1.3) tenglikning chap
tomonidagi xosmas integral, o‘ng tomondagi har ikkala xosmas integral
yaginlashgandagina yaginlashadi.

1- misol. jd—f(a > 0) integralni yaginlashishga tekshiring.
1 X
Yechish.« #1 bo‘lsin. U holda
+00 b 1o |P
K im [ im X =L limb —1).
1 Xa ba+oo1 X“ ba+ool_ a . 1_ a b—+o
) dx 1,
Bunda: 1) «<1bo‘lganda, [— =———(limb"* —1) =+,
1 Xa 1_a b—+o0

2) a>1bo‘lganda, f%:L(Iimbl‘“ —1):L,
1Xa 1—CZ b—+e0 1_a

+00 b
3) a=1Dbo‘lganda, jd—i(:limj%:“mlnx‘f:Iimlnb:+oo.
1 X 1 X

b—+w b—+w b—+w
dx : . :
Demak, j—a xosmas integral « >1 da yaqginlashadi va 0 <« <1 da
X
1

uzoqlashadi.

0
2- misol. jxcos xdx integralni yaginlashishga tekshiring.

0 0
Yechish. jxcosxdx: Iimjxcosxdx: lim
a——o a—>—o

—00 a

0 0
(xsin XL — [sin xdxj =
a

= lim(-asin a + cosx|_ = lim(-asin a - cosa +1).

a—>—o© a—>—wo

0
Bu limit mavjud emas. Shu sababli jxcosxdx integral uzoglashadi.

3- misol. TZL integralni yaginlashishga tekshiring.
SXT+6x+10
Yechish. Oralig nugtani ¢ =0 deymiz. U holda(1.3) tenglikga ko‘ra
e dx ¢ dx i dx

J

2 = 2 +.[ 2 '
WXT+H6X+10 xS +6x+10 o x°+6x+10

Bundan

9 0
JZL= |imId—XZ=Iimarctg(x+3)\° -
S XP+6Xx+10 i (X+3)°+1 e a

=arctg3— a!ir_n arctg(a +3) =arctg3+ %

:Iimarctg(x+3)\z =

=lim
(X+3)* +1 bow

T dx _ T dx
0X2+6X+10 b—+e0
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= bIir+n arctg(b +3) —arctg3= % —arctg3.

U holda

e dx ¢ dx Ny

.[ 2 = 2 + .[ 2

X +6X+10  Sx"+6x+10 ox*+6x+10
Demak, xosmas integral yaginlashadi.

=arct93+£+£—arct93:7z.
2 2

2.
2-ta’rif. f(X)funksiya [a;b) oraliqda aniglangan va uzluksiz bo‘lib, X =b da

b—¢&
aniglamagan yoki uzilishga ega bo‘lsin. Agar Iirp [ f(x)dx limit mavjud va chekli
bo‘lsa, bu limitga chegaralanmagan funksiyadan olingan xosmas integral deyiladi va

b
[ f(x)dx kabi belgilanadi:

[ £ (x)dx= I ipbj”f (x)dx (1.4)

Shu kabi: 1) f(x) funksiya X ning a ga o‘ngdan yaqinlashishida uzilishga ega
bo‘lsa,

jf(x)dx_ lim j f (x)dx; (1.5)bo‘ladi;

a+g

2) agar f(x) funksiya ce[a;b] da uzilishga ega bo‘lsa,
b c—¢ b
[ f(x)dx= lim [ f(x)dx+ lim [ f(x)dx (1.6)bo‘ladi.

Il tur xosmas integrallar uchun yaginlashish (uzoglashish) tushunchalari | tur
integrallardagi kabi Kiritiladi.

4- misol. j integralni yaginlashishga tekshiring.

x\/_

Yechish. x =0 da integral ostidagi funksiya uzilishga ega. U holda
(1.6) tenglikka ko‘ra

1 —Im_jgOI +I|mj

:‘;.Xi/_ &—0 &0 e X\/_

- 1l

—3Iirpx_§

1

= —3Iirgx_§ =

-1 +&

1

L L L
=3lims * ~1-1+3lime ° :B(Iimg ; —1j:+oo.

&0

Demak, xosmas integral uzoglashadi. Berilgan integralga  Nyuton-Leybnits
formulasi formal qo‘llanilishi xato natijaga olib keladi:
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1

j dx 3| _
—1X3§/;_ 3{/;,1_
Ko‘pincha xosmas integralni (1.1) - (1.6) formulalar orgali hisoblash shart
bo‘lmasdan, fagat uning yaqinlashuvchi yoyi uzoqlashuvchi bo‘lishini bilish yetarli
bo‘ladi. Bunday hollarda berilgan integral yaqginlashishga yaginlashuvchi yoki
uzoqlashuvchiligi oldindan ma’lum bo‘lgan boshqa xosmas integral bilan taqqoslash
orgali tekshiriladi. Xosmas integrallarning tagqoslash alomatlarini ifodalovchi
teoremalarni isbotsiz keltiramiz.
1-teorema (I tur xosmas integralning yaginlashish alomati). [a;+00)

6.

oraligda f (x)vag(x)funksiyalar uzluksiz va 0< f (x) < @(x) bo’lsin.
U holda:

1) agar +jmgo(x)dx integral yaginlashsa, +joof(x)dx integral ham yaginlashadi;
2) agar jw f (x)dx integral uzoglashsa, T(p(x)dxintegral ham uzoglashadi.

5- misol. je‘xzdx integralni yaginlashishga tekshiring.
0

Yechish. Puasson integrali deb ataluvchi bu integral boshlang’ich funksiyaga ega emas.
Uni ikkita integralning yig’indisi ko’rinishida ifodalaymiz:

fe‘xzdx: e dx+ jte‘xzdx.
0 0 1
Tenglikning chap gismidagi integrallardan birinchisi chekli giymatga ega

bo’lgan aniq integral. Ikkinchi xosmas +f)exzdx integralni yaqginlashishga tekshiramiz.

[L+00) oraligda O<e™ <e™bo‘ladi, e™ va e funksiyalar
uzluksiz. Bunda
b 1 . 1 1
==—lim=—==
1 e b—>+a0 eb e
Demak, bu integral yaginlashadi va 1-teoremaning 1) bandiga asosan
Puasson integrali ham yaqginlashadi.

b—+o0 —>-+00

+o0 b
[edx= Iimje*xdx:k!im(—e*x)
1 1

6- misol.jxi integralni yaginlashishga tekshiring.
2 € —COS X
Yechish. Integral ostidagi funksiya x =0 da uzilishga ega.
x e (0;1] da %2i Bundan
e* —COSX xe
19 Liim [ Liminy =20 - limin|&]) = 0.
oXe e Xx es0 Yo 50
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1
Demak, J' dx integral uzoglashadii va 1-teoremaning 2) bandiga asosan
o Xe

berilgan integral ham uzoglashadi.
2-teorema(ll tur xosmas integralning yaginlashish alomati).[a;b) oraligda f (x)

va ¢(Xx) funksiyalar uzluksiz bo‘lsin va 0< f(X) <¢(x) tengsizlikni ganoatlantirsin,
x=bda f(x) va ¢(x)funksiyalar aniglanmagan yoki uzilishga ega bo‘lsin. U holda:

b b
1) agar j(p(x)dx integral yaginlashsa, jf(x)dx integral ham yaginlashadi;

b b
2) agar jf(x)dx integral uzoglashsa, j @(x)dx integral ham uzoglashadi.

Taqgoslash teoremalari integral ostidagi funksiy bir xil ishorali bo’lganida o’rinli
bo’ladi. Ishorasi almashinaadigan funksiyalarning xosmas integrallari uchun quyidagi
alomat o‘rinli bo‘ladi.

+00 b
3-teorema. Agar [l f(x)]dx U | f(x)|dx) integral yaginlashsa,
+00 b
[ f(x)dx (j f (x)dxj integral ham yaginlashadi.

+00 b +o0 b
Agar || f(x)|dx (ﬂ f(x)|dx] integral  yaginlashsa, [ f (x)dx Uf(x)dxj
integralga absolut yaginlashuvchi xosmas integral deyiladi.

Agar +ff(x)dx Uf(x)dx} integral yaginlashsa va T| f(x)]|dx U| f(x)|dx]

+00 b
integral uzoglashsa, jf(x)dx Uf(x)dx} integralga shartli yaginlashuvchi xosmas

integral deyiladi.

COS X
X2

Yechish. Integral ostidagi funksiya [1;-+o0) oraligda ishorasini almashtiradi.

7- misol.f dx integralni yaginlashishga tekshiring.

COS X
NG

Ma’lumki

siz. 1-misolga ko‘ra jd—z( integral yaginlashuvchi.
X ! X

COS X
2

dx integral yaginlashuvchi va 3-teorema va 3-

U holda 1-teoremaga asosan j
1

COS X
X2

ta’rifga ko‘ra I dx integral absalut yaqinlashuvchi bo‘ladi.
1
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(1.2), (1.3) ko‘rinishdagi ((1.5),(1.6) ko‘rinishdagi) xosmas integrallar uchun
tagqoslash alomatlari hamda absolut va shartli yaginlashish tusunchalari yugorida
(1.1) ko‘rinishdagi ((1.4) ko‘rinishdagi) integrallar uchun keltirilgandagi kabi Kkiritiladi.

Amaliy mashg’ulot uchun mashgqlar.

1. Berilgan integrallarni hisoblang yoki uzoglashuvchi ekanini aniglang:

1) [

14+ x%

3) J'xcosxdx;

+00 dX
S ;
) !X\/XZ -1
7) '[e‘x sin xdx;

©odx

! \/1—

l

o

°xdx

2) Txe:dx;
0

4) jfln idx;
2

Tarctgxdx
6) | s

¢odx
8)'!‘x Inx’

xdx

10) ! o

2

el

0

+o0 dX
14) | ————.
)_[Oxz +6x+10

2. Integrallarni yaginlashishga tekshiring:

Tdx
e
3) +f\/;e‘xdx;
+o0 3

S)IXX+1

1

X

7 -([»\/1 cosx;

I -+SH1X
1 1)3

¢ COSX
1) [
1

+00 dX
2 ;
) 'c[\/l+ 3

"sin xdx
4)j . :
1

©dx

G)Qe& )

8)} dx

Oex—cosx'

12) J‘e‘X sin xdx.
0
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ANIQ INTEGRALNING TADBIQLARI
Yuzani dekart koordinatalarida hisoblash

Aniq integralning geometrik ma’nosiga asosan abssissalar o°‘qidan yuqorida
yotgan, ya’ni yuqoridan y= f(x) (f(x)>0) funksiya grafigi bilan, quyidan Ox o‘q
bilan, yon tomonlaridan x=a va Xx=Db to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan egri
chiziqli trapetsiyaning yuzasi

S = f (x)dx (1.1)

integtegralga teng bo‘ladi.
Shu kabi, abssissalar o‘gqidan pastda yotgan, ya’ni
quyidan y= f(x) ( f(x)<0) funksiya grafigi bilan, yugoridan 2
Ox o°‘q bilan, yon tomonlaridan X=a va X=Db to‘g‘ri
chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning

yuzasi L
=3 -2 -1 0

S = f (x)dx (1.2) 5-shakl

integtegralga teng bo‘ladi.
1-misol.Ox 0’q va y =6 - x — x* parabola bilan chegaralangan yassi shakl yuzasini
toping®.
Yechish. Parabolaning Ox 0’q bilan kesishish nuqtasini topamiz (5-shakl):
y=0=6-x-xX*=@B+X)(2—x), x,=-3, X,=2.
Yassi shakl yuzasini (1.1) formula bilan topamiz:

2 X2 X3
s=[(6—x—x*)dx=| 6x————
(6 x- i ox- 2 - |

:(12—2—§j—(—18—g+27):205
3 2 6

Yuzani  hisoblashga oid  murakkabroq
masalalar ~ yuzaning  additivlik  xossasiga
asoslangan holda yechiladi. Bunda yassi shakl
kesishmaydigan qismlarga ajratiladi va aniq [
integralning 4°xossasiga ko‘ra yassi shaklning / ! Area = |-5| :
yuzasi qismlar yuzalarining yig‘indisiga teng =3
bo‘ladi.

2- misol.y=x*-x*-2xvay=0 chiziglar
bilan chegaralangan tekis shakl yuzasini hisoblang 6-shakl
(6- shakl).

2

Area =
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Yechish Berilgan tekis shaklni yuzalari S, va S, bo‘lgan kesishmaydigan gismlarga

ajratamiz. U holda yuzaning additivlik xossasiga asosan berilgan tekis shaklning

yuzasi qismlar yuzalarining yig‘indisiga teng bo‘ladi.
0

Demak, S=S5,+S,=[ (X —x* —2x)dx—[(x* — x* — 2x)dx =
0

-1
O_X_4_X_3_X22
. 4 3

4 3
HESIRS :_(E+1_1j+(4_§_4j=§
4 3 . 4 3 3 12

[a;b] kesmada ikkita y,=f/(x) va
y, = f,(x) uzliksiz funksiyalar berilgan va
Xe[a;b] da f,(x)>f(x) bo‘lsin. Bu
funksiyalarning grafiklari va x=a, x=b
to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan yassi
shaklIni garaymiz.

Bu vyassi shaklning yuzasi yuqgoridan
y,=f,(x) va y, = f (x) funksiyalar garfiklari

bilan, quyidan Ox o°q bilan, yon tomonlardan

7-shakl

X=a va x=Db to‘g‘ri chiziglar bilan
chegaralangan egri chizigli trapetsiyalar yuzalarining
ayirmasiga teng bo‘ladi:

b b b
S=[f,(x)dx—[f,(x)dx=[(f,(x)— f,(x))dx. y
(1.3) 2 oyt (4.2)

Ayrim hollarda yuzani hisoblashga oid &y ,_. .-

masalalar yuzaning ko‘chishga nisbatan invariantlik 13 D( F 1)
xossasidan foydalangan  holda soddalashtiriladi. =7o) _'gm - S o
Bunda yassi shakl yuzasi (1.3) formulada  x va ) A n. 4 | l‘ >
y o‘zgaruvchilar (Ox va Oy o‘qlar) ning - 7-shakl '
o‘rnini almashtirish yo‘li bilan hisoblanadi, ya’ni
(7-shakl)

b d
S =[(f,(x) - f,(x)dx=[(g,(y) - g,(y)dy. (1.4)

3-misol.x=y* va x=y+2 chiziglar bilan chegaralangan yassi shaklning

abssissalar o‘qidan yuqorida yotgan gismining yuzasini hisoblang (8-shakl).
Yechish. Berilgan chiziglarning kesishish nuqgtalarini topamiz:
yi=y+2, y?—-y-2=0, y,=0, y=2.

Yassi shakl yuzasini (1.4) formula bilan topamiz:
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3 2

2 ) y? y 8 10
S= 2—y)dy=| —+2y—="—| =2+4-——="—,
!(y+ y)y[2+y 3j t4-2=3
Agar egri chizigli trapetsiya yuqoridan X=¢(t), y=w(t), a <t<f parametrik

tenglamalar bilan berilgan funksiya grafigi bilan chegaralangan va a=¢(a), b=¢(b)

0

bo‘lsa (1.1) formulada x=¢(t), dx=¢'(t)dt Kko’rinishdagi o‘rniga qo‘yish orqali

o‘zgaruvchi almashtiriladi.
U holda

s = [y e ot (15)

bo‘ladi, bu yerda, a=¢(a) va b =¢(f).

4- misol. Radiusi R ga teng doira yuzasini hisoblang.

Yechish. Koordinatalar boshini doiraning markaziga joylashtiramiz. Bu doiraning
aylanasi x=Rcost, y=Rsint parametrik tenglamalar bilan aniglanadi va doira
koordinata o‘qlariga nisbatan simmetrik bo‘ladi. Shu sababli uning birinchi chorakdagi
yuzasini hisoblaymiz ( bunda x o‘zgaruvchi 0 dan R gacha o‘zgarganda t parametr

% dan 0 gacha o‘zgaradi) va natijani to‘rtga ko‘paytiramiz. U holda (1.5) formulaga

ko’ra:

/4

0 2
S =4S, =4[Rsint(-Rsint)dt = 4R’ [sin*tdt =
r 0

2
i
)2

= 7R

— 2R*[(L— cos2t)dt = ZRZ(t - S";Zt
0

0

Yuzani qutb koordinatalarida hisoblash
Qutb koordinatalar (r —qutb radiusi, ¢@— qutb

burchagi) sistemasida berilgan r=r(¢p) funksiya
@ €[a; f] kesmada uzluksiz bo‘lsin.

r=r(p) funksiya grafigi hamda O qutbdan
chiggan ¢ =a va ¢ = £ nurlar bilan chegaralangan
yassi shaklga egri chizigli sektor deyiladi.

14,
S :Ejr (p)de. (1.6)
5- misol.r=2cos3¢p egri chiziqg bilan
chegaralangan figuraning yuzasini hisoblang. 8-shakl

Yechish.r=2cos3¢p  egri  chizig  bilan
chegaralangan figuraga uch yaprogli gul deyiladi .
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Uningning oltidan bir gismi yuzasini hisoblaymiz:

1 1% ) 0 sin6p E
—S==14cos°3 =|(1+cosbp)dp=| p+
5 2! pdo !( p)do (40 5 j

7

5

0
Bundan S =r.

Agar egri chizigli sektor r, =r, () va r,=r,(¢)(pela; ] da r,(p) > r1,(p))
funksiyalar grafiklari bilan chegaralangan bo’lsa,

s=1]2(0) - 2 o)de (L.7)boladi

Egri chizigli yoy uzunligi

Tekislikda AB egri chiziq [a;b] kesmada

. ) y=f 'B
uzluksiz y= f(x) funksiya grafigi bo‘lsin. AB egri %)/
chizig uzunligi | ni topamiz. Al |2y

AX

1= [T+ (y))2dx. (1.8)

(1.7) tenglikka yoy differensialining to‘g‘ri
burchakli koordinatalardagi formulasi deyiladi.
Agar egri chizig x=g(y), y€[c;d], tenglama

o a x X+AX b x

bilan berilgan bo‘lsa, yuqorida keltirilganlarni 9-shakl

takrorlab, AB yoy uzunligini hisoblashning quyidagi formulasini hosil gilamiz:
d
I =[1+(x))*dy. (1.9)

6- nmisol. y = g XX — %3\/7 egri chizig yoyining Ox o‘q bilan kesishish nuqtalari

orasidagi uzunligini hisoblang.
Yechish.y =0 deb egri chizigning Ox oq bilan kesishish nugtalarini aniglaymiz:

x, =0, X, = 2+/2.
1 ! E
Hosilani topamiz: y’:g-ﬂxg—ggx =Ly oxs |
8 3 4 3

Yoy uzunligini hisoblaymiz:

242 1
1= 1+—(x
0 4

22 1 1 4 2
:lj X3+ % fix=2[ S 4+ 30
2% 2\ 4 2
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Agar egri chizig Xx=¢(t), y=w(t), a<t< S, parametrik tenglamalar bilan
berilgan bo‘lsa, (1.8 formulada x=¢(t), y =w(X), dx = ¢'(t)dt o‘riniga qo‘yish orqali
o‘zgaruvchi almashtiriladi. Bunda

s 2 2
1= 1o ) +y" Mt (1.10)

kelib chigadi, bu yerda a=¢(«) va b=(f).

Egri chiziq qutb koordinatalar sistemasida r=r(e), a <@ </, tenglama bilan
berilgan bo‘lsin, bunda r(¢), r'(p) funksiyalar [«; f] kesmada uzluksiz va A B
nugtalarga qutb koordinatalarida «,  burchaklar mos keladi.

X=rcose, y =rsin @ ekanligidan

X'(p) =r'(p)cosp —r(p)sin g, y'(p) =r'(p)sin ¢ —r(p)cose.
(1.9) formulaga x'(¢) va y'(x)hosilalarni qo‘yamiz va almashtirishlar bajarib,

topamiz: sz\/r2(¢)+r’2((p)d(p . (1.11)

7- misol. r =a(l+cos¢), a>0, kardioida uzunligini toping.

Yechish. Egri chizigning simmetrikligini (1-ilovaga garng) hisobga olib, (1.11)
formula bilan topamiz:

7 [1+cosg

|ZZT\/aZ(1+COS¢)2+a2(—Sing0)2dg0=4a do =
0

0

T

T ¢ . ¢
=4a|lcos—dp=8asin-| =8a.
l 2 14 2

0

Aylanma jism sirti yuzi.
AB egri chiziqg y= f(x)>0 funksiyaning
grafigi bo‘lsin. Bunda xe[a;b], y=f(x)
funksiya va uning y'=f'(x) hosilasi bu
kesmada uluksiz bo‘lsin.
AB egri chizigning Ox o‘q atrofida
aylanishidan hosil bo‘lgan jism sirti yuzini
hisoblaymiz.

S =2z[y1+(y,)*dx (1.12)

Shu kabi x=g(y), ye][c;d] funksiya
grafigining Oy o°q atrofida aylantirshdan hosil

10-shakl

bo‘lgan jism sirtining yuzi ushbu

46



d
S =27[x 1+ (x))*dy (1.13) -

formula bilan hisoblanadi.
5- misol. y = 2+/x, 1< x < 2 egri chizigning

Ox 0’qi atrofida aylanishidan hosil bo’lgan sirt
(11-shakl) yuzini toping®.

Yechish. Misol shartidan topamiz: y'=—.

<l

(1.12) formula bilan topamiz:

11-shakl

8T az
NS =3 (3v/3-24/2).

Agar AB egri chizig x=¢(t), y=w(t), a <t < S, parametrik tenglamalar bilan
berilgan bo‘lsa, u holda AB egri chizigning Ox(Oy) o‘q atrofida

2 2 2 3
S =2zx[2Jx- 1+(ij dx:47zj'\/x+1dx:47z-§(x+1)2

2
1

aylanishidan aylanishidan hosil bo‘lgan jism sirti yuzi quyidagicha hisoblanadi:
i A
S =2x[y () o (t) +y " (t)dt (S =27 [p()\Jy"” (1) + ¢ (t)dtj, (1.14)

bu yerda a=¢(a) va b=¢(p) (c=y(a)vad=y(5)).
ABegri chiziq qutb koordinatalar sistemasida r =r(¢), @ <@ < S tenglama bilan

berilgan bo‘lganida quyidagi formulalar o‘rinli bo‘ladi:
B B
Ox: S=2zx[rsinpvJr’+rdp, Oy: S=2z[rcospvr’+rdp. (1.15)

6- misol. Radiusi R ga teng bo‘lgan shar sirti yuzini hisoblang.
Yechish. Shar parametrik tenglamasi Xx=Rcost, y=Rsint bo‘lgan yarim

aylananing Ox o‘q atrofida aylanishidan hosil bo‘ladi. Sharning koordinata o‘qlariga
simmetrik bo‘lishini inobatga olib, hisoblaymiz:

T T

3 2 x
S =2-27rszint\/(—Rsint)2+(Rcost)2dt = 47R* [sintdt = — 47R* cost|> = 47R".
0 0
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Hajmni ko ‘ndalang kesim yuzasi bo ‘yicha hisoblash

Hajmi hisoblanishi lozim bo‘lgan

gandaydir jism (12-shakl) uchun uning y
istalgan ko‘ndalang kesim yuzasi S S(X)
ma’lum bo‘lsin. Bu yuza ko‘ndalang \ /’{/F—
kesim joylashishiga bog‘liq bo‘ladi: — M\
S=S5(x),xe[a;b], bu yerda  S(x)— /it: |
L = - T
[a;b] kesmada uzluksiz funksiya. A \a | [Ix+ax X
b N " i "
V =[S(x)dx. (1.16) ; NG
a 4
NG yz 72 \‘_}.
7- miSOI.—2+—2+—2=1
a~ b® c 12-shakl

ellipsoidning hajmini hisoblang.
Yechish. Ellipsoidning Ox o’qqga perpendikulyar va koordinatalar boshidan X
(—a<x<a) masofada o‘tuvchi tekislik bilan kesamiz. Kesimda yarim o‘qlari

2 2
b(x) =b,/1- X—2 va ¢(x)=c,/1- X—2 bo‘lgan ellips hosil bo‘ladi. Uning yuzasi
a a

S(x) = b(x)c(x) = ﬂbC(l— :—zJ .
U holda

V = [ 200 1- % ax= 2] x—
% a’ 3a*

Aylanish jismlarining hajmini hisoblash

Yuqoridan y= f(x) uzluksiz funksiya grafigi
bilan, quyidan Ox o‘q bilan, yon tomonlaridan Xx=a
va X=Db to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan egri
chizigli trapetsiyaning Ox o‘q atrofida aylantirishdan
hosil bo‘lgan jism hajmini hisoblaymiz. Bu jismning
ixtiyorty ko‘ndalang kesimi doiradan iborat. Shu
sababli jismning X =x tekislik bilan kesimining
yuzasi S(x) =7y’ bo‘ladi.

U holda (1.16) formulaga ko‘ra

a

= ﬂ7zabc.
3

—a

b
V =z[y*dx (1.17)

(b)
12-chakl

Shu kabi yuqgoridan y = f(x) uzluksiz funksiya

grafigi bilan, quyidan Ox o‘q bilan, yon tomonlaridan Xx=a va Xx=Db to‘g‘ri chiziglar
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bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiyani Oy o°‘qi atrofida aylantirishdan hosil

bo‘lgan jismning hajmi quyidagi formula bilan hisoblanadi:

b
V =27 yxdx. (1.18)

8- misol>.y=+/x, y=0, x=0, x=4 chiziglar bilan chegaralangan yassi

shaklning Ox o’qi atrofida aylanishidan hosil bo’lgan jism (13-shakl) hajmini toping.
Yechish. Hajmni (1.17) formula bilan topamiz:

2|4

S =ﬁdeX=ﬂ-X— =8r.
0 2

0
Agar egri chizigli trapetsiya x = ¢(y) uzluksiz funksiya grafigi, Oy o‘qi,
y=cva y=d to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan bo‘lsa,

V= 7Z'_TX2dy (Oy) (V = 27[} xydy (Ox)) (1.19)
bo‘ladi.
9- misol. Radiusi R ga va balandligi H ga teng bo‘lgan konusning hajmini
hisoblang.
Yechish. Konusnni Kkatetlari R va y
H bo‘lgan to‘gri burchakli
uchburchakning ~ balandlik  bo‘ylab rix

yo‘nalgan Ox o°‘q atrofida aylanishidan hosil ‘
bo‘lgan jism deyish mumkin (14-shakl).

Gipotenuza tenglamasi y =kx bo‘lsin. U O » P
holda S0 ’
X
R R
y=kx, k=tgp=—,y=""x. : 14-shakl
Bundan
H H D2 2 3|t
V:ﬁjyde=ﬂjR—2X2dX=ﬂR2 X =17zR3H.
0 oH H® 3|, 3

ANIQ INTEGRALNING MEXANIKAGA TADBIQLARI

Oxy  tekislikda  massalari mos  ravishda m,m,,...,m bo‘lgan

n

A Y ) A% Y,), - A (X,;y,) nuqtalar sistemasi berilgan bo‘Isin.

49



Sistemaning Ox (Oy)o‘qqa nisbatan statik momentiM, (M,) deb nuqtalar
massalarini ularning ordinatalariga (absissalariga) ko‘paytmalari yig‘indisiga aytiladi,
ya’'ni

M, :imiyi (My :imixij'
i=1 i=1

Sistemaning Ox (Oy) oqga nisbatan inersiya momentiJ, (J,) deb nugtalar
massalarini ularning ordinatalari (absissalari) kvadratiga ko‘paytmalari yig‘indisiga

aytiladi, ya’ni

‘]x :iZ:l:miyiz (‘]y :;mixfj-

M
Sistemaning og ‘irlik markazi deb koordinatalari (—y%) bo‘lgan
m m

nugtalarga aytiladi, buyerda m= Zn: m, .

Yassi egri chizigning momentlari va og ‘irlik markazi
24 qning g

Oxy tekislikda AB egri chiziq y= f(x) (a<x<Db) tenglama bilan berilgan
bo’lib, egri chizigning har bir (x, f (X)) nugtasidagi zichlik y = y(X)gatengva f(x)
funksiya f'(x)hosilasi bilan birga uzluksiz bo‘lsin.

U holda AB egri chizigning momentlari va og’irlik markazining koordinatalari
quyidagi formulalar bilan aniglanadi:

sziyydl, Myziyxxdl; (1.20)

3, =[widl, 3, =[pcdi; (1.21)
ab ab
[ xdl [ wydl

X, = ab v Y. = ab ) (122)
[l ol

buyerda y=f(x), y=y(x), dl=1+y dx, a<x<b.
10- misol. Zichligi y =1 ga teng bo‘lgan y=+/R*—x*, | X|<R yarim aylananing

momentlari va og‘irlik markazini toping.

X o Rdx
W bo lgam uchun dl = W

U holda (1.20) - (1.22) formulalardan topamiz:

Yechish.y'=—
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M —j«/RZ Ralx _Rjd =R =2R?,

\/7
" XRdx
M, =|———= RZ—X2 =
j\/Rz—x -
JX:T(RZ—XZ)%—RHRZ—X dx = RjR cos” tdlt =
b _
} +c032t dt— R3(t+sin2tj2 R
% 2 ). 2
2 2
xR R R\ aR®
J, = =Rl - xvR*=x*| + [JR* - dszR =—.
’ IFh/|q2 ( R I ( 2) 2
® Rdx x|
jdl j =Rarcsin—| =R,
rVR? — X° R
R

Yassi shaklning momentlari va og ‘irlik markazi
Oxy yassilikda [a;b] kesmada uzluksiz bo‘lgan Yy = f(x)funksiya grafigi, Ox
0‘q, X=a va Xx=Db to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiya (yassi
shakl) berilgan va yassi shaklning har bir nugtasida y = (x) zichlik uzluksiz bo‘lsin. U

holda yassi shaklning momentlari va og‘irlik markazining koordinatalari quyidagi
formulalar orgali topiladi:

1 b b

M, :Elyyzdx, M, :£7><ydx; (1.23)
1 ; 3 ¢ 2

Jx:ﬂyy dx, Jyzlyx ydx; (1.24)
b 1 b
[ rxydx 2jyyzdx

X, =5 A (1.25)
[ pydx [ pydx

buyerda y=y(x), y=y(x), , a<x<b.
11- misol. y=sinx sinusoida yoyi va Ox o‘qining 0<X<7z bo‘lagi bilan
chegaralangan, zichligi ¥ =1 ga teng figuraning og‘irlik markazini toping.

Yechish. Sinusoidaning simmetrikligidan Xx_ =~ bo‘ladi.

U holda
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szijyzdx=ifsin2xdx=1 —1—c052xdle(x_sm2xj _Z
20 20 20 2 4 2 0 4
i
h dx=”sinxdx=—cosx”=2, _4_7
oo —oss -2y, 4 -7
Demak, x, =2 Y. =z
2 8

Aniq integralning ishni hisoblashga tatbiqi
Moddiy nuqta o‘zgaruvchan F Kkuch tasirida Ox o‘qi bo‘ylab harakatlanayotgan
bo‘lsin va bunda kuchning yo‘nalishi harakat yo‘nalishi bilan bir xil bo‘lsin. U holda
F kuchning moddiy nugtani Ox o‘qi bo‘ylab x=a nuqtadan x =b (a <b) nuqtaga

ko‘chirishda bajargan ishi quyidagi formula bilan hisoblanadi:
b
A= [F(x)dx, (1.26)

bu yerda F(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz.

12- misol.m massali kosmik kemani yerdan h masofaga uchurish uchun gancha
ish bajarish kerak?
Yechish. Butun olam tortishish qonuniga ko‘ra yerning jismni tortish kuchi

mM
X2

F=k

ga teng bo’ladi, bu yerda M —yerning massasi, X— yer markazidan kosmik

kemagacha bo‘lgan masofa, k—gravitasiya doimiyligi. Yer sirtida, ya’ni Xx=R da
F =mg gateng, bu yerda g— erkin tushish tezlanishi.

U holda

mM

R®

mg =k

2

Bundan kM =gR* va F:ng—z.
X

Izlanayotgan ishni (1.26) formula bilan topamiz:

R+h
:—ngz( 1 —ljz mgR h :
R+h R R+h

R+h 2
A= [ mg R—de= —ng21
X X

R

R

Aniq integralning ye’Ini hisoblashga tatbiqi

Moddiy nugta (jism) to‘g‘ri chiziq bo‘ylab o‘zgaruvchan v=v(t) tezlik bilan
harakatlanayotgan bo‘lsin. Bu nugtaning t, dan t, gacha vaqt oralig‘ida bosib o‘tgan
yo‘lini topamiz.
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v(t):%. Bundan dS =v(t)dt.Bu tenglikni t, dan t, gacha integrallaymiz:

s = vy (1.27)

Aniq integralning bosimni hisoblashga

tatbiqi
Paskal qonuniga ko‘ra suyuqlikning
orizontal plastinkaga bosimi

’ P P:ggj/Sh i \ \/2:]:2()()
formula bilan topiladi, bu yerda g— erkin X+dXx “ A
tushish tezlanishi, y— suyuqlik zichligi, S— ol Y= fl(x)\ \
plastinkaning yuzasi, h— plastinkaning botish
chuqurligi.

Plastinkaning vertikal botishida X 15-shakl

suyuglikning plastinkaga bosimini bu formula

bilan topib bo‘lmaydi, chunki plastinkaning har xil nugtalari turli chuqurlikda yotadi.
Suyuglikka x=a, x=b, y, = f,(x),

y, = f,(X) chiziglar bilan chegaralangan plastinka vertikal botirilayotgan bo‘Isin.

Bunda koordinatalar sistemasi 15-shaklda ko‘rsatilganidek tanlangan bo‘lsin.
Shuyuglikning plastinkaga P bosimi

b
P:g'y'I(yz_yl)XdX

yoki y
P=g-7-[(f,00— f,00)xdx. (1.28)

24- misol. Asoslari a va b ga,
balandligi h ga teng bo‘lgan teng yonli i
trapetsiya shaklidagi plastinka suyuglikka
Cc chuqurlikda botirilgan  (13-shakl). /
Suyuglikning plastinkaga bosimini toping. A b
Yechish. lIzlanayotgan bosim

(1.28) formulaga ko‘ra
ch 16-shakl

P =gy [yxdxbo‘ladi.

y M

//Z

R

y  o‘zgaruvchini X o‘zgaruvchi orqali ifodalash uchun CMN va CKB

uchburchaklarning o‘xshashligidan foydalanamiz:
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y—a_ Xx-c¢
b-a h

Bundan y:a+b_Ta(x—c). U holda

c+h
c+h a 2

b-a x> b-a(x® cx?
P= 7% x—c) |xdx = Dzafr =2
gy!(a+ . (x c)jx X gy( 5 + . (3 5 DC

- gy(a—”’ch + %(a 4 2b)}

2

Amaliy mashg’ulot uchun mashgqlar.

1 Berilgan chiziglar bilan chegaralangan figuralar yuzalarini hisoblang:

1) y=9-x* y=0; 2) y=-X, y=2x-x7%

3) y=In(x+6), y=3Inx, y=0, x=0; 4) y=Inx, y=0, x=¢€?%

5) x=Yy*, x=y+2], 6) xy=4, x=5-y;

Ny=x% y’=-x; 8)y=x% y=x% x=-1 x=1

9) x=4cost, y=3sint, 0<t<2x;
10) x=3(t —sint), y=3(1- cost), sikloida bitta arkasi;
11) r =3,/c0s2¢;12) r =3sin2¢p.
13) r =2+ 3cos¢; 14) r =2¢, bir o’rami.
2. Berilgan egri chiziglar yoylari uzunliklarini toping:
2
1)y:X?, x=0 dan x=+/3 gacha;
2) y=chx, x=0 dan x=1 gacha;
3) y?=x% x=0dan x=5 gacha;
4) y =arccos+/x —v/x—x?,x=0 dan x=1 gacha;
5) x:%y2 —%Iny, y=1dan y=2 gacha;
6) x=1-In(y? -1), y=3 dan y =4 gacha;
3
7) x=t?, y:%—t, koordinata o‘qlari bilan kesishish nuqtalari orasidagi;
8) x=t?, y=t’ t=0dan t=1 gacha;
9) x=2(t—sint), y=2(1-cost), sikloida bitta arkasi;
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10) x=3(2cost —cos2t), y=3(2sint —sin 2t);

11) r=a(l—cosg), r< g kardioida bo‘lagining;

12) r=80053§, @ =0 dan (p:% gacha.

3. Chiziglarning berilgan o°q atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan sirt
yuzasini hisoblang:

1) y? =4x, x=0 dan x=3 gacha, Ox o‘q;
2) x> +y*=9, Oy o‘q;

3)x=2(t-sint), y=2(1- cost),bitta arkasi,Ox o‘q;
4) x=~/2cost, y=sint, Ox o‘q;
4. R radiusli shar hajmini hisoblang.

2 2

5. Asosi :)L(_6 - y? =1 ellipsdan iborat bo‘lgan va balandligi h=3ga

teng elliptik konusning hajmini hisoblang.

6.x> +y? + 2> =16 shar hamda x =2 va x = 3tekisliklar bilan
chegaralangan jism hajmini hisoblang.

7 y2 2

.7+%— x* =1 bir pallali giperboloid hamda x=-1 va

x = 2tekisliklar bilan chegaralangan jism hajmini hisoblang.
8. Berilgan chiziqlar bilan chegaralangan figuraning berilgan o‘q
atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan jism hajmini hisoblang:

1) xX*=4-y, y=0,0x o‘qi;

2) x* +y? =4 yarimaylana (x>0)va y’ =3xparabola, Ox o‘qi;
3) y=arcsinx, y=0, x=1, Oy o‘qi;

4) y*=x% x=1, y=0, Oy o‘qi;

5) x* =4y, x=0, y=1, Oy o‘qi;

2 2

6) ;(—5+ygzl, Oy o‘qi;
7) x=2(t—sint), y=2(1-cost), bitta arkasi, Ox o‘qi;
8) x=t*, y=t°, x=0, y=1, Oy o‘qi;
9) r=3(1+cose), qutb o‘qi;
10) r =2Rcos¢, yarim aylana, qutb o°qi;
9.r =2Rsing bir jinsli aylananing og‘irlik markazini toping.
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10. x=acos’t, y=asin’t bir jinsli astroidaning Ox o‘qdan yuqorida
yotgan yoyining og‘irlik markazini toping.
11.4x+ 3y —12 =0 bir jinsli to‘g‘ri chizigning koordinata o‘qlari orasida
joylashgan kesmasining koordinata o‘qlariga nisbatan statik momentlarini toping.
12.x=0, y=0, x+y=2 ciziglar bilan chegaralangan bir jinsli tekis shaklning
koordinata o‘qlariga nisbatan statik va inersiya momentlarini,
og‘irlik markazini toping.
13.y=4-x* va y =0 bir jinsli chiziglar bilan chegaralangan figuraning
og‘irlik markazini toping.
14. Yarim o‘qlari a=5 va b =4 bo‘lgan bir jinsli ellipsning koordinata
o‘glariga nisbatan inersiya momentini toping.
15. x*+y?’=R? aylananing birinchi chorakda joylashgan bo‘lagining o‘girlik
markazini toping. Bunda aylananing har bir nugtasidagi chiziqgli zichligi
shu nuqta koordinatalarining ko‘paytmasiga proporsional.
16. x=8cos’t, 8=4sin’t astroida birinchi chorakda yotgan yoyining koordinata
o‘glariga nisbatan statik momentlarini va massasini toping. Bunda
astroidaning har bir nuqtasidagi chizigli zichligi x ga teng.
17. Prujinani 4 sm.ga cho‘zish uchun 24 J ish bajariladi. 150 J ish
bajarilsa, prujinana qanday uzunlikka cho‘ziladi?
18. Agar prujinani 1 sm.ga sigish uchun 1 kG kuch sarf gilinsa,
prujinaning 8 sm.ga siqishda sarf bo‘ladigan F kuch bajargan ishni toping.
19. Uzunligi 0,5 m. varadiusi 4 mm. bo‘lgan mis simni 2 mm. cho‘zish uchun gancha

ish bajarish kerak? Bunda F = E%, E=12-10" N/mm®.

20. Og‘irligi P=15 T bo‘lgan kosmik kemani yer sirtidan h=2000 km.

masofaga uchirish uchun bajarilishi kerak bo‘ladigan ishni toping.

21. Jismning to‘g‘ri chiziqli harakat tezligi v=2t+3t*> (m/s) formula bilan
ifodalanadi. Jismning harakat boshlanishidan 5 s. davomida bosib o‘tgan

yo‘lini toping.

22. Nugtaning harakat tezligi v=01t> (m/s) ga teng. Nugtaning 10 s.
davomidagi o‘rtacha tezligini toping.

kt
23. Sportchining parashyutdan tushish tezligi v:%[l—e_mj formula bilan

ifodalanadi, bu yerda g-erkin tushish tezlanishi, m- sportchining massasi, k-

proporsionallik koeffitsiyenti. Agar parashyutdan tushish 3 min. davom etgan
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bo‘lsa, sportchi qanday balandlikdan sakragan?

24. Nugtaning harakat tezligi v=0,1e*** (m/s) ga teng. Nugtaning

harakat boshlanishidan harakat to‘xtaguncha bosib o‘tgan yo‘lini toping.

25. Suyuglikka vertikal botirilgan asoslari a va b (b >a) ga, balandligi h ga teng

bo‘lgan teng yonli trapetsiya shaklidagi plastinkaga suyuqlikning

bosimini toping.

26. Asosi 18 m. Va balandligi 6 m. bo‘lgan to‘rt burchakli shluzga suv

bosimini toping.

27. Diametri 6 m. bo‘lgan va suv sathida joylashgan yarim doira shaklidagi vertikal
devorga suv bosimini toping. Suv zichligi y =1000 kg /m®.
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