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HYDRO-TECHNICAL CONSTRUCTIONS AND PUMP STATIONS 

Аннотация
Ушбу мақолада грунтли тўғонларнинг чизиқсиз динамик масаласини эластик ҳолатдаги  ҳусусий тебраниш шакл-

ларини ажратиш билан ечишнинг услуби келтирилган. Шунингдек, грунтли тўғонларнинг конструктив бир жинссизлиги, 
грунтнинг қовушқоқ-эластик ва чизиқсиз эластиклик хусусиятларини ҳисобга олган ҳолда динамик ҳолатини тадқиқ этил-
ган натижалари келтирилган. Олиб борилган тадқиқотларнинг натижалари асосида иншоотнинг конструктив ва  мате-
риалнинг чизиқсизлик хусусиятларини ҳисобга олиш билан қатор янги механик натижалар олиш имконияти аниқланган.

Abstract
This paper presents a technique for solving a nonlinear dynamical problem for earth dams by expanding the solution on 

their own forms of vibrations of the elastic problem. The results of studies of the dynamic behavior of earth dams are also given, 
taking into account the nonlinear elastic and viscoelastic properties of the soil and the inhomogeneous structural feature.The 
carried out researches have allowed to reveal a number of the new mechanical effects associated with taking into account 
nonlinear properties of a material and design features.

Аннотация
В данной работе приводится методика решения нелинейной динамической задачи для грунтовых плотин разложе-

нием решения по собственным формам колебаний упругой задачи. Приводятся также результаты исследований дина-
мического поведения  грунтовых плотин с учетом нелинейных упругих и вязкоупругих свойств грунта и неоднородной 
особенности конструкции. Проведенные исследования позволили выявить ряд новых механических эффектов, связан-
ных с учетом нелинейных свойств материала и конструктивных особенностей.

М.М. Мирсаидов - д.т.н., профессор, Т.З. Султанов - д.т.н., доцент,
А.Н. Ишматов - к.ф.-м.н., доцент, Б.Ш. Юлдошев - старший преподаватель
Ташкентский институт инженеров ирригации и механизации сельского хозяйства

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ О НЕЛИНЕЙНЫХ  КОЛЕБАНИЯХ ДЛЯ
ГРУНТОВЫХ ПЛОТИН РАЗЛОЖЕНИЕМ ПО
СОБСТВЕННЫМ ФОРМАМ КОЛЕБАНИЙ

Введение. В последнее время опубликованы 
ряд работ, где учитывается проявление упругих, 

вязкоупругих линейных и нелинейных, а также упруго-
вязкопластических и других свойств  материала грун-
товых сооружений как при статических, так и при дина-
мических воздействиях [1, 2, 4-8, 19-21]. 

Теоретические и экспериментальные основы про-
явления нелинейных реологических свойств различ-
ных грунтов приводятся в фундаментальных работах 
[11-13,17,18,25,28]. Несмотря на это, оценка напря-
женно-деформированного состояния грунтовых соо-
ружений зачастую проводится только в рамках линей-
ной вязкоупругости, так как учет нелинейных свойств 
грунта является сложной задачей, решение которой        
требует современного развития науки и практики.  

Исследована динамическая реакция грунтовых плотин 
[1] с учетом нелинейных и вязкоупругих свойств  грунта, 
где  установлена зависимость величины возникающих ди-
намических реакций от нагрузки и механических свойств 
грунта. В работе [6] для прогноза геологических бедствий 
в грунтах предложена динамическая модель и получено 
уравнение, описывающее реологические свойства грунта 
при динамических воздействиях. 

Динамическое поведение грунтовых плотин с уче-
том нелинейных свойств  материала рассмотрено в [2]. 
Исследованы  переходные динамические процессы и  

эффекты ползучести при циклических воздействиях. 
Задачи решены методом Ньюмарка.

В работе [4] с использованием нелинейно реологи-
ческих моделей исследовано напряженное состояние 
плотины. Возможность использования этой модели 
продемонстрирована сопоставлением численных ре-
зультатов с результатами лабораторных испытаний. 

Предложенамодель [3] и набор определяющих со-
отношений для реологической модели  мягких грунтов. 
Возможность использования этой модели подтвержде-
на рядом экспериментов реологической консолидации 
с разной скоростью загрузки.

В работе [9] показана тенденция к увеличению мгно-
венного модуля деформации с увеличением ползучести. 
Введена модель нелинейной ползучести для мягких по-
род грунтов, в которых распад ползучести описывается 
нелинейной функцией упрочнения и коэффициентом 
вязкости, а кривые нелинейной ползучести хорошо сог- 
ласуются с экспериментальными данными. 

В работе [5] исследуются свойства крупнозернис- 
тых материалов каменно-набросной плотины с исполь-
зованием реологических моделей. Показано, что для   
моделирования деформации необходимо единое опи-
сание взаимодействия различных факторов. Получен-
ные результаты численного моделирования сравнива-
ются с имеющимся экспериментальными данными для 
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вании u� ,где приложено кинематическое воздействие 
� �tхxu ,,

210

� На  поверхности Sp действует гидростатиче-
ское  давление � �

21
, хxPc

�
, а остальная часть поверхности 

- свободна от напряжения. Сооружение (рис.1) нахо-
дится в условиях плоской деформации и представляет 
собой массивное тело, поэтому при расчете учитыва-
ются массовые силы f

�
. Материал разных частей со-

оружений считается линейно вязкоупругим, нелинейно 
упругим или нелинейно вязкоупругим. На границах раз-
дела областей перемещения и компоненты  напряже-
ний непрерывны.

Задача состоит в определении полей перемещений 
и напряжений в сооружении (рис.1), при учете массо-
вых сил f

�
, давления воды � �

21
, хxPc

�
 и кинематического 

воздействия � �tхxu ,,
210

�  в основании u� . 
Для постановки задачи используется принцип воз-

можных перемещений, согласно которому сумма рабо-
ты всех активных сил, включая силы инерции, на воз-

каменно-набросного материала. 
В работе [26] приводится постановка и методы ре-

шения задачи о взаимодействии длинных свай с окру-
жающим неоднородным массивом с учетом нелиней-
ных и реологических свойств грунтов на основе новой 
модели. Показано, что учет этих свойств грунта приво-
дит  к перераспределению во времени усилий в боко-
вых и нижних частях сваи.  

Приведенный обзор известных работ показывает  
необходимость проведения исследований по оценке 
напряженно-деформированного состояния и динами-
ческого поведения грунтовых сооружений с учетом не-
линейных и реологических свойств  грунта.

Постановка задачи и методы решения. Рассматри-
вается неоднородное сооружение (рис.1), состоящее 
из деформируемых тел объемом 

54321
VVVVVV ����� . 

Нижняя часть сооружения находится на жестком осно-

Рис.1. Неоднородное сооружение

можных перемещениях равна нулю:
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�������� �������� - соответственно, вектор перемещений 
и компоненты тензоров деформаций и напряжений; 0������ ���� dSupdVufdVuudVA

PS

c

VV

nij

V

ij

�������� ��������
, 0������ ���� dSupdVufdVuudVA

PS

c

VV

nij

V

ij

�������� �������� - изохронные вариации перемещений и деформа-
ций; 0������ ���� dSupdVufdVuudVA

PS

c

VV

nij

V

ij

�������� ��������  - плотность материала элементов рассматрива-
емой системы f

�
вектор массовых сил; 0������ ���� dSupdVufdVuudVA

PS

c

VV

nij

V

ij

�������� �������� -гидростатиче-
ское  давление воды.

Для описания свойств нелинейно вязкоупругого ма-
териала используется кубическая нелинейная зависи-
мость  [14]:    

� � � � � � � �
��

�
�
�

�
�
�

�

��

�
�
�

��
�

�
�
�

�

�
�
�

�
� �������
 ��������
	� de
t

o ij
etГtet

ij
ed

ij
et

t

o
Гt

ij
enij

t
ijnK

ij
)()()()()(G2

31

            
        

       

� � � � � � � �
��

�
�
�

�
�
�

�

��

�
�
�

��
�

�
�
�

�

�
�
�

�
� �������
 ��������
	� de
t

o ij
etГtet

ij
ed

ij
et

t

o
Гt

ij
enij

t
ijnK

ij
)()()()()(G2

31
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Зависимость (2) используется для описания ли-
нейно упругих, вязкоупругих, а также нелинейно 
упругих и вязких свойств материала частей систе-
мы (индекс n=1,…,5  относится к соответствующему 
объёму Vn). Здесь приняты следующие обозначения:

;)3/1( ijijijе ��� ��
kk eee ��� – первый инвариант тензора 

деформаций; Кn, nG , - мгновенный объемный и сдви-
говый модули упругости; � � � � � � � �

��

�
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 – коэффициент нелиней-

ности; Г1, Г3 – ядра релаксации для линейной и нели-
нейной составляющих вязкости материала; ij� - символ 
Кронеккера; ,ii�� �  - объемная деформация; i,j,k,l=1,2.

Связь тензора деформации с компонентами векто-
ра перемещений описывается линейными соотношени-
ями Коши

,2,1,,
2

1 ��
�
�

�
�
�
�

�
�
�

�
�
�� ji

x

u

x

u

i

j

j

i
ij�                    (3)

Задаются также кинематические условия в основании
)(),(

10
ttxu ���� � :ux ���                      (4)
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и  начальные условия при t=0:
:Vx ��  );()0,(

2
xxu
���� ��  )0 xxu

����� (),( 3��           (5)
где 1��  - заданная функция  времени; 32

,�� ��
 - заданные 

функции координат.
При решении плоской задачи вектор перемещений 

имеет две компоненты � �
21

,uuu �� в системе координат
� �

21
, xxx �� .

Приближенное решение рассматриваемой задачи 
находится в виде разложения по собственным формам 
колебаний упругой задачи для неоднородных систем 
[22], т.е.:

� � � � � �
� �

���
N

k

N

k

kkkko tyxuutyxutxutxu
1 1

**
)()();()(,, �� ���������        

(6)
 

где: � �txuo ,��  -известная функция (4), удовлетворя-
ющая краевым условиям задачи; )(

* xuk

�� -собственные 
формы колебаний упругой задачи для неоднородного 
сооружения; )(tyk -искомые функции времени; )(tyk� - 
произвольные константы; N-количество собственных 
форм, удерживаемых в разложении (6).

При  использовании данного подхода основная 
трудность состоит в выборе координатных функций 

)(
* xuk

�� , которые достаточно просты  в случае тел про-
стой формы и условий закрепления. Для тел сложной 
формы выбор координатных функций )(

* xuk

��
, сводящих 

исходную систему к системе с конечным числом степе-
ней свободы, представляет  трудную задачу. Исполь-
зование же собственных форм колебаний позволяет 
точно описать реальную геометрию и различные осо-
бенности  тел сложной формы при различных воздей-
ствиях. Именно этим объясняется выбор в качестве 
координатных функций собственных форм колебаний. 
Поэтому в данной работе  сначала  с учетом всех фак-
торов методом конечных элементов (МКЭ) определя-
ются собственные формы колебаний неоднородной 
линейно упругого  сооружения (рис.1). Далее  решение 
задачи о вынужденных колебаниях системы с учетом 
нелинейных вязкоупругих свойств материала строится 
в виде разложения по найденным собственным фор-
мам колебаний.  

Задача о неустановившихся вынужденных коле-
баниях нелинейного неоднородного вязкоупругого со-
оружения (рис.1) после постановки (6) в (1) сводится 
к  решению  системы нелинейных интегро-дифферен- 
циальных уравнений [19]:
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с начальными условиями:
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Порядок уравнений (7) равен N- количеству 
удержанных собственных форм колебаний упругого 
неоднородного сооружения в разложении (6). Коэффи-
циенты, mkjimkjijijijiii HLCKMFQ ,,,,,, системы нелинейных 
интегро- дифференциальных уравнений (7) определя-
ются через собственные формы колебаний )(

* xuk

��  путем 
интегрирования их по объему рассматриваемого неод-
нородного сооружения (рис.1). Здесь Fi - суммарная 
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Таблица 1

 Сравнение полученных результатов подтверждает их высокую точность.

внешняя нагрузка от массовых сил и гидростатическо-
го давления, )(tf - функция, представляющая кинема-
тическое воздействие.

При учете только линейных вязкоупругих свойств 
материала система  (7) превращается в линейную си-
стему интегро-дифференциальных уравнений, кото-
рая при начальных условиях (8) решается методом, 
изложенным в [23]. При учете нелинейно вязкоупругих 
свойств материала система нелинейных уравнений (7) 
при начальных условиях (8) решается  методом замо-
раживания [15,27].

Тестовый пример. Для проверки достоверности 
разработанного алгоритма и программы на ЭВМ было 
решено интегро-дифференциальное уравнение 
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      (11)

β=0.05;  α=0.25;  ω=2 ; А=0.01;  ρ=0.01.	

Уравнение (9) при (10) и (11) имеет точное решение 
[10]:  tety ���)( . 

В табл.1 приведено сравнение точного решения  
tety ���)( с решением, полученным по разработанной 

программе. 
Результаты исследований. 
Исследовалось динамическое поведение и напря-

женно-деформированное состояние  нескольких  грун-
товых плотин [7,8,16,19-21] высотой от 70 м до 296 м 
с учетом их реальной геометрии и неоднородной осо-
бенности конструкции. 

При этом для различных участков плотины учитыва-
лись различные механические характеристики грунта, а 
для описания вязкоупругих свойств грунта использова-
лись трехпараметрические ядра релаксации А.Р. Ржани-
цына [24] с параметрами   ядра, приведенными в [20]. 

Собственные колебания. 
С помощью разработанного алгоритма и программы  

расчета на ЭВМ  для рассмотренных плотин определя-
лись собственные частоты и формы колебаний в упругой 
постановке. Например, для Нурекской грунтовой плоти-
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ны(высотой 296 м), полученные первые собственные ча-
стоты колебаний имеют следующие значения: ω1=0.8087 
Гц;       ω2 =1.2405 Гц;  ω3 =1.4639 Гц;  ω4 =1.6617 Гц;  ω5 =1.7876 
Гц;     ω6 =1.8876 Гц;  ω7 =1.1815 Гц;  ω8 =2.2482 Гц; ω9=2.4740 Гц;                                                                                                                             
ω10 =2.5392 Гц. На рис.2 приведены только третья 
(рис.2а) и четвертая  (рис.2б) собственные формы ко-

Рис.3. Изменение вертикального перемещения (а) 
и  касательного напряжения (б) по времени в точке 

плотины

Рис.2. Собственные формы колебаний

лебаний для этой плотины, показывающие преобла-
дание вертикально-сдвиговых деформаций сечения, 
проявляющихся и в других высших формах колебаний  
сооружения.

Неустановившиеся вынужденные колебания.       
Исследовалось динамическое поведение модели 

Нурекской грунтовой плотины с учетом неоднородных 
особенностей конструкции и физически нелинейного 
деформирования грунта при следующих кинематиче-
ских воздействиях: кратковременный и продолжитель-
ный прямоугольные импульсы, гармоническое и сину-
соидально-затухающее воздействие, реальная  запись  
акселерограммы Газлийского землетрясения [29]. При 
этом начальные условия задачи были приняты одно-
родными.

Исследовалась сходимость решения,  как по пере-
мещениям, так и по напряжениям для различных точек 
плотины при удержании в разложении (6) различного 
числа – N собственных форм колебаний. Исследова-
ния показали, что при решении практических задач 
необходимая точность по перемещениям достигается  
при удержании  в разложении не менее шести, а по 
напряжениям   не менее девяти  собственных форм 
колебаний.

Динамическое поведение и напряженно-дефор-
мированное состояние  этой плотины с учетом нели-
нейных вязкоупругих свойств грунта с коэффициентом 
нелинейности  исследовалось при различной продол-
жительности нестационарных кинематических воздей-
ствий  ускорения в виде

*

210
0,рsin)()(: tttBtutux oo ������ �����        (12)

а). При кратковременном воздействии  (12)  продол-
жительностью 1,0

* �t сек колебания сооружения, носят 
затухающий характер. При этом максимальные ампли-
туды нормальных напряжений достигаются в нижней 
части ядра, где вертикальные напряжения больше  го-

ризонтальных,  на определенных участках верховых и 
низовых откосов, а также  в пригребневой зоне, где  го-
ризонтальные напряжения превышают вертикальные. 

Большие касательные напряжения возникают на 
верхней части ядра, а также в центральных зонах вер-
хового и низового откосов. 

б). При продолжительном воздействии (12) с па-
раметрами В = 0.25 и р= 0.64 Гц  и периодом 4

* �t сек  
на рис.3 показано изменение вертикального переме-

щения - u2 и касательного  напряжения σ12 для точки 
плотины (х1=140,2 м; х2=29,6 м), где обозначены: 1-  ____ 
линейно-упругое, 2-  ---- нелинейно-упругое, 3- ∙-∙-∙-∙-∙-  
нелинейно-вязкоупругое решения.

Анализ  результатов указывает на заметное сниже-
ние амплитуды перемещений точек плотины при учете 
нелинейности по сравнению с линейной задачей. Вли-
яние вязкости материала в начальный момент приво-
дит к незначительному затуханию колебаний по време-
ни. После снятия  нагрузки  и линейные и нелинейные  
колебания имеют почти гармонический характер с за-
метным различием амплитуд. Для нелинейно-вязкоу-
пругого случая характерно постепенное затухание ко-
лебаний во времени.

Касательные напряжения в отдельных точках соору-
жения в линейно-упругом случае несколько превыша-
ют нелинейно-упругие, а учет нелинейно-вязкоупругих 
свойств материала снижает эти напряжения по сравне-
нию с линейно и нелинейно -  упругими  случаями.

На рис.4 показано изменение горизонтального пе-
ремещения - u1  точки плотины  (х1= 140,2 м; х2 =29,6 м) и 
нормального  напряжения σ11 в точке плотины (х1=-476,2 
м; х2=59,2 м) при  резонансном режиме воздействия (12) 
с параметрами  В = 0,2 и р=1,24 Гц  (р≈ω2). 

В резонансном режиме вынужденные колебания 
плотины происходят с линейно возрастающим разма-
хом. Учет нелинейной зависимости (σ~ε) между напря-
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Рис.4.Изменение горизонтального перемещения 
(а) и нормального напряжения (б)  по времени 

в точках плотины

жением и деформацией либо уменьшает, либо увели-
чивает амплитуду колебаний при различной (жесткой 
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) диаграмме σ~ε для грунта. Мак-

симальные  напряжения  в различных точках плотины 
возникают через некоторый промежуток времени по-
сле прекращения действия импульса и далее напря-
жения постепенно убывают, за счет  вязкости.

Исследовано напряженно - деформированное со-
стояние Гиссаракской грутовой плотины (высотой 
138.5 м) при высокочастотном сейсмическом воздей-
ствии (акселерограммаГазлийского землетрясения 
[29]) с учетом неоднородной особенности конструкции 
(материал призмы плотины – линейно-упругий, ядра 
– нелинейно-вязкоупругий). Результаты показали, что 
при высокочастотном интенсивном воздействии  ха-
рактер колебаний сооружений,  обладающих низко-
частотным спектром,  имеет три выраженных этапа: 
начальный  (примерно до 2 сек); - с малыми ампли-
тудами, переходный этап (примерно до 6 сек), когда 
происходит раскачка сооружения и этап свободных 
колебаний с достигнутой амплитудой и частотой соб-
ственных колебаний. При этом высокочастотный ха-
рактер воздействия не позволяет в полной мере выя-
вить нелинейные деформации и, несмотря на высокую 
интенсивность воздействия, вызывающего большие 
напряжения в теле рассматриваемых плотин, учет не-
линейного деформирования материала не сильно ис-
кажает картину упругого расчета. 

Исследования напряженно-деформированного со-
стояния плотин показали значительное превышение 
вертикальных напряжений в статическом и динамиче-
ском режимах над горизонтальными, а учет нелиней-

ного деформирования материалов приводит к умень-
шению интенсивности σi и  увеличению касательных 
σ12 напряжений в сечении плотины. При этом в ядре 
плотины увеличивается арочный эффект, проявляе-
мый в упругой постановке.

В динамическом режиме на напряженно-деформи-
рованное состояние  нелинейно неоднородных соо-
ружений в значительной мере оказывают влияние не 
только максимальные значения ускорений, но  в боль-
шей степени - его частотный спектр и продолжитель-
ность. При этом учет нелинейного деформирования 
увеличивает период колебаний сооружения и  усили-
вает арочный эффект в зоне ядра, характерный для 
вертикальных напряжений  при различных деформаци-
онных свойствах  грунтов ядра и призм. 

Выводы.
Проведенные  исследования динамического пове-

дения и напряженно-деформированного состояния 
грунтовых плотин с учетом нелинейно упругих,  вяз-
коупругих свойств материала и конструктивных осо-
бенностей сооружения позволили сделать следующие 
выводы: 

1. Разработана математическая модель и методика 
решения нелинейныхдинамических задач для грунто-
вых плотин с использованием разложения решения по 
собственным формам колебаний с учетом нелинейно 
упругих и вязкоупругих свойств грунта и конструктив-
ных особенностей  сооружения.

2. Достоверность и точность методики проверена  
решением тестовых задач, имеющих точное решение.

3. Определены собственные частоты и форма коле-
баний грунтовых плотин с учетом конструктивных осо-
бенностей сооружения  в  упругой постановке.

4. Исследованы нелинейные вынужденные неуста-
новившиеся колебания грунтовых плотин с учетом кон-
структивных особенностей сооружения и нелинейно 
вязкоупругих свойств материала.  

5. Установлено, что:
максимальные значения нормальных и касатель-

ных напряжений при  кратковременном кинематиче-
ском воздействии достигаются в разных точках плоти-
ны: вертикальные - у основания, горизонтальные - на 
откосных зонах, касательные - в верхней части ядра;

учет нелинейно-упругих свойств материала приводит 
к уменьшению, а  нелинейно-вязкоупругих свойств - к 
увеличению  периода колебаний плотины, и заметному 
изменению   напряжений. Вязкоупругие свойства  грунта 
способствуют постепенному затуханию колебаний;

на напряженно-деформированное состояние  соо-
ружения в значительной мере оказывает влияние не 
только интенсивность воздействия, но, в большей сте-
пени - его частотный спектр и продолжительность;

учет неоднородности конструкции и различие де-
формационных свойств грунтов ядра и призм приводит 
к усилению арочного эффекта в зоне ядра, характер-
ного для вертикальных напряжений;

при сильных землетрясениях (Газли [29], )3,1
max

ga �  
в большинстве зон грунтовых плотин возникают растя-
гивающие динамические напряжения. 
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