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Кирисиў 

 

Дара туўындылы  дифференциаллық теңлемелерге илим ҳәм 

техниканың бир қанша  мәселелерин шешкенде ушырасамыз. Себеби бул 

теңлемелер менен математикалық физиканың, гидродинамиканың, 

акустиканың ҳәм т.б. тараўлардың кӛп мәселелери ӛз-ара байланыслы. Бул 

теңлемелердиң шешимлерин аналитикалық кӛринисте, яғный шешимди 

шекли формулалар түринде кӛрсетиў кӛп жағдайларда мүмкин болмайды. 

Сол себептен бул теңлемелерге қойылған мәселелерди қандайда бир жуўық 

усыллар менен шешиўге туўры келеди. 

Дара туўындылы дифференциаллық теңлемелер ушын қойылған 

шегералық мәселелерди шешиўдиң жуўық усыллары, әдеттеги 

дифференциаллық теңлемелер ушын қойылған шегералық мәселелерди 

шешиў усылларындай етип еки  топарға бӛлинеди: 

1) жуўық аналитикалық усыллар. Бул усылларда мәселениң жуўық 

шешими аналитикалық кӛринисте, яғный базы бир дәрежели қатардың шекли 

сандағы бӛлек қосындысы түринде табылады. Бундай усылларға Ритц ҳәм 

Галеркин усыллары, Канторович усылы, коллокация усылы, дәрежели яки 

Фурье қатарына жиклеў усылы, киши квадратлар усылы ҳәм т.б. усыллар 

киреди. Бул усылларды қолланғанда теңлемелердиң кӛринисине итибар 

бериў керек; 

2) санлы усыллар. Мәселелер бул усыллар менен шешилгенде 

қаралып атырған областтың базы бир ноқатларында, шешимниң жуўық 

мәнислери санлар кестеси түринде кӛрсетиледи. Бундай усылларға шекли 

айырмалар (торлар), айдаў ҳәм т.б. усыллар тийисли болады. 

Дара туўындылы дифференциаллық теңлемелер ушын шегаралық 

мәселелер шекли айырмалар (торлар) усылы менен шешилгенде, бул 

теңлемелер сызықлы ямаса сызықлы емес алгебралық теңлемелер системасы 

менен алмастырылады. Кейин бул алынған теңлемелер системасы қандай да 

бир усыл менен, мәселен, Гаусс, Крамер, әпиўайы итерация, Зейдель ҳәм т.б. 



  

 

усыллар менен шешиледи [8-11]. Бирақ жыйнақлылығы тез болған 

итерациялық усылларды жасаўдың ӛзи, әдеўир кыйын мәселе болады. Дара 

туўындылы дифференциаллық теңлемелер  шешилгенде туўрылар усылынан 

пайдаланыўға болады. Бул усылда дара туўындылы дифференциаллық 

теңлемелер әдеттеги дифференциаллық теңлемелерге алып келинип 

шешиледи. Яғный теңлемедеги ӛзгериўшилердиң айырымлары бойынша тор 

киритиледи. Бул ӛзгериўшилер дискрет деп қаралады, ал бир ӛзгериўши 

болса үзликсиз деп қаралады. Дискрет ӛзгериўшилер бойынша туўындылар 

айырмалы теңлемелер менен алмастырылады. Солай етип, дара туўындылы 

дифференциал теңлеме әдеттеги дифференциал теңлемелердиң системасы 

болған дифференциал-айырмалы теңлеме менен алмастырылады. Айырым 

жағдайларда бул усылдан пайдаланыў да жақсы нәтийже береди.[5,6]    

Дара туўындылы теңлемелер ушын шегаралық мәселелерди шешиўдиң 

туўрылар усылының торлар усылынан парқы, дифференциаллаў операциясы 

қандайда бир таңланып алынған ӛзгериўши бойынша шекли айырмалар 

менен жуўық алмастырылады. Демек, бул усыл дифференциаллық теңлеме 

ушын шегаралық мәселениң ӛлшемин тӛменлетиўге мүмкиншилик береди. 

Туўрылар усылын торлар усылының бир дара жағдайы деп қараўға да 

болады. Бул усыл менен қәлеген тәртипли сызықлы ҳәм сызықлы емес 

дифференциаллық теңлемелер ушын, олардың системалары ушын қойылған 

шегаралық мәселелерди шешиў мүмкин. Параболалық яки гиперболалық 

түрдеги теңлемелер ушын қойылған шегаралық мәселелер туўрылар усылы 

менен шешилгенде, x  бойынша яки y  бойынша туўындылардың қайсы 

бирин шекли айырмалар менен алмастырылыўына қарап, туўрылар 

усылының кесе яки бойына  варианты алынады. Бул еки жағдайлардың ҳәр 

қайсысында басқа ҳәр түрли әдеттеги дифференциаллық теңлемелер 

системасын шешиўге келтириледи.  Бирақ бул эллипслик түрдеги теңлемелер 

ушын ондай айырмашылыққа ийе емес. 

Бир қанша физикалық мәселелер эллипслик түрдеги теңлемелерди 

шешиўге келтириледи: жүкли мембрана ийилиўи мәселеси, биртекли емес 



  

 

күш майданындағы газ басымы, денедеги жыллылықтың стационар 

(ўақыттан ғәрезли емес) бӛлистирилиўи ҳ.т.б. Бул мәселелердиң ҳәммеси  

улыўма қәсийетке ийе, яғный сыртқы тәсир етиўши күшлер ўақыттан 

байланыслы емес ҳәм басланғыш шәртлер қойылмайды яки  жеткиликли 

дәрежеде алдын қойылған болады. 

Бул магистрлик диссертациясында екинши тәртипли дара туўындылы 

теңлемелер ушын қойылған шегаралық мәселелерди туўрылар усылы менен 

шешиў усыллары қаралған. Бунда туўрылар усылының дәслепки 

түсиниклери: дара туўындылы дифференциаллық теңлемелерди айырым 

аргументлер бойынша айырмалы теңлемелер менен алмастырыў түсиниги 

ҳәм оның қәтелиги, оны шешиў усыллары, жыйнақлылығы, орнықлылығы, 

бул усылдың кесесине ҳәм бойына схемалары түсиниклери киритиледи. 

Кейин болса пайда болған әдеттеги дифференциаллық теңлемелер 

системасын шешиў усылы туўралы айтылады. Екинши тәртипли дара 

туўындылы теңлемелер ушын қойылған шегаралық мәселелерди ҳәм аралас-

шегаралық мәселелерди туўрылар усылы менен шешиў усыллары 

тийкарынан [1-7], [12-13] әдебиятларда қаралған. 

Теманың актуаллығы ҳәм заманагӛйлиги. Дифференциаллық 

теңлемелер ушын шегаралық мәселелер бул усыл менен шешилгенде 

дифференциаллық теңлеме ӛзгериўшилериниң санын кемеўтиўге 

мүмкиншилик береди. Усыларды есапқа алып, магистрлик диссертацияда, 

дифференциаллық теңлемелер ушын шегаралық мәселелерди шешиў 

усыллары тийкарлары ҳәм олардың есаплаў алгоритмлерин жетилистириў 

бойынша орынланған изертлеў жумыслары нәтийжелери баянланады.  

Мәселениң изертлениў дәрежеси. Сызықлы, дара туўындылы 

дифференциаллық теңлемелер ушын шегаралық мәселелерди шешиў 

усыллары арасында кем изертленген усыллардан бири болып есапланылады. 

Бул усыл туўралы оқыў әдебиятларында ҳәм басқа илимий әдебиятларда да 

мағлыўматлар жетерли дәрежеде емес. Туўрылар  усылы М.Г. Слободянский, 



  

 

Р.В. Шамин, В.Н.Фаддеева, Л.В. Конторович, А.М. Блохин, Б.М. Будак ҳәм 

т.б. жумысларында изертленген. Бул алымлардың мийнетлери нәтийжесинде 

усылдың бир қанша ӛзгертилген варианлары исленип шығылған.   

Диссертацияның мақсети ҳәм ўазыйпалары. Диссертацияның 

тийкарғы мақсети – екинши тәртипли дара туўындылы дифференциаллық 

теңлемелер ушын шегаралық мәселелерди жуўық -аналитикалық усыллар 

менен шешиў. 

Диссертация жумысы ўазыйпалары тӛмендегилерден ибарат: 

 - дара туўындылы дифференциаллық теңлемелер ушын шегаралық 

мәселелерди шешиў бойынша оқыў ҳәм илимий әдебиятларда бар 

материалларды үйренип, толықтырып, бир системаға келтирип баянлаў; 

 - шегаралық мәселелерди шешиўдиң бурын қәлиплескен усылларына 

тийкарланып, жаңа мәселелерди шешиў.  

Изертлеў предмети ҳәм объекти. Екинши тәртипли дара туўындылы 

дифференциаллық теңлемелер ҳәм олар ушын қойылған шегаралық ҳәм 

аралас мәселелер. 

Изертлеўлерди алып барыў усыллары. Дара туўындылы теңлемелер 

ушын шегаралық мәселелерди шешиўдиң усылларын үйрениў, 

диссертацияның мазмунына байланыслы оқыў ҳәм арнаўлы әдебиятларда бар 

болған материалларды терең ӛзлестириў,  ҳәр түрли жуўық аналитикалық 

усылларда алынған нәтийжелерди салыстырып кӛриў мақсетинде кӛп санлы 

тәжрийбелер орынлаў. 

Изертлеўдиң илимий жаңалығы. Бул усыл жәрдеминде мәселелер 

шешилгенде теңлемедеги ӛзгериўшилердиң саны бир бирликке 

кемейтириледи. Шешим жуўық - аналитикалық кӛринисте алынады. 

Вариациялық проекциялық усыллардан парқы, бунда шешим изленип 



  

 

атырған областты  бӛлип атырған туўрыларда (кӛп ӛлшемли жағдайларда 

тегисликлерде) жазылады.  

Изертлеўдиң әмелий ҳәм илимий нәтийжелериниң апробациясы. 

Диссетация жумысында алынған тийкарғы нәтийжелер: 

1) бул бағдар бойынша илимий изертлеў жумысларын орынлыў ушын 

тийкар болып хызмет етеди, бир неше илимий мақалалар жазыўға 

материал болады; 

2) «Әмелий математика ҳәм информатика» қәнигелиги студентлерине ҳәм 

«Әмелий математика ҳәм информациялық технологиялар» 

магистрлерине арнаўлы курслар ӛтиў ушын материал болады; 

3) студентлердиң бакалавриатты питкериў қәнигелик жумысларын 

жазыўы ҳәм де илимий изертлеў жумысларын орынлаўы ушын 

материал болып хызмет етеди; 

4) илимий –техникалық мәселелерди шешкенде алынатуғын 

дифференциаллық теңлемелер ушын шегаралық ҳәм аралас- шегаралық 

мәселелердиң шешимин жуўық аналитикалық кӛринисте аңлатыўға 

мүмкиншилик береди. 

Диссертация жумысында алынған тийкарғы нәтийжелери Ӛзбекстан 

Республикасы илимлер академиясы Қарақалпақ бӛлиминде 20 апрель  

2012жылы ӛткерилген Қарақалпақстан Республикасы XII жас алымлар 

конференциясында «Эллипслик түрдеги теңлемелер ушын қойылған 

шегаралық мәселелерди туўрылар усылы менен шешиў» темасында баянат 

жасалды (XII жас алымлар конференциясы.-Нӛкис: «Илим» баспаханасы, 

2012, 9-10 бет). Жәнеде Бердақ атындағы Қарақалпақ Мәмлекетлик 

Университети Магистратура бӛлими «Магистрантлардың илимий 

мийнетлери» топламында «Параболалық түрдеги теңлемелер ушын қойылған 

басланғыш шегаралық мәселелерди туўрылар усылы менен шешиў» 
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бетлери). 

Жумыстың дүзилиси ҳәм кӛлеми. Диссертация  кирисиў бӛлиминен, 

еки бапдан, жуўмақлаў бӛлиминен, пайдаланылған әдебиятлар дизиминен 

ҳәм қосымшалардан турады. 

 Кирисиў бӛлиминде жумыстың темасының актуаллығы, 

диссертацияның мақсети ҳәм ўазыйпалары, изертлеў предмети ҳәм объекти, 

изертлеўлерди алып барыў усыллары, изертлеўдиң илимий жаңалығы, 

тийкарғы нәтийжелериниң апробациясы мәселелери баянланады. 

Диссертацияның биринши бабында екинши тәртипли дара туўындылы 

теңлемелер ушын шегаралық мәселелердиң, аралас-шегаралық 

мәселелердиң, Коши мәселесиниң ҳәм т.б. мәселелердиң қойылыўы 

баянланады. Кейин болса эллипслик түрдеги дифференциаллық теңлемелер 

ушын қойылған шегаралық мәселелерди туўрылар усылы менен шешиў 

усылы баянланады. Соның менен  бирге бул айтылғанларға тийкарланып 

санлы мысаллар шешиледи. 

Диссертацияның екинши бабында екинши тәртипли гиперболалық  ҳәм 

параболалық түрдеги дифференциаллық теңлемелер ушын қойылған аралас –

шегаралық мәселелерди туўрылар усылы менен шешиў усыллары қаралады. 

Шешишниң қәтелиги баҳаланады. Санлы мысаллар шешиледи. 

Диссертацияның жуўмақлаў бӛлиминде диссертация темасында 

алынған илимий нәтийжелердиң теориялық тәрептен ҳәм әмелий тәрептен 

әҳмийети, оларды әмелиятда қолланыў мәселелери баянланады. 

Пайдаланылған әдебиятлар дизиминде диссертация темасы бойынша 

13 тийкарғы әдебиятлар келтирилген. Диссертацияға қосымшаларда болса, 

ЭЕМ ушын Turbo-Pascal алгоритмлик тилинде дүзилген программалардың 

ҳәм оларды компьютерде иске асырылғанда алынған тийкарғы 

нәтийжелердиң басылып шығарылған нусқалары тигилген. 



  

 

I  БАП 

Эллипслик түрдеги дифференциаллық теңлемелер ушын 
қойылған шегаралық мәселелерди туўрылар усылы 

менен шешиў 

1-§. Екинши тәртипли дара туўындылы теңлемелер ушын 
қойылған шегаралық мәселелердиң қойылыўы 

 

Дара туўындылы дифференциал теңлемелерди шешиўге газодинамика  

мәселелери, жыллылық ӛткизиўшилик мәселелерди электромагнитлик  

майданы мәселелери, квант механикасы мәселелери, гидродинамика  

мәселелери  ҳәм т.б. мәселелер келтириледи.   

Екинши тәртипли дара туўындылы дифференциаллық теңлеме  улыўма  

түрде алынғанда тӛмендегише болады: 

                                  ( , , , , , , , ) 0x y xx yy xyF x y u u u u u u , 

бунда х ҳәм у белгисиз ӛзгериўшилер, u(x,y) изленип атырған функция,  

, , , ,x y xx yy xyu u u u u  болса ( , )u x y  функциялық x  ҳәм y бойынша дара  

туўындылары. Бул  теңлемениң  шешими  деп, бул  теңлемени  бирдейликке  

айландыратуғын  u(x,y)  функцияға  айтылады. Бул  теңлемеге  сызықлы  

теңлеме  деп  айтылады,  егер  теңлеме  изленип  атырған  функцияға  ҳәм  

оның  x,y  бойынша  дара  туўындыларына  қарата  сызықлы  болса. 

Екинши  тәртипли  сызықлы, дара  туўындылы, биртекли  емес  

дифференциаллық  теңлеме  улыўма  түрде 

( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

xx xy yy x

y

Lu a x y u b x y u c x y u d x y u

e x y u g x y u f x y
              (1.1) 

кӛринисте  болады,  бул  жерде  ( , ), ( , ),..., ( , )a x y b x y g x y  функциялар  (1.1)  

теңлемениң  коэффицентлери, ,f x y  болса салтаң ағзасы болады. Егер (1.1) 

теңлемеде коэффициентлер х ҳәм у  тиң  функциялары  болмастан,  тек  ғана  

санлар  болса,  онда  бул  теңлеме  турақлы  коэффицентли  теңлеме  болады.  



  

 

 (1.1) дифференциаллық теңлеме ӛзиниң ,a b  ҳәм c  коэффициентлерине 

байланыслы бир қанша түрлерге бӛлинеди. 

2( , ) ( , ) ( , ) ( , )x y b x y a x y c x y  

шамаға  (1.1)  теңлемениң  дискриминанты  деп  айтылады. Егер  (1.1)  

дифференциаллық  теңлеме ушын,  қаралып  атырылған  областта: 

1) >0 болса, онда (1.1) теңлеме  гиперболалық  түрге 

2) =0 болса  онда (1.1) теңлеме параболалық  түрге 

3) <0   болса  онда (1.1) теңлеме эллипслик  түрге  тийисли  

болады.  Егер  (1) теңлемениң  дискриминанты бул теңлеме  қаралып  

атырған  областта  белгисин  сақламаса,  онда  ол  аралас  түрге  тийисли  деп  

айтылады. 

(1.1) дифференциаллық  теңлемениң  жоқарыдағы  түрлерге  тийисли  

болған  ўәкиллери  тӛмендеги  келтирилген  теңлемелер болады. 

1) Толқын  теңлемеси   

                        ( , )xx yyu u f x y  

2) Жыллылық  ӛткизиўшилик  теңлемеси 

      ( , )y xxu u f x y  

3) Пуассон  теңлемеси 

      ( , )xx yyu u f x y  

Дара туўындылы дифференциал теңлемелер улыўма алғанда шексиз  

кӛп шешимге ийе болады. Егер физикалық процесс дара туўындылары  

дифференциаллық теңлеме менен аңлатылса, онда бул физикалық процессти  

бир мәнисли анықлаў ушын  бул теңлемеге қандайда бир қосымша шәртлер  

бириктирилди. Бул шәртлерди әдетте биз басланғыш ҳәм шегаралық   

шәртлер деп айтамыз. Басланғыш ўақыт моментине қойылған шәртлерди  

басланғыш шәртлер, ал координаталардың фиксирленген мәнислерине  

тийисли болған шәртлерди шегаралық шәртлер деп аталады.   

Енди екинши тәртипли дара туўындылы дифференциаллық 

теңлемелердиң түрлерине қарап, олар ушын басланғыш шәртлериниң 



  

 

қойылыўына, сондай ақ, шегаралық ҳәм аралас-шегаралық мәселелериниң 

қойылыўына қараймыз.   

Дәслеп эллипслик түрдеги теңлемелер ушын шегаралық мәселелердиң 

қойылыўына қараймыз. Мейли (1.1) теңлеме D областта эллипслик түрге 

тийисли болсын, яғный Dyx,  ушын 0  шәрт орынлы болсын. 

Эллипслик түрге тийисли теңлемелерге D областының Г шегарасында 

тӛмендеги 3 шегаралық шәртлерден бири қойылады: 

 1) биринши шегаралық шәрт 

Mu
Г

        (1.2) 

бул жерде  берилген функция, М болса Г контурға тийисли ноқат: 

 2) екинши шегаралық шәрт 

Г

u
M

n
       (1.3) 

бул жерде  берилген функция, М болса Г контурдың ноқаты, 
n

u
 сыртқы 

нормал бойынша туўынды. 

 3) үшинши шегаралық шәрт 

,,, Muyx
n

u
yx

Г
    (1.4) 

бул жерде ,, берилген функциялар, М ноқат контурдың ноқаты, 

n

u
сыртқы нормал бойынша туўынды. 

 D областта (1.1) теңлемени қанаатландыратуғын, бул областтың Г 

шегарсында (1.2)-(1.4) шәртлердиң биреўин қанаатландыратуғын, yxu ,  

функциясын табыў талап етиледи.  

 (1.1)-(1.2) мәселеге Дирихле  мәселеси, (1.1), (1.3) мәселеге Нейман 

мәселеси, (1.1), (1.4) мәселеге аралас-шегаралық мәселе деп айтылады.  

Биз енди екинши тәртипли сызыклы гиперболалық түрдеги 

теңлемелерди қараймыз. Бундай теңлемелер энергияны ӛткизиў менен 

байланыслы мәселелерде, тербелис мәселелеринде ҳәм т.б. физикалық 



  

 

мәселелерде ушырасып турады. Егер гиперболалық түрдеги теңлемелер 

ушын торлар  усылын қарасақ, онда ӛзиниң структурасы бойынша эллипслик 

ҳәм параболалық түрдеги теңлемелер ушын торлар усылына қарағанда кӛп  

улыўмалыққа ийе. 

Мейли (1.1) теңлеме D областта гиперболалық түрге тийисли болсын, 

яғный Dyx,  ушын 0  шәрт орынлы болсын. Биз гиперболалық  

түрдеги теңлемелердиң ўәкиллериниң бири болған 

   ( , )tt xxu u f x t                                                      (1.5) 

теңлемени қараймыз, бул жерде ),( txf  функция xtD ,0   

областта еки мәрте үзликсиз дифференциалланатуғын, берилген  функция. 

(1.5) теңлеме ушын бир қанша түрдеги мәселелерди қойыўға болады. 

Олардың  тийкарғыларынан 2  мәселени қараймыз. 

Коши  мәселеси. D областта (1.1) теңлемени ҳәм  у=0 болғанда 

( ,0) ( ),u x x  ( ,0) ( )tu x x                                      (1.6) 

басланғыш шәртлерин қанаатландыратуғын, еки мәрте үзликсиз  

дифференциалланатуғын ( , )u x t  функцияны  табыў  керек,  бул  жерде  )(x   

ҳәм   )(х   функциялар  -  берилген  функциялар. 

Аралас-шегаралық мәселе. xtD ,0  областта  (1.5) 

теңлемени  қанаатландыратуғын, D областтың Г шегарасында t=0 болғанда 

(1.6)  басланғыш шәртлерди, ал  xx ,  болғанда тӛмендеги үш 

шегаралық   шәртлерден биреўин қанаатландыратуғын еки мәрте үзликсиз 

дифференциалланатуғын ( , )u x t  функцияны  табыў талап етиледи. 

а)   ),(),( 1 ttu  2( , ) ( )u t t                                      (1.7) 

(бул шәртлер биринши түр шәртлер деп аталады.)  

б)  ),(1 tu
xx

 )(2 tu
xx

                                        (1.8) 

(бул  шәртлер  екинши  түр  шәртлер  деп  аталады.) 

в)   
1 2 1

1 2 2

( ) ( ) ,

( ) ( )

x x

x x

t u t u t

t u t u t
                                          (1.9) 



  

 

(бул шәртлер үшинши түр шәртлер деп аталады). Бул жерде ( ), ( ),it t  

( ), ( ), ( ), ,2i i it t t i l - берилген  функциялар болып, )(ti
 ҳәм )(ti

 

коэффициентлер  

|)(||)(| 21 tt >0,    1 2| ( ) | | ( ) | 0t t  

шәртке бойсынады.(1.7-3),(1.8-4) шәртлерге қарасак, бул шәртлер (1.9) 

шәрттиң дара жағдайы  болатуғынлығын  кӛремиз.  Яғный  (1.9)  шәрттен  

1 )(t = 1 )(t =0, 2( ) 0t , 2( ) 0t  болса (1.7) шәрт келип шығады, егер 

2 2( ) ( ) 0,t t    0)(1 t ,  1( ) 0t  болса (1.8)  шәрт  келип шығады. 

 Гурса мәселеси.  Мейли бизге туйық тӛртмүйешли D , бул жерде  

, : 0 ,0D x t x p t q , областта коэффициентлери үзликсиз болған, 

каноникалық кӛринисте гиперболалық түрдеги   

,xt x tu au bu cu f x t                                  (1.10) 

дифференциаллық теңлеме берилген болсын. D  областта (1.10) теңлемени  

ҳәм  

0 0
,

x y
u y u x  

 шәртлерин, 1u C D C D  ҳәм xtu C D  шәртлерин 

қанаатландыратуғын ,u x t  функцияны табыў талап етиледи. Бул жерде 

, 0, , 0,f C D C p C q  ҳәм 0 0  шәртлер орынланыўы 

керек. Кӛрип турғанымыздай, Гурса мәселесинде шегаралық шәртлер (1.10) 

теңлемениң еки кесилиўши характеристикаларда бериледи. 

Мейли (1.1) теңлеме D областта параболалық түрге тийисли болсын, 

яғный Dyx,  ушын 0  шәрт орынлы болсын. Параболалық түрдеги 

теңлеме болған 

   ( , )t xxu u f x t                                             (1.11) 

теңлемени қараймыз. Параболалық теңлемениң шешимин бирден бир түрде 

анықлаў ушын, бул теңлемеге басланғыш ҳәм шегаралық шәртлер 

бириктириледи. Басланғыш шәртлер гиперболалық түрдеги теңлемелерден 



  

 

парқлы түрде ,u x t  функцияға тек ғана 0t t  басланғыш моментте бериледи. 

Шегаралық шәртлер болса областтың шегарасында температура режиминен 

ғәрезли болып, ҳәр түрли болыўы мүмкин. (1.11) теңлеме ушын тийкарғы үш 

шегаралық шәртлер қойылыўы мүмкин. 

1. Стержнниң 0x  ҳәм x l  шегараларында температура 

бериледи, яғный  

10,u t t  ҳәм 2,u l t t  

бул жерде, 1 t ҳәм 2 t  функциялар 0t t T  аралықта берилген, T  болса 

процесс үренилетуғын ўақыт моменти.   

2.  Стержнниң 0x  ҳәм x l  шегараларында функцияның 

туўындысының мәнислери бериледи, яғный  

10,xu t t  ҳәм 2,xu l t t  

болады. Стержнниң кесе кесими арқалы ағып ӛтетуғын Q  жыллылық ағымы 

берилген жағдайда бундай мәселеге келемиз. 

3. Кесиндиниң 0x  ҳәм x l  шегараларында функцияның ҳәм 

оның туўындысының мәнислериниң сызықлы комбинациясы бериледи, 

яғный  

1 10, 0,xu t u t t  ҳәм 2 2, 0,xu l t u t t . 

Сыртқы орталық пенен денениң сыртынды Ньютон нызамы бойынша 

жыллылық алмасығы берилген жағдайда бул шәрт қойылады. 

 Буннан басқада (1.11) теңлеме ушын басланғыш шәртлер де қойылады. 

0,x t t  областта (1.11) теңлемениң  

0, ,u x t x x  

басланғыш шәртин қанаатландыратуғын шешимин табыў керек. Бул мәселеге 

Коши мәселеси деп айтылады. 

Биринши, екинши ҳәм үшинши шегаралық мәселелер гиперболалық 

теңлемелер ушын қойылғандай етип қойылады. 



  

 

  Математикалық физика мәселелери реал физикалық процесслердиң 

математикалық модели болғанлығы ушын, олар қойылғанда тӛмендеги тәбий 

шәртлерди қанаатландырыў керек: 

1. Мәселениң шешими қандайда бир 1M  функциялар классында бар 

болыў керек. 

2. Мәселениң шешими базы бир 2M  функциялар классында бирден бир 

болыў керек. 

3. Мәселениң шешими басланғыш берилгенлерден, яғный, басланғыш 

ҳәм шегаралық шәртлеринен, теңлеме коэффициентлеринен, салтаң ағзадан 

ҳәм т.б дан  үзликсиз байланыслы болыў керек. Бул дегени басланғыш 

берилгенлердиң киши ӛзгерисине шешимниң киши ӛзгериси туўры келеди 

дегени. 

 Шешими 1-3 шәртин қанаатландыратуғын мәселеге корректли 

қойылған (Адамар бойынша) мәселе, ал  функциялардың 1 2M M  кӛплигине 

болса, корректлик классы деп айтылады. Бул шәртлерден ең болмағанда 

биреўин қанаатландырмайтуғын мәселеге корректли емес қойылған мәселе 

деп айтылады. Корректли емес қойылған мәселерге кӛп жағдайларда 

математикалық физиканың кери мәселелери алып келинеди. 

 



  

 

2-§. Айырмалы схемалар, олардың жыйнақлылығы 

ҳәм жуўықласыўы 

 

Мейли u  Г  шегаралы D  областта берилген  

Lu f                                                            (1.12) 

дифференциаллық теңлемениң шешими болсын.  

D D Г областқа тийисли  hM  изолирленген ноқатлардан дүзилген 

h hD M  кӛпликти қараймыз. hD  кӛпликтиң ноқатларының саны h  шамасы 

менен анықланады.  Егер h  киши болса, онда hD  кӛпликтеги ноқатлар саны 

кӛп болады. hD  кӛпликке тор деп айтылады. Бул кӛпликтиң hM  ноқатларына 

тор түйинлери деп айтылады. Тор түйин ноқатларында анықланған функция 

тор функциясы деп айтылады. 

 D  областта үзликсиз ,v x y  функциялардың кеңислигин U  деп 

белгилеймиз. hD  да анықланған ,hv x y  функциялардың кӛплигинен 

жаратылған кеңисликти hU  деп белгилеймиз. Торлар усылында  U  кеңислик 

hU  кеңислик пенен алмастырылады.  

 Мейли ,u x y  функция (1.12) теңлемениң шешими ҳәм ,u x y U  

болсын.  Онда мәселени бундай қоямыз: ,hu x y  функцияның мәнислерин 

есаплаў керек. Бул мәнислердиң топламы, мәнислердиң саны hD  дағы 

ноқатлардың санына тең болған кесте пайда етеди. Бул анық қойылған 

мәселени тек айырым жағдайларда шешиўге болады. Қосымша шәртлер 

орынланғанда айырым  
h

u  тордағы мәнислерди есаплаўға болады ҳәм 

,
h

hu u x y деп  қабыл етиледи. 
h

u  шаманы ,u x y  шешимниң тордағы 

жуўық мәниси деп атаймыз. Оларды есаплаў ушын  



  

 

h h

hL u f                                                                        (1.13) 

кӛринистеги санлы теңлемелер системасы қурылады, бул жерде hL  оператор 

L  операторға сәйкес айырмалы оператор, 
h

hf F . Егер f F болса, U  дан 

hU  қандай алынған болса, F  тен hF   да сондай алынады.  

 (1.13) формулаға айырмалы схема деп айтылады. Мейли  hU  ҳәм hF  

сызықлы кеңисликлерде cәйкес түрде 
hU
 ҳәм 

hF
 нормалары киритилген 

болсын. Егер 0h  болғанда , 0
h

h

h
U

u x y u  болса, онда (1.13) 

айырмалы схема жыйнақлы деп айтылады. Егер ,
h

h s

h
U

u x y u Ch  шәрти 

орынланса, бул жерде С - , 0h s  ға ғәрезли болмаған турақлы, онда h  ға 

қарата s  тезлик пенен жыйнақлылы болады деп айтылады.  

Егер   

,
h h

h hL u x y f f  

ҳәм 0h  болғанда 

0
h

h

F
f  

болса, онда (1.13) айырмалы схема (1.12) мәселениң ,u x y  шешимин 

жуўықластырады деп айтылады. 
h

f  шамаға жуўықластырыў қәтелиги деп 

айтылады.  

Егер 
h

h

F
f Mh  шәрт орынлы болса, онда (1.13) айырмалы схема 

(1.12) мәселениң ,u x y  шешимин h  ға қарата  тәртипли қәтелик пенен 

жуўықластырады деп айтылады, бул жерде M  турақлысы , 0h  лардан 

ғәрезли болмаған турақлы. 



  

 

Енди (1.13) айырмалы схема ушын тийкарғы түсиниклерден бири 

болған орнықлылық түсинигин киритемиз. 

Мейли hL  сызықлы дифференциаллық оператор болсын. 

1-анықлама.  (1.13) айырмалы схемаға орнықлы деп айтылады, егер 

0 0h  турақлы бар болып, ҳәмме 0h h  ҳәм 
h

hf F  ушын тӛмендеги 

шәртлер орынланса: 

 1) (1.13) айырмалы схема тек бир шешимге ийе; 

 2) 
h h

h h

U F
u M f  , бул жерде M  - h ҳәм 

h
f  тан ғәрезли болмаған 

турақлы [6].  

 Бул киритилген анықламадан айырмалы схеманың орнықлылығы hU  

ҳәм hF   кеңисликлерде киритилген нормалар менен байланыслы болады.   

 

3-§. Эллипслик түрдеги дифференциаллық теңлемелер ушын 

қойылған шегаралық мәселелерди туўрылар усылы менен 

шешиў 

 

Туўрылар  усылын  торлар  усылының  предел  жағдайы  деп  қараў  

мүмкин, егер де туўрымүйешли торда оның сызықлы ӛлшемлеринен бири 

нольге умтылса, ал түйин ноқатлар кӛплиги предел жағдайында туўры 

сызықлы параллел кесиндилер системасын пайда етсе. Биз бул параграфда 

коэффициентлери аналитикалық болған еки ӛзгериўшили, сызықлы 

эллипслик түрдеги дара туўындылы дифференциаллық теңлемелер ушын 

айтылған усылды қараймыз. 



  

 

 

1-суўрет 

Мейли, Oxy  тегислигинде ултанлары y  ҳәм y  ( )  туўры  

сызықларында жатқан, қаптал тәреплери болса )(: 0 ygxL  ҳәм  

1 0 1: ( ), ( , ( ) ( ))Г x g y y g y g y  аналитикалық иймек сызықлар менен 

шегараланган трапеция кӛринисиндеги G  областы берилген болсын,  ҳәм бул  

област , : ,R x y a x b y  минимал туўрымүйешликте  жайласқан  

болсын (1-суўрет).  G   областта 
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                          (1.14) 

сызықлы  екинши  тәртипли  эллипслик  түрдеги  дифференциаллық  

теңлемени  қараймыз. (1.14)  теңлеме  ушын   G  областта   тӛмендеги   

мәселени   қоямыз.  (1.14) теңлемениң G областтың шегарасында тӛмендеги   

                
)()),((),()),((

),(),(),(),(
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yyyguyyygu

xxuxaxu
                                 (1.15) 

 шәртлерин қанаатландыратуғын ,u u x y  шешимин табыў талап етиледи.  

(1.14) коэффициентлери  ҳәм  оң тәрепиндеги салтаң ағза R 

туўрымүйешликте   анықлаған  ҳәм  аналитикалық функция деп  уйғарамыз. 

Бундан  басқада  

2( , ) ( , ) ( , ) 0,B x y A x y C x y   ( , )x y R  



  

 

шәрт  орынланатуғын   болсын,  бул  жерде 

,0),( yxA         ,0),( yxC        Ryx ),( . 

)(0 x   ҳәмде  )(1 x   функциялар  ba,   кесиндисинде,  )(0 y   ҳәм  )(1 y   

функциялар болса ,  кесиндисинде аналитикалық функциялар болсын.  

Буннан  басқа да 

0 1( ( )) ( ), ( ( )) ( ), 0,1i i i ig g i  

(1.14)-(1.15)  мәселениң  жуўық   шешимин  туўрылар   усылы   менен   табыў  

ушын ,  кесиндисин   n  саны   тең   бӛлекке 

0 0, ( , )

, ( 0,1,2,..., )

j ny y jh y y

b a
h j n

n

 

ноқатлар арқалы бӛлемиз, ҳәм де ишки бӛлиниў ноқатлары арқалы  

, ( 1, 2,..., 1)jy y j n  параллел туўрыларының кесиндилерин жүргиземиз.  

Бул жүргизилген ишки туўрылардың ҳәр биринде (1.14) эллипслик түрдеги  

дара туўындылы дифференциаллық теңлемени, изленип атырған ( , )ju x y   

функция ушын әдеттеги дифференциаллық теңлеме менен жуўық  

алмастырамыз. Буның ушын изленип атырған функцияның (1.14)  

дифференциаллық теңлемедеги y  бойынша дара туўындыларын шекли 

айырмалы қатнаслар менен  алмастырып  аламыз: 

2
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                          (1.16) 

Тӛмендегидей  етип  қысқаша  белгилеўлер  киритемиз:  
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),(),( xAyxA jj   )(),( xByxB jj    ҳ.т.б. 

(1.16) шекли айырмалы қатнасларды (1.14) теңлемеде функцияның  

дифференциалларының орнына қойып, тӛмендеги әдеттеги  

дифференциаллық  теңлемелер системасына  ийе  боламыз: 

'' ' '

1 1 1 12

'

1 1
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2

j j

j j j j j j j

j

j j j j j j j

B x C x
A x u x u x u x u x u x u x

h h

b x
a x u x u x u x c x u x f x j n

h

(1.17) 

(1.15)  шегаралық  шәртлер тийкарында аламыз: 

)()(),()( 100 xxuxxu n
.                                            (1.18) 

Демек,  

0 0( ) ( )u x x ,  ( ) ( )n nu x x . 

Солай етип, биз (1.14) сызықлы, екинши тәртипли дара туўындылы,  

дифференциаллық теңлемеден  1 2 1( ), ( ),..., ( )nu x u x u x   белгисиз  функцияларға  

қарата  (n-1)  белгисизли  (n-1)  әдеттеги  дифференциаллық  теңлемелер  

системасына келдик. Ал )(0 xu  ҳәм )(xun  функциялар (1.18) формулалар менен  

анықланатуғын берилген функциялар. Жоқарыдағы (1.17) әдеттеги  

дифференциаллық  теңлемелер  системасына  туўрылар  усылының  

теңлемелер  системасы  деп  айтылады. 

(1.17) теңлемелер системасының оң тәрепи ҳәм коэффициентлери  

аналитикалық функция,  демек  ол ba,   кесиндисинде  үзликсиз болады 

ҳәмде bxa  болғанда 0)(xAj . Онда дифференциаллық теңлемелер  

теориясынан  бизге  мәлим  теорема  тийкарында  бул  системаның 

1 2 2 2( ) ( ; , ,..., ), ( 1,2,..., 1)j j nu x x c c c j n  

улыўма  шешими  ba,   кесиндисинде  анықланған  болады  ҳәм  

1 2 2 2, ,..., nс c c   турақлыларды  ӛзинде сақлайды.  Бул  белгисизлерди  анықлаў  

ушын  (1.15)  шегаралық   шәртлер   тийкарында   сонша  сандағы  



  

 

алгебралық  теңлемелер  системасына  ийе  боламыз.  jуу   кесиндисинде  

жатқан  jj NM   кесиндисиниң   Ox  кӛшериндеги  проекциясының   ушлары 

0( )j jx g y  ҳәм 1( )j jх g y   ноқатлар болсын (1-суўрет). Онда (1.15) шәртлер 

тийкарында 

0 1( ) ( ), ( ) ( )jj j j j ju x y u x y                                    (1.19) 

шегаралық  шәртлерге ийе боламыз,  бунда  , ( 1, 2,..., 1)j jа х х b j n . 

Демек, (1.14)-(1.15) мәселемиз  (1.17)-(1.19) әдеттеги дифференциаллық 

теңлемелер системасы ушын  шегаралық мәселелерди шешиўге келтирилди. 

Егер (1.17) әдеттеги дифференциаллық теңлемелер системасы дәл шешимге 

ийе болса, онда (1.17)-(1.19) шегаралық мәселениң  шешимин анық усыллар  

менен табыўға болады. Егер бул болмаса, онда жуўық усыллардың бири 

менен табамыз, соның менен бирге 
ju x  функция [a,b] кесиндисинде толық 

анықланыўы керек.  

  Буннан кейин биз изленип атырған ),( yxu  функцияның  

, ( 0, 1,..., )jy y j n  параллел туўрылардағы жуўық мәнисин билиўмиз керек. 

( , )u x y  функцияның G областтың аралық ноқатларындағы мәселесин 

интерполяциялаў   усылы  менен табыў мүмкин.  

         (1.17)-(1.19)   мәселениң  ӛзине тән ӛзгешелигин кӛрсетемиз.  

Ҳәр бир изленип атырған )(xu j  функцияны оның еки ноқаттағы мәниси 

бойынша, улыўма алғанда [a,b] кесиндисин  ишки jx  ҳәм jx  ноқатларындағы  

мәниси бойынша пүтин [a,b] кесиндисинде анықлаў керек. Егерде биз 

қандайда бир )(xu j  функцияны тек ғана j jx x x   аралықта анықласақ ҳәм,  

ол бул мәселени толық шешиў ушын жеткиликли емес. 

)( jjj xxxyy  туўрысындағы jj NM  кесиндисиниң Ох кӛшерине  

проекциясы улыўма алғанда 1jy y , 1 1( )j jx x x  ҳәм 1jyy , 

1 1( )j jx x x  қоңсы параллел туўрыларындағы кесиндилердиң Ох  

кӛшериндеги  проекцияларын  қапламайды. Демек, бул  жағдайда   (1.17) 



  

 

системадан 1( )ju x  ҳәм 1( )ju x  функцияларын анықлаў ушын ( )ju x   

функциясының  мәнислерин  ,j jx x   кесиндисиниң  сыртында  билиў  

керек.  (2-суўрет). 

 

2-сүўрет 

Биз басланғыш берилгенлер аналитикалық функция болғанда туўрылар  

усылының әпиўайы жағдайын кӛрип шықтық. (1.14) теңлемениң  

коэффицентлери ҳәм (1.15) шегаралық шәртлер тек үзликсиз болғанда 

туўрылар усылын  пайдаланыў қосымша қыйыншылықларға алып келеди. 

Себеби туўрылар усылының (1.17) теңлемелер системасының шешилиўи G 

областының R сыртында анық коэффициентлеринен ҳәм 0( )u x  ҳәм ( )nu x    

функцияларының мәнислеринен ғәрезли болады. Егер G областы шегаралары 

координаталар кӛшерлерине параллел болған туўрымүйешлик болса, онда 

бул қыйыншылықлар болмайды.  

Егер (1.14) теңлемени коэффициентлери x ӛзгериўшиден ғәрезли болса,  

онда туўрылар усылының (1.17) туўрылар системасы ӛзгериўши 

коэффициентлерди теңлемелер системасы болады. Оны шешиў қыйын 

болады. Сол себепли бул жағдайда туўрылар усылынан пайданылмастан, 

торлар усылын пайдаланыў қолай болады.  

        Егер (1.14) теңлемениң  коэффициентлери x  тан  ғәрезли болмаса, онда 

туўрылар усылының (1.17) системасы, әдеттеги дифференциаллық 

теңлемелер системасы болады. Бул теңлемелер системасын  шешиў қыйын 

емес ҳәмде туўрылар усылы  бул жағдайда жақсы нәтийже береди. 



  

 

 

4-§. Пуассон  теңлемеси  ушын қойылған Дирихле  мәселесин  

туўрылар усылы менен шешиў 

       

Мейли  туўрымүйешли  00, yyyxG   областта 

( , )xx yyu u f x y                                                    (1.20) 

Пуассон  теңлемесиниң 

)(),(),(),(),(

)(),(),(),(),(

0010

1000





yyyyyuxyu

xxyxuxyxu
              (1.21) 

шегаралық  шәртлерин  қанаатландыратуғын  шешимин  туўрылар  усылы  

менен  табыў  талап  етилсин. 

  (1.20) теңлемедеги туўындыларды (1.16) формуладағы айырмалы  қатнаслар  

менен  алмастырып  аламыз: 

2

1 12

1
( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )k k k k ku x u x u x u x f x O h

h
 

Бул теңлемеде )( 2hO  ағзаны таслап, ( , )u x y  функцияның ky y   

туўрысындағы жуўық мәнисин )(xUk
 деп белгилесек, онда тӛмендеги  

мәселеге келемиз: 

1 12

0 0 1 1

1
( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ),( 1,2,..., )

( ) ( ), ( ) ( )

k k k k k

n

U x U x U x U x f x k n
h

U x x U x x

     (1.22) 

0 1( ) ( ), ( ) ( ),( 1,2,..., )k k k kU y U y k n                        (1.23) 

(1.20)-( 1.21) мәселениң шешиминиң сыйпақлығы жоқары  деп  уйғарып,  

(1.20)  теңлемени  және  де  анық  аппроксимациялаўды  қараймыз. Буның 

ушын  ),( yxu  функцияны y  бойынша ky  ноқаттың  дӛгерегинде  Тейлор  

қатарына  жиклеймиз: 



  

 

2 2 3 3 4 4

1 2 3 4

5 5 6 6

1
15 6

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( ) ( )

2! 3! 4!

( , ) ( , )
, (0 1)

5! 6!

k n n k
k k

n n

u x y u x y h u x y h u x y h
u x u x h

y y y y

u x y h u x y h h

y y

 

42 2 3 3 4
)

1 2 3 4

5 5 6 6

2
25 6

( ,( , ) ( , ) ( , )
( ) ( )

2! 3! 4!

( , ) ( , )
, (0 1)

5! 6!

kk n k
k k

n k

x yu x y u x y h u x y h h
u x u x h

y y y y

u x y h u x y h h

y y

 

Бул  еки  теңликтиң  оң  ҳәм  шеп  тәреплерин  ағзама-ағза  қосып  

тӛмендегилерди  аламыз: 

1 1

2 4 4
2 4

2 4

( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )

( , ) ( , )
( ).

12

k k k k k k

k k

u x y u x y u x y u x y h u x y u x y h

u x y h u x y
h O h

y y

 

Жоқарыда ( , )ku x y  функцияның  ky y   ноқаттың  дӛгерегинде  Тейлор  

қатарына   жиклениўине  уқсас  етип,  ( , )yyu x y   функцияны  ҳәм  қатарға  

жиклесек  ҳәмде  оларды  қосып  тӛмендегилерге  ийе  боламыз . 

2 2 2 4
2 61 1

2 2 2 4

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
2 ( )k k k ku x y u x y u x y u x y

h O h
y y y y

 

Бул ақырғы еки теңликтен 
4

4

( , )ku x y

y
 ағзасы жоқ етип,  

2 2 2

1 1
1 1 2 2

2 2
6

2

( , ) ( , )
( , ) 2 ( , ) ( , )

12

5 ( , )
( )

6

k k
k k k

k

h u x y u x y
u x y u x y u x y

y y

h u x y
O h

y

            (1.24) 

теңлемеге ийе боламыз. (1.20) теңлемеден аламыз:  

2 2

2 2

( , ) ( , )
( , ) ( ) ( )k k

k k k

u x y u x y
f x y f x u x

y x
 



  

 

(1.24) теңлемеде 
2

2

u

y
 туўындыларын  алмастырып  аламыз: 

1 1 1 12

4

1 1

5 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )

6 12

5 1
( ) ( ) ( ) ( )

6 12

k k k k k k

k k k

u x u x u x u x u x u x
h

f x f x f x O h

 

4( )O h  ағзаны таслап, туўрылар усылынан тӛмендеги теңлемелер системасын 

аламыз: 

 

''

1 1 1 12

1 1

5 1 1
( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )

6 12

5 1
( ) ( ) ( ) , 1,2,...,

6 12

k k k k k k

k k k

U x U x U x U x U x U x
h

f x f x f x k n

        (1.25) 

0 0 1 1( ) ( ), ( ) ( )nU x x U x x , 

ал шегаралық шәртлер болса  

0 1( ) ( ), ( ) ( ), 1,2,...,k k k kU y U y k n                             (1.26) 

кӛринисте болады. (1.25)-(1.26) мәселе (1.20)-(1.21) мәселени 2h  дәллик 

пенен аппроксимирлейди.  

(1.22) ҳәм  (1.25) әдеттеги дифференциал теңлемелер системалары   

сызықлы болғанлығы себепли, ҳәр бириниң улыўма  шешимлери олардың 

дара  шешими ҳәм биртекли системаның улыўма шешимлери қосындысына 

тең. Биртекли система f  функциядан ҳәм шегаралық шәртлеринен  де, егер 

n  берилген болса областтың ӛлшемлеринен де ғәрезли емес. Сол себептен   

де ол шешимди  ҳәмме  ўақыт  табыўға  болады.  Биз  ҳәзир  ол  шешимди  

табыўға  ҳәрекет  етемиз: 

(1.22)  системаға  сәйкес  биртекли  системаны  қараймыз: 

1 12

0 1

1
( ) ( ) 2 ( ) ( ) 0, ( 1,2,..., )

( ) ( ) 0.

k k k k

n

U x U x U x U x k n
h

U x U x

                        (1.22') 

(1.22')  дифференциаллық  теңлемелер  системасының  дара  шешимин 

)()()( xkxUk                                                  (1.27) 



  

 

кӛринисте  излеймиз.  (1.27) ны  (1.22')  теңлемелер  системасының  орнына  

қойып,  тӛмендегилерге  ийе  боламыз: 

2

1
( ) "( ) ( ) ( 1) 2 ( ) ( 1) 0,( 1,2,..., )

(0) ( 1) 0.

k x x k k k k n
h

n

        (1.28) 

Алынған биртекли теңлемелер системасының еки тәрепин ҳәм )()( xk   

бӛлип, x  тан ғәрезли бӛлегин теңлигин  бир  тәрепине, k дан ғәрезли  бӛлегин  

екинши  тәрепине  ӛткизсек: 

)(

)1()(2)1(

)(

)("
2 kh

kkk

x

x
 

теңлемесине ийе боламыз.  Бул теңлемениң шеп тәрепи тек x  тан ғәрезли,  оң  

тәрепи тек k  дан ғәрезли. Бул дегени ол қатнаслар тек  турақлы болған  

жағдайда болады, яғный: 

2

2

"( ) ( 1) 2 ( ) ( 1)
, ( 1,2,..., )

( ) ( )

x k k k
const k n

x h k
         (1.29) 

)(k  ны  табыў  ушын 

2 2( 1) 2 ( ) ( 1) 0k h k k                                          (1.30) 

биртекли айырмалы  теңлемеге  ийе  боламыз.  )(k   ны  бир мәнисли  

анықлаў  ушын  шегаралық  шәртлер  болса  (1.28)  деги  шәртлер  болады,  

яғный: 

0)1()0( n .                                                  (1.31) 

(1.30-19)  айырмалы  теңлемениң  улыўма  шешими 

kk cck 2211)(                                                     (1.32) 

болады.  Бунда  1c   ҳәм  2c  -еркли  турақлылар,  ал  1   ҳәм  2  лер  болса 

2 2 22 1 0h  

характеристикалық  теңлемениң  коренлери  болады. 

(1.32) деги 1с  ҳәм 2с  турақлыларын анықлаў ушын  (1.31)  шегаралық  

шәртлеринен  пайдалансақ 

1 2(0) 0c c ,    2 1c c  



  

 

0)()1(
1

2

1

11

1

22

1

11

nnnn
cccn  

теңлемелерге  ийе  боламыз. Бул  жерден   

1

1

2

1

n

  яки  
2

11 1

2

1
is

n ne ,  0, 1,...,s n  

болады. Жоқарыдағы характеристикалық (квадрат) теңлемеден Виет  

теорамасы бойынша 121 . Онда 
2

2 1
1

is

ne  болады. Бул жерден    

1
1

2

1
is

ne  

болады. 

1   ҳәм 2   коренлерди анықлағанымыздан кейин,   белгисиз  турақлыны 

анықлаймыз.  Виет  теоремасы  бойынша 

2 2 1 1
1 22 2cos

1

is is

n n
s

h e e
n

 

болады.  Бул  жерден 

2 2 2 0

2 2

4 4 ( )
sin sin ,( 0, 1,..., )

2( 1) 2

s
s

s y y
s n

h n h l
 

01 1
1

( )
( ) sin sin

1

isk isk

kn n
s

sk s y y
k c e e c c

n l
 

тривиал болмаған шешим тек ғана 1,2,...,s n  болғанда алынады. (1.29)  

теңлемеден 

2( ) ( ) 0sx x  

теңлемени  аламыз.  Бул  биртекли,  турақлы  коэффициентли  екинши  

тәртипли  әдеттеги  дифференциаллық  теңлемениң  шешими 

( )
xs

sx

s s sx A e B e  

болады.  Демек  биз  (1.22')  системаның  бир-бири  менен  сызықлы  

байланыслы  болмаған 

0
,

( )
( ) sin , ( 1,2,..., )s sx x k

k s s s

s y y
U x A e B e s n

l
  



  

 

кӛринистеги n  дара шешимин алдық, бул жерде As ҳәм Bs лер еркли  

турақлылар. Онда системаның улыўма шешими  

0

1

( ) sin ( ) ( )s s

n
x x

k k s s

s

s
U x y y A e B e

l
 

кӛринисте   болады. Буған уқсас етип (1.25) системаға сәйкес биртекли 

системаның шешиминиң 

0

1

( ) sin ( ) ( )s s

n
x x

k k s s

s

s
U x y y A e B e

l
 

кӛринисте екенлигин кӛрсетиўге болады,  бул жерде 

2 0

2

2 0

( )
24sin

2 , ( 1,2,..., )

5 cos

s

s

s

y y

l s n
y y

h
l

 

'

sA  ҳәм  '

sB  лер  болса  еркли  турақлылар. 

(1.22) ҳәм (1.25)  системаларға  сәйкес  биртекли  системалардың  

шешимин,  анық  бир  жағдайда  болса  сол  системалардың  дара  шешимин  

қандайда  бир  усыл  менен, мәселен турақлыларды вариациялаў усылы  

менен табыў мүмкин. Демек, биртекли  емес  системаның  улыўма  шешимин  

табыўға болады. Улыўма шешим табылғаннан  кейин  шегаралық  шәртлерин  

пайдаланып, sA  ҳәм sB  турақлыларын анықлаў ушын 2n  саны сызықлы  

алгебралық  теңлемелер  системасына  ийе  боламыз.  Бул системаны шешип  

коэффициентлерди анықлағаннан кейин (1.20) ҳәм (1.21) мәселениң ( , )u x y   

шешиминиң ky y   туўрысындағы  жуўық  мәнислерин  табамыз. 

Тӛртмүйешли область болған жағдайда (1.22)-(1.23) мәселениң 

шешиминиң (1.20)-(1.21) мәселениң шешимине жыйнақлылығы шешим  

жеткиликли сыйпақ деп уйғарылғанда, усылдың  қәтелеги  (1.22)-(1.23)  

системаның  шешими  ушын  максимум  принципи  жәрдеминде  

кӛрсетиледи.  (1.25)-(1.26)  мәселе  шешиминиң  (1.20)-(1.21) мәселениң  

шешимине  жыйнақлылығы  кӛрсетилгенде  бул усыл   қолланылмайды. 

 



  

 

5-§. Санлы мысаллар 

 

Бул параграфда эллипслик түрдеги теңлеме ушын Дирихле мәселесин 

туўрылар усылы менен шешиў мәселеси қаралған. 

Мәселе 1. 0 1,0 1x y  туўрымүйешли областта  

2

xx yyu u x y  

Пуассон теңлемесиниң  

2

,0 1 , ,1 1,

0, , 1,

u x x x u x

u y y u y y
 

шегералық шәртлерди қанаатландыратуғын шешимин туўрылар усылы менен 

табың. 

Шешилиўи. 0c  ҳәм 1d  болады.  
1

3
h  деп аламыз.  0a  ҳәм 1b  

болады. , 0,3kx kh k , , 0,3ly lh l  түйин ноқатлары болады.  Онда 

0 1 2 3

1 2
0, , , 1

3 3
x x x x , 0 1 2 3

1 2
0, , , 1

3 3
y y y y  түйин ноқатларын 

белгилеймиз. Теңлемениң оң тәрепи 2,f x y x y . ky  түйин ноқатларында 

2, k k kf x y f x x y . Онда 2 2

0 1

1
,

3
f x x f x x , 2

2

2

3
f x x , 

2

3 1f x x  болады. 
1

3
y  ҳәм 

2

3
y  туўрыларын жүргиземиз. 

Онда (1.25) теңлемелер системасы тӛмендегише болады: 

1 2 0 2 1 02

1 2 0

2 3 1 3 2 12

2 3 1

5 1 1
( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )

6 12

5 1
( ) ( ) ( ) ,

6 12

5 1 1
( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )

6 12

5 1
( ) ( ) ( ) ,

6 12

U x U x U x U x U x U x
h

f x f x f x

U x U x U x U x U x U x
h

f x f x f x

 



  

 

, 0,1,2,3if x i  лердиң мәнислерин орнына қойып, алынған теңлемелерди 

әпиўаластырып, аламыз: 

2

2 1 2 1

2

2 1 2 1

10 108 216 120 108 6

10 216 108 12 100.

U U U U x x

U U U U x
                     (1.33) 

 (1.26) шәртлер болса  

1 1 2 2

1 1 4 2
0 , 1 , 0 , 1

9 3 9 3
U U U U                     (1.34) 

 кӛринисте болады. Дәслеп (1.33) системаға сәйкес биртекли 

2 1 2 1

2 1 2 1

10 108 216 0,

10 216 108 0

U U U U

U U U U
                                 (1.35) 

 системаны шешимиз. Оның шешимин 1 2,kx kxU x Ae U x Be  кӛринисте 

излеймиз.  Буларды биртекли системада орнына қойып 

2 2

2 2

10 216 108 0,

108 10 216 0

A B

A B
                            (1.36) 

системаны аламыз. Бул биртекли система ноль емес шешимге ийе болыўы 

ушын оның детерминанты нольге тең болыўы керек, яғный 

2 2

2 2

10 216 108
0

108 10 216
. 

Буннан 2 29 324 11 108 0  болады. Буны шешип 1 26, 6 , 

3 4

3 3
6 , 6

11 11
 шешимлерге ийе боламыз. (1.36) системаның 

бириншисинен аламыз: 

2 2108 10 216

A B
C . 

2 36  болғанда аламыз: , 1,2
144 144

k kA B
k . 2 108

11
 болғанда 

, 3, 4
9 9

117 117
11 11

k kA B
k  болады. (1.35) биртекли системаның шешими  



  

 

3 3
6 6

6 6 11 11
1 1 2 3 4

x x
x xU x c e c e c e c e  

3 3
6 6

6 6 11 11
2 1 2 3 4

x x
x xU x c e c e c e c e  

болады.  

 (1.33) система ушын анық емес коэффициентлер усылын пайданамыз. Оның 

шешими  

3 3
6 6

6 6 211 11
1 1 2 3 4

7 2 67

9 3 486

x x
x xU x c e c e c e c e x x  

3 3
6 6

6 6 211 11
2 1 2 3 4

4 1 235

9 3 486

x x
x xU x c e c e c e c e x x  

болады. 1,2,3,4ic i  коэффициентлерин (1.34) шегаралық шәртлеринен 

пайдаланып анықлаймыз. Онда қаралып атырған мәселениң шешими  

1

2

1
6 38 6 1

162 6

1 3 3 7 2 67
73 6 35 6 1

11 11 9 3 4863
243 6

11

U x sh x sh x
sh

sh x sh x x x

sh

 

2

2

1
6 38 6 1

162 6

1 3 3 4 1 235
73 6 35 6 1

11 11 9 3 4863
243 6

11

U x sh x sh x
sh

sh x sh x x x

sh

 

болады. 

Мәселе 2. 0 4,0 3x y  туўрымүйешли областта  

0xx yyu u  

Лаплас теңлемесиниң  

2 2

2 2

,0 , ,3 3 9,

0, , 4, 16 4

u x x u x x x

u y y u y y y
 

шегералық шәртлерди қанаатландыратуғын шешимин туўрылар усылы менен 

табың. 



  

 

Шешилиўи. 1h  деп аламыз. 1y  ҳәм 2y  туўрыларын жүргиземиз. 

Онда (1.25) теңлемелер системасы тӛмендегише болады: 

2

22 1 2 1

2

2 1 2 1

10 12 24 12 2

10 24 12 12 36 110.

U U U U x

U U U U x x
 

 (1.26) шәртлер болса  

1 1 2 20 1, 4 13, 0 4, 4 12u u u u  

 кӛринисте болады. Дәслеп бул системаға сәйкес биртекли системаны 

шешимиз. Оның шешимин 1 2,kx kxu x Ae u x Be  кӛринисте излеймиз.  

Биртекли системаны шешип, (7) система ушын анық емес коэффициентлер 

усылын пайланамыз. Оның шешими  

12 12

2 2 211 11
1 1 2 3 4 5

x x
x xU x c e c e c e c e x x  

12 12

2 2 211 11
2 1 2 3 4 2 8

x x
x xU x c e c e c e c e x x  

болады. 1,2,3,4ic i  коэффициентлерин шегаралық шәртлеринен 

пайдаланып анықлаймыз. Онда қаралып атырған мәселениң шешими  

2

1

4 12 12
4 5

11 1112
4

11

U x shx sh x x x

sh

 

2

2

4 12 12
4 2 8

11 1112
4

11

U x shx sh x x x

sh

 

болады. 

Бул мәселени шекли айырмалар усылы менен шешиў ушын адымды 1h  деп 

алып, компьютерде программа дүзилип тӛмендеги нәтийжелер алынды. 

 

1-iteratsiyada alingan natiyjeler 

╔══════════╦═══════════╦════════════╗ 

║           3.750000  ║               6.437500  ║               9.609375   ║ 

                          ║         5.687500    ║     7.281250   ║               9.472656    ║ 

╚══════════╩═══════════╩════════════╝ 

 

 



  

 

2-iteratsiyada alingan natiyjeler 

╔══════════╦═══════════╦════════════╗ 

║           3.531250  ║               6.105469  ║               9.394531   ║ 

║           5.453125  ║               7.007813  ║               9.350586   ║ 

╚══════════╩═══════════╩════════════╝ 

3-iteratsiyada alingan natiyjeler 

╔══════════╦═══════════╦════════════╗ 

║           3.389648  ║               5.947998  ║               9.324646   ║ 

║           5.349365  ║               6.911987  ║               9.309158   ║ 

╚══════════╩═══════════╩════════════╝ 

 

……………………………………………………. 

 

18-iteratsiyada alingan natiyjeler 

╔══════════╦═══════════╦════════════╗ 

║           3.285714  ║               5.857143  ║               9.285714   ║ 

║           5.285714  ║               6.857143  ║               9.285714   ║ 

╚══════════╩═══════════╩════════════╝ 

19-iteratsiyada alingan natiyjeler 

╔══════════╦═══════════╦════════════╗ 

║           3.285714  ║               5.857143  ║               9.285714   ║ 

║           5.285714  ║               6.857143  ║               9.285714   ║ 

╚══════════╩═══════════╩════════════╝ 

20-iteratsiyada alingan natiyjeler 

╔══════════╦═══════════╦════════════╗ 

║           3.285714  ║               5.857143  ║                9.285714   ║ 

║           5.285714  ║               6.857143  ║                9.285714   ║ 

╚══════════╩═══════════╩════════════╝ 

Бул алынған нәтийжелерди салыстырып кӛргенимизде тӛмендегише болады. 

╔══════════╦═══════════╦════════════╗ 

║          0,156374   ║               0,167259  ║                0,156374   ║ 

║           0,156374  ║               0,167259  ║                0,156374   ║    

╚══════════╩═══════════╩════════════╝ 

 

 



  

 

II БАП 

Параболалық ҳәм гиперболалық түрдеги 

дифференциаллық теңлемелер ушын қойылған  аралас 

мәселелерди туўрылар усылы менен шешиў 

 

1-§.  Параболалық түрдеги дифференциаллық теңлемелер ушын 

қойылған аралас мәселелерди шешиўдиң туўрылар усылының 

кесесине схемасы 

 

Мейли 0,0 tlx  ярым  жолақда тӛмендеги шегаралық мәселесин 

шешиў талап етилсин. 

,tu L u f x t                                         (2.1) 

( ,0) ( )u x x                                     (2.2) 

0 1(0, ) ( ), (1, ) ( ),u t t u t t                                             (2.3) 

бул жерде, ( ) ( , ) ( , ) ( , )xx xL u a x t u b x t u c x t u . Қаралып атырған мәселениң 

жеткиликли сыйпақ шешими бар ҳәм ол бирден бир деп уйғарамыз. Бул 

мәселениң жуўық шешимин туўрылар усылы бойынша 

, :0 1, 0П х t х t T  туўрымүйешликте излеймиз. х яки t 

бойынша туўындылардың аппроксимирлеўге қарап биз туўрылар усылының 

бойына яки кесесине вариантларын аламыз. Биз бул жумыста дәслеп 

туўрылар усылының кесесине вариантын қараймыз.  

             П  менен биз ,10 х  ,ntt n  1,2,..., ; ( )n N N T  тор 

областын белгилеймиз, ол оның шегерасы  деп 0t  туўры сызығының 

10 х  кесиндиси ҳәм 0, , (1, ),n nt t  1,2,,...,n N  ноқатларынан дузилген 

кӛпликти түсинемиз.  областта 1 - 3  мәселени  қарастырамыз. txu ,  



  

 

функцияның (2.1)  теңлемедеги txut ,  дара туўындысын , 1,2,...,nt t n N  

болғанда  

1( , ) ( , )
( , ) n n

t n

u x t u x t
u x t                                         (2.4) 

шеп айырманы қатнас пенен  жуўық алмастырамыз. 

Онда ,10 х кесиндисинде , 1,2,...,nt t n N  туўрыларда 

( , )u x t функцияның туўындысын  жуўық  ( ), 1,2,...,n nu u x n N  функциялар 

менен алмастырамыз. Nnxuu nn ,...,2,1),(  функцияларды анықлаў ушын 

 областта  

)()(
)()( 1 xfuL

xuxu
nnn

nn                                       (2.5) 

)()(0 xxu                             (2.6) 

)()1(),()0( 10 nnnn tutu                                      (2.7) 

айырмалы-дифференциал  шегаралық мәселеге  келемиз. Бул жерде  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( , ), ( ) ( , ),

( ) ( , ), ( ) ( , )

n n n n n n n n

n n n n

n n n n

L u a x u x b x u x c x u x

a x a x t b x b x t

c x c x t f x f x t

 

(2.5)-(2.7) мәселе екинши тәртипли әдеттеги  дифференциаллық теңлемелер 

ушын  N саны шегаралық  мәселеге ажыратылады. Ҳақыйқатында да, )(0 xu  

функция (2.6) шегаралық шәрттен бизге мәлим. ( ) ( , ), 1,2,....,n nu x u x t n N  

функцияларын Nn ,....,2,1  мәнислерде (2.5) кӛринистеги әдетеги 

дифференциаллық теңлемелерди сәйкес түрдеги (2.7) шегаралык шәртлерде 

шешип табамыз. 

 Туўрылар усылының жасалған есаплаў схемасы бул усылдың 

геометриялық тәрептен мәниске ийелиги менен де  түсиндириледи. Усы 

себептен де  қаралып атырған метод кӛп ӛлшемли жағдайларда тегисликлер 

усылы яки гипертегисликлер усылы деп те аталады. 

(2.5)-(2.7) есаплаў схемасы мысалында туўрылар усылының ҳәм торлар 

усылының арасындағы байланысты кӛрсетиў мүмкин. Егер П  



  

 

туўрымүйешликте ,,...,1,0, Nnntt n
 туўрыларға қосымша 

, 0,1,..., ;mx x mh m M  ( 1)Mh  туўрыларды ӛткизсек ҳәм алынған тор 

областының ҳәмме ишки NnMmtx nm ,...,2,1,1,...,2,1),,(  ноқатларда (2.4) 

типтеги  алмастырыўдан басқа  ,x xxu u  туўындыларды  ҳәм u   функцияның 

сәйкес  түрдеги мәнислери  менен алмастырсақ,  (2.2) ҳәм (2.3) қосымша  

шәртлерди  есапқа алсақ, онда  торлар усылының  әмелиятта кең тарқалған 

еки қатламлы, үш бағаналы анық емес схемасын аламыз. 0h  болғанда 

лимитке ӛтсек, бул схема  туўрылар усылының (2.5)-(2.7) схемасына ӛтеди. 

Жыллылық  ӛткизиўшилик теңлемеси болған жағдайда  торлар усылының  

бундай анық емес  схемасын,  ҳәм h  адымлардың  қәлеген қатнасында 

қолланыў  мүмкин. Сол  себептен 0h  болғанда лимитке ӛтиў  дурыс 

болады, ҳәм де туўрылар усылының  (2.5)-(2.7) схемасын  есаплаў ушын 

дурыс  деп қабыл етиўге болады. 

Бул схемаға параллель түрде tu  туўындыны  оң тәреплемели  айырмалы 

қатнаслар менен  алмастырып, бул  методтың басқа  кесе  схемасын аламыз. 

Бирақ бул жағдайда туўрылар  усылының есаплаўлар  ушын қолайлылығы 

тӛмен болыўы мүмкин. Ҳақыйқатында да  
tu  туўындыны  оң тәреплемели 

айырмалы  қатнаслар менен алмастырып, жасалған жыллылық ӛткизиўшилик 

теңлемеси  ушын торлар  усылының анық схемасын  2( )O h  түрдеги 

шәртлерде t бойынша  қәдемлер үлкен санда болғанда  есаплаўлар ушын  

қолланыў мүмкин. Туўрылар усылының  бул соңғы  есаплаў схемасы  торлар 

усылының  бундай анық  схемасында 0h  болғанда  лимитке ӛтиў  арқалы 

алынады.  

Улыўма алғанда, туўрылар усылының есаплаў схемасының  

аппроксимация қәтелиги, оның менен байланыслы болған  торлар усылының  

айырмалы схемасының  сәйкес қәтелигинен  киши болады. Мәселен, (2.5)-

(2.7) схемада  бул қәтелик тек ғана (4) жуўық алмастырыўда  пайда болады 

ҳәм ол  тӛмендеги кӛринисте болады: 



  

 

( ) ( , ), 0 1, 1,2,...,
2

n tt n n nr x u x t r n N .                        (2.8) 

Торлар усылының сәйкес есаплаў схемасы жасалғанда (2.8) ге қосымша  

туўындыларын ҳәм шекли айырмалар менен алмастырыўдың  есабынан да  

қәтелик пайда болады. Ҳақыйқатында да, соңғы жағдайда  

аппроксимацияланыўы мәселе, оның әмелге асырылыўы бойынша әпиўайы. 

Бирақ айырым дара жағдайларда туўрылар усылы жүдә қолай 

есапланады. Мәселен, (2.5)-(2.7) схемада (1) теңлемениң коэффициентлери  

x  тан ғәрезли болмаса, онда ол жүдә қолай болады. Бул жағдайда мәселени 

шекли айырмалар менен алмастырылғаннан кейин алынған мәселе, турақлы 

коэффицентли 2-тәртипли әдеттеги дифференциаллық теңлемелер системасы 

ушын  шегаралық мәселелерди шешиўге келтириледи. 

Егер П туўрымүйешликте ttu  дара туўынды абсолют шамасы бойынша 

шегараланган болса, онда бул  жағдайда (2.8) қәтелик  тәртипли шама 

болады. Сыйпақлығы жоқары болған шешимли мәселелер ушын әдеўир 

жоқары  дәлликтеги  есаплаў схемасын  қурыў мәселесин  қойыў мүмкин. 

(2.1) теңлемени  ntt  ҳәм 1nt t  болғанда қараймыз. ntt  болған 

жағдайда  tu  дара туўындыны шеп айырмалы қатнаслар менен, 
1ntt  

болғанда  оң айырмалы  қатнаслар менен  алмастырамыз. 

Бул алмастырыўлардан кейин  тӛмендегилерге ийе боламыз.  

1

1

1
1

( , ) ( , )
( ) ( ) ( , ),

2

( , ) ( , )
( ) ( ) ( , ' ), 0 1

2

n

n

n n
n tt n nt t

n n
n tt n n nt t

u x t u x t
L u f x u x t

u x t u x t
L u f x u x t

 

Бул жерден тӛмендегилер келип шығады: 

)(
2

)()(

2

)()(),(),( 11 1

x
xfxfuLuLtxutxu

n
nnttttnn nn , 

бул жерде, 

2

( ) ( , ) ( , ) , , 0 1
4 4

n tt n n tt n n n ttt n n nx u x t u x t u x t .       (2.9) 

Туўрылар  усылының буған сәйкес схемасы тӛмендеги кӛринисте болады: 



  

 

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, 0 1

2 2

n n n n n n n nu x u x L u L u f x f x
x                  (2.10) 

0
( ) ( ), 0 1u x x x                                                         (2.11) 

Nntutu nnnn ,...,2,1),()1(),()0( 10
                           (2.12) 

(2.10)-(2.12) кесе схема менен (2.5)-(2.7) анық схемаларды  алып қарасақ, 

(2.10)-(2.12) схемада  ның дәрежеси  аппроксимация қәтелигинде  бир 

бирлик  жоқары болады. Буны (2.8) ҳәм (2.9) қалдық ағзалар  ушын жазылған 

формулалардан кӛриўге болады. 

Ҳәр бир дифференциал теңлеме жоқарыда қаралған  туўрылар  

усылының кесе  схемасы  шешилгенде ,u x t  белгисиз функцияның  еки 

қоңсы  туўрыдағы жуўық мәнисин байланыстырады.  Туўрылар  усылының  

бундай еки  қатламлы  схемасы  әмелий есаплаўларда  тез-тез ушырасып  

турады. Бул усылдың дәллик  тәртибин жәнеде  жоқарылатыўды, кӛп 

қатламлы  схемаларды  жасаў усылы менен  әмелге асырыў мүмкин. Буның 

ушын (2.1) теңлемеде tu  туўындының ),...,1,( Nqqntt n  туўрылардағы  

жуўық аңлатпасын u  функцияның  qnnn tttttt ,...,, 1  болғандағы 

мәнислери  менен жуўық  алмастырып,  жоқарыда қаралған  усылға уқсас 

етип, туўрылар  усылының  кесе схемасының  1q  қатламлы схемасын 

жасаўымыз мүмкин. Егер u  функцияның  121 ,...,, qtttttt   басланғыш 

туўрылардағы  жуўық мәнислери  дәслеп табылған болса, онда  қурылған 

1q  қатламлы схемада u  функцияның нәўбеттеги Nqq tttttt ,...,, 1  

туўрылардағы жуўық  мәнислерин, сәйкес екинши тәртипли  әдеттеги 

дифференциаллық теңлемениң (2.7) кӛринистеги  шегаралық шәртлердеги  

шешими деп қараўға  мүмкиншилик береди. 

qnnn tttttt ,...,, 1   болғанда u функцияның мәнислери  арқалы ut 

функцияны  тек ғана ntt  болғанда емес, қәлеген qnnn tttttt ,...,, 21  

туўрыларда жуўық  аңлатыўға болады.  Сәйкес түрде бул усылдың  кесе 

схемасының ҳәр түрли 1q  қатламлы  вариантларын алыўға болады. Бирақ 

алынған  вариантлар ҳәмме ўақыт  орнықлы  болмағанлығы себепли, оларды  



  

 

есаплаўлар ушын  пайдаланыў қолайлы  бола бермейди. Еки қатламлы 

жағдайдағыдай етип, оларды  комбинирлеймиз  ҳәм де жоқары  

аппроксимация  анықлықда (q+1) қатламлы схеманы жасаймыз. Бул 

жағдайда  (2.10) формуланың орнына оған қарағанда улыўма болған  

q

i

ininini

q

i

ini NqqnxfuLBxuA
00

...,,1,)()()(
1

     (2.13) 

формулаға ийе боламыз. 

(2.1) теңлемени аппроксимациялаў мүмкин ҳәм оны тиккелей анық 

емес iA  ҳәм iB , 0,1,...,i q  коэффициентли (2.13) кӛринисте  излеў мүмкин. 

Бул  параметрлерди  таңлап алыў, мәселен, аппроксимациялаў  тәртибиниң  

максимал болыў ҳәм  есаплаўлардың  орнықлы болыўына  бойсыныўы 

мүмкин. 

 

2-§.  Параболалық түрдеги дифференциаллық теңлемелер ушын 

қойылған аралас мәселелерди шешиўдиң туўрылар усылының 

бойына схемасы 

 

Биз алдын (2.1)-(2.3) мәселени шешиўдиң  туўрылар усылының кесе 

схемасын қараған едик.  Бирақ енди  биз туўрылар усылының  бойына 

схемасын қарағанымызда дифференциаллаў операциясын t  бойынша емес, x  

бойынша аппроксимирлеймиз. Буның ушын туўрылар усылының кесе 

схемасындағыдай етип, дәслеп областты тор областы менен алмастырамыз, 

яғный Nnnhxx n ,...,1,0,  туўрыларын жүргиземиз (Nh=1). Ҳәр бир ишки 

1,...,2,1, Nnxx n  туўрыларда xu  ҳәм xxu  туўындыларын u  функцияның бир 

қанша  қоңсы туўрылардағы мәнислери менен жуўық алмастырамыз. 

Усындай етип,  жоқарыдағы  туўындыларын керекли аңлатпалар менен 

алмастырып алсақ,  онда туўрылар усылының бойына схемасын аламыз: 

1 1 1 1
2

( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0

2

n n n n n
n n n n n n

u t u t u t u t u t
u t a t b t c t u t f t t

hh
   (2.14) 



  

 

0),()(),()( 100 tttuttu N
                                       (2.15) 

(0) ( ), 1,2,..., 1n nu x n N ,                                      (2.16) 

бул жерде ( ) ( , ), ( ) ( , ), ( ) ( , ), ( ) ( , ),n n n n n n n nu t u x t a t a x t b t b x t c t c u t  

( ) ( , )n nf t f x t .  Бул айтылған мәселе ,u x t  шешимниң , 1,2,..., 1nx x n N  

туўрылардағы nu x  жуўық мәнисин  табыў мәселесин  биринши тәртипли 

сызықлы әдеттеги дифференциаллық теңлемелердиң  N-1 системасы  ушын  

Коши мәселесин  шешиўге келтириледи. 

Шешим жүдә сыйпақ  болса, жүдә  жоқары тәртипли аппроксимация 

қәтелигине  ийе болған есаплаў схемасын жасаў  мәселесин қойыў мүмкин. 

Туўрылар усылының кесе схемасына  уқсас, ҳәр түрли  кӛринисте 

аппроксимация  дәллигин жоқарылатыўға  болады. Биз ҳәзир  бул мәселени  

шешиўдиң тек ғана айырым бир  әпиўайы жағдайын қараймыз. 

(2.14)-(2.16) аппроксимирлеўши  мәселеде 1,2,..., 1n N  болғанда 

сәйкес әдеттеги дифференциаллық теңлемелер алынады. Ол 

дифференциаллық теңлемелердиң  ҳәр бири 1 1( ), ( ), ( )n n nu t u t u t    

функциялардан  ҳәм олардың  бириниң туўындысынан ғәрезли болады. 

Жоқарыда айтылғандай,  үш қоңсы избе-из функциялардан ибарат, бирақ ҳәр 

түрли  туўындыларды сақлайтуғын  етип, бир-биринен  парықлы  әдеттеги 

дифферециаллық  теңлеме ушын (2.14)-(2.16) кӛринистеги  схемалардың  бир 

қаншасын жасаў мүмкин. Бундай системалардың  сызықлы 

комбинациясынан тек ғана номери  бойынша избе-из қоңсы функцияларды 

сақлайтуғын емес, олардың туўындыларын да сақлайтуғын  биринши 

тәртипли әдеттеги дифференциаллық теңлемелер ушын  жаңа есаплаў 

схемасын жасаў мүмкин. Туўрылар  усылының  кесе схемасындағыдай  етип,  

сәйкес  сызықлы комбинация  қолай сайлап алынса,  онда жәнеде  жоқары 

аппроксимация  қәтелигине ийе  схеманы жасаў  мүмкин. 

Бундай  есаплаў схемасы жасалғанда,  қаралып атырған  областта  

берилген мәселени тӛмендеги  кӛринисте  жазыў қолай болады: 

),(),(),( txfutxcuutx xxt                             (2.17) 



  

 

)()0,( xxu              (2.18) 

)(),1(),(),0( 10 ttuttu                         (2.19) 

Бул теңлеме (2.1) теңлемеде x бойынша  биринши туўындының  

коэффициенти  нольь болған  жағдай болады. (2.17) теңлемени  үш саны 

қоңсы 
11 ,, nnn xxxxxx  туўры сызықларда  қарап, A, B, C еркин 

коэффициентли  сызықлы комбинация  дүзиў мүмкин. Солай етип, екинши 

тәртипли  туўындылардың  мәнислериниң  тӛмендеги сызықлы 

комбинациясын  жазамыз: 

),(),(),( 11 txCutxButxAu nxxnxxnxx                           (2.20) 

Бул  комбинацияны  u  функцияның  мәнислери  арқалы  мүмкин  

болғанынша  дәлирек  жазыға  болады.  Оны  тӛмендеги  формада  жазамыз: 

1 1
2

( , ) ( , ) ( , )n n nu x t u x t u x t

h
                                            (2.21) 

Солай етип бизди қызықтырып атырған (2.17)-(2.19) мәселениң 

аппроксимациясын жасаўмыз мүмкин. ((2.17)  теңлеме xu   туўындыны  ӛз  

ишине  алмайтуғынлығын  есапқа  алыўымыз  керек). 

А, В, С  ҳәм   , ,  коэффициентлерин  тӛмендегише  таңлап  

алыўымыз  керек: (2.20)  ҳәм  (2.21)  аңлатпаларда h  тың  дәрежелери  

бойынша  жиклениўинде,  h  тың  мүмкин  болған  жоқары  дәрежелерине  

шекемги  қосылыўшылар  сәйкес  келиўи  керек.  Егер  дәслеп  Тейлор  

формуласы  жәрдеминде  u  ҳәм xxu   функцияларының ,nu x h t  ҳәм 

,xx nu x h t  мәнислериниң  ,nx t  ноқаттың  дӛгерегинде  жиклениўин  

дүзип билсек,  онда  жоқарыда  айтылған  жиклениўди  жазыў  аңсат  болады. 

Әпиўайы есаплаўлар менен тексериў мүмкин,     А, В, С  ҳәм   , ,  

параметрлерин таңлап алыўдың есабына бундай жиклениўге 3h  ға шекем 

ағзаларын  алып ерисиў мүмкин.  Сол  себептен  айтылған  параметрлер  

арасында  тӛмендеги  байланыслар  болады,  яғный  усы  айтылатуғын  

шеклеўлерге  бойсынады. 
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Онда  тӛмендеги  теңликтиң  дурыслығын  тиккелей  кӛриўге  болады: 
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бул  жерде 

240
)(

4h
trn

6

6

( , )nu t

x
 ,  

11 nnn xx                              (2.23) 

Енди  (2.22)  қатнасты  пайдаланып,  туўрылар  усылының  бойына  

вариантының  нәўбеттеги  есаплаў  схемасын  жазамыз: 

 

 

(2.24) 

 

0 0( ) ( ),u t t   ),()( 1 ttun   0t                                   (2.25) 

),()0( nn xu   ,1n ...,2   1N                                     (2.26) 

Бул  жазыўларда  пайдаланылған  белгилер  мәниси  бойынша  алдыңғы  

пайдаланылғанларға  уқсас. 

Егер  дәслепки  берилген  мәселениң  шешими  абсолют  шамасы  

бойынша  
6

6

( , )u x t

x
  шегараланған  туўындыға  ийе  болса,  онда  (2.23)  шәрт  
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тийкарында  (2.24)-(2.26)  схемада  аппроксимация  қәтелиги, (2.14)-(2.16) 

схемадан  еки  бирлик  жоқары  болады.  

Туўрылар усылының бойына схемасында аппроксимация дәллигин 

жоқарлатыў ушын, үш коңсы туўры сызықтан кӛбирек информация топлаў 

есабына ерисиў мүмкин. Бунда ҳәм туўрылар усылының  кесе 

схемасындағыдай аппроксимациялаўшы теңлемени тиккелей (2.13) системаға 

уқсас еркин коффициентли теңлеме кӛринисте изленеди. Бирақ буны 

белгилеўимиз керек, усылдың кӛп қатламлы бойына схемасында 

дифференциал теңлемелер шегараға жақын туўрыларда 

аппроксимацияланғанда жуўықластырыў процессинде биртеклилигиниң 

бузылыўы менен байланыслы кыйыншылықлар пайда болады. Айырым дара 

жағдайларда шегарада берилген шәртлерди есапқа алған жағдайда бул 

кыйыншылықлардан қутылыў мүмкин. 

Енди параболалық түрдеги теңлемелердиң ең әпиўыларынан бири 

ушын 

                                            ,t xxu u f x t                                                 (2.27) 

 xu t 0 ; 0 x l ; ttu 1,0 ; 2, , 0u l t t t       (2.28) 

мәселени туўрылар усылы менен шешиўди қараймыз. 

Буның ушын бул теңлемеде x  бойынша туўындыны айырмалы қатнаслар 

менен алмастырамыз. kx x kh , 
1

;1....,1,0
n

l
hnk  бӛлиниў 

ноқатлары арқалы туўрылар ӛткизип 

2

1 12

1
, 2 , ,

k
xx k k kx x

u u x t u x t u x t O h
h

 

айырмалы қатнастан пайдаланамыз. Егер 2O h  киши ағзаны есапқа алмай, 

,u x t  функцияның kx x  туўрысындағы мәнисин kU t  арқалы белгилесек, 

онда 
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    (2.29)               

ҳәмде 
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(2.30)                                                                                

айырмалы теңлемелер системаларына ийе боламыз. (2.29) айырмалы теңлеме 

(2.27) теңлемени   2h  тәртип пенен, (2.30) болса 4h  тәртип пенен 

аппроксимирлейди.  ,u x t  функция  ушын қойылған басланғыш шәрттен 

( )kU t  ушын басланғыш шәртлерин аламыз. 

          (0) ( ) ,k k kU x   1,2,...,k n                                 (2.31) 

(2.29) ҳәм (2.30) теңлемелер системасына сәйкес биртекли теңлемелер 

системасының улыўма шешимин қурыў ушын, дара шешимди тӛмендеги 

кӛбейме түринде излеймиз: 

( ) ( ) ( ).kU t k v t  

Ал шегаралық шәртлер болса  0)1()0( n  кӛринисте болады. ( )v t  

функцияны табыў ушын  2

)(

)('
s

tv

tv
 теңлемени аламыз. Буның шешими 

( ) s t

s sv t C  болады. Демек (2.29) системаға сәйкес биртекли системаның 

шешимин 
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(2.30) системаға сәйкес биртекли системаның шешими  
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Берилген 1 2, ,f  лерде (2.29) ҳәм (2.30) системалардың улыўма 

шешимлери турақлыны вариациялаў усылы менен табыўға болады. Ал sC  

яки sD  турақлылар болса (2.31) басланғыш шәрт жәрдеминде табылады. 

        [11] әдебиятта (2.29), (2.31) мәселениң шешиминиң (2.27), (2.28) 

мәселениң шешимине жыйнақлылығы  максимум принципи жәрдеминде 

кӛрсетилген. 

 0 , 0x l t T    кӛринистеги қәлеген туўрымүйешликте (2.29), (2.31) 

ҳәм (2.30), (2.31) мәселелердиң шешиминиң (2.27), (2.28) мәселениң 

шешимине жыйнақлылығын,  басланғыш шәртлер ноль болғанда, ал 

теңлемениң оң тәрепи ),( txf  болса, 

2

0 0

, ,

T l

f x t dxdt c  2

0 0

,

l

x

t

f x t dx c ,  2

0 0

,

T l

tf x t dxdt c , 0c const  

шәртлерин қанаатландырғанда ишине жайластырыў теоремасын пайдаланып 

кӛрсетиўге болады. 

 

3-§. Гиперболалық түрдеги дифференциаллық теңлемелер ушын 

қойылған аралас мәселелерди шешиўдиң туўрылар усылының 

кесесине ҳәм бойына схемасы 

 

Мейли 0,0 tlx  ярым паласада тӛмендеги шегаралық мәселе 

қойылған болсын. 



  

 

),()(),( txfuLutxgu ttt
                                           (2.32) 

)()0,(),()0,( xxuxxu t
                                          (2.33) 

0 1(0, ) ( ), (1, ) ( )u t t u t t ,                                               (2.34) 

бул жерде ( ) ( , ) ( , ) ( , ) , ( , ) 0xx xL u a x t u b x t u c x t u a x t a  деп есаплаймыз. 

(2.32)-(2.34) шегаралық мәселениң жеткиликли сыйпақ шешими бар ҳәм 

бирден бир деп уйғарамыз. Бул мәселениң шешимин 

0 1, 0П x t T  туўрымүйешликте туўрылар усылы менен 

табамыз. 

Гиперболалық түрдеги теңлемелер ушын шегаралык мәселелер 

туўрылар усылы менен шешилгенде бул усылдың кесесине ҳәм бойына 

вариантлары ҳаққында айтыўға болады. Дәслеп бул усылдың кесе схемасына 

қараймыз. 

П  туўрымүйешли областты П Г  тор областы менен алмастырамыз. 

Бунда параболалық теңлемелер ушын койылған шегаралық мәселелерди 

туўрылар усылы менен шешкендегиден айырмашылығы қаралып атырған 

областтың Г  шегарасына 0 1x  интервалдың 1t t  туўры сызығын да 

қосамыз.  1,2,..., 1n N  болғанда 1nt t  туўыларда tu  ҳәм ttu  дара 

туўындыларын шеп тәреплеме айырмалы қатнаслар менен алмастырамыз: 

            1
1

( , ) ( , )
( , ) n n

t n

u x t u x t
u x t ,                                                 (2.35) 

1 1
1 2

( , ) 2 ( , ) ( , )
( , ) n n n

tt n

u x t u x t u x t
u x t .                                         (2.36) 

Буннан басқада 0t  туўры сызықда tu  дара туўындысын алмастырыў ушын 

( , ) ( ,0)
( ,0)t

u x u x
u x                                                           (2.37) 



  

 

оң тәреплеме айырмалы қатнастан пайдаланамыз. ,n nu x u x t , 0,1,...,n N    

деп белгилеў киритемиз. Бул белгилеўди есапқа алып (2.35)-(2.37) айырмалы 

қатнасларды (2.32)-(2.34) мәселеде орнына апарып койып,  П Г  тор 

областында  

1 1
2

( ) 2 ( ) ( )n n nu x u x u x
 + 1

1 1 1 1

( ) ( )
( ) ( ) ( ),n n

n n n n

u x u x
g x L u f x       (2.38) 

1 0( ) ( )
( ) ( ), ( )o

u x u x
u x x Ф x                                       (2.39) 

1 0 1 1 1 1(0) ( ), (1) ( )n n n nu t u t                                        (2.40) 

(2.38)-(2.40) аппроксимация мәселесин шешиў тӛмендеги этаплар бойынша 

әмелге асырылады. (2.39) қатнаслардан аламыз. 

1 0( ) ( ) ( )u x x Ф x  

Буннан кейин  табылған 1u x  функцияны пайдаланып, 2u x  функцияны 

кейин 3 ,..., Nu x u x  ларды табамыз. Бул функциялар табылғанда (2.38) 

кӛринистеги 2-тәртипли әдеттеги дифференциаллық теңлемелер (2.40) 

түрдеги шегаралық шәртлерде шешиледи. Улыўма түрде алғанда (2.35)-(2.37) 

жуўық  теңликлердиң қәтелиги тек  дың тәртиби бойынша киши шама 

есапланады. Онда қурылған есаплаў схемасы аппроксимация қәтелигиниң 

тек ғана биринши тәртиби менен характерленеди. (2.32) дифференциаллық 

теңлемеде tu  туўындыны (2.35) қатнас пенен алмастырыўдың орнына, оған 

қарағанда дәллиги жоқары болған 

1 1
1

3 ( , ) 4 ( , ) ( , )
( , )

2

n n n
t n

u x t u x t u x t
u x t                                    (2.41) 

қатнас пенен алмастырамыз. Онда киши  0  ушын дәслепки берилген 

теңлемениң аппроксимация қәтелигин киширейтириўге болады. Буннан 



  

 

басқада қосымша шәртлерде биринши тәртипли туўындыны ҳәмде 

шегаралық шәртлерди аппроксимациялайды дәллиги жоқары болған 

қатнаслар менен алмастырыўға болады. Мейли дәслепки мәселениң 

шешимин  бойынша ең болмағанда t=0 туўры сызықтан бир кәдем тӛменге 

даўам етиў керек болсын. Онда (2.37) қатнастың орнына t бойынша биринши 

туўындыны дәллиги жоқары болған симметриялы 

( , ) ( , )
( ,0)

2
t

u x u x
u x                                             (2.42) 

қатнасы менен алмастырамыз. Тазадан киритилген 1u x  белгисиз 

функцияны (2.38) теңлемеге қарап, 0n  деп алып жоқ етиўге болады. 

               (2.41)–(2.42) кӛринистеги жуўық теңлемелерден пайдаланыў, 

берилген  мәселени айырмалы теңлемелер менен алмастырылғандағы 

қәтеликти бир  қанша  киширейтиреди.  Улыўма  алғанда  ол  ӛспейди,  

себеби  (2.32)  теңлемени  аппроксимация еткенде t   бойынша  екинши  

тәртипли  туўындыны  алмастырыў  ушын  түрпайы  шеп  тәреплеме  

айырмалы  қатнаслар  пайдаланылды.  Егерде  ttu   дара  туўындыны  

алмастырыў  ушын  үш  қоңсы  түйинлерде u   функцияның  анық  

симметриялы  аңлатпасынан  пайдалансақ,  онда  есаплаў  схемасы  есаплаў  

ушын  қолайсыз  болыўы  мүмкин.  Буны  торлар  усылы  тийкарында  да  

кӛриў  мүмкин.  Екинши  тәртипли  туўындыны  оң  тәреплеме  қатнаслар  

менен  алмастырыўға  тийкарланған  есаплаў  схемасы  да буған  мысал  

болады. 

(2.38)-(2.40)  мәселе  менен  салыстырғанда  жоқары  тәртипли  

аппроксимация  қәтелигине  ийе  болған  туўрылар  усылының  кесесине  

схемасын жасаў  ушын,  ttu   ҳәм tu  дара  туўындыларын  оң  тәреплеме  

айырмалы  қатнаслар менен алмастырып, (2.38) ге  уқсас  схеманы  дүзиў 

керек. Басланғыш  шәртлерин  аппроксимациялаў  әдетте  (2.42)  жуўық  



  

 

теңлик жәрдеминде  әмелге асырылады.  Бундай  есаплаў  схемасының  

аппроксимация  қәтелиги 2   тәртипли шама  болады.  

Егерде  (2.22)  түрдеги  формуланы  пайдалансақ,  онда  дәслепки  

теңлемени  аппроксимациялайтуғын  үш  қатламлы  дәллиги  жоқары  болған  

схеманы  жасаў  мүмкин.  Буның  ушын  дәслеп  сәйкес  алмастырыў  

жәрдеминде,  теңлемеден t  ўақыт  бойынша  изленип  атырған  функцияның  

биринши  туўындысын жоқ етиў керек. Дәслепки  берилген  теңлемени  

алмастырыўдың  дәллигин  жоқарылатыў ушын  кӛп  қатламлы  

аппроксимациялаў  усылынан  пайдаланыў  мүмкин.  (Бул  усыл  

параболалық  түрдеги  теңлемелер  ушын  қаралған  усылға  уқсас  болады.) 

     Гиперболалық  түрдеги  теңлемелер  ушын  қойылған  аралас-

шегаралық  мәселелерди  туўрылардың  кесе  схемасы  усылы менен шешиў,  

параболалық  теңлемелер  ушын  қойылған  аралас-шегаралық  мәселелерди  

туўрылар  усылының кесе  схемасын шешиўге  жүдә  уқсас.  Бундай 

уқсаслық усылдың  бойына  схемасында да кӛринеди. Буның  ушын мәселе  

қаралып  атырған  областты  ,nhxx n  Nn ,....,1,0   )1(Nh   туўры  

сызықлар  арқалы  бӛлеклерге  бӛлемиз.  Онда  параболалық  теңлемелер  

ушын  туўрылар  усылының   бойына  схемасына  уқсас  етип,  (2.32)-(2.34)  

мәселе  ушын  туўрылар  усылының  бойына  схемасын  қурамыз: 

1 1 1 1
2

( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )
" ( ) ( ) ' ( ) ( ) ( )

2

( ) ( ) ( ), 0

n n n n n
n n n n n

n n n

u t u t u t u t u t
u t g t u t a t b t

hh

c t u t f t t

     (2.43) 

),()( 00 ttu     )()( 1 ttuN        ,0t                           (2.44) 

),()0( nn xu        (0) ( ),n nu Ф x       ,...,2,1n    1N ,                   (2.45) 

бул жерде ),(),( 00 tutxu  )(),( tutxu NN   ҳәм т.б.(2.43)-(2.45)  аппроксимация  

мәселесин  ),( txu   функциясын  ,nxx   , . . . ,2,1n ,1N   туўрыларда  жуўық  

алмастырылған  ),(tun   , . . . ,2,1n  1N   белгисиз  функцияларға  қарата  



  

 

екинши  тәртипли, сызықлы әдеттеги дифференциаллық теңлемелердиң 1N  

системасы  ушын  Коши  мәселесин  шешиўге  келтиремиз. 

(2.43)-(2.45) схеманы қурыў схемасы  параболалық теңлемелер ушын 

туўрылар усылының бойына схемасын  қурыўға уқсас. 

Биз енди  

( , )tt xxu u f x t                                                 (2.46) 

тар тербелис  теңлемеси  ушын  ,0 lx  0 t   областта  қойылған  

                               ),(
10

xu
t

      0 2| ( )t tu y x   (0 )x l              

     0 1| ( )xu t ,      2| ( )x lu t   (0 )t                              (2.47) 

аралас -  шегаралық мәселени туўрылар усылы менен шешиўди 

қарастырамыз.  

, 0,1,..., 1;
1

k

l
x x kh k n h

n
. 

Параллел туўрыларды ӛткиземиз nxx туўрыларында (2.46-2.47) мәселениң  

дәл шешимин )(xuk  пенен белгилеймиз   

Егер 
k

xx x x
u  айырмалы қатнасы 

1 12

1
( , ) 2 ( , ) ( , )k k ku x t u x t u x t

h
 

айрырмалы  катнас  пенен  алмастырсақ,  онда  туўрылар  усылының  

тӛмендеги  теңлемелер  системасын  аламыз: 

1 12

0 1 1 2

1
'' ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ),( 1,2,..., )

( ) ( ), ( ) ( ).

k k k k k

n

U t U t U t U t f t k n
h

U t t U t t

            (2.48)  

Басланғыш  шәртлер  болса 

1 1,(0) ( ) ,k k kU x    2 2,(0) ( )k k kU x   ),...,2,1( nk  

бул  (2.48)  теңлеме  (2.46)  теңлемени  2h   тәртип  пенен  аппроксимирлейди.  

)(xUk   функция  ky y   туўрылардағы   )( 2hO   ағзаларды  таслағандағы  

шешим. 



  

 

Туўрылар усылының (2.46) теңлемени буннан да дәл 

аппроксимирлейтуғын теңлемелер системасын  аламыз.  Буның ушын  ),( txu   

функция x  ӛзгертиўши бойынша 
kx  ноқаттың дӛгерегинде Тейлор  қатарына 

жиклениўинен  пайдаланып  аламыз. 

Буған  уқсас  
2

2

( , )ku x t

x
  функцияның  жиклениўинен  аламыз: 

2 2 2 4
2 41 1

2 2 2 4

( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , )
( )k k k ku x t x t u x t u x t

h O h
x x x x

 

Бул еки теңликтен 
4

4

( , )ku x t

t
 ағзаны жоқ етип  аламыз: 

 

2 2

1 1 2

2 2 2
61 1

2 2

5 ( , )
( , ) 2 ( , ) ( , )

6

( , ) ( , )
( )

12

k
k k k

k k

h u x t
u x t u x t u x t

x

h u x t u x t
O h

x x

                            (1.24') 

(2.46)  дифференциал  теңлемеден  аламыз: 

2 2
''

2 2

( , ) ( , )
( , ) ( ) ( )k k

k k k

u x t u x t
f x t u t f t

x t
. 

Бул  теңлемениң   оң  тәрепин  (1.24')  теңлемеге  апарып  қойсақ: 

).()()(
12

1
)(

6

5

)()(2)(
1

)()(
12

1
)(

6

5

4

11

112

''

1

''

1

''

hOtftftf

tututu
h

tututu

kkk

kkkkkk

 

)( 4hO  ағзаны таслап, )(tuk  функцияны )(tU k  функциясы менен алмастырып,  

туўрылар усылының тӛмендеги теңлемелер системасына ийе боламыз: 

'' '' ''
1 1 1 12

1 1

0 1 1 2

5 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )

6 12

5 1
( ) ( ) ( ) , (1,2,..., )

6 12

( ) ( ); ( ) ( ).

k k k k k k

k k k

n

U t U t U t U t U t U t
h

f t f t f t k n

U t t U t t

                 (2.49) 

Буған  басланғыш  шәртлер: 

1 1, 2 2,(0) ( ) ; (0) ( ) ,( 1,2,..., )k n k k k kU x U x k n                     (2.50) 



  

 

  Бул  система  4h   тәртипли  аппроксимацияға  ийе.  (2.48) ҳәм  (2.49)  

теңлемелер  системасы  сызықлы,  биртекли  болмаған  әдеттеги 

дифференциаллық теңлемелер  системасы.  Бул  системаларды   шешиў  

ушын  буларға  сәйкес  биртекли  системалардың  улыўма  шешими  

табылады.  Дәслеп  (2.49)  системаға  сәскес  биртекли  системаны  жазамыз: 

'' '' ''
1 1 1 12

0 1

5 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 0

6 12

1,2,..., ; ( ) ( ) 0

k k k k k k

k

U t U t U t U t U t U t
h

k n U t U t

    (2.51) 

Буның  дара  шешимин 

)()()( tvttUk
 

кӛринисте  излеймиз. 

  Буны  (2.51)  теңлемелер  системасының  орнына  қойып  аламыз: 

2

5 1 1 ( )
''( ) ( ) ( 1) ( 1) ( 1) 2 ( ) ( 1) 0

6 12 12

v t
v t k k k k k k

h
 

),...,2,1,0( nk  

0)1()0( n  

Бул системаны шешиў ушын ӛзгериўшилерди ажратыў усылынан  

пайдаланамыз,  яғный: 

const

kkkh

kkk

t

t 2

2

''

)1(
12

1
)1(

12

1
)(

6

5

)1()(2)1(

)(

)(
               (2.52) 

)(k ны  табыў  ушын  биз  тӛмендеги  мәселеге  ийе  боламыз: 

0)1(
12

1
1)(

6

5
2)1(

12

1
1 222222 khkhkh              (2.53) 

0)1()0( n  

(2.53)  тиң  улыўма  шешими 

1 1 2 2( ) k kk c c  

кӛринисте  болады,  бул  жерде  1  ҳәм  2   лер 

01
12

5122
22

22
2

h

h
 

теңлемениң  коренлери.  Шегаралық  шәртлеринен  аламыз: 



  

 

0)()1( 1

2

1

1

1

22

1

11

nnnn cccn  

Солай  етип  

2

11 1

2

1 ,

is

n ne    ),...,2,1,0( ns  

яки  Виет  теоремасы  бойынша  1 2 1  болғанлығы  ушын, 1

2

1

1
n

is

e  

Буннан  басқа  да  

1
cos2

12

2122
2122

22

n

s

h

h
 

теңликке  ийе  боламыз. 

1
cos

1
cos12512 2222

n

s
h

n

s
h  

2 ты  табамыз: 

2 2 0

2

22 0

( )24sin 24sin
2( 1) 2 ,( 1,2,..., )

( )
(5 cos )5 cos

1

s

s
s

s y y

n c s n
y ys

hh
en

 

Онда 

1 1
1( ) ( ) sin sin

1

( 1,2,..., )

isk isk

kn n
s

sk sx
k c e e c c

n l

s n

 

Егер  0s  болса, 0)(0 k  тривиал шешимге ийе боламыз, (2.52)  теңлемеден  

аламыз 

0)()( 2'' tt  

Бул  турақлы  коэффициентли,  бир  текли  теңлемениң  улыўма  шешими 

tBtAt sssss sincos)(  

болады.  Онда 

, ( ) sin ( cos sin )k
k s s s s s

sx
U t A t B t

l
 

Демек,  онда  (2.51)  биртекли  сызықлы  әдеттеги дифференциаллық 

теңлемелер    системасының  шешими 



  

 

1
( ) sin ( cos sin )

n
k

k s s s s
s

sx
U t A t B t

l
                                (2.54) 

бул  жерде  
ss BA , - еркли  турақлылар.  Турақлыларды  вариациялаў  усылы  

менен  (2.49)  биртекли  емес  системаның  дара  шешимин  табамыз.  Оның  

улыўма  шешими бул системаның дара  шешими  ҳәм  оған  сәйкес  биртекли  

системаның  (2.54)  улыўма  шешиминиң  қосындысы  түринде  болады.  
sA  

ҳәм   
sB   турақлылар  болса   (2.50)  шәртлеринен  анықланады. 

    (2.48)  биртекли  емес  әдеттеги дифференциаллық теңлемелер  

системасына  тийисли  биртекли  система. 

),...,3,2,1(),sincos(sin)( ''

1
nktDtc

l

sx
tU ssss

k
n

s
k  

улыўма  шешимге  ийе  болады,  бул  жерде  

2

2

2' 2
sin4

h

x
l

s

s . 

Егер  басланғыш  ҳәм  шегаралық  шәртлер  биртекли  болса,  ал  ),( txf   

функция  болса  қандай  да  бир  С  турақлысы  ушын 

2 2
0

0 0 0

, ,
T l l

tf dxdt c f dx c  

2

0 0

T l

xf dxdt c  

шәртлерин  қанаатландырса,  онда  ,0 lx   Tt0   қәлеген  

туўрымүйешликте  (2.46)-(2.47)  мәселениң  улыўма  шешимине  туўрылар  

усылы  менен  алынған  шешими  жыйнақлы   болады. 

Енди  биз  биртекли  емес  тар  тербелис  теңлемеси  ушын  қойылған  

тӛмендеги  мәселени  қараймыз: 

2

2

min min

( ) ( ) ( ) ( , );

( ) 0, ( ) 0, 0 , 0 ,

u u
x x q x u f x t

x xt

x x x t T

 

Ttttuttu 0),(),(),(),0( 21  , 



  

 

xxxuxxu t 0),()0,)(),()0,( 21
. 

  Бул  мәселениң  khxx n
  туўрылардағы  шешиминиң  жуўық  мәнисин  

тӛмендеги  турақлы  коэффициентли  әдеттеги дифференциаллық теңлемелер  

системасының шешими   деп  алыў  мүмкин. 

),()())()(())()((
1

)( 1112

'' tftuqtutututu
h

tu kkkkkkkkkkk  

( ), ( ), ( ), ( ) ( , )k k k k k k k kx x q q x f t f x t  
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Бул  усылдың  қәтелигин  баҳалаў  ҳәм  жыйнақлылығын  дәлиллеў  

тӛмендегише  кӛрсетилиўи  мүмкин. )(),()( tutxut kkk
  деп  белгилеў  

киритемиз. Тейлор  формуласына  жиклеўден  пайдаланып,  )(tk
  ушын  

тӛмендеги  системаға  ийе  боламыз: 
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1
)()(

1
1112

'' tRhq
h
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)1,...,2,1,0(,0)0()0(,0)()( '

10 nktt kkn                       (2.56) 

бул  жерде 

''

2
( )

3x xx xxxk u u uR t M M M M M M M                        (2.57) 

(2.57) деги  
xxxuMMM ,...,, '   турақлылар  Ttlx 0,0   туўрымүйешликте  

индексте  кӛрсетилген  шамалардың  модуллериниң  максимуми. 
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деп  алайық. 

  (2.58) деги  функцияны  дифференциаллаймыз.  (2.55),(2.56),(2.57)  

теңлемелеринен  ҳәм  шәртлеринен   ҳәм де  Коши - Буняковский   

теңсизлигинен  пайдаланамыз. 
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(0) 0I  болғанлығы себепли, 
2 2

min

( )
4

M lt
I t h болады. Буннан  басқада  

0)()( 10 tt n   болғанлығы  себепли, Коши - Буняковский   теңсизлигинен  

пайдаланып  аламыз: 
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(2.59)  ҳәм  (2.60) ден  тӛмендеги  бахалаўды  аламыз: 

min min

( )
( )

2

n k
k

Mt x l x
t h  

   Бул  жерде  М  турақлысы    
xxxuMM ,....,   турақлылар  арқалы  аңлатылады. 

 

 



  

 

4-§. Санлы мысаллар 

 

Мәселе 3. t xxu u x  теңлемениң ,0 0, 0, 0, 2 , 0u x u t u t  

шәртлердеги шешимин туўрылар усылын пайдаланып табың. 

Шешилиўи. 
2

h  деп аламыз. 0,2  кесиндисин h  адым менен 

0 0x , 1 2 3 4

3
, , , 2

2 2
x x x x  бӛлеклерге бӛлемиз. Онда 0 0f t , 

1 2 3 4

3
, , , 2

2 2
f t f t f t f t  болады. Туўрылар усылының 

бойына схемасы бойынша формуласын ҳәм де 0 4 0u t u t  шәртлерден 

пайдаланып аламыз. 
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Басланғыш шәртлер болса 1 2 30 0 0 0u u u  түрде болады. Биртекли 

емес системаның дара шешимин i iu A const  кӛринисте излеймиз. Буларды 

жоқарыдағы теңлемелер системасына қойып, iA  коэффициентлерин 

анықлаймыз: 
3 3 3
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5 7
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 кӛринисте болады, бул жерде  

2
1 2

48 2 2

10 2
, 2

2 2

48

5
, 

2
3 2

48 2 2

10 2
 

Онда теңлемелер системасының  улыўма шешими  
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кӛринисте болады. 1 2 3, ,c c c  турақлыларын шегаралық шәртлеринен 

пайдаланып анықласақ, шешим  
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болады. 



  

 

Жуўмақлаў 

 

Ҳәзирги ўақытта дара туўындылы дифференциаллық теңлемелер ушын 

қойылған шегаралық мәселелерди шешиўге кӛп дыққат аўдарылып атыр. 

Себеби жоқарыда атап ӛткенимиздей илим ҳәм техниканың бир қанша 

мәселелери  бул түрдеги мәселелери шешиўге келтириледи. 

Бул дифференциаллық теңлемелер ушын қойылған шегаралық 

мәселелер теңлемениң коэффициенлерине, салтаң ағзасына яки шегаралық 

шәртлерге байланыслы түрде,  мәселе қаралып атырған областқа байланыслы 

түрде ҳәм т.б. ҳәмме ўақыт туўрыдан туўры дәл усыллар менен шешилмейди. 

Оларды қандайда бир санлы яки жуўық-аналитикалық усыллар менен 

шешиўге туўры келеди. Жуўық аналитикалық усыллардың бир қанша 

түрлери исленип шығылған, мәселен, Галѐркин усылы, Ритц усылы, киши 

квадратлар усылы ҳәм т.б.  Жуўық аналитикалық усыллардың ишинде, ең 

қолай усыллардан бири туўрылар усылы есапланады. Жоқарыда айтылып 

ӛтилгениндей, дара туўындылы дифференциаллық теңлемениң жуўық 

шешими параллел туўрыларда изленеди ҳәм де дара туўындылы 

дифференциаллық теңлемени шешиўдиң орнына әдеттеги дифференциаллық 

теңлемелер системасы шешиледи.       

Жоқарыда кӛрсетилген жағдайлар есапқа алынып, бул магистрлик 

жумысында екинши тәртипли дара туўындылы дифференциаллық 

теңлемелер ушын қойылған шегаралық мәселелерди шешиў туўрылар усылы 

кӛрилип шығылып, оладың алгоритмлерин жетилистириў бойынша илимий-

изертлеў жумысларының нәтийжелери баянланды. Олар тӛмендегилерден 

ибарат. 

1. Туўрылар усылы жәрдеминде дара туўындылы дифференциаллық 

теңлеме ӛзгериўшилери саны кемейтирилип, сәйкес түрде бир аргумент 

бойынша алынған түйин ноқатлардың санына қарата сызықлы әдеттеги 

дифференциаллық теңлемелер системасына келтирип шешилип кӛрсетилди. 



  

 

2. Гиперболалық ҳәм параболалық түрдеги теңлемелер ушын 

қойылған мәселелер ушын туўрылар усылының кесесине ҳәм бойына 

схемасы кӛрип шығылды. 

3. Дифференциаллық теңлемелер ушын қойылған шегаралық 

мәселелердиң туўрылар усылы менен алынған шешиминиң анық шешимге 

жыйнақлылығы кӛрсетилди. 

4. Дифференциаллық теңлемелер ушын қойылған шегаралық 

мәселелердиң туўрылар усылы менен алынған шешиминиң қәтелигин 

баҳалап кӛрсетилди. 

Усылар менен бирге айырым ўақытларда туўрылар усылын 

пайдаланыўдың қолайсыз тәреплери де бар. Егер теңлеме коэффициентлери 

x  тың функциясы болса онда туўрылар усылының кесесине схемасын 

пайдалансақ, ал теңлеме коэффициентлери t  тиң функциясы болса,  бул 

жағдайда усылдың  бойына схемасын пайдалансақ, алынған 

дифференциаллық теңлемелер системасын шешиў жоқарыда айтғанымыздай 

қыйын болады. Себеби бул жағдайда бузылатуғын яки сингуляр 

коэффициентли дифференциаллық теңлемелер системасы алынады.  
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