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So’z boshi

“Matematik mantiq” fani matematika fanining muhim sohalaridan biri bo’ib,
ham amaliy, ham nazariy ahamiyatga egadir. Matematik mantiq fanining hisoblash
mashinalari,  dasturlashtirish, kibernetika va  matematikaning nazariy
muammolarini hal etishda ko‘plab tadbiqlari mavjud.

Matematik mantiq fani akademik litsey va kasb-hunar kollejlarida
o‘gitiladigan matematika, informatika va hisoblash texnikasi asoslari fanlarini
o‘qitishda ham muhim ahamiyatga ega.

O‘zbekiston Respublikasining “Ta’lim to‘g‘risida”gi qonuni, “Kadrlar
tayyorlash milliy dasturi”, O‘zbekiston Respublikasi Vazirlar Mahkamasining
“Uzluksiz ta’lim tizimi uchun davlat ta’lim standartlarini ishlab chiqish va joriy
etish to‘g‘risida”gi qarori, akademik litsey va kasb-hunar kollejlarining namunaviy
o‘quv rejalariga asosan tuzilgan matematik fanlar o‘quv dasturlariga matematik
mantiq elementlari kiritilgan. Natijada bu o°‘quv yurtlariga o‘qituvchilar
tayyorlaydigan pedagogika universitetida matematik mantiq fanini o‘qitish yanada
muhim ahamiyat kasb etdi.

O‘quvchilarga havola etilayotgan ushbu o‘quv qo‘llanma Davlat ta’lim
standarti talablari asosida tuzilgan amaldagi dasturga mos qilib yozildi.

Kitob olti bobdan iborat bo‘lib, bu boblarda: mulohazalar algebrasining
asosiy tushunchalari, ularning xossalari; mulohazalar hisobi alifbosi, aksiomalari,
keltirib chigarish qoidalari, ularning asosiy xossalari; predikatlar algebrasi, uning
formulalari va predikatlar algebrasida yechilish muammosi; predikatlar hisobi
aksiomalari, keltirib chiqariluvchi formula, keltirib chiqarish qoidalari; matematik
nazariyalar, aksiomatik nazariyalarni qurish sxemasi, interpretatsiya, model
tushunchalari;  algoritmlar  nazariyasi, hisoblanuvchi, qisman rekursiv,
umumrekursiv funksiyalar, Tyuring mashinalari haqida ma’lumotlar berilgan.

Ushbu o‘quv qo‘llanmasi nafaqat oliy o‘quv yurtlari o‘qituvchilari, talabalari,
balki, akademik litsey, kasb-hunar kollejlari o‘qituvchilari va o‘quvchilari uchun
ham tushunarli sodda tilda bayon qilinganligi sababli keng ommaga mo‘ljallangan.

Muallif o’quv qo’llanmani o’qib chiqib kitob sifatini yaxshilash uchun o’z
maslahatlarini ayamagan O’zMU algebra kafedrasining a’zolari, jumladan dotsent
R.G’ulomovga, TDIU oily matematika kafedrasi dotsenti H.Jumaevga, TDPU
matematika va uni o’qitish metodikasi kafedrasi a’zolariga, jumladan dotsentlar
D.Yunusova va N.Eshpo’latovlarga 0’z minnatdorchiligini bildiradi.



I Bob.Mulohazalar algebrasi

[.1-§. Mulohazalar ustida mantiq

Amallari

Rost yoki yolg‘onligini bir qiymatli aniqlash mumkin bo‘lgan darak gap
mulohaza deb tushuniladi.

« Qayin — daraxt », « Negrlar — oq tanli odamlar »,

«5>2», « Bugun — 5-may » kabi gaplar mulohazalarga misol bo‘la oladilar. Lekin
har ganday gap ham mulohaza bo‘la olmaydi, masalan, « Yashasin O‘zbekiston
yoshlari! », « Sen nechanchi kursda o‘qiysan? » kabi gaplar mulohazalar emas,
chunki ular darak gaplar emas.

Demak, biror-bir gap mulohaza bo‘lishi uchun, u albatta darak gap bo‘lishi
va rost yoki yolg‘onligi bir qiymatli aniglanishi shart.

O‘zbek tilidagi barcha mulohazalar to‘plamini M orqali belgilaylik. M
to‘plamning elementlarini lotin alifbosining bosmacha, indeksli yoki indekssiz
bosh harflari bilan belgilashga kelishib olamiz. Ya’ni 4, B,C, ..., 4, A4,,...,

A , - mulohazalardir. A mulohaza rost bo‘lsa, unga 1 ni, yolg‘on bo‘lsa, 0 ni mos
qo‘yamiz, ya’ni M to‘plamda quyidagi akslantirishni kiritamiz:
1, agar A rost bo'lsa,

A) =
# (4 {O, agar A yolg'on bo'lsa.

u (A) ga A mulohazaning mantiqiy giymati deyiladi. Rostlik jadvallarini
to‘ldirganimizda yozuvni ixchamlashtirish maqgsadida p (A) o‘rniga A ni yozishni
kelishib olamiz.

L.1.1-ta’rif. A va B mulohazalarning konyunksiyasi deb, A va B mulohazalar
rost bo ‘Igandagina rost, golgan hollarda yolg ‘on bo ‘ladigan A A B mulohazaga
aytiladi.

Mulohazalar konyunksiyasi mantiqiy ko‘paytirish deb ham ataladi va 4 - B



yoki A & B kabi belgilanishi mumkin.

[.1.2-ta’rif. A va B mulohazalar dizyunksiyasi deb, A va B mulohazalarning
ikkalasi ham yolg‘on bo ‘Igandagina yolg ‘on, qolgan hollarda rost bo ‘ladigan

A v B mulohazaga aytiladi.

Mulohazalar dizyunksiyasi mantiqiy qo‘shish deb ham yuritiladi va 4 + B

kabi belgilanishi ham mumkin.

[.1.3-ta’rif. A mulohaza rost bo ‘Iganda yolg ‘on, yolg ‘on bo ‘Iganda rost

bo ‘ladigan /A mulohaza A mulohazaning inkori deyiladi.

A mulohazaning inkori A4 orqali belgilanishi ham mumkin.
Mulohazalar ustida bajariladigan amallar rostlik jadvali deb ataladigan

jadvallar yordamida ham berilishi mumkin. Yuqorida ta’riflangan amallar, rostlik

jadvali quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi :

A B AAB AvB /4
1 1 1 1 0
1 0 0 1 0
0 1 0 1 1
0 0 0 0 1

Bundan tashqari yana bir gancha amallar, ya’ni :

= - implikatsiya yoki mantiqiy xulosa,

<> yoki ~ - ekvivalensiya yoki mantiqiy teng kuchlilik,
| - Shefer shtrixi,

d - Pirs strelkasi,

@ - qat’iy dizyunksiya, ya’ni 2 modul bo‘yicha qo‘shish amallari quyidagi

jadval orqali beriladi:




A B |4=B |A=B |A/B |AJYB |A®B
1 1 1 1 0 0 0
1 0 0 0 1 0 1
0 1 1 0 1 0 1
0 0 1 1 1 1 0

Takrorlash uchun savollar
1. Qanday gaplar mulohaza bo‘laoladi ?
2. Mulohazalar inkori, konyunksiyasi, dizyunksiyasi, implikatsiyasi,
ekvivalensiyasi ta’riflarini ayting.
3.  Rostlik jadvali nima ?
4.  Biri ikkinchisining inkori bo‘lgan mantiq amallarini keltiring.
Mashgqlar
1. Quyidagi gaplar ichidan mulohazalarni ajrating va ularning rost yoki
yolg‘on ekanligini aniqlang :
1.1. Sirdaryo Orol dengiziga quyiladi.
1.2. Siz qaysi oliygohda o‘qiysiz ?
1.3. O‘zbekiston Mustagqilligining 10 yilligi muborak bo‘Isin!
1.4. Har ganday son musbat.
1.5. 0 har ganday haqiqiy songa bo‘linadi.
1.6. 2, 3, 5 sonlari tub sonlar.
1.7. Barcha insonlar yoshi 20 da.
1.8. Galaktikamizda shunday sayyora bor-ki, unda hayot mavjud.
1.9. 5 soni 25 va 70 sonlarining eng katta umumiy bo‘luvchisi.
1.10.3x° — 5y +9.
2. Quyidagi juftliklarining qaysisida mulohazalar bir-birining inkori ?
2.1. 2<0, 2 >0.
22. 6<9,62>9.



2.3. «ABC to‘g‘riburchakli uchburchak», «ABC o‘tmas burchakli
uchburchak».

2.4. « f funksiya — toq » , « f* funksiya — juft ».

2.5. «Barcha tub sonlar toq» , «Shunday tub son mavjud-ki, u juft».

2.6. «Irrasional sonlar mavjud», «Barcha sonlar rasionaly.

3. Quyidagi mulohazalarning rostlik qiymatini aniglang:

3.1. Agar 12 soni 6 ga bo‘linsa, u holda 12 soni 3 ga bo‘linadi.

3.2. Agar 11 soni 6 gabo‘linsa, uholda 11 soni 3 ga bo‘linadi.

3.3. Agar 15soni 6 gabo‘linsa, uholda 15 soni 3 ga bo‘linadi.

3.4. Agar 15soni 3 gabo‘linsa, u holda 15 soni 6 ga bo‘linadi.

3.5. 12 soni 6 ga bo‘linadi, fagat va faqgat shu holda-ki, agar 12 soni 3 ga
bo‘linsa.

3.6. 15 soni 6 ga bo‘linadi, faqat va fagat shu holda-ki, agar 15 soni 3 ga
bo‘linsa.

4. Agar A orgali « 9 : 3 », B orqali « 8 : 3 » degan mulohazalar belgilangan
bo‘lsa, u holda quyidagi mulohazalarni so‘zlar orqali ifodalang va rostlik qiymatini
aniqlang :

A=>B,B=>A, /[A=B, [B=4, [A= /B, [B= /4,

A= /B,B=>/4,A<B, [A< /B, /[A<B, A< /B.

[.2-§. Mulohazalar algebrasi. Mulhazalar algebrasi alifbosi,

formula tushunchasi

Mulohazalar algebrasi tushunchasini kiritish uchun avval algebra
tushunchasini eslatib ortamiz. 4 # & to‘plam va Q - 4 to‘plamda aniglangan
algebraik amallar to‘plami berilgan borlsin. U holda (A, Q)- juftlikni algebra deb
ataymiz.

2.1-ta’rif. <M, {7 A, v, =, &} > - algebra mulohazalar algebrasi



deyiladli.

Mulohazalar algebrasini qisqacha MA deb belgilaymiz.

MA ning alifbosi quyidagilardan iborat :

A, B, C, ... —mulohazalarni belgilash uchun ishlatiladigan harflar;

i , A,V ,=,<> - mantiq amallarini belgilash uchun ishlatiladigan belgilar;

(,) -chap vao‘ng qavslar .

Mulohazalar  algebrasining asosiy tushunchalaridan bir1  formula
tushunchasidir. Unga induktiv ta’rif beramiz.

2.2 - ta’rif. 1). Har bir A, B,C, . . .harflar formuladir.

2). Agar Ava B lar formulalar bo ‘Isa, u holda

( 7/4), (ANB),(AvB),(A=B), (A< B) lar ham formulalardir.

3). 1) va 2) lar yordamida hosil gilingan ifodalargina formulalardir.

Masalan, 4, B, C lar 1) ga asosan formulalar; ( /B ),
(A=(/B)),(((A=(/B)) =A)AC)lar2) ga asosan formulalardir.

Formulalarning tarkibidagi qavslarni kamaytirish maqgsadida mantiq
amallarining bajarilish tartibini | ,A,V, = ,< deb belgilab olamiz. Demak,
qavslar bo‘lmaganda avval |, keyin A va h.k. amallar bajariladi. Bundan tashqari,
tashqi qavslarni ham ehtiyoj bo‘lmaganda tashlab yuboramiz. Bunday
o‘zgartirishlardan keyin ((A AB) v((/4) = C) ) formulani 4 AB v (/4 = C)
ko‘rinishda yozishimiz mumkin bo‘ladi.

2.3-ta’rif. Formulada gatnashgan mantiq amallari soni formulaning rangi
deyiladi.

Yugqorida keltirilgan formulaning rangi 4 ga teng.

2.4-ta’rif. 1. A formula A dan iborat bo ‘lsa , uning formulaosti fagat uning
o zidan iborat.

2. Agar formulaning ko ‘rinishi A * B dan iborat bo ‘lsa, u holda uning
formulaostilari A, B, A * B hamda A va B larning barcha formulaostilaridan

iborat bo ‘ladi. Bu yerda *- A, v, =, < amallaridan biri.



3. Agar formulaning ko ‘rinishi | A bo‘lsa, uning formulaostilari A

formula, A formulaning barcha formulaostilari, /4 ning o ‘zidan iborat.

4. Boshga formulaostilari yo ‘q.

2.5-misol. (A A B) = [A formulaning formulaostilari ta’rifga ko‘ra
quyidagilardan iborat :

A, B, |4, AAB, (AAB)=]A.

Agar 4 formula tarkibiga faqat 4, 4 ,, ..., 4, —mulohazalar kirgan bo‘lsa,
bu mulohazalarni propozitsional o zgaruvchilar deb ataymiz va formulani ehtiyoj
bo‘lganda 4 (A4, A, ..., A,)ko‘rinishda yozamiz.

Koordinatalari 0 yoki 1 lardan iborat (i, i, ..., i,) vektor, buyerda i
lar 0 yoki 1 lardan iborat, propozitsional o ‘zgaruvchilarning giymatlari tizimi
deyiladi.

A, A, ..., A, propozitsional o‘zgaruvexilarning barcha qiymatlari tizimi
2" ta ekanligini ko‘rish qiyin emas. Demak, agar mulohazalar algebrasining biror 4
formulasi tarkibiga » ta mulohaza kirgan bo‘lsa, bu formulaning rostlik jadvalida
2" ta qiymatlar tizimi qatnashar ekan.

2.6-misol. A AB = [A vC formulaning rostlik jadvalini tuzing.

A B C | /4 |44B JAvC | AAB= [AvC
1 1 1 0 1 1 1
1 1 0 0 1 0 0
1 0 1 0 0 1 1
1 0 0 0 0 0 1
0 1 1 1 0 1 1
0 1 0 1 0 1 1
0 0 1 1 0 1 1
0 0 0 1 0 1 1

Takrorlash uchun savollar



. Mulohazalar algebrasi deb nimaga aytiladi ?

. Mulohazalar algebrasining alfavitini keltiring.

. Mulohazalar algebrasining formulasi deb nimaga aytiladi?

. Formulaning rangi nima?

. Formulaosti nima?

1
2
3
4. Mantiq amallarining bajarilish tartibini ayting.
5
6
7

. Formula uchun rostlik jadvali ganday tuziladi ?

1.

1)
2)
3)
4)
5)
6)
2.

Mashgqlar
Quyidagi ifodalardan gaysilari formula ekanligini aniglang :
AVBA A& C= B,
A=BC A,
JAdv [Be]]C;
(AAB)v(/AAB&C)A(AB);
(AAB)C)=JA;
(Av /B)=(CJ4).

A vB A /4 < C formuladan gavslar yordamida hosil gilish mumkin

bo‘lgan barcha formulalarni toping.

3.
1)
2)
3)
4)
4.
5.

tuzing.

Quyidagi formulalarning barcha formula ostilarini aniglang :
ASBVCA JA;

(A=B)AJC)=((AvB)=A4)= |B);
(A=B)=>(Ae [B) =>(AAB));

A= /BvC= /4= ]C.

Yuqoridagi misollarda keltirilgan formulalar ranglarini aniglang.

Yuqoridagi misollarda keltirilgan formulalar uchun rostlik jadvallari

1.3-§ . Teng kuchli formulalar
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Tavtologiya—mantiq qonuni

3.1-ta’rif. MA ning A va B formulalari berilgan bo‘lib, bu formulalar
tarkibiga kirgan barcha mulohazalar A;,. . ., A, lardan iborat bo ‘Isin. Agar
Ay, ..., A, mulohazalarning barcha giymatlar tizim (i, . . ., i, ) uchun Ava B
formulalar bir xil qiymatlar qabul qilsa, u holda, bu formulalar teng kuchli
formulalar deyiladi.

A va B formulalarning teng kuchliligi 4 = B ko‘rinishda ifodalanadi.

3.2-ta’rif. Mulohazalar algebrasining A ( A,. . ., A,) formulasi A;,. .., A4,
mulohazalarning barcha giymatlari tizimi (i, . .., i,) uchun 1 giymat gqabul
qilsa, aynan rost formula yoki tavtologiya yoki mantiq qonuni deyiladi.

Aynan rost formulani qisqacha AR deb belgilaymiz.

33-ta’rif. MA ning A (A, ..., A, ) formulasi 4;,. . ., A,
mulohazalarning barcha giymatlari tizimi (i;, . . ., i,) uchun 0 giymat gabul
qilsa, aynan yolg ‘on yoki ziddiyat deyiladi.

3.4-ta’rif. Agar mulohazalar algebrasining A (4;, . . ., A,) formulasi
Ay, ..., A, larning kamida bitta (i;, ..., i, ) qiymatlari tizimida 1 ga teng
qiymat qabul qilsa, u holda bu formula bajariluvchi formula deyiladi.

3.5-teorema. Mulohazalar algebrasining A va B formulalari teng kuchli
formulalar bo ‘lishi uchun, A < B formula aynan rost formula bo ‘lishi zarur va
yetarli.

Isbot. A4 = B bo‘lsin. U holda 4 va 8 formulalarga kirgan barcha
propozitsional o‘zgaruvchilarning barcha qiymatlari tizimlarida 4 va @ formulalar
bir xil qiymatlar qabul giladi. Ya’ni, 4 < 3 = 1 bo‘ladi.

Aksincha, 4 << 8=1 bo‘lsa, A= 1 bo‘lganda =1 va 4= 0 bo‘lganda,
B=0 bo‘ladi.

Shunday qilib, 4 = B bo’lishi uchun 4 < B mantiq qonuni bo’lishi zarur va

10



yetarli.

11

3.6. Asosiy teng kuchli formulalar.

1.

I I T S

— o e e~~~ e~~~ i~
O ©® N S AR Wb~ O

20.

A n A =4 (konyunksiyaning idempotentlik qonuni).

A v A =4 (dizyunksiyaning idempotentlik qonuni).
Anl=4.

Avi=1.

An0=0.

Av0O=4.

A v /A4 =1 — uchinchisini inkor gilish qonuni.

A A [A =0 -ziddiyatga keltirish qonuni.

/( /4) =A - qosh inkor qonuni.

A A(BvA)=A4.

Av(BrAd)=A4.

ASB=(A=>B)A(B=A4).

A=B=/4AVB.

[(AAB)=]Av /B,

[(AvB)=]4A /B,

AAB=](]4v[B)

AvB=](]4A [B)

A A B =B A A-konyunksiyaning kommutativlik qonuni.
A v B =B v A— dizyunksiyaning kommutativlik qonuni.
AAn(Bv(C)=(AAB)v(AAC)-Aningv ga

nisbatan distributivlik qonuni.

21.

Av(BaC)=(AvB)a(AvC)- vnng A ga nisbatan

distributivlik qonuni.

22.
23.

AA(BAC)=(AB) A C—konyunksiyaning assotsiativlik qonuni.
Av(Bv(C)=(A vB) vC-dizyunksiyaning assotsiativlik qonuni.

11
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Bu tengkuchliliklar rostlik jadvallari yordamida isbotlanishi mumkin.

Masalan, 20-tengkuchlilikning isboti uchun rostlik jadvali tuzamiz :

A |B |C |AAB |AAnC |BvC | AABvC) |[(AAB)v([AAC)
1 |1 |1 1 1 1 1 1
1 |1 |0 1 0 1 1 1
1 |0 |1 0 1 1 1 1
1 |0 |0 0 0 0 0 0
0 |1 |1 0 0 1 0 0
0O |1 |0 0 0 1 0 0
0 |0 |1 0 0 1 0 0
0 |0 |0 0 0 0 0 0

Rostlik jadvalidagi oxirgi ikki ustunlar mos qatorlaridagi qiymatlar
tengligidan ko‘rinadiki :
AA(BvC)=(AAB)v(AAC).
Takrorlash uchun savollar
1. Mulohazalar algebrasining teng kuchli formulalariga ta’rif bering.
2. Mantiq qonuni deb nimaga aytiladi ?
3. Mulohazalar algebrasida ziddiyat deb nimaga aytiladi?
4. Bajariluvchi formula ta’rifini ayting.
5. Mulohazalar algebrasining formulalari teng kuchli bo‘lishining zarur va
yyetarli shartini keltiring.
6. Uchinchisini inkor qilish, yutilish, qo‘sh inkor va ziddiyatga keltirish
gonunlarini ifodalang.
Mashgqlar
l. Quyidagi formulalarning aynan rost ekanligini isbotlang :
)(A=B) (/A /B);
N(A=>B)=>(A=(B=C)) =(A=C));

12
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3)(A=>B)=>(B=4)=>(4A<<B));
4Y(A=>C)=>(AvB)=(CvB)).

2. Quyidagi formulalarning aynan yolg‘on ekanligini isbotlang :

) A A(Ba(]Av]B)):;

2) NI(AvB)=](A AB));

3)  J(A=(B=4));

49 J(A=>C)=>(B=C)=(AvB=C));

5) /(A=B)=(AAC)=(BAAd)).

3. Quyidagi formulalarning qaysilari bajariluvchi ekanligini aniglang :
1) /(A= ]4);

2) (A=>B)=>(B=4);

3) (B=(AAC)Al(AvC)=B);

4) /(A< /B)vC)AB;

5) (AAB)=(CvB)=(Bna/[B)).

4. 3.6 da keltirilgan tengkuchliliklarni rostlik jadvallari yordamida isbotlang.

[.4-§. Formulalarni teng kuchli almashtirish

Agar 4= B bo‘lib, 4 va B formulalar tarkibiga kirgan 4 qism formulani 4 ga
teng kuchli bo‘lgan B formula bilan almashtirsak, yana teng kuchli formulalar hosil
bo‘lishi ravshan. Buni gisqacha

A(A)=B(A) , A =B
A(B)=8(B)
ko‘rinishda yozishni kelishib olamiz.

4.1-misol. A <B== (/A [B)v(BnaA) tengkuchlilikni isbotlang.

3.6 da keltirilgan tengkuchliliklardan foydalanib, quyidagi teng kuchli

formulalar ketma-ketligini hosil qilamiz :

13
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AeB=(A=B)A(B=A)=(]AvB)Ar([BvA)=
=((/AvB)AIB)v(]AVvB)Ad)=([AdA [B) v
V(BA/B)v(JAAA) v(BAA)=(]AA[B)vOv
vOV(BAA)=(]AA[B) v(BAA).

Takrorlash uchun savollar

1. Mulohazalar algebrasining formulasi, qism formulasi deb nimaga
aytiladi ?

2. Teng kuchli formulalar deb qanday formulalarga aytiladi ?

3. Idempotentlik, kommutativlik, assotsiativlik, distributivlik qonunlarini
ifodalang.

4. Formulalarni teng kuchli almashtirish deganda nimani tushunasiz ?
Mashgqlar
1. Teng kuchli almashtirishlar yordamida quyidagi formulalarni

soddalashtiring :
) J(/JAvB)=(AvB)=A4);
2 NJAAIB)v(A=B)AAd);
3) (A=>B)A(B=>A)A(AVvB),
4 (A=B)A(B=TA)A(C=A);
5 (AAC)v(AA]C)v(BAC)v(IAABAC).

2. Teng kuchli almashtirishlar yordamida quyidagi formulalarni shunday
almashtiringki, natijada hosil bo‘lgan formulalarda fagat | va A amallari
qatnashsin :

) (AvB)=(]A=C);
2) (/A=B)v /(A=B);
3) (AvBvC)=A4)v(C;
49 (A=>B)=C)=/A4;
5) (Av(B=C)) =A4.

3. Teng kuchli almashtirishlar yordamida quyidagi formulalarni shunday

14
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almashtiring — ki, natijada hosil bo‘lgan formulalarda faqat 1 va v amallari
qatnashsin :
1) (A=B)=(BAC);
2) (/A A/B)=(AAB);
3)) ((/AA/B)vC)=(CAIB);
49 (A=(BAC))=(/B=/4) = /B;
5) (A=B)A(B=(C))=(4A=C).
4. Quyidagi formulalarning inkorini toping :
1) (AA(Bv]C)) v(/AAB);
2) (([AA/BAJC)vD)ATOAJRA P,
3 (([AA(/BvC) vD)A Q) Vv(IRA(PVIF));
4) (Ar(/Bv(]CAD))v]O)AR.
5. Teng kuchli almashtirishlar yordamida quyidagi formulalarning ziddiyat
ekanligini isbotlang :
) (A=B)A(B=A)A(AAB)v(]AAB));
2) (AAB)=(JAv(AAB)A((IBV(AAB)) = (AA]B));
3) ((A=B)A(B=C))= [(A=C);
49 (A=B)Ar(Ad= [B)AA;
5) (AAIB)v(AAIC)) a(A=B)ar(Ad=C)).

I.5-§. Bul algebrasi. Ikki qiymatli funksiyalar.

5.1-ta’rif . Bo'sh bo‘lmagan M to'plam va unda aniglangan " + " -

" " _ ko ‘paytirish, " - " — inkor amallariga nisbatan quyidagi shartlar

qo ‘shish ,
bajarilgan bo ‘Isin :
1. x +u =u +Xx - qo ‘shishga nisbatan kommutativiik gonuni.
2.x-u=u-x - ko ‘paytirishga nisbatan kommutativlik gonuni.

3. (x+u) +z=x+(y +z) -qo ‘shishga nisbatan assotsiativlik gonuni..
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4. (x-u) z=x-(y-z)—ko'paytirishga nisbatan assotsiativlik gonuni.
5. x +x =x qo‘shishga nisbatan idempotentlik gonuni.
6. x - x =x — ko ‘paytirishga nisbatan idempotentlik gonuni.

7 x =x- qo ‘sh inkor gonuni.

8 x+y= X - )_/

9. ﬂ = x+ )_/ - de — Morgan qonunlari.

10. x +(u-x) =x

1l.x (u+x) =x } - yutilish qonunlari.

12.(x+u)-z=(x-z) +(y-z)-qo'shishning ko ‘paytirishga nisbatan
distributivlik gonuni.

13.(x-y) +z=(x+2z) - (y +z) —ko 'paytirishning qo ‘shishga nisbatan
distributivlik gonuni

uholda <M ; +, -, > algebra Bul algebrasi deyiladi.

5.2-Misollar. 1. 1.3.6 dagi tengkuchliliklardan ko‘rinadiki, mulohazalar

n

algebrasida konyunksiyani " - ", dizyunksiyani " +" ga mos qo‘ysak, mulohazalar
algebrasi Bul algebrasiga misol bo‘la oladi.
2. To‘plamlar algebrasi, unda aniglangan " N " to‘plamlar kesishmasi," U "

n s n

— to‘plamlar birlashmasi , — to‘plam to‘ldiruvchisi amallari 5.1 dagi
xossalarga ega ekanligidan uning Bul algebrasini tashkil etishini ko‘rish mumkin.
S53-ta’rif. X ={ 0, 1 } —ikki elementli to ‘plam berilgan bo ‘Isin. U holda
f:X'>X(n=012...)- funksiya n — o ‘zgaruvchili Bul funksiyasi yoki 2 -
qiyvmatli funksiya deyiladi.
n =0, bo‘lganda, X to‘plamning ajratilgan elementlarini, ya’ni 0 yoki 1 ni

hosil qilamiz. Mulohazalar algebrasining ixtiyoriy formulasi ikki qiymatli

funksiyaga misol bo‘la oladi. Masalan, 4 v B —formulani qaraylik.

A B A vB
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1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0

Demak , f(x,y ) =x v y— Bul funksiyasi ekan. Umuman,
A(A,, ..., A,)—formulan o‘zgaruvchili Bul funksiyasidir.

Endi teskari masalani ko‘raylik. Ixtiyoriy F (X, . . ., X, ) — Bul funksiyasi
berilgan bo‘lsin. Bu funksiyani mulohazalar algebrasining formulasi orqali
ifodalash mumkinligini ko‘ramiz :

A=F(L 1 ...,1)AX;AXon... /X, v

VE(L ..., L0)AX;A. .. AX, A 7Xn\/... 1%

vF(0,0,..., 0)AIXon ... A X, (1)-
formula mulohazalar algebrasining F ( X, . . ., X,) — Bul funksiyasiga teng
bo‘lgan formuladir. Bu tasdigni (X;, . . ., X ,) — propozitsional o‘zgaruvchilar

tizimiga (1,...,1), (1,...,1,0),...,(0,...,0) qiymatlar tizimini qo‘yib,
tekshirib chiqish mumkin. ( 1, . . ., 1, 0 ) qiymatlar tizimi uchun tenglikni
tekshiraylik. 3.6 dagi tengkuchliliklarga asosan :

F(L1...,0)A1TA..AOVF(Ll,....1,O)ATALlA

A AlOV ...vF(O,...,O)/\—‘l/\—‘l/\... A0 =

=F(1L,....,1)AOVF(L....,LO)AlALlA...AlV

V...V F(0,...,0)A0=0VvF(I1,...,1,0) v

v...v0= F(L,1,...,0).

Agar (1) formulada 0 ga teng bo‘lgan qo‘shiluvchilarni tashlab va 1 ga teng
ko’paytuvchilarni 1 A 4 = A tengkuchlilikdan foydalanib tashlab yozsak, (1)
formulaning ko‘rinishi ancha soddalashadi.

Shunday qilib, (1) ni faqat propozitsional o‘zgaruvchilardan tuzilgan va
quyidagi shartlarni qanoatlantiradigan formula shaklida yozish mumkin :

1. Formuladagi har bir qo‘shiluvchida F ( X, . . ., X, ) funksiyaga
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kirgan barcha X, ..., X, o‘zgaruvchilar gatnashadi.

2. Formulada bir xil qo‘shiluvchilar yo‘q.

3. Har bir qo‘shiluvchida X, . . ., X, o‘zgaruvchilar fagat bir martagina
qatnashadi.

Agar F ( X;, . .., X, ) funksiyaning rostlik jadvali berilgan bo‘lsa, uni
mulohazalar algebrasining formulasi orqali ifoda qilish uchun X, ..., X
o‘zgaruvchilarning F (X, ..., X, ) funksiya 1 ga teng qiymat gabul giladigan
qiymatlari tizimlarinigina ajratib olamiz. Bunday qiymatlar tizimi uchun X
o‘zgaruvchi 1 ga teng qiymat qabul qilsa, Xj ni o‘zini, aks holda X ning inkorini
olib Xj, ..., X, o‘zgaruvchilardan konyunksiyalar tuzib olamiz. Hosil bo‘lgan
barcha konyunksiyalarning yig‘indisi F ( X;, . . ., X, ) formulaning ifodasi
bo‘ladi.

5.4-misol. F ( X;, X,, X5 ) — ikki qiymatli funksiya faqatgina ( 1, 1, 0 ) va
(0,1,1) qiymatlar tizimlaridagina 1 ga teng qiymat qabul qilsin. F' (X}, ..., X, )
ni mulohazalar algebrasining formulasi orqali ifodalaylik.

Echim. X;, X,, X5 — o‘zgaruvchilarning ( 1, 1, 0 ) qiymatlari tizimiga

XinXon 7X3—k0nyunksiya, (0,1,1)gaesa [XiA X> A X; - konyunksiya
mos keladi. U holda, F (X, X5, X;) g X AXon [Xs v [Xi AXo AKX

5.5-natija . F (X, . .. X, ) ikki giymatli funksiya berilgan bo ‘Isin. U holda,

F(X,...,.X,)=(F(1L,...,1)v

vIiXiv ..., \/7Xn)/\F(],...,],0) v /X, v,

e VX i ATX) AL A(F(0,0,...,0) v
vX;v... vX,).

Isbot. Haqigatan ham, yuqorida F ( Xi, . . ., X, ) funksiya uchun hosil
qilingan ifodaga asosan :

JF(X,....X)=(F(L...,1)AX;A...7AX,) A

/\(7F(1,...,1, 0) AXiAn. .. AX A 7Xn)/\.../\

ACTF(0,...,0) A IX;A. . . A ]X,).
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Qo‘sh inkor va de Morgan qonunlariga ko‘ra

AIX ) v V(F(0,...,0) A IXiA...AIX,) =
=(F(1,..., I)v/iX;v...vIX,)A(F(1, ..., 1,0)v
\/7X1\/...\/7Xn_1\/Xn)/\.../\(F(0 ..... 0) v
vXiv...vX,).

Takrorlash uchun savollar

1. Algebra deb nimaga aytiladi ?

2. Bul algebrasi ta’rifini keltiring va unga misollar keltiring.
3. 2 qiymatli funksiya nima ?
4. 2 qiymatli funksiya orqali mulohazalar algebrasining formulasini

ifodalash mumkin—mi ?
Mashqlar

1. Faqatgina quyidagi tizimlarda 1 gqiymat qabul qiladigan F(X,, . .., X,)
ni mulohazalar algebrasining formulasi orqali ifodalang :

) (0,0);

2)  (0,1);

3)  (1,1);

4) (0,1,1);

5 (1,0,0);

6) (1,0,1,1);

7 (0,1,1,1).

2. Berilgan shartlarni qanoatlantiruvchi formulalarni aniglang :

1) F(0,0)=F(1,1)=1;

2) F(0,1,0)=F(1,0,1)=F(1,1,1)=1;

3) F(0,1,1)=F(1,0,0)=1;

4 F((0,1,0,1)=F(1,0,1,0)=F(1,0,0,0)=
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=F(L,LLL0)=F(1,1,1,1)=1.
3. Faqatgina quyidagi tizimlarda 0 qiymat qabul giladigan

FcXx, ..., X, ) ni mulohazalar algebrasining formulasi orqali ifodalang :

D (0,0);

2)  (L0);

3)  (L1);

4)  (0,1,1);

5 (1,0,1);

6) (0,0,1);

7y (1,0,0,1);

8 (0,1,0,0).

4. Berilgan shartlarni qanoatlantiruvchi formulalarni aniglang :

1) F(0,1)=F(1,1)=0;

2) F(1,0,0)=F(1,0,1)=0;

3) F(1,1,1)=F(0,0,1)=F(1,1,0)=F(1,0,0)=0;

4 F(1,1,0,1)=F(0,0,1,0)=F(1,0,1,0)=
=F(0,0,1,1)=0.

[.6-§ . Ikkilik qonuni
6.1-ta’rif. Mulohazalar algebrasining A formulasida [, A, v mantig

amallaridan boshga mantiq amallari gatnasmasa va / amali qatnashsa u faqat
propozitsional o zgaruvchilargagina tegishli bo ‘Isin, u holda A keltirilgan formula
( forma ) deyiladli.

6.2-lemma . Agar mulohazalar algebrasining A formulasi keltirilgan
formula bo‘lsa, u holda mulohazalar algebrasining /A4 formulaga teng kuchli

keltirilgan formulasi mavjud.
Isbot. Formula rangi bo‘yicha matematik induksiya metodini qo‘llaymiz.

Formula rangi 0 ga teng bo‘lsa, 4 formula propozitsional o‘zgaruvchidan iborat
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bo‘lib, isbot ravshan. Rangi k& ( k£ > 1 ) dan kichik formulalar uchun teorema
tasdig‘i to‘g‘ri bo‘lsin, deb faraz qilamiz. 4 - rangi k& ga teng formula bo‘lsin.
Formula ta’rifiga ko‘ra 4 -keltirilgan formula 3 A ¢ yoki ®v C ko‘rinishda
bo‘ladi. U holda, | 4 formula | v 1¢ yoki |®8A | formulalardan biriga teng
kuchli bo‘ladi. B va ¢ formulalarning rangi & dan kichik bo‘lganligi uchun, | ®
va | ( larga mos ravishda teng kuchli bo‘lgan keltirilgan ®' va ¢’ formulalar
mavjud.

Demak, 4 formula @' v C' yoki B' A C' keltirilgan formalardan biriga
teng kuchli bo‘ladi.

6.3-teorema. Mulohazalar algebrasining ixtiyoriy A formulasiga teng kuchli
keltirilgan formula mavjud.

Isbot. Formula rangi bo‘yicha matematik induksiya metodi bilan isbot
qilinadi. Agar formulaning rangi 0 ga teng bo‘lsa, u propozitsional o‘zgaruvchi
bo‘lib, i1sbot ravshan.

Ixtiyoriy natural k£ > 1 uchun rangi k& dan kichik formulaga teng kuchli
keltirilgan formula mavjud bo‘lsin. U holda, formula ta’rifiga ko‘ra, 4 formula
13 , BAC,Bv (C,B= (C, B< (¢ formulalardan biri ko‘rinishida bo‘ladi.
B A C, BV C- keltirilgan formulalar, | ® uchun esa 6.2 lemmaga asosan teng
kuchli keltirilgan formula mavjud.

® = ¢ formulani | 8 v ¢ formula bilan , B < (C formulani
(18v ) (Bv |¢) formula bilan, bu formuladagi |®, | ¢ formulalarni 6.2.
lemmaga asosan, teng kuchli keltirilgan formulalar bilan almashtiramiz. Natijada
berilgan formulaga teng kuchli keltirilgan formula hosil bo‘ladi. Shunday qilib, 2
formulaga teng kuchli keltirilgan formula mavjud.

A - keltirilgan formula, ya'ni 4 formulada |, A , v - mantiq amallarigina
qatnashib , | faqat propozitsional o‘zgaruvchilargagina tegishli bo‘lsin.

6.4-ta’rif. Mulohazalar algebrasining — A* formulasi A formuladan
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konyunksiyani dizyunksiya bilan, dizyunksiyani esa konyunksiya bilan almashtirish
natijasida hosil qilingan bo‘lsa, u holda A* va A formulalar o‘zaro qo ‘shma
formulalar deyiladi.

6.5-misol. A=(XvU)n /X - formulaga A*=(XAU) v /X formula
qo‘shma formula bo‘ladi.

6.6-teorema. Agar A va B formulalar teng kuchli formulalar bo ‘lsa, u
holda A *va B* formulalar ham teng kuchli formulalar bo ‘ladi.

Isbot. [A(X, ..., X,) = A* /X, ..., /X,) teng kuchlilikni formula
rangi bo‘yicha matematik induksiya usulini qo‘llab, isbot qilish qiyin emas.

Faraz qilaylik, 4 (X, ..., X,)=B(X,..., X, ) bo‘lsin.

Uholda, 4 ( /X, ..., /X,)=8B( /X, ..., /X,)bo‘lishi ravshan.

Takrorlash uchun savollar
1.  Mulohazalar algebrasining keltirilgan formulasi qanday formula ?
2. Agar mulohazalar algebrasining F formulasi keltirilgan bo‘lsa, u
holda /F haqidagi tasdigni ayting.
3. Mulohazalar algebrasining ixtiyoriy formulasiga teng kuchli
keltirilgan formula mavjudligi haqidagi teoremani isbotlang.
4. O‘zaro qo‘shma formulalar deb qanday formulalarga aytiladi ?
5. Ikkilik qonunini ayting.
Mashgqglar
1. Quyidagi formulalarga teng kuchli keltirilgan formulalarni hosil
qiling:
1) (A=B)A(B=4)) =(AvB);
2) (A=B)A(B=]4)) =(C=A4);
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3) (AeB)a(lAe B)=(AvB)a(]Av B));
49 (A= /B)=C)=(Ae]C);

5) (A=(B<C))=(A=B)=C).

2. Quyidagi formulalarga qo‘shma formulalarni aniglang:

1) /([AABA]C);

20 (/A [B);

3) [([AABA]C);

4 J(A8IB)AJ(AAC);

50 J(IA8/B)Al(]AAC);

6) J(JAvB)vI(IBvIC);

7)  AvBv/[(]Av/B),

8 J(l(AvB)vC)vI(Bv]IC);

9 J(lclAavI(IBvIC) v(]AvB)) v /B;

100 J(J(lAvB)v](IBvBvC)) v(]AdvC).

3. 3.6 dagi asosiy tengkuchliliklarda qatnashgan formulalarga

qo‘shmalarini aniqlang va ular ham teng kuchli ekanligini isbotlang.

1.7-§. Normal formalar. Mukammal dizyunktiv normal forma
(MDNF), mukammal konyunktiv normal forma (MKNF)
A1, Ay ..., Ay (n21) mulohazalar algebrasining formulalari bo‘lsin, u
holda (...((A\AA2)A A3)... A,)—formula 4, 4,5, ..., A,— formulalarning
konyunksiyasi deyiladiva A, A...A A, orqali belgilanadi.
(..(AyvAy)V A3)... A,)—formulaesa 4,, 4,,..., A, - formulalarning
dizyunksiyasi deyiladi va 4,v ... v A4, orqali belgilanadi.
A, Ayt o, A , — formulalarning barchasi, konyunksiya va qavslar orqali
hosil qilingan xar qanday formula 4, A ... A 4, formulaga teng kuchli . Xuddi

shunday, 4 ;,, 4,, ..., A , formulalarning barchasi, dizyunksiya va qavslar
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yordamida hosil qilingan xar qanday formula 4,v ... v 4, formulaga teng
kuchli bo’ladi (isbot qilib ko’ring).

7.1-ta’rif. Propozitsional o ‘zgaruvchilar yoki ularning  inkorlaridan
tuzilgan ixtiyoriy konyunksiya (dizyunksiya) elementar konyunksiya (dizyunksiya)
deyiladli.

7.2-ta’rif. Elementar konyunksiyalarning ixtiyoriy dizyunksiyasi - dizyunktiv
normal forma (DNF), elementar dizyunksiyalarning ixtiyoriy konyunksiyasi -
konyunktiv normal forma (KNF) deyiladi.

7.3-misol. X;, X, X; — propozitsional o‘zgaruvchilar berilgan bo‘lsin, u
holda (X; A X;) vX;—DNF ga, (X;vX;) A (X;vX;)—KNF gamisol bo‘ladi.

7.4-ta’rif. A formula X;, X, ,. . . ,X, — propozitsional o ‘zgaruvchilardan
tuzilgan elementar konyunksiya bo ‘lsin. Agar har bir propozitsional o ‘zgaruvchi,
inkori ham hisoblanganda, A da bir martadan ortiq qatnashmasa, A - to ‘g i,
kamida bir marta qatnashsa , A - to‘liq, fagat bir marta qatnashsa, A - mukammal
elementar konyunksiya deyiladi.

To‘g‘ri va to‘liq elementar konyunksiya mukammal elementar konyunksiya
bo‘lishi ravshan.

7.5-misol. X;, X, , X; —propozitsional o‘zgaruvchilar berilgan bo‘lsin. U
holda :

7X1 AX;—to'g'ri;

XA Xo A XA [Xo A [X- to lig;

X; A /X > A X3 — mukammal elementar konyunksiyalardir.

7.6-ta’rif. A - formula X, ... ,X, — o‘zgaruvchilardan tuzilgan elementar
dizyunksiya bo ‘Isin. Agar har bir propozitsional o ‘zgaruvchi, inkori ham
hisoblanganda, A - formulada bir martadan ortiq qatnashmasa, to ‘g ‘ri, kamida bir
marta qatnashsa, to‘lig, fagat bir marta qatnashsa, mukammal elementar
dizyunksiya deyiladi.

7. 7-misol. X; , X,, X; - propozitsional o‘zgaruvchilar berilgan bo‘lsin. U
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holda
X; v 7X2—to‘g‘ri,
7X1 vX; v 7X3 % 7X1 —to‘liq,
X; v /X; v X; — mukammal elementar dizyunksiyalardir.
7.8-ta’rif. Turli mukammal elementar konyunksiya ( dizyunksiya ) lardan
tuzilgan dizyunksiya ( konyunksiya ) mukammal diz yunktiv ( konyunktiv ) normal
forma MDNF ( MKNF ) deyiladi.

7.9-misol. X;, X, X; — propozitsional o‘zgaruvchilar berilgan bo‘lsin. U
holda

(XoA [XonX5) V(X AXon [X;) vi( [XiAXonX;) - MNDF;

(X;v [XovX;) A (X vXs vX;) — MKNF bo‘ladi.

7.10-ta’rif. Mulohazalar algebrasining A formulasiga teng kuchli DNF
(KNF, MDNF, MKNF ) A - formulaning DNF ( KNF, MDNF, MKNF ) si
deyiladli.

7.11-teorema. Mulohazalar algebrasi ixtiyoriy formulasining DNF (KNF)
si mavjud.

Isbot. Mulohazalar algebrasining ixtiyoriy 4 formulasi berilgan bo‘lsin.
Berilgan formulani keltirilgan formula deb garashimiz mumkin. Isbotni matematik
induksiya yordamida formula rangi bo‘yicha olib boramiz. Agar 4 rangi 0 ga
teng bo‘lsa, 4 - propozitsional o‘zgaruvchi bo‘lib, isbot ravshan. Rangi »n dan
kichik bo‘lgan barcha formulalar uchun teorema o‘rinli deb faraz qilamiz. U holda
A fagat B v C yoki B A (C ko‘rinishda bo‘lishi mumkin. Bu yerda @, (C -
formulalar induksiya faraziga ko‘ra DNF dir. Demak, v (- DNF bo‘ladi.

Agar A4 - formula B A ¢ ko‘rinishda bo‘lsa, ® - DNF bo‘lganligidan
B=®B;Vv B, bo‘ladi. U holda

BAC=(BVB)AC=(BIAC)V(BLAC).

By A C va B, A (- formulalarning ranglari » dan kichik ekanligi ravshan.

Demak ularning DNF si mavjud.
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B A C ning DNF sini B3, B, A C ning DNF sini B4 deb faraz qilsak, u
holda BA C= B; Vv 84— DNF dir.

A formulaning KNF si mavjudligini yuqoridagidek isbotlash yoki ikkilik
qonunidan foydalanib keltirib chigarish mumkin.

7.12-teorema. Mulohazalar algebrasining ixtiyoriy A -aynan yolg ‘on
bo ‘lmagan (aynan rost bo ‘Imagan) formulasining MDNF ( MKNF ) i mavjud.

Isbot. 7.11 teoremaga asosan 4 -DNF. Isbotni formulaning rangi bo‘yicha
matematik induksiya usuli bilan bajaramiz:

Aning ranglt 0 ga teng bo‘lsin. Aniqlik uchun 7 - X; dan iborat bo‘lsin. U
holda

X, sXoA =X A (Xov [Xo)=(XinXo) viXin X)) =

(XA X ) AT V(XA TXo ) Al =((Xin Xo) A (X v

vIXs )v(Xin X)) A(Xsv IX3)) S(XiAXon Xs) v

v((XiAXon 7X3) V(XA 7X2/\X3) \/(X1/\7X2/\

A 7X3) = ...=(XiAXon ... AX,) v... Vv

v (X;A [Xon. .. A [X,) — MDNEF.

Rangi » dan kichik barcha formulalar uchun teorema isbot qilingan, deb
faraz qilamiz va rangi » ga teng formula uchun teoremani isbot qilamiz. 4 - rangi
n ga teng formula bo‘lsin. U holda 4 fagat ®v C ko‘rinishda bo‘lishi mumkin.

Ravshanki, B va C larning ranglari n dan kichik. Demak, @ va (C lar MDNF
lardir. X v X =X tengkuchlilikka asosan @ v ( formulada bir xil mukammal
elementar konyunksiyalardan bittadan qoldirsak, @v - MDNF bo‘ladi.

A - formulaning MKNF 1 mavjudligi ikkilik qonunidan kelib chigadi.

Haqiqatan ham, 4 * formulaning MDNF si 3 - formula bo‘lsa, u holda 4
=(A4*)*=@* - MKNF dir.

7.13-izoh. Agar mulohazalar algebrasining 4 formulasini ikki qiymatli

funksiya sifatida qarasak, u holda 4 - formulaning MDNF sini ( MKNF sini) 1.5-
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§ dagi usuldan foydalanib topish mumkin.

7.14-misol. X; n ( X, v X; ) formulaning MDNF sini toping. Avval
X; A (X5 v X;)ning DNF sini topaylik. 3.6 dagi 20-tengkuchlilikka asosan :

XiA(XovX;) =(XiA X)) viiXinX;).

Xi A Xy, va X; A X; — larning  MDNF larini 3.6 da keltirilgan
tengkuchliliklar yordamida topamiz:

XinAXo =X, hAXonl =X, AXon(Xsv [X;) =

S(X A XA X)) v(XinXon [X;).

XinXs = XAl A Xs =XA(Xov [Xo) A X; =

S(X A XonXs) v(Xin [XonX;).

Bundan,

(XiAXo) viXinX;) =(XiAXonX;) viiXa

AX2A7X3) V(XiAXonX;) v(X A 7X2/\X3) =

(XiAXo A Xs) v(Xin IXonXs) viiXinXo A [X;)-

MDNF. Demak, X; A (X, v X;)— formulaning MDNF i

(XiAXoAX )V (XA oA Xs) vi(XinXon [X;)—

formuladan iborat ekan.

7.15-misol. X; v ( /X5 A X; ) formulaning MKNF sini toping.

3.6 dagi asosiy tengkuchliliklar yordamida teng kuchli almashtirishlar
bajaramiz :

X,v(XonX;) =(X; v /X)) A(X; vX;). Buyerda

Xiv/IX%=Xv/Xov0 =X, v /Xov(/X;2X;) =

=(Xiv/IXovIXs)A(Xiv [XovX;) va

XivX; =XivovX; =X, v(Xon [Xo) vX; =

=(X;vXo vX;) A(X; v [X; vX;). Uholda

Xiv(XonX;) = (Xv IXov IXs) A (X v IXo v

vX;) A (X v Xs vX;)—MKNEFE.
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Takrorlash uchun savollar

1. Mulohazalar algebrasi formulalarining inkori, konyunksiyasi, dizyunksiyasi
deb nimaga aytiladi ?

2. Elementar konyunksiya ( dizyunksiya ) nima ?

3. DNF va KNF lar ta’rifini keltiring.

4. To‘gri, to‘lig, mukammal elementar konyunksiya (dizyunksiya) lar
birining ikkinchisidan farqini tushuntiring.

5. MKNF va MDNEF larga ta’rif bering.

6. Mulohazalar algebrasining DNF ( KNF ) si nima ?

7. Mulohazalar algebrasi ixtiyoriy formulasining DNF ( KNF ) si
mavjudligini isbotlang.

8. Mulohazalar algebrasi ixtiyorty formulasining MDNF ( MKNF ) si
mavjudligini isbotlang.

Mashgqglar

1. Quyidagi formulalarni teng kuchli almashtirishlar yordamida DNF ga
keltiring :

D /(AvC)A(A=B);

2(A<B)A [(C=>R);

3)(AV(BAIC) A(AVC);

4)(A=>B)=(C=]4))=(/B=]C);

5)(A=(B=C))=(A=>/C)=(4=/B)).

2. Yugoridagi misolda keltirilgan formulalarni teng kuchli almashtirishlar
yordamida KNF ga keltiring .

3. Quyidagi formulalarning MDNF  ( MKNF ) sini teng kuchli
almashtirishlar hamda rostlik jadvallari yordamida toping:

1) Ar(A=>B);

2) (I(AAB)=JA) A [(ArB=[B):
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3) (A=B)=(B=4),

4) (A= /C)=>BAC;

5) (Av [=AAC)= (A= [4) vB A C;

6) (AAB=>BArC)=>(A=>B)=>(C=B)),

7) ([A=C)=/(/B=]4);

8 (/A= /B)=>(BAC=A47C);

9) A, =(A,=(... =2(A,.0=2A4,)...));

10)A,vA,v... A, =B, AB,A...AB,.

4. Mulohazalar algebrasining har qanday F formulasi inkori /F faqat va
faqat shu formula MDNF siga kirmaydigan mukammal konyunktiv formalar
dizyunksiyasidan iborat ekanligini isbotlang .

5. Mulohazalar algebrasining har qanday F formulasi inkori /F fagat va
faqat shu formula MKNF siga kirmaydigan mukammal diz’yunktiv formalar
konyunksiyasidan iboratligini isbotlang .

6. Ikkilik prinsipi va 4, 5—mashqlardagi tasdiglardan foydalanib quyidagi
MDNF lardan MKNF larni hosil qiling :

F =( /A A [B A 7C) v( JAABAC) V(A A /B A

AC)v(AABA 7C) V(AABAC);

DF=(/AAB)v(AA[B);

3)F=(/AA/B)v(AAB);

4 F =( /A A 7B/\C) V(A A /B A 7C) vi( /A AB A

AIC)V([AABAC)V(AABAIC);

S)F=(/AA[BAC)v(AABAC);

6)F =( JAA [BA [Cq 7D) v( JAA [BACA 7D) v
V(IAABAICAID)Vv(AABAICAID) v(]AA
A/BAICAD)Vv(AABACAD).

7. Ikkilik prinsipi va 4, 5-mashqlardagi tasdiglardan foydalanib, quyidagi

MKNF lardan MDNF larni hosil qiling:
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1) F=(JAvBvC)A(Av [Bv]C)A(JAvB v ]C) A
A(AvBv(C);

2) F=(JAvB)A(Av IB);

3) F=(/Av /B)A(AVB);

4 F=(/Av/BvIC)A(JAv BvC)A([AVvBv
vC)Aa(AvBvC(C);

5) F=(lAv [BvC)A(AvIBvIC)A(]AVvB v ]C);
6) F=(/Av /Bv/ICvID)A([AvBvCvD) A
A(Av [BvCvD)A(AvBv [CvD)A(AvBvC v
v /D)A(AvBvCvD).

1.8-§. Mulohazalar algebrasining
qo‘llanilishi

Hozirgi kunda xalq xo‘jaligining, inson faoliyatining har ganday sohasini
EHM siz tasavvur qilib bo‘lmaydi. Ilmiy-texnika revolyutsiyasining yuz berishida
matematik mantiqning katta hissasi bor. XX asrning boshlaridan boshlab tez
rivojlana boshlagan matematik mantiqdan yangi mustaqil sohalar ajralib chiqdi :
avtomatlar nazariyasi, rele-kontakt va elektron sxemalar sintezi, algoritmlar
nazariyasi shular jumlasidandir. O‘tgan asrning o‘ttizinchi yillariga kelib EHM
ning matematik ta’minoti ishlab chiqildi, qirginchi yillarning borshlarida esa
birinchi EHM lar ishga tushirildi. Avtomatik boshqarish qurilmalari va elektron
hisoblash mashinalarida yuzlab va minglab rele-kontakt, elektron-lampa,
yarimo ‘tkazgich va magnit elementlarini 0z ichiga olgan rele-kontakt va elektron—
lampa sxemalar uchraydi. Bu sxemalar avtomatik boshqgarish qurilmalari va EHM
lari tarkibida benihoya katta tezlikda juda murakkab operatsiyalar bajarishda
bevosita ishtirok etadi va avtomatlarning barcha ish faoliyatini boshqarib turadi.
Rele-kontakt va elektron sxemalarni analiz va sintez qilishda mulohazalar algebrasi

muhim ahamiyatga ega. Har qanday sxemaga mulohazalar algebrasining biror
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formulasini mos qo‘yish mumkin. Va aksincha, mulohazalar algebrasining har bir
formulasini rele — kontakt sxema ( RKS ) orqali ifoda qilish mumkin. RKS bilan
mulohazalar algebrasining formulalari orasidagi bunday munosabat murakkab
RKS larni mulohazalar algebrasining formulalari yordamida soddalashtirish
imkoniyatini beradi. Quyida RKS larini mulohazalar algebrasining formulalari
yordamida ifodalash masalasini ko‘rib chigamiz.

Kontaktni shartli ravishda

yoki , yoki — ,yoki
ko‘rinishda belgilaymiz. Kontakt yopiq (tok o‘tkazadigan) yoki ochiq (tok
o‘tkazmaydigan) holatda bo‘lishi mumkin. Kontaktning yopiq holatiga 1 ni, ochiq
holatiga 0 ni mos qo‘yamiz.

Barcha kontaktlar orasida doimo tok o‘tkazadigan (doimo yopiq) hamda
butunlay tok o‘tkazmaydigan (doimo ochiq) kontaktlar mavjuddir. Ularni ham mos

ravishda 1 wva O bilan belgilaymiz va hamda o ,

ko‘rinishda ifodalaymiz.

Shunday qilib, agar mulohazaning mazmunini e’tiborga olmasak, har bir
mulohazaga ma’lum bir kontaktni mos qo‘yishimiz mumkin ekan. Biz o‘zgaruvchi
kontaktlar bilan ish ko‘rganimiz uchun ularmmi X, Y, Z, . . . harflar bilan
belgilaymiz. U holda ikkita X va Y mulohazalarning konyunksiyasiga kontaktlarni
o Xeo

oYe sxemani,

ketma — ket ulash natijasida hosil bo‘ladigan
X va Y mulohazalarning dizyunksiyasiga kontaktlarni parallel ulash natijasida

hosil bo‘ladigan quyidagi

oX o

oY e

sxemani mos qo‘yamiz.
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Ilgari isbot gilingan 6.3 teoremaga asosan mulohazalar algebrasining har
qanday formulasini faqat 1, A, v amallar orgali ifodalash mumkin. Demak,
mulohazalar algebrasining har bir formulasi RKS orqali ifoda qilinishi va
aksincha, har ganday RKS ni mulohazalar algebrasining formulasi orqali ifodalash
mumkin ekan.

8.2-misol . Mulohazalar algebrasining (X A Y ) v /X - formulasiga

quyidagi rele — kontakt sxemasi mos keladi :

o Xe oYe

o—|Xo
8.3-misol .

eX e eYe

° 7X ° ° 7Yo
sxemaga (X v /X )A(Y v /Y ) formula mos keladi.

8.4-misol . Ovoz berish schetchigi.

Uch kishidan iborat komissiya biror bir masalani hal qilish uchun ovoz
berayotgan bo‘lsin. Masalaning biror yechimi uchun komissiya a’zolari
oldilaridagi tugmachani bosadilar. Ikkita yo uchta tugmacha bosilsa, chiroq yonadi
va shu yechim qabul qilinadi. Aks holda chiroq yonmaydi va yechim gabul
qilinmaydi.

Ovoz berish schetchigining RKS sini tuzamiz. Bu sxema uch o‘zgaruvchili
bo‘lishi ravshan. Uch o‘zgaruvchili RKS mulohazalar algebrasining uch
o‘zgaruvchili formulasi, bu formula esa 0‘z navbatida F' ( X, U, Z) — funksiyadan

iborat bo‘lib, uning qiymatlari quyidagi jadval orqali berilishi mumkin :

X Y VA F
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1 1 1 1
1 1 0 1
1 0 1 1
1 0 0 0
0 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

Bu funksiyani mulohazalar algebrasining MDNF si orqali ifoda qilaylik :
F(XY,Z) =XAYAZVXAIYAZVIXAYAZVXA YA [Z. Teng
kuchli almashtirishlar yordamida bu formulani soddalashtiramiz :
F(X,Y,Z)=XAYAZVXAJY AZVIXAYAZVXA
AYAJZ=S(XAUANZVEAYAZ) V(XAYAZV XA
AYNANZ)V(XAYAZVvXAY A 7Z) =(XAZ)A(Y v
VIY)V(YAZA(XVIX) V(XAYA(ZVIZ) =
SXANZVvYANZVvXAY =(ZA(XVvY)) vXAY.

Hosil qilingan formula uchun RKS ni tuzamiz :

e Xeo

| YA -

o— | oYe

eXeo oYe

Takrorlash uchun savollar
1.  Mulohazalar algebrasining texnika, xalq xo‘jaligidagi tadbiqiga
misollar keltiring.

2. Rele—kontakt sxemasi qanday sxema ?
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Mashglar

1. Quyidagi rele—kontakt sxemalariga mos keluvchi mulohazalar

algebrasining formulasini aniglang :

1) o Xeo oYe
o/eo ° 7Xo
° 7Xo eYe
2) 04’ °
oYe o/e oTe
o Xeo
— L YA
eYe
3) e °
YA )
oY e
—o Xeo ° 7Zo— ° 7Xo—o Yo—
4) e —eoSe o7 °
o/Ye eYo—o/0
e Xeo o—| /@
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eYe
° o Xeo eYe °
° 7Xo
eYe /e
2. Quyidagi rele-kontakt sxemalarining ekvivalentligini isbotlang :
1) To Xo— oX ° —| Xe
ot ”%F 7% ”‘H”‘%
—eo/0— ' —0/0— 7Z o— —e //o—
o Xe
va ° 7Yo— ]
/e
o Xe oY e
2) ° o /Xeo eYe o /Ze o
oYe | YA )
va e oYe °
3) o Xe oYe
) o Xeo °
° 7X o—eo 7Y o—
oeYe
va e o Xeo oYe °
4) o Xe ° 7Z °

35




36

eoYe

° ° 7Xo °
oYe o/ e
o Xeo ol e
va ° 7Xo
° o)e °
° 7Zo
3. Quyidagi rele-kontakt sxemalarini soddalashtiring :
1) o /Xe o/Ye o/e
° o Xeo ° 7Yo ° 7Zo °
o Xeo o /Yo o/ e
2) o Xoe—| |—0/Ze —e0Yeo—| |—eoXe—0Yo—0 fo—
o — °
° 7Yo— ° 7X0— —e 7Zo— ° }(o—o 7Yo—o 7Zo
3) o /e - eXe
° 7Y °
° ° 7Zo o Xe °
—e/ @
e /Yeo! o/ Ze
4) —eo Xeo
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—eo Yeo ° 7Xo—
—e 7Y o—
o Xe e
—eY oe— eo/eo
— e Xo—0 /70—
°o— LA e)e °
° 7X o—
—e 7Zo—o 7Xo—
o /Yo _
—eo Yo—eo 7Z o—
II BOB

Mulohazalar hisobi

Mulohazalar hisobi (MH) aksiomatik nazariya bo‘lib, mulohaza
tushunchasiga hech ganday mazmun berilmaydi. Mulohazalarni odatdagidek lotin
alifbosining bosh harflari bilan belgilaymiz. Mulohazalarga qo‘yiladigan talab
bitta, u ham bo‘lsa, mulohazalar hisobining aksiomalarini gqanoatlantirishi kerak.
Mulohazalar algebrasini mulohazalar hisobining interpretatsiyalaridan biri sifatida
qarash mumkin.

1-§. Mulohazalar hisobida

formula tushunchasi

Mulohazalar hisobini qurish uchun avval uning alfaviti, ya’ni MH da

37



38

ishlatiladigan belgilar sanab chiqiladi, so‘ngra shu belgilarning ketma-ketligidan
tuzilgan so‘z — formula tushunchasi va nihoyat, keltirib chiqariluvchi formulalar
ta’riflanadi.

MH ning alfaviti uchta tur belgilardan iborat :

l. 4,B,C,..., X,Y Z,... —o‘zgaruvchi mulohazalar.

2. |,&,v, = - mantiqiy bog‘lovchilar.

3. (,) -chapvao‘ng gavslar.

MH da boshqa belgilar yo‘q.

l.1-ta’rif: 1. A4,B,C,... XY, Z, ... lar formuladir.

2. Agar Ava B lar formulalar bo ‘lsa, u holda (14, (ALB), (AvEB),
(A = B) — lar ham formuladir.

3. Boshqa usulda formula hosil qilib bo ‘Imaydi.

O ‘zgaruvchi mulohazalarni elementar formulalar deb ataymiz.

Mulohazalar hisobida formulaosti tushunchasi mulohazalar algebrasidagidek
kiritiladi. Qavslarni tashlab yuborish tartibi ham mulohazalar algebrasidagidek.
Shu sababli, bular ustida to‘xtalib o‘tmaymiz.

Takrorlash uchun savollar
1. Mulohazalar hisobi ganday matematik nazariya ?
2. Mulohazalar hisobi alfaviti nimalardan iborat ?
3. Mulohazalar hisobida formula tushunchasiga ta’rif bering.

4. Mulohazalar hisobida formulaosti tushunchasiga ta’rif bering.

2-§. Keltirib chiqariluvchi

formulalar

Mulohazalar hisobini qurishning keyingi bosqichi isbotlanuvchi formulalarni
ajratib olishdan iborat. Avval aksiomalarni bayon qilamiz, keyin aksiomalardan
keltirib  chigariluvchi, ya’ni isbotlanuvchi formulalarni keltirib chiqarish

qoidalarini beramiz.

2.1. Mulohazalar hisobining aksiomalari
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Mulohazalar hisobining aksiomalari 4 ta guruhga bo‘lingan ro‘yxatdagi 11
aksiomadan iborat.

I guruh aksiomalari :

[, A=(B=4).

L(A=(B=C)) =(A=>B)=(4=C)).

Il guruh aksiomalari :

II,,A&LB =A4.

I,,A&B =B.

I.(A=B)=>(A=>C) =(4 =B & C)).

Il guruh aksiomalari :

IlI,. A= A vB.

I,. B=A4 vB.

;. (A=C)=(B=C)=(4AvB=C)).

IY guruh aksiomalari :

IY.(A=B)=(/B=/4).

1Y, 4 = //4.

1Y; //4=>4.

2.2. Keltirib chigarish qoidalari

1. O‘rniga qo ‘yish qoidasi.

MH ning tarkibida A o ‘zgaruvchi mulohaza gatnashgan A ( A ) hamda
ixtiyoriy B formulalari berilgan bo ‘Isin. Agar A (A) mulohazalar hisobining
keltirib chigariluvchi (k.ch.) formulasi bo‘lsa, u holda A ( B ) formula ham

mulohazalar hisobining keltirib chigariluvchi formulasi bo ‘ladi.
Bu qoida gisqacha sxematik ravishda
A(A)
A(B)
ko‘rinishda belgilanadi.
2. Xulosa chigarish ( Modus ponens —MP ) qgoidasi.
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Agar A =B va A formulalar MH ning keltirib chigariluvchi formulalari
bo‘lsa, u holda B formula ham MH ning keltirib chigariluvchi formulasidir. Bu
qoida qisqacha quyidagi ko ‘rinishda belgilanadi : A, A= B

B

23 - ta’vif 1°. Har bir aksioma  mulohazalar hisobining keltirib
chiqariluvchi formulasidir.

2’ Mulohazalar hisobining keltirib chiqariluvchi formulasiga o ‘rniga go ‘yish
qoidasini qo ‘llash natijasida hosil qilingan formula mulohazalar hisobining
keltirib chiqariluvchi formulasidir.

3° Mulohazalar hisobining keltirib  chigariluvchi formulalariga xulosa
chiqarish qoidasini qo ‘llash natijasida hosil qilingan formula mulohazalar
hisobining keltirib chiqariluvchi formulasidir.

4° Mulohazalar hisobining boshqa keltirib chigariluvchi formulalari yo'q.

2.4-ta’rif. Agar formulalarning chekli ketma-ketligi A;, A, . .., A, da har
bir A; (i =1, n) formula yo mulohazalar hisobining keltirib chigariluvchi
formulasi, yo o zidan oldingi formulalardan o ‘rniga qo ‘yish yoki xulosa chigarish
qoidalari yordamida hosil gilingan formulalar bo‘lsa, u holda bu ketma-ketlik
oxirgi A, formulaning formal isboti , n esa isbotning uzunligi deyiladi.

Mulohazalar hisobining aksiomalari isbotining uzunligi 1 ga teng
isbotlanuvchi formulalar sifatida garalishi mumkin. Mulohazalar hisobining isbot
uzunligi birdan katta bo‘lgan isbotlanuvchi formulalarini teoremalar deb ataymiz.

«A4 formula mulohazalar hisobining keltirib chigariluvchi formulasi» degan
jumlani gisqacha |— belgi orqali ifodalaymiz.

2.5-teorema. |—A =4.

Isbot. Quyidagi ketma-ketlikni qaraylik :

1. A =>(B=4).

2. (A=(B =24)) =2(A=>B)=>(4A=4)).

3. (A=>B)=>(4=>4).
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4. (A=>(B=>A4)) =(A=>4).

5. A=4.

6. A=4.

Bu ketma-ketlik 4 = 4 formulaning formal isboti ekanligini ko‘rish qiyin
emas. Haqigatan ham,

A = (B = A)- formula I, aksioma;

(A=>B =>A4)) =2((A=>B) =>4 =A4))- formula |,
aksiomadagi Cni A bilan almashtirish natijasida hosil gilingan;

(A =>B)=>(A=>A4) formula 2-formulaga MP qoidasini qo‘llash
natijasida hosil qilingan;

(A =>(B=4) = (A4 = A4 ) formula o‘zidan oldingi formulada B ni
B = A formula bilan almashtirish natijasida hosil gilingan;

A = A formula 4-formulaga MP qoidasini qo‘llash natijasida hosil
qilingan;

A = A formula 4 ni A bilan almashtirish natijasida hosil qilingan.

Bundan keyin mulohazalar hisobining keltirib chiqariluvchi formulasini R

xarfi, /R ni F harfi bilan belgilab olamiz.

2.6-teorema. A mulohazalar hisobining ixtiyoriy formulasi bo ‘Isin. U holda
A = R mulohazalar hisobining keltirib chigariluvchi formulasi bo ‘ladi, ya’ni
F4 =R .

Isbot. 1. A = (B =4).

2.R =(B=R).

3.B=R.

44 = R.

Bu ketma-ketlik teoremaning formal isbotidir. Hagiqatan ham, 1-formula I,
aksioma. 2-formula 1-formuladan 4 ni R bilan almashtirish natijasida hosil

qilingan. 3-formula 2-formuladan MP qoida yordamida hosil gilingan. 4-formula
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esa 3-formulada B ni A4 formula bilan almashtirish natijasida hosil qilingan.
2.7 - teorema. |— F=]/4.
Isbot.1. (A=B)=(/B=]4).
2. (/A=B)=(/B=]]4).
3.(/JA=R)=(/R=]7]/4).
4. R=]/4
5. F=]/4.

Takrorlash uchun savollar
1. Mulohazalar hisobining aksiomalarini ayting.

2. Keltirib chigarish qoidalarini keltiring.

3. Mulohazalar hisobining keltirib chiqariluvchi formulasiga ta’rif
bering.

4.  Formulaning formal isboti nima ?

5.  Isbotning uzunligi ganday aniqlanadi ?

I1.3-§ . Gipotezalardan Keltirib chiqarish
Deduksiya teoremasi

A, ..., Ay (1) formulalar ro‘yxati berilgan bo‘lsin . 8 formulaning
yuqgorida keltirilgan ro‘yxatdan keltirib chiqarilishi tushunchasini kiritamiz. ( 1)
ro‘yxatni gipotezalar yoki farazlar ro‘yxati deb ataymiz.

3.1-ta’rif A4, ..., A, (1) gipotezalar berilgan bo ‘Isin.

1. Har bir A; (i =1, n) formula (1 ) ro‘yxatdan keltirib chigariluvchi
formuladir.

2. Mulohazalar hisobining har ganday keltirib chiqariluvchi formulasi
(1) ro ‘yxatdan keltirib chigariluvchi formuladir.

3. Agar A, A = B formulalar ( 1 ) ro‘yxatdan keltirib chigariluvchi
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formulalar bo‘lsa, B  formula ham ( 1 ) ro‘yxatdan keltirib chiqariluvchi
formuladir.

Agar (1) ro‘yxat mulohazalar hisobining keltirib chiqariluvchi
formulalaridan iborat bo‘lsa, u holda, (1) ro‘yxatdan keltirib chiqgariluvchi
formulalar sinfi mulohazalar hisobining keltirib chiqaruvchi formulalari sinfi bilan
bir xil bo‘ladi.

Agar (1) ro‘yxatdan @B formula keltirib chiqariluvchi formula bo‘lsa,
A, ooy An |—@ ko‘rinishda yozamiz. ( 1) ro‘yxat bo‘sh to‘plam bo‘lsa, |—@
mulohazalar hisobiing keltirib chigariluvchi formulasi hosil bo‘ladi.

3.2 - Deduksiya teoremasi. Agar A,,..., A, (1) ro‘yxatdan B formula
keltirib chigarilsa, u holda A, = (A, =>(... (A, = B ). .. )) formula
mulohazalar hisobining keltirib chigariluvchi formulasidir.

Avval 4,,..., A4, |—@ bo‘lsa, 44, ..., An |—/fln = @B ekanligini isbot
qilamiz.

Isbotni matematik induksiya usuli bilan olib boramiz.

Faraz qilaylik, 8 mulohazalar hisobining keltirib chigariluvchi formulasi

bo‘lsin. U holda 2.6 teoremaga asosan ixtiyoriy 4 formula uchun |- A= B

xususan, |— A= B .Demak, A4,,..., . |—/’Zln = B.
Endi, 8 formula A4,,..., 4, formulalardan biri bo‘lsin. Aniqlik uchun ®
formula 4; (1€ {1,...,n} ) formuladan iborat bo‘lsin. U holda, I ,aksiomaga

ko‘ra |— A= (B= 4;).B ni 4,bilan almashtirsak 4; = ( 4,= 4;).

Hosil bo‘lgan formula  mulohazalar hisobining keltirib chiqariluvchi
formulasi bo‘lganligi sababli 4 ,, . . ., 4, ro‘yxatdan keltirib chiqariluvchi
formuladir. 4 ; formula esa ro‘yxatda bor, demak, u ham berilgan ro‘yxatdan
keltirib chigariluvchi formula bo‘ladi. Bundan, MR qoidaga ko‘ra 4, = 4; ham
berilgan ro‘xhatdan keltirib chiqariluvchi formuladir, ya’'ni

A1, .o A |— A, = A;.Endi, faraz qilaylik, 4, 4 = 8 formulalar uchun
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tasdiq to‘g‘ri bo‘lsin, ya’'ni

Ao A b Av= 4 vaa,. .., A0 F A= (A= 3 ) bo'lsin. U
holda Ay,..., 4.1 | A,= @ bolishini isbot qilamiz. I, aksiomada A ni 4,
bilan, B ni 4 bilan, S ni 3 bilan almashtirsak,

A, =>UA=>8B8)=((Ay=>A) = (A,= B )) hosil bo‘ladi. MP qoidani
ikki marta qo‘llasak, A4, ..., 4, |— A,= B gaega bo‘lamiz. Shunday qilib,
Ai, ..., As | 8 bo‘lsa,uholda A,,..., A |A,= B bo'lishini isbot qildik.
Bu tasdiqgni hosil bo‘lgan ifodaga yana bir marta qo‘llasak

Aty ..., Ano |—}ln_1 = (A,= B ) hosil bo‘ladi. Chekli gadamdan so‘ng
2= (,=(...(4,= 8)...) hosil bo‘ladi.

3.3-natija. n =1 bo ‘Iganda deduksiya teoremasidan, A |—@ boIsa,

|—j4 = B ekanligi kelib chigadi.

Takrorlash uchun savollar

1. Gipotezalar deb nimalarga aytiladi ?

2. Gipotezalar ro‘yxatidan keltirib chiqariluvchi formula deb nimaga
aytiladi ?

3. Deduksiya teoremasini isbotlang.

4. 3.3 natijani isbotlang.

I1.4-§. Hosilaviy Kkeltirib chiqarish qoidalari
1. Sillogizm qoidasi
Agar A = B va B = C formulalar keltirib chigariluvchi formulalar
bo ‘lsa, u holda A = C ham keltirib chigariluvchi formuladir.

Bu qoida qisqacha A= B, B8= (C ko‘rinishda yoziladi.

A=C
Ishot. A= B, B= (C, A ro‘yxatga MP qoidani ikki marta qo‘llasak, C
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ro‘yxatdan keltirib chiqariluvchi ekanligini ko‘ramiz. Demak, 4 = B, 8= (, 4 |—
C. U holda deduksiya teoremasiga ko‘ra:
Fu=8)= (8= 0)=> (1= ).
Agar 4 = B va B = ( formulalar, mulohazalar hisobining keltirib
chigariluvchi formulalari bo‘lsa, u holda ikki marta MP qoidani qo‘llab, 4 = (C

ham mulohazalar hisobining keltirib chiqariluvchi formulasi ekanligini hosil

qilamiz.
2. Shartlarning o ‘rnini almashtirish qoidasi
A= (B= ()
B= (A= C)

Isbot. A= (B= (C), B, A ro‘yxatni qaraylik. MP qoidasini ikki marta
qo‘llasak, (¢ formula keltirilgan ro‘yxatdan keltirib chiqariluvchi ekanligi kelib
chigadi. Ya’ni,

A= (B=>C),B,4}FcC.

U holda, deduksiya teoremasiga ko‘ra

FUa= (8= )= (8= U= ()

hosil bo‘ladi. Demak,

A= (8=C)
B= (A=)
3. Qo ‘sh inkorni tashlash ( yo ‘qotish ) qoidasi
A= 1s lla=>a
A= B , 4=

Isbot. 1Y, , 1Y aksiomalarga asosan |— 118= 3 va |— A= | —|J‘l . Endi
qoidalarni isbot qilish uchun sillogizm qoidasini qo‘llash yetarli. Haqiqatan ham ,
|—}l =l]1a, |—_| 18= 3 bolsa, sillogizm qoidasiga ko‘ra |—j4 = 3. Xuddi
shunday, F 4= 114 va }1]4= 8 bolsa, uholda | 2= @ bo‘ladi.

4.  Konyunksiyani kiritish qoidasi
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A.B
ANB
Isbot. 1I; aksiomaga ko‘ra
FR=2A)=2(R=8)=(R=>4A8)).
Bu yerda R - mulohazalar hisobining keltirib chiqariluvchi formulasi. I,
aksiomaga ko‘ra
FAa=®R=4) vala=®R=a).
Demak, R = 4 formula ‘R dan keltirib chigariluvchi, ‘R = B esa B dan
keltirib chiqariluvchi formulalardir. U holda,
R=2A) > (R=2>8)>R=>AAB), 4,8 FANE .
Deduksiya teoremasiga ko‘ra
(R=2A)2(R=2>B)>R=>AAB)=>UA=>(B=AAB)) hosil
bo‘ladi. MP qoidasiga ko‘ra |-jl =>(B=>AAB).Agar |—ﬂ , |— B bo‘lsa, u
holda ikki marta MP qoidasini qo‘llab, |— AA B ni hosil gilamiz.
Natija. 11, vall, aksiomalardan A4 A B
A,Bni hosil gilamiz.
U holda, sillogizm qoidasiga ko‘ra ~ 4.A B
BA A hosil bo‘ladi.
5. Shartlarni birlashtirish qoidasi:

A= (B=C)

ANB=C
Isbot. A= (B=>(0),ANB |— C ( 1). Haqiqatan ham, II,, II, aksiomalarga
ko‘ra AN B |- C, AN®B |— 3B . U holda ikki marta MP qoidasini qo‘llab, ( 1 ) ni
hosil gilamiz.

6 . Shartlarni ajratish qoidasi:

AN B=>C
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A= (B=C)
Isbot. ANB=C ,A,B |— C ekanligi 4-qoidadan kelib chiqadi. Demak,
FGarnd= ()= U= (B8=()).Uholda ArB=C
A= (B=(C)
7. Absurdga keltirish qoidasi:

anla
F

Isbot. 1, aksiomaga ko‘ra |- A= (R= 4),1Y, aksiomaga asosan |— R=
A)=( la=1%R ). U holda sillogizm qoidasiga ko‘ra |—j4 = ( la= 1R ).
Shartlarni birlashtirish qoidasiga asosan 4 A 1.4 =1%R hosil bo‘ladi. | R ning ¥
ekanligini hisobga olsak, |— AA 1A= F hosil boladi.

Demak, 4 Al A
F

8. F
A
Isbot. |— ¥ = A ekanligini ko‘rsatamiz. 1Y, aksiomaga ko‘ra |—(ﬂ = R)

= ( TR = ] A) . A= R — mulohazalar hisobining keltirib chiqariluvchi
formulasi ekanligini hisobga olsak, |-—| R = |4 hosil bo‘ladi. 4 ni | | 4 bilan,
1R ni ¥ bilan almashtirsak, |— #= | 1.4 hosil bo‘ladi.

IY, aksiomaga ko‘ra |— 11.,4= 4. Endi sillogizm qoidasini qo‘llasak ,
|— F = A hosil bo‘ladi. Bu qoidani shartli ravishda noto‘g‘ri tasdigdan har ganday

tasdiq kelib chiqishi qoidasi desak bo‘ladi.

Takrorlash uchun savollar
1. Sillogizm qoidasini ayting.
2. Shartlarning o‘rnini almashtirish qoidasini isbotlang.

3. Qo‘sh inkorni tashlash qoidalarini ayting.
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4. Konyunksiyani kiritish qoidasi ganday qoida ?

5. Shartlarni ajratish qoidasi hagida ma’lumot bering.
6. AN | A F
F , A qoidalarni isbotlang.

5-§. Formulalarning monotonligi

5.1-ta’rif. Agar |— A = B bolsa, u holda A formula ®B formuladan
kuchliroq, B formula esa A formuladan kuchsizroq deyiladi.

5.2-ta’rif. Mulohazalar hisobining B o ‘zgaruvchi mulohaza qatnashgan A
formulasini A ( B ) orqali belgilab olamiz. Agar B, = B, formuladan
A ( B)) = A (B, ) formula kelib chigsa, u holda A formula B o ‘zgaruvchi
bo ‘yicha monoton o ‘suvchi, agar A(B,) = A (B;) kelib chigsa, A formula B
o zgaruvchi bo ‘yicha monoton kamayuvchi formula deyiladi.

5.3-teorema. A A B formula A va B o‘zgaruvchilar bo ‘yicha monoton
o ‘suvchidir.

Isbot. A A B formula B o‘zgaruvchi bo‘yicha monoton o‘suvchi bo‘lishini
isbot gilamiz.

|—B; = B, bo‘lsin. II, aksiomaga ko‘ra |—A A B; = B; . Hosil bo‘lgan
formulaga sillogizm qoidasini qo‘llasak |, |—A A B; = B, kelib chiqadi. 13
aksiomaga ko‘ra
F(AAB, =4)=(A AB, =B)=(4A AB,=A4 AB,)).
Xulosa chigarish qoidasini ikki marta qo‘llasak, |—A AB = A4 A B, hosil
bo‘ladi.

A A B formula A o‘zgaruvchi bo‘yicha monoton o‘sishi shunga o‘xshash
isbot qgilinadi.

5.4-teorema. A v B formula A va B o zgaruvchilar bo ‘yicha monoton

o ‘suvchi formuladir.
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Isbot. A v B formulaning A4 o‘zgaruvchi bo‘yicha monoton o‘suvchi
bo‘lishini isbot qilaylik.

|— B;= B, bo‘lsin . III; aksiomaga asosan |— B, = B, v B . Sillogizm
qoidasiga ko‘ra |—31 = B, v B . 1l, aksiomaga ko‘ra |—B =B, vB .U holda III;
aksiomaga ko‘ra | (B, = B,vB)=((B=B,vB)= (B, vB=B,VvB)).
Hosil bo‘lgan formulaga MP qoidasini ikki marta qo‘llasak, |—B ;vB= B,vB
hosil bo‘ladi.

A v B formula B o‘zgaruvchi bo‘yicha monoton o‘sishi shunga o‘xshash
isbot gilinadi.

5.5-teorema. [A formula A o ‘zgaruvchi bo ‘vicha monoton kamayadi.

Isbot. |— B; = B, bo‘lsin. 1Y, aksiomaga ko‘ra

|-(@1 = B) =(/B,= /B;).Uholda MP qoidasiga asosan /B, = /3,

5.6-teorema. A = B formula B o‘zgaruvchi bo ‘yicha monoton o ‘sadi, A
o zgaruvchi bo ‘yicha esa monoton kamayadi.

Ishot. | B = ® bo'lsin. 4 =4 dan f(4=>8) =(4=8).
Shartlarni birlashtirish qoidasiga asosan |— (A=>®8)1A4A=®3B. |— B; = B, ni
hisobga olib,sillogizm qoidasini qo‘llasak, |— (A = B) A4 = B, bo‘ladi. U
holda shartlarni ajratish qoidasiga ko‘ra |— (A= 3,) =(A=®3,) hosil bo‘ladi.

Endi 4 = B formula 4 o‘zgaruvchi bo‘yicha monoton kamayishini isbot
qilamiz.

| = 3, bo‘lsin. U holda | 4 = 4 bo‘lganligi sababli | (8, = =8) =
( B, = B ) . Shartlarni birlashtirish qoidasiga ko‘ra |— (B=>B)AB=>B.53
teoremaga asosan

F(B%=B)AB=(B,=B)AB,.

U holda, sillogizm qoidasiga ko‘ra |— ( B, = B ) A B = B . Shartlarni ajratish
qoidasiga ko‘ra |— (B=>B)= (B8 =8B).
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Takrorlash uchun savollar
1. Kuchli va kuchsiz formulalarga ta’rif bering.
2.4 A B formula 4 va B of‘zgaruvchilarga nisbatan monoton o‘suvchi
ekanligini isbotlang.
3.A v B formula 4 va B o‘zgaruvchilarga nisbatan monotonligini
isbotlang.
4. /4 formula A o‘zgaruvchi bo‘yicha monoton bo‘lishini ko‘rsating.

5.4 = B formula monotonligi haqida nimalar deya olasiz ?

2.6-§. Formulalarning ekvivalentligi

6.1-ta’rif. Agar (1 = B) va ( B = A ) formulalar mulohazalar hisobining
keltirib chigariluvchi formulalari bo ‘Isa, u holda A va B formulalar teng kuchli
yoki ekvivalent formulalar deyiladi hamda A~ B kabi belgilanadi.

Shunday qilib , agar 4 formula @ dan, @ formula esa 4 dan kuchliroq
bo‘lsa, 4~ 3 ekan.

6.2-teorema. A ~ B bo ‘lishi uchun |— (A=>B) A (B=A4) bo lishi zarur
va yetarlidir.

Isbot. A ~® bo‘lsin . U holda |— A= B va |— B = A . Konyunksiyalarni
kiritish qoidasiga ko‘ra

FGa&B)A(B= ).

Aksincha, agar |- (A= B)A(B= A4) bo‘lsa, konyunksiyani yo‘qotish
qoidasiga ko‘ra |—jZl = B va |— B= A4 bo‘ladi.

6.3-teorema. Mulohazalar hisobining formulalari to ‘plamida ~ munosabat

refleksiv , simmetrik , tranzitiv munosabatdir , ya’ni ekvivalentlik munosabatidir.
Isbot. 1. |— A ~ A . Haqiqatan ham, |— A= A.
2. A~® bo‘lsa, B~ A4 bo‘ladi. Hagigatan ham |—ﬂ = B va |—fB = A
bo‘lsa, |—@:>jl va |—}l = 4 bo‘ladi.
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3. A~® va B~ (C bo‘lsin, u holda 4 ~ (Cekanligini ko‘rsatamiz. 4 ~3 va B
~ C bo‘lsa,uholda | 2= B va | 8= ( hosil bo‘ladi. Sillogizm qoidasiga
ko‘ra |- A= C.

Xuddi shunday ¢~ B8 va B~ 4 bo‘lsa, u holda |— C= B va |— B=> A
bo‘ladi. Yana sillogizm qoidasiga ko‘ra |— C = A ekanligini ko‘rish mumkin.
Demak, A~C.

6.4-teorema. (Formulalarni ekvivalent almashtirish).

Mulohazalar hisobining B o zgaruvchi mulohaza qatnashgan A (B) formulasi
berilgan bo ‘Isin. Agar B;~ B, bo Isa, u holda A (B;)~ A( B,) bo ‘ladi.

Isbot. Isbotni formulaning rangi, ya’ni formulada qatnashgan amallarning
soni bo‘yicha induksiya usulida olib boramiz.

Formulaning rangi 0 ga teng bo‘lsin. U holda formula o‘zgaruvchi
mulohazadan iborat bo‘lib, isbot ravshan.

Formulaning rangi noldan katta bo‘lsin. U holda 4 ( ) formula 4,( B) A
A,(B), A(B)V A, (B), A(B)=A4,(B), | A,(B) formulalardan biri
ko‘rinishida bo‘ladi.

Induksiya faraziga ko‘ra 4,( B), A4,( B) formulalar uchun teorema to‘g‘ri
deb hisoblaymiz.

Agar B~ @, bo‘lsa,uholda 4, ( B)AA,(B)~A(B)AA,(By)
bo‘lishini isbotlaymiz. Induksiya faraziga ko‘ra 4, ( B,) ~_4( B,), u holda |—ﬂ1(@1
)= A1(B);

IT, aksiomaga asosan |— A( B )AAr( B) = A( By). Sillogizm qoidasiga
kora FA,(B)AA(B)=A,(B).

Shunga o‘xshash |—jél1 (B)AA,(B) = A,( B,) bo‘lishi ko‘rsatiladi. U
holda shartlarni birlashtirish qoidasiga ko‘ra

FA(B)AA(B) = A1 (B)AA(B) -

~ - munosabati simmetrik bo‘lganligi uchun @, ~ B, bo‘lsa, B, ~ B, bo‘ladi.
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Uholda |.4,( ) A A2(B) = A1(B)AAy(B) boladi. Demak,
A B)AA(B)~A1(B) ANA2(Br) .
Endi 4,(B), 4,( B ) formulalar uchun teorema to‘g‘riligidan
A (B ) v 4, B) ko‘rinishdagi formula uchun ham teorema to‘g‘ri
bo‘lishini isbotlaymiz.
Induksiya faraziga ko‘ra 4 ( B,) ~ A4 1( B,) . Xususan,
|—}l 1 (B1) = A,(By). Il aksiomaga ko‘ra
|—/‘41 (B)=>A,(By) Vv A,(By) . Sillogizm qoidasiga ko‘ra
Fa( @)= 2,(B)vA,(B).
Xuddi shunday |- A,(B)=>A,(B) Vv A,( B) ekanligi ko‘rsatiladi. 1115
aksiomaga ko‘ra |—(/’41(@1):>j41( B)V A(B)=((A2(B)=>A,(B) vV

VA(B)) = (A1(B1) VA B) = A1(B) Vv A(B)))-
Ikki marta MP qoidasini qo‘llasak ,

FA(B) v A (B) = A1(B) VA (B)
hosil bo‘ladi. ,~ 3, dan ®B,~ B, kelib chiqqanligi sababli

FA(B) v A (B)=A(B) v A(B)

bo‘ladi. Demak, 4,(B;)Vv A>(B)~A,(B) Vv Ar( B).

Formula 4 ( B ) = A4, ( B ) ko‘rinishda bo‘lsin. U holda B, ~ B,
ekanligidan, (4,( B) = A,(B;)) ~A,(B,) = A,( B,)) kelib chiqishini
ko‘rsatamiz.

Induksiya faraziga ko‘ra 4, (B )~A,(B) vaA,( B )~ A,(B) .
F.2,(8)= 4,(B)bo‘lsin, xususan, | 4,( B )= 4,(B,) .U holda sillogizm
qoidasiga ko‘ra |—j4 1(B) = A4,(B,) . Yana induksiya faraziga ko‘ra |—ﬂ 1(B)
= A, ( B,) . Sillogizm qoidasini qo‘llasak, |—}l 1 (B) = A,( B,) hosil bo‘ladi.
Shunday qilib, }.2,(®/)= 4,(®/) bolsa,uholda | 4,( B,) = 4,( B)
bo‘lishini ko‘rsatdik. Demak, |—(jl1 (B)=2>A4,(B)=>UI(B)=>42,(B)).
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Agar B~ B, dan B,~ B bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda

|'(J‘l (B)=>A,(By)= (A, (B )= A, (B )) kelib chigadi. Demak,
(A1(B1)=>A2(B1))~ (A 1( B )= A2 (B)). Nihoyat,
A( B )~A, (B, bolsa, uholda | (2 ,( B )~ (42, (B ) bolishini

ko‘rsatamiz.

1Y, aksiomaga ko‘ra
FUi(s)=a1(8)= [A(8)= 14:(8) va

|‘(ﬂ1(@2):ﬂl(@l)):>(—|fl1(@1):>—|fl1(@z))-
U holda MP qoidasiga ko‘ra

|'—|ﬂ1(@2):>_|ﬂ1(@1) va |'—|/'41(@1):>—|/'41(@2)-

Demak, |4, ( @1)"—|ﬂ1( B, ).
Shunday qilib, ekvivalentlik haqidagi teorema isbotlandi.

Takrorlash uchun savollar

1. Mulohazalar hisobining teng kuchli formulalari deb ganday formulalarga

aytiladi ?

2. ~ munosabatning ekvivalentlik munosabati ekanligini isbotlang.

3. Formulalarni ekvivalent almashtirishni tushuntiring.

1.1
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.
1.6.

Mashgqglar
Quyidagilarni isbotlang :
(AAB)AC)=(An(BAC))).
((Ave)vC)=Av(BvC)).
(AN(BvC))=(AAB) v(AC)).
(Av(BAC))=(AvB)A(AvC))
((And)=/(/av [B)).
(A=8) =1 ]B)).
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1.7. (J(Ard)=(]av ]B)).
1.8. (l(Ave)=(]a [B)).

I1.7-§. Keltirib chigariluvchi formulalarga na’munalar
7.1-teorema. |—(A ~9)~A.

Isbot. |— (A~ 9% ) = A bo‘lishini isbotlaylik. ¥ keltirib chiqariluvchi
formula bo‘lganligi uchun % = 4 |— A . U holda, deduksiya teoremasiga ko‘ra,
F9t=4)=4.

Demak, (97~4) = A.

Aksincha, |-A = (A ~ 9 ) bo‘lishini ko‘rsatamiz. |—A = ¥ bo‘lganligi
uchun |—A = (A = ¥ ) ,undan tashqari, [, aksiomaga asosan, 4 = (# =4 ).

Demak, |—A =(A~ ).

Shunday qilib, (4~ %)~ A .

7.2-teorema. |— (A~F)~ /A .

Ishot. Avval |- (A~F ) = /A4 ekanligini ko‘rsatamiz. IY, aksiomaga
kora F(A=F)=(]F=74), yani, (4 =F )= =74) (1),

keltirib chiqariluvchi formula bo‘lganligi uchun, % = /4 |— /A .
Deduksiya teoremasiga asosan, |— (= ]4)=74 (2). (1)va(2)
formulalarga sillogizm qoidasini qo‘llasak, |— (A= F)= /A4 hosil bo‘ladi. U
holda, F(A4~F)= /4.

Endi, /4 = (A ~ ¥ ) bo‘lishini ko‘rsatamiz. I, aksiomaga asosan

JA=(R=74) (3).

1Y, aksiomaga asosan,

b= 74)=(]/4= %)

yoki (= /4)=(4=F)(4)

(3)va(4) formulalarga sillogizm qoidasini qo‘llasak,

| /4 = (4 = F)hosil bo‘ladi. } F= 4 bo‘lganligi uchun,
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I /4= (F=4) boladi. Uholda

(/A= (A=F)A(]d=(F=4)).

Demak, |— /A = (A~ F). Teorema isbot qilindi.

7.3-teorema. | A(92) AA(F) = (A~ R)=A(A)) A (A~ F)=A(4)).
Isbot. Ekvivalentlik haqidagi teoremaga asosan
F(4~B)=(a(4)~A(B)).

Xususan, |— (A~B)=UA(B)= 4(A)). Shartlarni o‘rnini almashtirib,

B ni R va ¥ bilan ketma-ket almashtirsak,

A @)= (A~R)=a(A) (5),

FA@F)=(A~F)=A(A) (6)
hosil bo‘ladi. II; , II, aksiomalarga asosan,

FA@®) A A(F)=a®R) (7)

va FAR)AA(F )= A(F) (8).

(7),(5)va(8),(6)formulalarga sillogizm qoidasini qo‘llasak,
FA®R)AA(F)= (A~R)=>A(A)) va
FAR)AA(F )= (A~ F)=A(A))
formulalar hosil bo‘ladi.

Hosil bo‘lgan formulalarga II; aksiomani qo‘llab,
FAGR)AA(E) = (A~R)SA(ANA(A~F)=

= A (A)) nihosil gqilamiz.

7.4-teorema. F(A~R)=>A(ANDA(A~TF)=

= A(A))=>(A~R)V(A~F)=>A(A)).

Isboti bevosita I1l; aksiomadan kelib chiqadi.

7.5-teorema. |—A v IA.

Ishot. TII, , III, aksiomalarga asosan, F A=A v |A va F[A= AV A

U holda, 1Y, aksiomaga asosan,

Fl(aviay= 1A (9)
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va |— T(Av1A)= TTA. Qo‘sh inkorni tashlash qoidasiga ko‘ra
Fl(Avia)y=aA (10).
II5 aksiomaga asosan,
F(lcavia)y=T1Aa)=(1(AvIA)=A) = (T(AVIA)=A A TA))
(9 ) va (10 ) formulalarni hisobga olib, ikki marta sillogizm qoidasini
qo‘llasak,
Flcavia)y= A AlA (11)
hosil bo‘ladi. Absurdga keltirish qoidasiga ko‘ra
FAATA=S F (12)
bo‘ladi. Endi ( 11 ) va ( 12 ) formulalarga sillogizm qoidasini qo‘llasak,
Fl(aviAa)=F (13)
hosil bo‘ladi. TY, aksiomaga asosan
F(laviay=F)y=(lesT1(AVIAY)  (14).
(13 ) va ( 14) larga sillogizm qoidasini qo‘llasak,
|-—| F = 11(AvV I]IA), |-—| F ni hisobga olsak, MP ga asosan
|——\ ] (Av 1A ). Qo‘sh inkorni tashlasak, |—A v IA.
7.6-teorema. |—(A ~R)V(A~F).
Isboti 7.1,7.2,7.5 teoremalardan kelib chigadi.
7.7-teorema. |—j4 RIAA(F)=>A(A).
Isbot. 7.3, 7.4 teoremalarga sillogizm qoidasini qo‘llasak,
FA(R)AraA(F)=> (A~ F)v(A~F)= A(A)). Shartlarni o‘rnini
almashtirsak,
FU~%)v(a~F)= (AR AA(F) = A(A))
hosil bo‘ladi. 7.6-teoremani hisobga olib, MP qoidani qo‘llasak,
FAaA@®)A A(F)= A(A) hosil bo‘ladi.
7.8-teorema. (AAB)AC~AA(BAC).
Ishot. FA AB=A. Uholda F(AAB)AC=A.
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Xuddi shunday F(AAB)AC=B, F(AAB)AC=C boladi. II;
aksiomaga ko‘ra

F(AAB)AC=B)=((A AB)AC=C)=

= (AAB)AC=BAC).

Ikki marta MP qoidani qo‘llasak, |— (AAB)AC= BAC hosil bo‘ladi. Yana II;
aksiomaga asosan

FAAAB)AC=A)=((AAB)AC=BAC)=

= ((AAB)AC)=AA(BAC)).

Ikki marta MP qoidasini qo‘llasak |- (AAB)AC=AA(BAC) hosil bo‘ladi.
|—A A(BAC)=(AAB)A C bo‘lishi yugoridagidek isbotlanadi.
7.9-teorema. Konyunksiya amali uchun umumlashgan assotsiativliik gonuni
orinli, ya'ni A;, . . ., A, mulohazalarning konyunksiyasi qavslarning qo yilish
taritibiga bog ‘liqg emas.
Isbot. Matematik induksiya usuli bilan isbot gilamiz.
n=3 bo‘lganda, A A(AAA3)~(A1AA)AA;
( 7.8-teorema).

n dan kichik & lar uchun teorema to‘g‘ri deb faraz qilib, » uchun
teoremaning to‘g‘riligini isbot qilamiz. Quyidagi (... (A1 AA) A ... AAY)
konyunksiya chapdan normallangan konyunksiya deyiladi. Induksiya faraziga
ko‘ra, har ganday k ta mulohazaning konyunksiyasi chapdan normallangan
konyunksiyaga teng kuchli deb faraz qilishimiz mumkin. Har qanday » ta
mulohazaning konyunksiyasi ham chapdan normallangan konyunksiyaga teng
kuchli bo‘lishini isbot gilamiz.

(AN AA)A(Ajuu Ao AAy)~( .. A(A ;A

AA )N  AA ) A(Apy AAjpp) Ao o AA ) A

AA~(.. . A(AjAA)A. .. AA ) NAA ) AA,—
chapdan normallangan konyunksiya.

A, ..., A , o‘zgaruvchi mulohazalardan tuzilgan 4 (A (, ..., A ,)
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formula berilgan bo‘lsin. A |, ..., A , o‘zgaruvchi mulohazalarni R va ¢ lar
bilan almashtirib, 4 ( A |, ..., A ,) formuladan hosil bo‘lishi mumkin bo‘lgan
barcha har xil formulalarni tuzib chiqamiz. 4 ( &, , . . . , 8 ,) — shunday
formulalarning biri bo‘lsin. U holda 6 ;=R yokid;=F ,i=1,..., n. Hosil
bo‘lgan barcha formulalarning konyunksiyasini N\ A(8,...,8,) orqali
Oty ..., 0 =R, F

belgilaymiz. Yuqorida isbot qilingan teoremaga ko‘ra, bu ko‘paytmani bir
qiymatli aniglangan deb garashimiz mumkin.

7.10-teorema. | /\ A (81,...,8,)=4 (A,...,A)).

O, c e, =R, F
Isbot. Matematik induksiya usulini qo‘llaymiz.
n =3 bo‘lsa 7.8 teorema hosil bo‘ladi.

n dan kichik natural sonlar uchun teorema isbot qilingan deb faraz qilamiz.

U holda
F AN AL, 860, R)=(A,...,A,,R) va
Oy oo, 01 =R, F
FANC A, . 8,0 R)=2A(A L., A, R)
Oy o .., 0n 1 =R, F
SN A, ,8) = (NA(AL . LALLR)) A
31,...,0, =R, F O1,...,0,1=R,F
AN ACA L ...,A,_,R)) nihisobga olsak, 7.8
O1,...,01=R, T
teoremaga asosan | N\ A(S,...,8)=>A(A ..., A,)

61,...,6n:9{,qj
hosil bo‘ladi.
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Izoh. Biz yuqorida ba’zi teng kuchli formulalarning isbotini berdik.
Mulohazalar algebrasining barcha teng kuchli formulalari mulohazalar hisobi

uchun o‘rinli bo‘lishini III bobda ko‘rib chigamiz.
Takrorlash uchun savollar

1. Keltirib chigariluvchi formula deb ganday formulaga aytiladi ?

2. Keltirib chiqgariluvchi formulalarga misollar keltiring.

2.8-§. Mulohazalar hisobi formulalari bilan mulohazalar

algebrasi formulalari orasidagi bog‘lanish

Mulohazalar hisobining formulalaridagi har bir o‘zgaruvchi mulohazaga
mazmun bersak, ya’ni o‘zgaruvchi mulohaza yo 0 , yo 1 qiymatni gabul qiladi deb
qarasak, mulohazalar algebrasining formulasini hosil qilamiz.

8.1-teorema.  Mulohazalar hisobining har bir keltirib chigariluvchi
formulasi, agar mulohazalar algebrasining formulasi sifatida qaralsa,
mulohazalar algebrasining aynan rost formulasi bo ‘ladi.

Isbot. Haqigatan ham, mulohazalar hisobining har bir aksiomasini
mulohazalar algebrasining formulasi sifatida qarasak, u holda bu formula aynan
rost formula bo‘lishini ko‘rish qiyin emas. Buning uchun, har bir aksioma uchun
rostlik jadvalini tuzish yetarli.

Masalan, I;. A = ( B = A) aksioma uchun rostlik jadvalini tuzaylik :

A B B=A | A=(B=4)
1 1 1 1
1 0 1 1
0 1 0 1
0 0 1 1
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Shunday qilib, har bir aksiomani aynan rost formula deb hisoblaymiz.

Aynan rost formulalarga mulohazalar hisobining keltirib chigarish
qoidalarini qo‘llasak, yana aynan rost formulalar hosil bo‘ladi.

A ( B ) — aynan rost formula bo‘lsin, u holda B ganday qiymat qabul
qilishidan qat’i nazar, 4 ( B ) = 1 bo‘ladi. Demak, 4 ( B) = 1.

A , A= @ formulalar aynan rost formulalar bo‘lsalar, implikatsiya amalining

ta’rifidan ® ham aynan rost formula ekanligi kelib chiqadi.

Takrorlash uchun savollar
1. Mulohazalar hisobining keltirib chiqgariluvchi formulasi mulohazalar
algebrasida qanday formula bo‘ladi ?
2. Mulohazalar hisobining aksiomalari mulohazalar algebrasida aynan rost

formulalar bo‘lishini isbot qiling.

2.9-§. Mulohazalar hisobining zidsizligi
9.1-ta’rif. Agar aksiomatik nazariyada A va /4 formulalarning ko ‘pi bilan

bittasi keltirib chiqariluvchi bo ‘lsa, bunday aksiomatik nazariya zidsiz deyiladli.

9.2-teorema. Mulohazalar hisobi zidsiz nazariyadir.

Isbot. Haqigatan ham, mulohazalar hisobida 4 va 1.4 keltirib chiqariluvchi
formulalar bo‘lsalar, u holda 4 val 4 formulalar 8.1-teoremaga asosan,
mulohazalar algebrasining aynan rost formulalari bo‘lar edilar. Buning bo‘lishi

mumkin emas.
Takrorlash uchun savollar

1.9.1. Qanday matematik nazariya zidsiz matematik nazariya deyiladi ?

1.10. 2. Mulohazalar hisobining zidsizligini isbotlang.
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2.10-§. Mulohazalar hisobining to‘liqligi

Mulohazalar algebrasining 4 (4, ..., A ,) formulasida 4, ..., A,
o‘zgaruvchi mulohazalarni 0 va 1 qiymatlar qabul qiluvchi i, .. ., i,
qiymatlar tizimi bilan almashtirib chiqamiz. Natijada 4 formula yo 0, yo 1
qiymat qabul qiladi. Agar 4 ; - o‘zgaruvchi mulohazani 1 bilan almashtirgan
bo‘lsak, 4 ; o‘rniga mulohazalar hisobining R formulasini, 4 ; ni 0 bilan
almashtirgan bo‘lsak, A4 ; o‘rniga mulohazalar hisobining R formulasini qo‘yib,
mulohazalar algebrasining 4 formulasi gqiymatiga mos keladigan mulohazalar
hisobining 4 * formulasini hosil gilamiz.

Agar A4 formula 1 ga teng qiymat qabul qilsa, u holda 4 * ~ R , 0 ga teng
qiymat qabul qilsa, 4 * ~ F bo‘lishini ko‘rsatamiz.

Isbotni matematik induksiya metodi bilan olib boramiz.

A formula o‘zgaruvchi mulohazadan iborat bo‘lsa, isbot ravshan.

A , B - formulalar uchun yuqoridagi tasdiq o‘rinli bo‘lsin. U holda 4 A B,
Av B, 4= B, | A formulalar uchun ham tasdiq o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz.

A* orqali 4 ga mos, B* orqali B ga mos mulohazalar hisobining
formulalarini belgilab olamiz.

A A B uchun isbotni to‘liq keltiramiz :

A=1, B=1bo‘lsin. U holda induksiya faraziga ko‘ra

A*~R, B*~N.

A* A B*~R bo‘lishini ko‘rsatamiz. 4* A B* ~ R A R.

|— RAR=SNR; |— R bo‘lgani uchun, konyunksiyani kiritish qoidasiga ko‘ra
|—ER A R, uholda, |—9% = R A R

Demak, R AR ~R.

A=1,B=0bo‘lsin. Uholda 4 * A B*~R A T, F= R bo‘lgani uchun
RAF~RA IR, Absurdga keltirish qoidasiga ko‘ra, R A TR~F

A=0,B=1 bo‘lgan hol yuqoridagidek isbot qgilinadi.
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A=0,B8=0bo‘lsa, A*AB*~FAF, FA F~TRAIR.

TR A IR~ IR bo‘lishini isbot gilaylik.

II, aksiomagaasosan R | R A | R = | R.

I1; aksiomaga asosan

R(IR=TR)=(I1R=TR)=1R=TRAIR).

MR qoidasini ikki marta qo‘llasak, R 1R = |R A | R hosil boladi.

Qolgan AVB,A=B, ] A formulalar uchun teorema isbotini o‘quvchilar
mustaqil bajarishlari mumkin.

Biz oldingi paragraflarda  mulohazalar hisobining har bir keltirib
chiqariluvchi formulasi mulohazalar algebrasining aynan rost formulasi bo‘lishini
ko‘rdik. Endi aksincha, mulohazalar algebrasining aynan rost formulasi
mulohazalar hisobining keltirib chiqariluvchi formulasi bo‘ladimi, degan masalani
qaraylik. Bu masala keng ma’'nodagi to ‘liglik muammosi deyiladi.

10.1-teorema. Mulohazalar hisobi keng ma’noda to‘lig aksiomatik
nazariyadir. Ya’ni mulohazalar algebrasining har bir aynan rost formulasi,

mulohazalar hisobining keltirib chigariluvchi formulasi bo ‘ladi.

Isbot. A (A4, ..., A , ) mulohazalar algebrasining aynan rost formulasi
bo‘lsin, u holda yuqorida isbot qilganimizga ko‘ra 4 ;, ..., 4 , larni o‘rniga R va
¥ lardan iborat ixtiyoriy &, ..., 0 ,tizimni qo‘ysak,

F 2(8,,...,8,) hosil bo‘ladi. U holda
F "\ A4(8,,...,8,) . 7.10-teoremaga asosan
Oty oo, =R, F

FAN A ,....80)=>A4(4,,..., A,).
Ot o ., =R, F
MP qoidasini qo‘llasak |—}l (A;,...,A,) bo‘ladi.
10.2-natija. Mulohazalar algebrasining barcha teng kuchli formulalari

mulohazalar hisobida ham teng kuchli formulalardir.
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Masalan: 4 = B ~ /B = 7A,

A =>B~/AVB,
J(AvB)~ /4 A /B,
[(AAB)~]4 v B.

Biz ishlatgan keng ma’nodagi to‘liglik tushunchasidan tashqari, matematik
mantiqda tor ma’nodagi to‘liglik tushunchasining Kkiritilishi tabiiy holdir.
Haqiqatan ham , mulohazalar hisobining aksiomalari sistemasiga yana bitta
mulohazalar hisobida keltirib chiqarilmaydigan formulani aksioma sifatida

kiritsak, ziddiyat kelib chigsa, u holda mulohazalar hisobi tor ma’noda to ‘lig

deyiladi.

10.3-teorema. Mulohazalar hisobi tor ma’noda to‘liq aksiomatik
nazariyadir.

Isbot. A (A ;, ..., A , ) formula mulohazalar hisobida keltirib
chiqarilmaydigan formula bo‘lsin. 2 (4 ;, . . ., A , ) formulani mulohazalar

hisobining aksiomalar ro‘yxatiga kiritib, yangi aksiomalar sistemasini hosil
qilamiz.

A(A,;, ..., A , ) mulohazalar hisobida keltirib chigarilmaydigan
bo‘lganligi uchun 4 4, ..., A , propozitsional o‘zgaruvcxilarning R va F lardan
iborat shunday qiymatlari tizimi & ,,...,d, mavjud bo‘lib, 2(8,,...,0,)~F
bo‘ladi, u holda |——| A(d1,...,0,).Demak, yangi aksiomalar sistemasidan ham
1a (01,...,0,)keltirib chigariluvchi formula bo‘ladi. Lekin, 4( A ,...,A,)
aksioma bo‘lganligi uchun, yangi aksiomalar sistemasida 4 ( 9y, . . . , 0, ) keltirib
chigariluvchi formuladir.

Takrorlash uchun savollar

1. 1. Mulohazalar hisobi uchun to‘liqlik muammosini tushuntiring.
2. Keng ma’noda to‘liq nazariyaga misol keltiring.

1.11. 3. Tor ma’noda to‘liq nazariyaga ta’rif bering.

11-§. Mulohazalar hisobi aksiomalarining erkinligi
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Agar A4 ,,..., A, aksiomalar sistemasi berilgan bo‘lib, 4 ,; aksiomani
A,, ..., A, aksiomalar sistemasidan keltirib chigarib bo‘lmasa, /4 ; aksioma
qolganlaridan erkin deyiladi. Agar aksiomalar sistemasidagi har bir aksioma
qolganlaridan erkin bo‘lsa, u holda aksiomalar sistemasi erkin deyiladi.

11.1-teorema. Mulohazalar hisobining aksiomalar sistemasi erkindir.

Isbot. A ; aksioma qolganlaridan erkin ekanligini isbot qilish uchun 4 ;
bajarilmaydigan, qolgan barcha aksiomalar bajariladigan interpretatsiyani
ko‘rsatish yetarli. Haqigatan ham, agar _4; qolgan aksiomalardan keltirib
chiqarilganida edi, bunday interpretatsiya mavjud bo‘lmas edi.

Interpretatsiya  qurish uchun mulohazalar hisobining o‘zgaruvchi
mulohazalarini a , B - qiymatlarni gabul giladigan o‘zgaruvchilar deb qaraymiz,
bu yerda a - rost, B - yolg‘on mulohaza qiymatini bildiradi. A, v, =, 1 -
amallarini quyidagi shartlar bajariladigan qilib aniqlaymiz :

1. 4; aksiomadan boshqga barcha aksiomalar o qiymatni qabul qilsin.

2. A4, dan tashqari barcha aksiomalar va keltirib chiqarish qoidalari
yordamida isbot qilish mumkin bo‘lgan har qanday formula ham o ga teng
qiymat gabul qilsin.

3. A4 aksiomada gatnashgan propozitsional o‘zgaruvcxilarning kamida bitta
qiymatlari tizimida, 4; ning qiymati 3 ga teng bo‘lsin.

A va @B formulalar, formulalarga kirgan barcha propozitsional
o‘zgaruvcxilarning ixtiyoriy qiymatlari tizimida bir xil qiymat gabul qilsa, 4 = B
deb belgilashni kelishib olamiz.

Endi misol tariqasida II; aksioma erkinligining isbotini ko‘rib chigamiz.

Buning uchun mulohazalar hisobining quyidagicha interpretatsiyasini
tuzamiz :

A amalini 4 A B = B ko‘rinishda, qolgan amallarni esa mulohazalar

algebrasida qanday aniqlagan bo‘lsak, xuddi shunday aniqlaymiz :
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A B AAB A VB A =B /A
(04 o o (04 (08
o B B o
(04 (04 (04 (04 (04
B B o o

[-1TI-IV guruh aksiomalarida A amali qatnashmaganligi hamda v , =, ]
amallari mulohazalar algebrasidagidek aniglanganligi sababli, bu aksiomalarning
rostlik gqiymatlari fagat o ga teng bo‘lishi ravshan.

Masalan, I,.(A=(B=C)) = (A=B)= (A= C))aksiomani (1)
jadval yordamida tekshirib, fagat o ga teng bo‘lishini ko‘rish qiyin emas.

II,. A= (B = A) aksioma A =a, B =} gqiymatlar gabul qgilganda [ ga
teng bo‘ladi (jadvalga qarang). 8.1-teorema isbotida mulohazalar algebrasining
aynan rost formulalariga keltirib chigarish qoidalarini qo‘llaganimizda yana aynan
rost formula hosil bo‘lishini ko‘rsatganmiz.

Shunday qilib, II;, aksioma uchun yuqorida ko‘rsatilgan 1,2,3-shartlarni
qanoatlantiradigan  interpretatsiya  qurildi. Demak, II;-aksioma  qolgan
aksiomalardan erkli. Qolgan aksiomalarning erkinliligini o‘quvchilar mustaqil

isbot qilishlari, teoremaning to‘liq isbotini esa [ 1] dan topishlari mumkin.

Takrorlash uchun savollar
1. Aksiomalar sistemasida erkin aksiomaga ta’rif bering.

2. Mulohazalar hisobi aksiomalar sistemasi erkinligini isbotlang.
M a sh q

1.1 Aksiomalar sistemasidagi boshqa aksiomalarning aksiomalar

sistemasida erkinligini isbotlang.
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IIT BOB

Predikatlar algebrasi
II1.1-§. Predikat tushunchasi

Predikatlar ustida amallar

Predikatlar algebrasi mulohazalar algebrasini kengaytirish natijasida hosil
qilingan bo‘lib, mulohazalar algebrasini 0z ichiga oladi. Predikatlar algebrasining
asosiy tushunchasi — predikat tushunchasi bilan tanishib chiqaylik. Bizga birorta
ixtiyoriy bo‘sh bo‘lmagan  predmetlar to‘plami M  berilgan bo‘lsin. M
to‘plamning ixtiyoriy « a » elementi haqida aytilgan mulohazani R (a ), R (a )
rost yoki yolg‘on mulohaza bo‘lishi mumkin. Masalan, M — natural sonlar
to‘plamidan iborat bo‘lsin, R (‘@ ) — « a — tub son » - degan darak gap bo‘lsin. U
holda R (1)—« 1 —tub son » - yolg‘on mulohaza, R (2 )— « 2 — tub son » - rost
mulohaza, R (3 )— « 3 — tub son » - rost mulohaza, R (4 ) — « 4 - tub son » -
yolg‘on mulohaza va h. k.

Ko‘rinib turibdiki, R (a ) - a ning o‘rniga M to‘plamning aniq elementlarini
qo‘yganimizda rost yoki yolg‘on mulohazalarga aylanar ekan.

Xuddi shunday, M to‘plamining ikkita elementi haqida aytidlgan mulohaza
R ('a, v ) ko‘rinishida belgilanishi mumkin va h.k.

1.1-ta’rif. Bo ‘sh bo ‘Imagan M to ‘plam berilgan bo‘Isin. P : M" — {0, 1 },

n=0,1,... ko'rinishdagi har ganday funksiya n o ‘rinli predikat deyiladi.

n=0Dbo‘lganda M°={ D} bo‘lib, P(J) =0 yoki P(& ) = 1 ko‘rinishdagi
ajratilgan elementlar hosil bo‘ladi. Bu ajratilgan elementlarni yolg‘on yoki rost
mulohaza deb tushunishimiz mumkin. Shunday qilib nol o‘rinli predikat —

mulohazadir.
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Ikki o‘rinli predikatga misol keltiraylik. Natural sonlar to‘plami N da
berilgan P(a, b ) — «a son b soniga qoldigsiz bo‘linadi » — degan predikatni ko‘rib
chigaylik. Uning qiymatlari quyidagicha :

P(1,1)=1,P(1,2)=0,...,P(2,1)=1

P(2,2)=1,P(2,3)=0,...,P(3,1)=1vahk.

Bir o‘rinli predikatlar bilan to‘liqroq tanishib chigamiz.

Predikatlar ustida ham mulohazalar ustida bajarilgan amallarni kiritishimiz
mumkin. |, A, v, = , < amallari bir orinli predikatlar uchun quyidagicha
aniqlanadi :

M to‘plamda aniglangan R va Q predikatlar berilgan bo‘lsin. U holda :

( R ) — R ning inkori ;

(RAQ)—-Pva Q ning konyunksiyasi ;

(PvQ)—-P va Q ning dizyunksiyasi ;

(P=Q)-Pva Q ning implikatsiyasi ;

(P < Q) - P vaQ ning ekvivalensiyasi quyidagicha aniqlanadi :

(IR) () =I(R(x)),(R*Q)(a)=R(x)*Q(x),

buyerda *-A,v,=, < amallardan biri.

1.2-misol. N — natural sonlar to‘plamida berilgan R ( x ) —“ x — tub son “,
Q (x ) — « X — toq son » - predikatlari berilgan bo‘lsin. U holda ( |R) (x)=1(R(
X )) — « X — tub son emasy», degan predikatdir. x ning bir nechta qiymatlarida 1R
predikatning qiymatlarini topamiz :

(TR)(3)=1(R(3)=11=0,(IR)4)=T1(R(4))=l0=1
(QAR)(X)— «x—toq va tub son » - degan predikatning ham x ning bir nechta
qiymatlarida rost yoki yolg‘on bo‘lishini ko‘ramiz.

(QAP)(1)=Q(1)AP(1)=1A0=0,

(QAP)2)=Q(2)AP(2)=0A1=0,
(QAP)3)=Q(3)AP(3)=1A1=1.
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Shunga o‘xshash, R v Q, P = Q, P & Q predikatlarning mohiyatini
tushunib olish qiyin emas.

1.3-ta’rif. M to ‘plamda aniglangan P(x) predikat berilgan bo ‘Isin. U holda
P(x) ni rost mulohazaga aylantiradigan x ning M to ‘plamga tegishli barcha

giymatlarini E, orqali belgilaymiz. E,- P(x ) ning rostlik sohasi deyiladi.

Rostlik sohasi isboti qiyin bo‘lmagan quyidagi xossalarga ega:

1°. E1p= Mg Ep.

2% Epo=Ep[l Egq.
3. Ep,o=E; U E.
4 Ep_o=E7p UE,.

Uchinchi xossaning isbotini ko‘rib chigaylik.

Haqiqatan ham, agar x € Ep, o bo‘lsa,uholdaP (x)=1yoki Q(x)=1
bo‘ladi. Birinchi holda x € E p , ikkinchi holda x € E  ekanligidan
x € Ep U E g kelib chiqadi.

Aksincha, x € Ep J E o bo‘lsin. U holda, birlashmaning ta’rifiga ko‘ra,
xe Ep yoki x € Eg ekanligi,yani P(x)=1yoki Q(x)=1 kelib chigadi.
Demak, P (x)vQ(x)=1 va xeEpJ E o.

Predikatlar ustida bajariladigan yana ikkita amal kiritamiz :

La-ta’rif. M to‘plamda aniglangan P ( x ) predikat berilgan bo ‘Isin. Agar
X ning M to ‘plamdagi barcha qiymatlarida P (x) =1 bo‘lsa, u holda V. P (x)
— ifoda rost mulohaza, aks holda, ya'ni M to ‘plamning kamida bitta x, elementi

uchun P (xy) =0 boIsa, yolg ‘on mulohazadir.
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L.5-ta’rif. Fxp (x)—ifoda x ning M to ‘plamdagi kamida bitta x, elementi

uchun P (x,) =1 bo ‘lganda rost, qolgan hollarda yolg ‘on mulohazadir.

V - belgi, umumiylik kvantorining belgisi,

3 - belgi, mavjudlik kvantorining belgisi.

Vx P (x ) — «barcha x lar uchun P (x ) bo‘ladi », 3x P (x ) — «shunday x
topiladi-ki, P (x ) bo‘ladi » deb o‘qiladi.

Vx P (x) va3dx P (x ) ifodalardagi x o‘zgaruvchi V yoki 3 kvantorlari
orqali bog‘langan, yo bo‘lmasa, x o‘zgaruvchiga V yoki 3 kvantori osilgan

deyiladi.

Takrorlash uchun savollar

1. Predikat deb nimaga aytiladi ?
2. Predikatlar ustida mantiq amallari ganday bajariladi ?
3. Predikatning rostlik sohasiga ta’rif bering.
4. Predikat rostlik sohasining hossalarini ayting.
5. Predikatlardan kvantorlar yordamida mulohaza hosil qilishni tushuntiring.
6. Mavjudlik va umumiylik kvantorlari yordamida hosil bo‘lgan mulohazalarning
rostlik gqiymatlari ganday aniqlanadi ?
Mashgqglar
1. Quyidagi ifodalar ichidan predikatlarni ajrating :
1)«x 5gabolinadi» (x e N) ;
2) «x’+2x+4» (x €R);
3) «wctg 45 =1»;
4) « x va y lar z ning turli tomonlarida yotadi » ( x va y lar tekislikdagi

nugqtalar to‘plamiga, z esa tekislikdagi to‘g‘ri chiziqlar to‘plamiga tegishli ) .
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2. Quyidagi mulohazalarni o‘qing va ularning rostlik qiymatini aniglang :
XH(x+y=7);
HIWx(x+y=7);
H(x+y=7);
WW(x+y=7);
Vi (0 >x) < ((x>1) v(x<0)));
Ja Vb F (X*+ax +b=0).

3. Kvantorlar yordamida quyidagi predikatlardan hosil qilish mumkin
bo‘lgan barcha mulohazalarni quring va ularning rostlik qiymatini aniglang :
X+ +1=(x+1).
=y  =x =y.
sinx =siny .

(x<0)v(x=0)v(x>0).

4. Quyidagi predikatlarning rostlik sohalarini aniglang :

«x +4>0», M =R.

«x;<x;»,M; =M, =R.

«Sinx >1», M =R.

«x 3gakarraliy , M={1,2, 3,4,56,7,8, 9}

5. Quyidagi predikatlar teng kuchli bo‘ladigan to‘plamni aniglang :
«x 3 gakarrali », « x 7 ga karrali ».

« x — parallelogramm » , « x to ‘rtburchakning diagonallari teng » .
« X —tub son » , « x — juft son » .

«xZ—x—Z:O», «xX>+1=0».

II1.2-§. Predikatlar algebrasining formulalari
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Predikatlar uchun quyida kiritiladigan barcha tushunchalar ixtiyoriy M

to‘plam bilan bog‘liq. Bu to‘plamni predmetlar to‘plami deb ataymiz. Lotin

alifbosining oxirrog‘idagi x, y, z, u, v, x;, X, . . . - lar o‘zgaruvchi predmetlarni,
boshidagi harflar a, b, ¢, a;, a;, . . . - lar M to‘plamning aniq elementlarini
bildiradi. Lotin alifbosining bosh harflari 4, B, C, . . . bilan o‘zgaruvchi yoki
o‘zgarmas mulohazalar belgilanadi.

F(x) G(x y) P (x5, x5 ...,x,), ...— ifodalar orqali predikatlarni
belgilaymiz.

Agar a, b — doimiy predmetlar, G — ikki o‘zgaruvchili predikat bo‘lsa,
G (a, b ) mulohaza bo‘lishi ravshan.

A,B,C,... va F(a) G(a b) ... ko‘rinishdagi mulohazalar
elementar mulohazalar deyiladi.

Endi predikatlar algebrasining formulasi tushunchasini kiritamiz.

Predikatlar algebrasida quyidagi simvollar ishlatiladi:

5. Xo, X1, . . ., X, — predmet o‘zgaruvcxilar.
6. S RYs.--.» R, ... —predikatlar ( R" - n— o‘rinli predikat).
7. 1, A ,V, =, <> - mantiq amallari.

8. V , 3 - kvantorlar.

0. (,)-qavslar.

2.1- ta’rif. 1. Har ganday elementar mulohaza — formuladir.

2. Agar R" - n;— o'rinli predikat, ., ..., X, - o ‘zgaruvchi predmetlar
yvoki doimiy predmetlar bo ‘Isin. U holda

R’ (x,...x,) - formuladir.

Yuqgoridagi 1, 2-punktlarda aniglangan formulalar elementar formulalar
deyiladli.
3. Predikatlar algebrasining birida bog liq bo‘lgan predmet o ‘zgaruvchi
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ikkinchisida erkin bo ‘Imaydigan A va % formulalar berilgan bo ‘Isin. U holda A A
RAVvIRE AR AR, ]A4 ifodalar ham predikatlar algebrasining

formulalaridir.

4. Predikatlar algebrasining x erkin o‘zgaruvchi qatnashgan A ( x )
formulasi berilgan bo ‘Isin, u holda Vx A (x ), IxA (x ) ifodalar ham predikatlar
algebrasining formulasidir.

5. Predikatlar  algebrasining 1-4-punktlarda  sanab  chigilgan

formulalardan boshqa formulalari yo‘q.

. 1 2 2
2.2-misol. P (), O (x.y), Ri(x%.3.2),V X O (..
3 XQ; (x), VX Ri(x, y) - ifodalar predikatlar algebrasining formulalaridir.
Predikat simvolidagi indekslarni kerak bo‘lmagan hollarda tashlab yozishni
kelishib olamiz. Masalan, Pf (x,y,z) o‘rniga R (x, y, z ) yozish mumkin.

23-misol. Vx Q (x,y) v R (x) ifoda formula bo‘lmaydi, chunki, 2.1-
ta’rifdagi 3-punkt shartlari bajarilmagan.

2.4-misol . Ny=1{0,1,2,...} to‘plam va NyxN, da aniqlangan P(x,y) =
“x<y”, O(x,y) = “x’+y =5 “predikatlar berilgan bo‘lsin. F (R(x, y) A
O( x, y )) — predikatning qiymatlarini topaylik. Bu formula bir o‘zgaruvchili
predikat bo‘lib, uning qiymatlari fagat u ga bog‘liq. Masalan, agar

y=0 bo‘lsa, Fx ((«x <u») A(«x’ +0°=5»)) =0

y=1 bolsa, F((«x<In) A(«x’+1°=5») =0;

y=2bolsa, Fx((«x<2») A(«x’+2°=5»)) =1 vahk.

(buyerda * «=» belgi « aynan shu » ma’nosini bildiradi ).

Takrorlash uchun savollar
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1. Predikatlar algebrasining simvollarini ayting.
2. Predikatlar algebrasining formulasiga ta’rif bering.

3. Predikatning predmetlar sohasi nima ?

Mashqlar

1. Quyidagi formulalardagi erkli va bog‘liq o‘zgaruvcxilarni aniglang :
Vx A (x).

A(y) =KX B(x).

K Vy(A(x)AB(y)=>WwS(ty)

W (H(A(x,y)) =B(ttz)

Quyidagi mulohazalarni predikatlar algebrasi tilida ifodalang :

« Barcha rasional sonlar haqiqiy ».

« Ayrim rasional sonlar haqiqiy emas ».

« 12 ga bo‘linuvchi har ganday natural son 2,4 va 6 ga bo‘linadi ».

« Ayrim ilonlar zaharli ».

« Bir to‘g‘ri chiziqgda yotmagan 3 ta nuqta orqali yagona tekislik o‘tkazish mumkin ».

« Yagona x mavjudki, R (x ) ».

A(x) S«x—tubson», B (x) =«x—juft son »,

C(x)S«x—togson» D (x) = «x ynibo‘ladi » kabi xossalarni bildirsa

quyidagilarni o‘qing :

A(T7).

B(2)AA(2).

W (B(x)=W(D(x,y)=B®)).
(S (x)=W(A(y)=ID(xy))
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I11.3-§. Predikatlar algebrasining

teng Kkuchli formulalari

3.1-ta’rif. Predikatlar algebrasining M to ‘plamida aniglangan A va B
formulalari berilgan bo ‘Isin. Agar M to ‘plamning har bir elementi uchun Ava B
lar bir xil giymat qabul qilsa, u holda A va B formulalar M to ‘plamda teng
kuchli formulalar deyiladi.

3.2-ta’rif. Predikatlar algebrasining o zlari aniglangan har ganday sohada
teng kuchli bo ‘Igan formulalari predikatlar algebrasining teng kuchli formulalari
deyiladi.

Ava B teng kuchli formulalar 4= 3 ko‘rinishda belgilanadi.

Mulohazalar algebrasidagi barcha tengkuchliliklar predikatlar algebrasining
tengkuchliliklari bo‘lishi ravshan. Faqat predikatlar algebrasiga xos teng kuchli

formulalardan asosiylari quyidagilardir :

1° T(vxP(x))=3x |P(x).

2°. J(3xP(x))=Vx |P(x).

3. VxP(x)AVxQ(x)=Vx(P(x)AQ(x)).

4. A AVXP(x)=Vx(AAP(x)).

5% BvVxP(x)=Vx(BVP(x)).

6. C=>VxP(x)=Vx(C=P(x)).

7°. Vx(P(x)=C)=3xP(x)=C.
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8. Ix(P(x)vQ(x)=3xP(x)vIxQ(x).

9°. IXx(AVvP(x)=AvIxP(x).

10°. 3X(AAP(x)=AAIxP(x).

11°. 3xP(x) A3y Q(y)=3Ix Iy (P(x)AQ (u)).

12°. 3x (C=>P(x))=C=3IxP(x).

13°. 3Ix (P(x)=C)=VxP(x)=C.

Tengkuchliliklarda 4 , B, C lar o‘zgaruvchi mulohazalar; P, Q lar
o‘zgaruvchi predikat simvollaridir.

3% tengkuchlilikni isbotlaylik. Agar R ( x ) va Q ( x ) predikatlar bir vaqtda
aynan rost bo‘lsalar, u holda R ( x ) A Q ( x ) predikat ham aynan rost bo‘ladi.
Bundan esa

VXR(x),VxQ(x), VX(R(x)AQ(x))
mulohazalarning rost qiymat gabul qilishi kelib chiqadi.

Ya’ni bu holda tengkuchlilikning ikkala tomoni «rost» qiymat qabul qiladi.

Faraz qilamiz berilgan R ( x ) va Q ( x ) predikatlarning kamida bittasi
masalan, R ( x ) aynan rost bo‘lmasin. U holda R ( x ) A Q ( x ) predikat ham
aynan rost bo‘lmaydi, bundan esa

VxR (x), VXR(x)AVxXQ(x), Vx(R(x)AQ(x))
mulohazalar yolg‘on bo‘ladi. Ya’ni bu holda ham tengkuchlilikning ikkala tomoni
bir xil (yolg‘on) giymat gabul giladi.

3° - tengkuchlilik isbotlandi.
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6'- tengkuchlilikni isbotlaylik.

S o‘zgaruvchili mulohaza « yolg‘on » qiymat gabul qilsin. U holda
S = R (x ) predikat aynan rost bo‘ladi va bundan

S=VxR(x) va Vx(S=R(x))
mulohazalarning rostligi kelib chiqadi. Ya’ni, bu holda tengkuchlilikning ikkala
tomoni bir xil qiymat qabul giladi.

Endi S o°zgaruvchili mulohaza « rost » qiymat gabul qilsin. Agar bunda
o‘zgaruvchili predikat R ( x ) aynan rost bo‘lsa, u holda S = R ( x ) predikat ham
aynan rost bo‘ladi. Bundan esa

VxR (x), S=VxR(x), Vx(S=R(x))

mulohazalarning rost ekanligi kelib chigadi. Ya’ni, bu holatda ham 6 -
tengkuchlilikning ikkala tomoni bir xil qiymat qabul qiladi.

Vanihoyat, R ( x ) predikat aynan rost bo‘lmasa, u holda
S = R (x) predikat ham aynan rost bo‘lmaydi. Bundan esa

VxR (x), S=VxR(x), Vx(S=R(x))
mulohazalarning  yolg‘onligi  kelib  chigadi. Demak, bu yerda ham
tengkuchlilikning ikkala qismi bir xil qiymat qabul qiladi.

Takrorlash uchun savollar

1. Predikatlar algebrasining formulasi ta’rifini ayting.
2. Predikatlar algebrasining teng kuchli formulalari deb, qanday
formulalarga aytiladi ?
3. Predikatlar algebrasidagi tengkuchliliklar ganday isbotlanadi ?
Mashglar
1. Quyidagi predikatlar teng kuchli bo‘ladigan to‘plamni aniqlang :
1) «x 3 gakarrali»,«x 7 gakarrali ».

2) « x — parallelogramm », « x to‘rtburchakning diagonallari teng » .
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3) «x—tubson»,«x—juftsony.
4) «xX*—x-2=0»,«x’+1=0x».

2. Yugqorida keltirilgan tengkuchliliklarni isbotlang.

I11.4-§. Keltirilgan normal forma

4.1-ta’rif. Predikatlar algebrasida inkor amali faqat elementar formulalar
oldida kelib, konyunksiya, dizyunksiya, kvantor amallaridan boshqa hech ganday
amal qatnashmagan formula normal forma ( formula ) deyiladli.

4.2-teorema. Predikatlar algebrasining ixtiyoriy formulasi yo normal forma,
yo unga teng kuchli normal forma mavjud.

Isbot. Haqigatan, agar formulada =, < amallari qatnashsa, ularda

I=>R=ITIVvR, S&R=(IFIVR)IA(IV IR)

tengkuchliliklardan foydalanib, = , <> amallarni ] , A, v amallari bilan
almashtiramiz. Inkor amali faqat elementar formulalargagina tegishli bo‘lishi

uchun

T(3AR)=13VvIR, 1(IvR)=IIAIR,

T(vxR(x))=3x IR(x), 1(IxR(x)=Vx |R(x)
tengkuchliliklardan foydalanish yetarli.

4.3-ta’rif. Predikatlar algebrasining normal formasida kvantorlar
qgatnashmasa yoki hamma kvantorlar barcha amallardan avval kelsa, bunday
forma keltirilgan normal forma yoki preniksli normal forma deyiladi.

4. 4-teorema. Predikatlar algebrasining ixtiyoriy formulasi uchun keltirilgan

normal forma yo unga teng kuchli keltirilgan normal forma mavjud.
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Bu teoremaning isbotini 4.2-teoremadan va 3-§ da keltirilgan asosiy
tengkuchliliklardan keltirib chigarish mumkin.
Takrorlash uchun savollar
1. Predikatlar algebrasining normal formasi deb nimaga aytiladi ?
2. Predikatlar algebrasining ixtiyoriy formulasiga teng kuchli normal forma
mavjudligini isbotlang.
3. Keltirilgan normal forma ta’rifini ayting.

4. 4.4-teoremani isbotlang.

Mashqlar

1. Teng kuchli almashtirishlar yordamida quyidagi formulalarni keltirilgan

normal formaga aylantiring :

(A (x)=Vy(B(y))

[(VxA(x)=>FB(y))

F(VyA(y)=B(x)Al( vy I (B(x)=A4(y)).

J(VxA(x)vI(B(x)=S(x)).

2. Teng kuchli almashtirishlar yordamida quyidagi formulalarni preneksli

normal formalarga aylantiring :

VuAd(x,u)=>B(x x).
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VuAd(u z)=>HKB(xtz).

KA(x,yz)= /(VaB(xy)).

Vi (A(x)=B(x)) =(HKA(x)=>HB(y))

II1.5-§. Predikatlar algebrasida

yechilish muammaosi

S5.1-ta’rif. Predikatlar algebrasining A formulasiga kirgan o ‘zgaruvchi
predmetlar x;, x5, . .., x, larning to ‘plamidan olingan, hech bo ‘Imaganda bitta
qiymatlari tizimi a,, a,, . . ., a, lar uchun A formula rost giymat qabul gilsa, u

holda A formula M to ‘plamda bajariluvchi deyiladi.

5.2-ta’rif. Predikatlar algebrasining kamida bitta to ‘plamida bajariluvchi

formulasi predikatlar algebrasining bajariluvchi formulasi deyiladi.

5.3-ta’rif. Agar predikatlar algebrasining A formulasi, formula tarkibiga
kirgan barcha o ‘zgaruvchi predmetlarning M to ‘plamidagi ixtiyoriy giymatlari
uchun rost giymat qabul qilsa, bunday formula M  to'plamda aynan rost
formula deyiladi.

5.4-ta’rif. Har ganday to ‘plamda aynan rost bo ‘Igan formula umumgqiymatli
formula deyiladi.

5.5-ta’rif. Umumgqiymatli formula logik gonun deyiladi.

5.6-ta’rif. Agar predikatlar algebrasining A formulasi, formula tarkibiga

kirgan barcha o ‘zgaruvchi predmetlarning M to ‘plamidan olingan ixtiyoriy
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qiymatlari uchun yolg ‘on qiymat qabul gilsa. Bu formula M to ‘plamda aynan
yolg ‘on formula deyiladli.

5.7-ta’rif. Har ganday to‘plamda aynan yolg‘on bo ‘lgan formula aynan
yolg ‘on formula deyiladi.

5.8-misol. Fx R ( x, y ) — formula bajariluvchi formuladir. Haqgiqatan,

R (x, y) — natural sonlar to‘plamida aniqlangan “y : x ” predikat bo‘lsin, u holda
R(l,y)=1.Demak, H R (x,y)=1.

5.9-misol . Fx Fu R (x, y ) — predikat bajariluvchi predikatdir. Hagiqatan, R
( x, y ) — predikat natural sonlar to‘plamida aniglangan « x >y » predikati
bo‘lsin,uholdaR (5,1 )=1. Demak, %x R (x,y)=1.

5.10-misol. R (x ) v /R (x) predikat umumgqiymatli predikatdir.

5.11-misol. R (x) /R ( x ) — predikat aynan yolg‘on predikatdir.

Predikatlar algebrasining ixtiyoriy formulasi bajariluvchi yoki bajariluvchi
emasligini aniqlab beradigan samarali usul mavjud bo‘lish yoki bo‘lmasligini
aniqlash masalasi predikatlar algebrasi uchun yechilish muammosi deyiladi.

Formula bajariluvcxiligi masalasini hal gilsak formula aynan rost yoki aynan
yolg‘onligi ham hal qgilinadi.

Hagqiqgatan, agar 4 formula aynan rost bo‘lsa, 1 .4 formula bajariluvchi bo‘la
olmaydi. Demak, 4 va |4 formulalarning bajariluvchi yo bajariluvchi emasligini

aniqlash natijasida 4 ning aynan rost bo‘lish-bo‘Ilmasligi ma’lum bo‘ladi.

Takrorlash uchun savollar
1. Predikatlar algebrasining biror bir to‘plamda bajariluvchi (aynan rost,
aynan yolg‘on) formulasiga ta’rif bering.
2. Predikatlar algebrasining bajariluvchi (umumgqiymatli, aynan yolg‘on)

formulasi deb qanday formulaga aytiladi ?
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Mashqglar

Natural sonlar to‘plamida qaralayotgan quyidagi predikatli formulalarning

qaysilari bajariluvchi  ( aynan rost, aynan yolg‘on ) ekanligini aniqlang :

Fe vy (l(y>x) e F( [ (y>x));
K W((y>x) \/7(y>0))<:,>5’x Wiy>0=y>x),
7( Ve Iy E(x<yAzZ>y) SV (x<ya F(Z>y))

2. Quyidagi formulalarning bajariluvchi ekanligini isbotlang :
FH(A(x)A[A(y))

I W(B(x,y)=>VzC(x,y2));

A(x)=>VyA(y)

Wx(A(x)vB(x)) =(VWA(x)vVxB(x)).

3. Quyidagi formulalarning umumgqiymatli ekanligini isbotlang :
XWB(x,y)=>VWhKB(xy)

W (A(x)=>B(x)) =(VWA(x)=VxB(x))

W (A(x)=>B(x)) =(HKA(x)=>KxB(x)),

K (A(x)=>B(x)) &(VWA(x)=VxB(x)).

III. 6-§. Predikatlar algebrasi uchun
yechilish muammosining umumiy
holda ijobiy hal qilinmasligi
XX asrning 40-yillarida algoritm tushunchasiga aniq ta’rif berilganidan
so‘ng yechilish muammosini hal qilish imkoni hosil bo‘ldi. 1936-yilda amerikalik

matematik A.Chyorch predikatlar algebrasi uchun yechilish muammosi umumiy

holda ijobiy hal qilinmasligini isbot gilgan.
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Yechilish muammosi chekli sohalar uchun ijobiy hal qilinishi ravshan.
Hagqiqgatan, agar 4 (xi, . . ., X,) formula M to‘plamning elementlarini xi, ..., X,
o‘zgaruvchi predmetlar o‘rniga qo‘yib chiqib, 4 formulaning qiymatlarini tekshirib
chigamiz. Bu jarayon chekli qadamda yakunlanadi. Kvantor amallarini esa
konyunksiya, dizyunksiya amallari bilan almashtirish mumkin.

6.1-misol. Vx 3y (R (x,y,z)Vv Q(x)) formula M= {a,b} to‘plamda
bajariluvchi bo‘lish bo‘lmasligini aniglash uchun avval formula ko‘rinishini asosiy
tengkuchliliklar yordamida o‘zgartiramiz :

Vxdy (R(x,y,z)vQ(x)=Vx(P(x,a,z)vQ(x)VR(x,b,2z))=
(P(a,a,z)vQ(a)vP(a,b,z)A(P(b,a,z)vQ(b)VvP(b,b,z)).

Hosil bo‘lgan formulada z o‘rniga a va b qiymatlarni ketma-ket qo‘yib
berilgan formulaning bajariluvchi bo‘lish- bo‘lmasligini aniglash mumkin.

6.2-ta’rif. Agar predikatlar algebrasining formulasida erkli o ‘zgaruvchilar
qatnashmasa, bunday formula yopiq formula deyiladi.

6.3-misol. Vx Vy 3z (P (x,y) v R (x, z))— formula yopiq formuladir.

6.4-ta’rif. Agar predikatlar algebrasining A ( x;, . . ., X, ) formulasida
X, e, x, — erkli predmet o ‘zgaruvchilar qatnashgan bo ‘Isa, u holda V'x; V' x,. . .
Vx, A(xp, ..., x,)—formula A (x, ...,x,) formulaning umumiylik (kvantori
orqali) yopig‘i, Ix; Ix;. . . Ix, A(xy, ..., X, ) esa berilgan formulaning mavjudlik
(kvantori orqali) yopig ‘i, ikkala 7,V kvantorlar yordamida hosil gilingan yopiq
formula - berilgan formulaning aralash yopig ‘i deyiladi.

6.5-misol. 3x R ( x, y, z ) formula berilgan bo‘lsin. U holda
Vy Vz 3Ix R ( x, y, z ) berilgan formulaning umumiylik yopig‘i,
dy 3z 3x R (X, y, z ) — mavjudlik yopig‘i, Vy 3z 3x R ( x, y, z ) — aralash yopig‘i
bo‘ladi.
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6.6-teorema. Predikatlar algebrasining yopiq, normal formasida faqat n ta
mavjudlik kvantori qatnashib, umumiylik kvantorlari qatnashmagan bo ‘Isin. Agar
bu formula ixtiyoriy bir elementli to ‘plamda rost giymat qabul qilsa, u holda u
umumgqiymatli formuladir.

Isbot. Teorema shartiga asosan olingan formula quyidagi ko‘rinishda
bo‘lsin:

B=3xy...3IX, A(Y, ..., Y5 Piooo s P o0 0 Qi Q) (1).

8 formulada Y,,Y,, ..., Y,—o‘zgaruvchi mulohazalar ;

P.,P,, ..., Pqy—bir orinli predikatlar simvollari va h.k.

Q1, Qo . .., Q¢ —m-orinli predikatlar simvollari;

A - teorema shartiga ko‘ra kvantorsiz formuladir.

Teorema shartiga ko‘ra @ formula ixtiyoriy bir elementli M = { a }
to‘plamda aynan rost. Ya’ni A4( Yy, ...,Y:;Ri(a),...,
Rq(a); Qi(a,...,a),...Qa,...,a))=1.

Faraz qilaylik ( 1 ) formula umumgqiymatli formula bo‘lmasin. U holda
shunday M, soha, Y.’ ..., Y. mulohazalar,

RS, ..., Rqo; C Qlo, C e, Qto - M, sohada aniglangan predikatlar
mavjud bo‘lib, ( 1) formula « yolg‘on» giymat qabul qilsin. Ya’ni :

I I (ALY RO GRS L

Q’,....Q")=0 (3).

Uholda—\(Elxl. .. EIXn(jZl(Ylo, LY RO ,Rqo; ce

Q. .., M =vx. . xa (1(A(YS ..., Y

R’ ....,R; ...;Q°%...,Q°))=1.

Demak, [(A(Y/%....,Y."; R’ ....,R ;.. .;

Q) ..., Q")) — formula o‘zgaruvchi predikatlarning 9,
to‘plamdagi barcha qiymatlari uchun aynan rost bo‘ladi.

Xususan, ixtiyority M; = { X, } — bir elementli to‘plam uchun
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AYS LY RO GRS Q% . Q0 =0.
Bu esa teorema shartiga zid.
6.7-teorema. Predikatlar algebrasining yopiq, keltirilgan normal
formulasida fagat n ta umumiylik kvantori qatnashib, mavjudlik kvantorlari
qatnashmasin. Agar bu formula elementlari soni n tadan ko'p bo ‘Imagan har
qanday to ‘plamda aynan rost formula bo ‘Isa, u holda u umumgqiymatli formuladir.
Isbot. Teorema shartini qanoatlantiradigan
B=VX;...VX(A(Y1, ..., YR, .00 Rg . 5QnL ., Q) (1)
formula berilgan bo‘lsin. Bu yerda :
Yy, ..., Y, - o‘zgaruvchi mulohazalar ;
Ry, ..., Ry—bir o‘rinli predikatlar ; ... vahk.
Qi, ..., Qi— m— o‘rinli predikatlardir.
B formula umumgqiymatli emas deb faraz qilaylik. U holda:
shunday elementlari soni n dan ko‘p bo‘lgan M to‘plam; U,’, ... U, —
mulohazalar ;
M to‘plamda aniglangan R,’, . . ., RqO - bir o‘rinli predikatlar ; . .
QY ...,Q - m ofrinli predikatlar mavjud bo‘lib ,
VXL Y (YL YR GRS
Q... Q) (2)
formula yolg‘on qiymat qabul giladi. U holda
I I (LAY L YGRS, LRSS
Q... QMM =1
Bundan esa —|(}1(U10, LU RS ,Rqo;
QlO, cee »Qto)): 1
yoki jZl(UIO,...,UrO;RIO,...,RqO; ;QJ’,...,QJ’):O
ekanligi kelib chigadi. Demak, M to‘plamning elementlari soni » tadan ko‘p
bo‘lmagan M, qism to‘plami mavjud bo‘lib, M, to‘plamda ( 1 ) formula

« yolg‘on » giymat qabul giladi. Hosil bo‘lgan natija teorema shartiga zid.
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Predikatlar algebrasidagi yechilish muammosi bilan chuqurroq tanishmogqchi
bo‘lgan o‘quvchilarga P.S.Novikovning «Elementi matematicheskoy logiki»

kitobini tavsiya etamiz.

Takrorlash uchun savollar

1. Predikatlar algebrasi uchun yechilish muammosini tushuntiring.
2. Predikatlar algebrasining yopiq formulasi ta’rifini bering.
3. Predikatlar algebrasi formulasining umumiylik hamda mavjudlik

kvantorlari orqali yopig‘iga ta’rif bering.

Mashglar

Quyidagi formulalarning qaysilari umumqiymatli ekanligini aniglang :

K(A(x)AB(x)) =>HKA(x)AFKB(x),
K(A(x)AB(x)) HxA(x)ADKB(x);

Vs (A(x) vB(x)) = VWA(x)v VxB(x)
WxA(x)vVWaB(x)e VW (A(x)vB(x)),

VA (A =>B(x)) & (A= VxB(x));

Vx (A(x) =B (x)) &(WA(x)=VxB(x)),
HKA(x)=>VxB(x);

VxA(x) =B (x).

85



86

IV BOB

PREDIKATLAR HISOBI

IV.1-§. Predikatlar hisobining

formulalari, aksiomalari

Predikatlar hisobi predikatlar algebrasining aksiomatik bayonidir.
Predikatlar hisobi formal aksiomatik nazariya bo‘lib, o‘zining simvollari,
aksiomalari, keltirib chiqarish qoidalariga ega.

Predikatlar  hisobining formulasi tushunchasi shaklan predikatlar
algebrasidagidek kiritiladi. Shuning uchun formula ta’rifini takrorlab o‘tirmaymiz.

Predikatlar hisobining aksiomalari sifatida mulohazalar hisobining barcha
aksiomalarini, undan tashqari quyidagi aksiomalarni gabul gilamiz :

Vi.VxF(x)=F(y);

Vo, F(y)=3IxF(x).

Shunday qilib, predikatlar hisobining aksiomalari quyidagilardan iborat :

[, A=>(B=A).

L(A=(B=C)=(A=B)=(A=0()).

I, AAB=A.

I,, AAB=B.

I, (A==B)=(A=>C)=(A=BAC(C)).

;. A=>AvB.

L. B=>AvB.

;. (A=>C)=>(B=C)=(AvB)=0()).

IV.(A=B)=(IB= |A).
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IV, A= 1A,
Vs [ TA= AL
Vi.VxF(x)=F(y).
Vo, F(y)=3IxF(x).
Takrorlash uchun savollar

1. Predikatlar hisobi ganday matematik nazariya ?
2. Predikatlar hisobi aksiomalarini ayting.
3. Mulohazalar hisobi aksiomalari va predikatlar hisobi aksiomalari

sistemalarining o‘xshash va farqli tomonlarini tushuntiring.

IV.2-§. Predikatlar hisobining
keltirib chiqarish qoidalari
2.1. Xulosa chiqarish qoidasi .
Agar A, A= B formulalar keltirib chiqariluvchi formulalar bo‘lsa, u holda
B ham keltirib chiqariluvchi formuladir. Bu qoida mulohazalar hisobidagidek

A A= B
B ko‘rinishda belgilanadi.

2.2. O‘zgaruvi mulohazani o ‘rniga qo‘yish qoidasi .

Predikatlar hisobining keltirib chigariluvchi 4 ( A ) formulasida A
o‘zgaruvchi mulohaza qatnashsin.
@B — predikatlar hisobining ixtiyoriy formulasi bo‘lib, 3 ning erkin o‘zgaruvcxilari
A dagi bog‘liq o‘zgaruvchilardan farqli harflar bilan ; @ ning bog‘liq
o‘zgaruvcexilari 4 ning erkin o‘zgaruvcxilaridan farqli harflari bilan belgilangan
bo‘lsin. Undan tashgari A mulohaza birorta kvantorning ta’sir doirasida yotgan
bo‘lsa, bu kvantorlar bilan bog‘langan harf 3 formulada qatnashmasin. Bu holda

A o‘zgaruvchi mulohaza 4 formulaning qaerida qatnashgan bo‘lsa, o‘sha
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joylarda A mulohazani 3 formula bilan almashtirsak, hosil bo‘lgan ifoda
predikatlar hisobining keltirib chiqariluvchi formulasi bo‘ladi. Bu qoida gisqgacha
A(A)
A(B)  ko‘rinishda belgilanadi.

2.3-misol. A4 ( A) formula

VXHy(R(X,y,Z)VA)/\—IA
ko‘rinishda bo‘lsin. U holda A o‘rniga dx 8 ( x ) yoki Vy B ( u ) formulalarni
qo‘yib bo‘lmaydi, chunki AV, 3 kvantorlarining ta’sir sohasida joylashgan. A
o‘rniga 3t B( t) formulani qo‘yish mumkin, chunki hosil bo‘lgan

VX Vy(P(X,v,z)vItB(t)A [ (TtB(t))

ifoda yana formula bo‘ladi.

2.4. O‘zgaruvchi predikatni o ‘rniga qo ‘yish qoidasi .

Bu almashtirish natijasida ham hosil bo‘lgan ifoda formula bo‘lishini
ta’minlashimiz lozim.

Predikatlar hisobining keltirib chiqariluvchi 4 ( F ) formulasida n
o‘zgaruvchili F predikat qatnashsin.

B (t,..,t, )— predikatlar hisobining n ta erkin t; . . , t, o‘zgaruvchili
formulasi bo‘lsin. @ ning bog‘liq o‘zgaruvcxilari 4 ning erkin o‘zgaruvcxilaridan,
@B ning erkin o‘zgaruvcxilari 4ning bog‘liq o‘zgaruvcxilaridan farqli harflar bilan
belgilangan bo‘lsin. Undan tashqari, agar F 4 dagi birorta harfni bog‘lagan
kvantorning ta’sir sohasida bo‘lsa, o‘sha harf @ formulada gqatnashmasin. U holda
agar 4 ( F) formulada barcha F ( xy, . .., X, ) qatnashgan joylarda B (t;, ..., t,)
formulaning t; . . , t, o‘zgaruvcxilarini mos ravishda X, . .., X, larga
almashtirib qo‘yib chigamiz.

Natijada hosil bo‘lgan ifoda predikatlar hisobining keltirib chiqariluvchi

formulasi bo‘ladi.
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Yuqoridagi shartlarning buzilishini o‘zgaruvcxilarning kolliziyasi deyiladi.

2.5-misol. 3x Vy Iz (F (x,y)V 1F (x,z)) formulada F niJu Vv (G (u,
t)) AG(v,t,)) bilan almashtirish talab qilinsin.

2.4 dagi shartlar bajarilishini ko‘rish qiyin emas. Bunday almashtirish
natijasida

X VyIz(FuVv(G(u,x)AG(v,y)v]IFTuvv (G (u,x)AG(V,2))
formulasi hosil bo‘ladi.

2.6-misol. A v 3x G ( x ) formulada A ni F ( x ) bilan almashtirsak,
F (x) v 3x G ( x ) ifoda hosil bo‘ladi. Bu formula emas, chunki o‘zgaruvchi
mulohazani almashtirish qoidasidagi shartlar buzilgani ko‘rinib turibdi.

2.77. Erkin o°‘zgaruvchi predmetlarni almashtirish qoidasi.

Agar predikatlar hisobining keltirib chigariluvchi 42 formulasidagi erkin
o‘zgaruvchi predmetlarni, shu o‘zgaruvchilar qayerda gatnashsa, o‘sha joylarning
barchasida boshga erkin o‘zgaruvchi predmetlar bilan almashtirib chigsak, hosil
bo‘lgan ifoda yana predikatlar hisobining keltirib chiqariluvi formulasi bo‘ladi.

2.8-misol . 3x (G (x ) A F (y)) formula berilgan bo‘lsin. U holda y erkin
o‘zgaruvchini yuqoridagi qoidaga binoan x dan farqli har ganday o‘zgaruvchi
bilan almashtirish mumkin.

2.9-misol . VX (G (x)AF(y)AG(y) formulada y ni t bilan
almashtirish mumkin. Natijada Vx (( G (x ) A F (t)) A G (t) formula hosil
bo‘ladi. Biz barcha y gatnashgan joylarda uni t ga almashtirganimizga e’tibor

bering.

2.10. Bog‘liq o ‘zgaruvchi predmetni almashtirish qoidasi.
Predikatlar hisobining keltirib chiqariluvchi 4 formulasiga bog‘liq
o‘zgaruvchi predmetlarni, shu o‘zgaruvchini bog‘lagan kvantorning ta’sir sohasiga

tegishli hamma joylarda 4 dagi barcha erkin o‘zgaruvchi predikatlardan farq

&9



90

qiladigan boshga bog‘liq o‘zgaruvchi predmetlar bilan almashtirsak, hosil bo‘lgan
ifoda predikatlar hisobining keltirib chigariluvchi formulasi bo‘ladi.

211-misol. ( "x F (x) = X G (x)) =G (y) formulada x ni ¢ bilan
almashtirib, ( V¢t F (t) = 7t G (t)) = G (y ) — formulani hosil qilishimiz
mumkin. Biz almashtirishni to‘g‘ri bajardik. Haqigatan ham, =z = u va V

kvantorining ta’sir sohasiga tegishli joylardagina x ni z bilan almashtirdik.

2.12. Kvantorlar bilan bog ‘lash qoidalari .

Agar 4 = B( x ) predikatlar hisobining keltirib chigariluvchi formulasi
bo‘lib, x o‘zgaruvchi 4 da qatnashmasa 4 = Vx B ( x ) predikatlar hisobining
keltirib chiqariluvchi formulasi bo‘ladi.

Agar A4 ( x ) = B predikatlar hisobining keltirib chigariluvchi formulasi
bo‘lib, x o‘zgaruvchi B da gatnashmasin. U holda 3 4 ( x ) = B predikatlar

hisobining keltirib chigariluvchi formulasi bo‘ladi.

Takrorlash uchun savollar

1. Mulohazalar hisobining keltirib chiqarish qoidalarini esga oling.

2. Predikatlar hisobining xulosa chiqarish va o‘zgaruvchi mulohazani
o‘rniga qo‘yish qoidalarini tushuntiring.

3. O‘zgaruvchi predikatning o‘rniga qo‘yish va erkin predmet o‘zgaruvchini
almashtirish qoidalarini ayting.

4. Bog‘liq predmet o‘zgaruvchini almashtirish hamda kvantorlar bilan

bog‘lash qoidalari haqida ma’lumot bering.

IV.3-§. Predikatlar hisobida

keltirib chiqariluvchi formula tushunchasi
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3.1-ta’rif. 1. Predikatlar hisobining har bir aksiomasi keltirib chigariluvchi
formuladir.

2. Predikatlar hisobining keltirib chigariluvchi formulalariga 1V.2-§ bayon
qilingan keltirib chiqarish qoidalarini chekli marta qo ‘llash natijasida hosil
qilingan formulalar ham predikatlar hisobining keltirib chiqariluvchi formulalari
bo ‘ladi.

3. Boshgacha usulda keltirib chiqariluvchi formulalar hosil qilib bo ‘Imaydi.

Mulohazalar hisobining hamma aksiomalari va keltirib chiqarish qoidalari
predikatlar hisobiga ham kirganligi sababli mulohazalar hisobining barcha keltirib
chigariluvchi formulalari predikatlar hisobida ham keltirib chigariluvchi formula
bo‘ladi. Undan tashqgari, predikatlar hisobining har bir keltirib chiqariluvchi
formulasi predikatlar algebrasining formulasi sifatida qaralsa, aynan rost formula
bo‘lishini ko‘rish qiyin emas. Bu tasdigning isbotini o‘quvchilarga mustaqil isbot
qilish uchun qoldiramiz.

Predikatlar hisobi uchun ham mulohazalar hisobidagidek zidsizlik, to‘liglik,

erklilik, echiluvchanlik muammolari qaraladi.

Takrorlash uchun savollar
1. Predikatlar hisobida keltirib chiqariluvchi formula ta’rifini bering.
2. Nima uchun mulohazalar hisobining aksiomalari va keltirib chiqariluvchi
formulalari predikatlar hisobida ham keltirib chigariluvchi bo‘ladi ?
3. Predikatlar hisobining har bir keltirib chiqariluvchi formulasi predikatlar

algebrasining aynan rost formulasi bo‘lishini isbotlang.

IV.4 - §. Predikatlar hisobining zidsizligi

Aksiomatik nazariyada birorta formula va uning inkori keltirib chiqariluvchi
bo‘lsa, bunday nazariya ziddiyatli nazariya, aks holda zidsiz nazariya deyilishi

ma’lum.
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4.1-teorema. Predikatlar hisobi zidsiz nazariyadir.

Bu tasdigni isbot qilish sxemasini beramiz.

Predikatlar hisobining har bir formulasiga mulohazalar hisobining
formulasini quyidagi usulda mos qo‘yamiz :

Hamma formulalarni predikatlar algebrasining bir elementli { a }
to‘plamda aniglangan formulasi deb faraz qilamiz. U holda har bir predikatga
mulohaza mos keladi. Masalan, F ( xy, . . . ,x, ) predikatga F (a, ..., a)
mulohaza mos keladi. Vx 4 (x ), 3x 4 ( x ) formulalar o‘rniga 4 ( a ) formula
hosil bo‘ladi. Predikatlar hisobining elementar formulalari mulohazalar
algebrasining elementar formulalarida, predikatlar hisobining keltirib chiqarish
qoidalari mulohazalar hisobining keltirib chiqarish qoidalariga aylanadi. Natijada
predikatlar hisobining keltirib chqariluvchi formulalari mulohazalar algebrasining
aynan rost formulalariga aylanadi. Shunday qilib, predikatlar hisobi ziddiyatga ega
bo‘lsa, u holda mulohazalar algebrasida bitta formulaning o‘zi ham aynan rost,

ham aynan yolg‘on formula bo‘lib qolar edi. Buning esa bo‘lishi mumkin emas.

Takrorlash uchun savollar
1. Zidsiz matematik nazariya deb qanday nazariyaga aytiladi ?

2. Predikatlar hisobining zidsizligini isbotlang.
IV.5 - §. Predikatlar hisobining to‘ligligi
Predikatlar hisobi tor ma’noda to‘lig emas. Ya’ni uning aksiomalar
sistemasiga predikatlar hisobida keltirib chiqarilmaydigan I3x F (x ) = Vx F (x)

formulani qo‘shsak, hosil bo‘lgan aksiomalar sistemasi zidsizligicha qoladi.

Chunki, oldingi paragrafdagi isbot qilish sxemasini hosil qilingan aksiomalar
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sistemasiga qo‘llasak, F = F ko‘rinishdagi aynan rost mulohaza hosil bo‘ladi.
Ya’ni, hosil bo‘lgan aksiomalar sistemasi zidsizdir.

Bundan tashgqari, predikatlar hisobi uchun keng ma’nodagi to‘liglik masalasi
qaraladi.

Biz yuqoridagi paragraflarda predikatlar hisobining keltirib chiqariluvchi
formulasi predikatlar algebrasining formulasi sifatida qaralsa, aynan rost formula
bo‘lishini ko‘rgan edik. Predikatlar algebrasining aynan rost formulasi predikatlar
hisobining formulasi sifatida garalsa, keltirib chigariluvchi bo‘ladimi — degan savol
tug‘ilishi tabiiydir. Ya’ni, predikatlar hisobi predikatlar algebrasini ifodalash uchun
to‘ligmi- degan savol tug‘iladi.

Bu savolga K. Gyodelning quyidagi teoremasi javob beradi.

5.1-teorema. Predikatlar algebrasining har qanday aynan rost formulasi,
predikatlar hisobida keltirib chigariluvchi formula bo ‘ladi.

Bu teoremaning isboti juda uzun ekanligini hisobga olib, uni bu yerda
keltirmadik. Teorema isboti bilan adabiyotlar ro‘yxatidagi adabiyotlarda tanishish

mumkin.

Takrorlash uchun savollar

1. Qanday matematik nazariyalar tor ma’noda, keng ma’noda to‘liq
nazariyalar deyiladi ?
2. Predikatlar hisobining tor ma’noda to‘liq emasligini isbotlang.

3. Predikatlar hisobi keng ma’noda to‘ligmi ?

IV.6 - §. Predikatlar hisobining

keltirib chiqariluvchi formulalari

Mulohazalar hisobining barcha aksiomalari va keltirib chiqarish qoidalari

predikatlar hisobiga to‘ligligicha kirganligi sababli, mulohazalar hisobining
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hamma keltirib chiqariluvchi formulalari predikatlar hisobining ham keltirib
chigariluvchi formulalari bo‘ladi. Bundan tashqari mulohazalar hisobining keltirib
chigariluvchi formulalariga predikatlar, hisobining o‘rniga qo‘yish va boshqga
qoidalarini qo‘llab, yana keltirib chigariluvchi formulalar hosil qilishimiz mumkin.

Quyida predikatlar hisobining ba’zi keltirib chigariluvchi formulalarini
ko‘rib chigamiz. Mulohazalar hisobidagidek 4 keltirib chiqariluvchi formula
bo‘lsa, uni gisqacha |— A ko‘rinishda belgilaymiz.

6.1-teorema. }F(x)=F (x)vVuG(y).

Isbot. Mulohazalar hisobida |—A = A v B bo‘lganligi uchun A ni F (x

), B ni Vx G (y) bilan almashtirsak, u holda |— F(x)=F(x)vVvuG(y)
hosil bo‘ladi.

Quyidagi teoremalarning isboti mulohazalar hisobining keltirib chigariluvchi
formulalarida o‘rniga qo‘yish qoidalarini qo‘llash natijasida hosil bo‘ladi.

6.2-teorema. |— F(x)v |F(x).

6.3-teorema. | A= (IxF(x)AVyN(y)=IxF(x))AA.

Mulohazalar hisobida isbot qilingan hosilaviy keltirib chiqarish qoidalari
predikatlar hisobi uchun ham hosilaviy keltirib chiqarish qoidalari bo‘lishi ravshan.
Undan tashqari, predikatlar hisobi uchun mulohazalar hisobida bo‘lmagan
quyidagi keltirib chigarish qoidasini kiritamiz.

6.4-teorema. ( Umumiylik kvantori bilan bog ‘lash qoidasi). Agar A ( x )
predikatlar hisobining x  erkin o ‘zgaruvchi predmet qatnashgan keltirib
chiqariluvchi formulasi bo‘lsa, u holda Vx A ( x ) ham predikatlar hisobining
keltirib chigariluvchi formulasi bo ‘ladi.

Isbot. Bu qoidaning isboti quyidagi tizimdan iborat :

|-A = R ( R - mulohazalar hisobining keltirib chigariluvchi formulasi).

FA= a(x).

FA = vxa(x).

FR= vx.a(x).
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VX A(X).
Bu qoidani gisqacha A(x)
Vx A(x) ko‘rinishda yozish mumkin.

6.5-teorema. |— VxF(x)= IxF(x).

Isbot. Vi, V, aksiomalarga asosan |— VxF(x)=F(y) va |— F(y)=
dx F ( x ). Bu formulalarga sillogizm qoidasini qo‘llasak, |— VxF(x)=3IxF(x
) hosil bo‘ladi.

O‘quvchilar mustaqil isbot qilishlari uchun predikatlar hisobining yana bir

nechta keltirib chiqariluvchi formulalarini keltiramiz .

6.6-teorema.

|- Wx WEF(x,y) ~ W VWF(x ).

FxwWwF(xy) = WRF(xy)

F Yw(F(x) = G(x)) = (WF(x)=%G(x))

F Yw(F(x)=>G(x))=HKF(x)=HG(x))

|- Wx(F(x)=>G(x))=(WF(x)=>WG(x)).

F Y(F(x) ~G(x)=(VAF(x)~ VaG(x)).

F % F(x)~ /(v [F(x)).

F 2 /F(x) ~ J(vaF(x)).

F /(3 F(x) ~ v JF(x).

F & /F(x) ~ Vs F(x).

F (A= VW F(x)) ~ Vx(A=F(x)).

K. Gyodel teoremasiga asosan predikatlar algebrasining har qanday aynan
rost formulasi predikatlar hisobining keltirib chiqgariluvchi formulasi ekanligidan
foydalanib ham yuqoridagi formulalarning keltirib chiqariluvchi formulalar
ekanligini isbot qilish mumkin.

Masalan, |— (A=>VxF(x) ~ Vx(A=F(x)) ning aynan rost

formula bo‘lishini isbot qgilaylik.
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A=VxF(x)=1 bo‘lsin. Uholdka A=0 bo‘lsa, A=F(x) har
qanday F ( x) uchun, demak, har qanday x uchun rost bo‘ladi. U holda Vx (A
= F(x))=1 bo‘ladi.

A=1 bo‘lsa, A= VxF(x)=1 bo‘lganligidan Vx F (x)=1, ya’'ni
har ganday x uchun F(x)=1, demak, Vx (A=F(x))=1 bo‘ladi.

Xuddi shunday, A = VxF(x)=0 bo‘lsa, Vx(A=F(x))=0
bo‘lishi ko‘rsatiladi.

6.6-Deduksiya teoremasi. Agar A = B predikatlar hisobining formulasi
bo‘lib, A formuladan B formula keltirib chiqariluvchi bo ‘lsa, u holda A = B
ham predikatlar hisobining keltirib chigariluvchi formulasidir.

Teoremani isbot qilish sxemasini keltiramiz. Teorema isboti uchun
quyidagilarni isbot qilish yetarli :

Predikatlar hisobining har bir keltirib chiqariluvchi @3 formulasi uchun
teorema to‘g‘ri.

B formula 4 dan iborat bo‘lganda, teorema to‘g‘ri.

Agar teorema B, = B, ( x ) formula uchun to‘g‘ri bo‘lsa, u holda B; = Vx
@B, ( x ) uchun ham to‘g‘ri.

Agar teorema B;( x ) = B, uchun to‘g‘ri bo‘lsa, uholda 3Ix B|(x )= B,
formula uchun ham to‘g‘ri.

Agar teorema ( formula uchun to‘g‘ri bo‘lsa, u holda (¢ formuladagi
bog‘liq o‘zgaruvcexilarni qayta nomlash, yoki erkin o‘zgaruvexilarni gayta
nomlash, yoki o‘zgaruvchi mulohazalarni o‘rniga qo‘yish, o‘zgaruvchi
predmetlarni o‘rniga qo‘yish, qoidalarini qo‘llash natijasida hosil qilingan (

formula uchun ham to‘g‘ri bo‘ladi.

Takrorlash uchun savollar
1. Predikatlar hisobining keltirib chigariluvchi formulasi deb qganday

formulaga aytiladi ?
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2. Predikatlar hisobida keltirib chigariluvchi formulalarga misollar keltiring.
3. Mulohazalar hisobining hosilaviy keltirib chiqarish qoidalarini ayting.

4. Umumiylik kvantori bilan bog‘lash qoidasini keltiring.

5. Deduksiya teoremasi isbotining sxemasini keltiring.

Izoh: Agar teorema 4, 4 = B formulalar uchun to‘g‘ri bo‘lsa, u holda @

formula uchun ham to‘g‘ri bo‘ladi.

M a sh q

6.6 da keltirilgan formulalarning keltirib chiqariluvchi ekanligini isbotlang.

V BOB

Matematik nazariyalar
V.1-§. Matematik nazariyalar
haqida tushuncha

Aksiomatik nazariyalarni yaratishda qo‘llaniladigan aksiomatik metod — shu
matematik nazariya obyektlari orasidagi eng sodda xossalarni ifoda qilishga
asoslanganligi uchun matematik fanlarni aniq ifoda qilish imkonini beradi. Bu
sodda xossalar aksiomalar deb atalib, ularga asoslanib teoremalar isbotlanadi.

Matematikada biror tushunchani ta’riflaganimizda boshqa soddaroq
tushunchalardan foydalaniladi. Lekin o‘sha sodda tushunchalarni ifodalash uchun
yana boshga bir tushunchalar ishlatilishi tabiiy va h.k. Shu nuqtai nazardan
qarasak, biz ba’zi bir tushunchalarni ta’rifsiz qabul qilishga majbur bo‘lamiz. Bu
tushunchalarni aksiomatik nazariyaning asosiy tushunchalari deb ataymiz.

Xuddi shunday, birorta matematik tasdigni isbot gilganimizda boshqa isbot
qilingan tasdiglardan foydalanamiz, isbot qilingan tasdiglar ham o‘z navbatida
boshqga tasdiglarga asoslanib, isbotlanadi va h.k. Shuning uchun ba’zi to‘g‘riligi

shubha tug‘dirmaydigan tasdiglarni isbotsiz qabul qilishga majburmiz. Bu
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tasdiglarni aksiomalar deb ataymiz. Aksiomalarga asoslanib, teoremalar isbot
qilinadi. Bu esa aksiomatik nazariyaning mazmunini tashkil etadi.

Aksiomatik nazariyalar formal va mazmunli (noformal) aksiomatik
nazariyalar deb ataladigan ikki turga bo‘linadi.

Mazmunli aksiomatik nazariyada keltirib chiqarish qoidalari aniq belgilab
qo‘yilmagan bo‘lib, u ko‘proq intuitsiyaga asoslangan nazariyadir. Ya’ni, bu
nazariyada teoremalar intuitsiyaga asoslangan qoidalardan foydalanib isbotlanadi.

Mazmunli aksiomatik nazariyaga gruppalar nazariyasi, halqalar nazariyasi
misol bo‘la oladi.

Formal aksiomatik nazariya esa quyidagi sxema asosida quriladi :

Nazariya tili beriladi.

Formula tushunchasi aniqlanadi.

Aksiomalar deb ataladigan asosiy formulalar ro‘yxati beriladi.

Keltirib chiqarish qoidalari sanab chiqiladi.

Biz asosan birinchi tartibli matematik nazariyalar deb ataladigan nazariyalar
bilan shug‘ullanamiz. Bu nazariya bizga ma’lum bo‘lgan asosiy matematik
nazariyalarni isbotlash uchun yetarlidir. Bunday nazariyalar ba’zan elementar
nazariyalar deb ham ataladi. Birinchi tartibli tilda predikatning argumenti, predikat
yoki funksiya bo‘lgan predikatlar, kvantor bilan bog‘langan predikat yoki

funksiyalar qaralmaydi.

Takrorlash uchun savollar

1. Aksiomatik metod haqgida tushuncha bering.
2. Aksioma bilan teoremaning farqini ayting.

3. Aksiomatik nazariyani qurish sxemasini keltiring.
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V.2-§. Birinchi tartibli til

Ixtiyoriy tabiatli simvollarning chekli to‘plami - W berilgan bo‘lsin. Bu
to‘plamni birinchi tartibli tilning alifbosi deb ataymiz. W alifbodagi simvollarning
chekli ketma-ketligini birinchi tartibli tilning so zlari deymiz. Ikkita a,, ..., a,
va by, ..., b, so‘zlarning mos harflari teng, ya'ni a;=b;, ..., a, =b, bo‘lsa, bu
so‘zlar teng deyiladi.

Faraz qilaylik, biror bir aksiomatik nazariya garalayotgan bo‘lsin. W shu
nazariyaning alifbosi, U esa shu nazariyadagi so‘zlar to‘plami bo‘lsin. U holda,
( W, U ) juftlik garalayotgan nazariyaning tili deyiladi.

Birinchi tartibli til orqali birinchi tartibli nazariyalar ifodalanadi. Birinchi
tartibli nazariyalar, umuman olganda, yuqorida aytganimizdek, predikatlar hisobini
qamrab oladi. Ya’ni, predikatlar hisobining simvollari, aksiomalari, formulalari,

keltirib chiqariluvchi formulalari  birinchi tartibli nazariyaga kiradi. Undan
tashqari, birinchi tartibli nazariyada f "(i,n € N) -n o‘rinli funksiyaning

simvollari gatnashishi mumkin. Shu munosabat bilan birinchi tartibli tilda formula
tushunchasi biroz kengaytiriladi.

Birinchi tartibli nazariyalarda ikki xil ifodalar ishlatiladi. Bular term va
formulalardir.

2.1-ta’rif. 1. O zgaruvchi predmetlar, doimiy predmetlar, ya’ni konstantalar
termdir.

2. Agar t;, ..., t,— lar termlar, A — n o ‘rinli algebraik amal bo ‘Isa, u
holda A (t;, . . ., t,) — termdir.

3. Boshqga termlar yoq.

Ta’rifdan ko‘rinadiki, algebraik amal bog‘lovchilari vositasida termlarni
bog‘lab ham o‘zgaruvchi predmetlar, konstantalardan farqli termlarni hosil
qilishimiz mumkin ekan.

2.2-ta’rif. (Birinchi tartibli nazariyada formula tushunchasi). A —n — o ‘rinli

predikat, t;, . . ., t,— termlar bo ‘Isin, u holda A (t,, . . ., t,) — formuladir.
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Agar A va B lar formulalar bo ‘Isa, u holda A N B, A v B, A = B, /4
lar ham formulalardir.

Agar A formula, u — erkin o ‘zgaruvchi bo‘lsa , u holda V'y Ava 7y A
ifodalar ham formulalardir.

1, 2, 3 bandlarda aniglangan formulalardan tashgari boshqga formulalar
yo'q.

Predikatlar hisobining barcha aksiomalari birinchi tartibli til uchun ham
o‘rinli bo‘lib, bu aksiomalar birinchi tartibli tilning mantiqiy aksiomalari deyiladi.
Bundan tashqari, birinchi tartibli til bilan ifoda qilinayotgan har bir nazariyaning
o‘ziga hos aksiomalari ham bo‘ladi. Bu aksiomalar nazariyadan nazariyaga
o‘tganda o°‘zgarib turadi. Shuning uchun ularni maxsus aksiomalar deb ataymiz.

Birinchi tartibli til bilan ifoda qilinadigan deyarli barcha nazariyalarga
tenglik aksiomalari kiritiladi. Ular quyidagilardan iborat :

Vi x =x.

Vo, x=y=(A(x) =A4(y)).

Birinchi tartibli tilda predikatlar hisobining keltirib chigarish qoidalarining
ba’zilariga o‘zgartirishlar kiritiladi.

2.3 ( O ‘zgaruvchi predmetlarni almashtirish qoidasi ).

Agar A keltirib chigariluvchi formula bo ‘Isa, u holda A dagi o zgaruvchi
predmetni A da bog ‘langan o ‘zgaruvchi predmetlar qatnashmagan term bilan
almashtirsak, hosil bo ‘Igan ifoda yana keltirib chigariluvchi formula bo ‘ladi.

2.4 ( O ‘zgaruvchi predikatni almashtirish qoidasi ).

A keltirib chigariluvchi formuladagi n o‘rinli F (t;, ..., t,) predikatni
kolliziya holati yuz bermaydigan qilib B( 6,, . .., 6, ) formula bilan almashtirsak,
hosil bo ‘Igan ifoda yana keltirib chigariluvchi formula bo ‘ladi. Bu yerda t,, . . , t,;
0, ..., 6, lar birinchi tartibli nazariyadagi termlardir.

Boshqa keltirib chiqarish qoidalari o‘zgarishsiz qoladi.
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Birinchi tartibli til uchun gipotezalardan keltirib chiqariluvchi formulalar
tushunchasi, deduksiya teoremasi predikatlar hisobidagidan shaklan farq qilmaydi.
Shu sababli, ularni takroran keltirmaymiz. Lekin mazmunan keltirib chiqariluvchi
formulalar haqida gapirganimizda, yuqorida keltirilgan keltirib chiqarish
qoidalarini e’tiborga olishimiz zarur.

2.5. Nazariya tilining interpretatsiyasi.

Nazariya tilining interpretatsiyasi tushunchasi bilan tanishib chigamiz.

Faraz qilaylik, W — to‘plam nazariyaning alifbosi bo‘lsin. W’ esa boshqa
birorta aksiomatik yoki intuitiv nazariyaning simvollari to‘plami (alifbosi) bo‘lsin.
W to‘plamning har bir elementiga W’ ning aniq bitta elementini shunday mos
qo‘yamiz — ki natijada, W dagi konstantaga =~ W’ dagi konstanta, W da
o‘zgaruvchi predmetga W’ dagi o‘zgaruvchi predmet yoki konstanta mos kelsin, W
da aniglangan har bir predikatga W’ da aniglangan yagona predikat, W da
aniqlangan har bir funksional simvolga W’ da aniqlangan aniq bitta funksional
simvol mos kelsin. U holda birinchi nazariyada aniglangan har bir ifodaga ikkinchi
nazariyada aniglangan aniq ifoda mos keladi. Aniqroq qilib aytadigan bo‘lsak,
birinchi nazariyadagi har bir termga ikkinchi nazariyadan aniq bitta term, birinchi
nazariyadagi har bir formulaga ikkinchi nazariyadagi aniq bitta formula mos
keladi. U holda ikkinchi nazariya birinchi nazariyaning ifodasi yoki
interpretatsiyasi deyiladi.

Agar bir nazariyaning har bir keltirib chiqariluvchi formulasi shu
nazariyaning interpretatsiyasida aynan rost formula yoki keltirib chiqariluvchi
formula bo‘lsa, u holda bunday interpretatsiya berilgan nazariyaning modeli
deyiladi.

2.6-ta’rif. Berilgan nazariyaning ikkita W, W, to ‘plamlarida aniglangan
ikkita interpretatsiyasi berilgan bo ‘Isin. W;, W, to ‘plamlar orasida shunday o zaro
bir qiymatli moslik, ya’ni biektiv moslik o ‘rnatilgan bo ‘lsin. Natijada, birinchi
interpretatsiyadagi har bir o ‘zgaruvchi predmetga ikkinchi interpretatsiyadagi

o zgaruvchi  predmet, birinchi interpretatsiyadagi  konstantaga ikkinchi
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interpretatsiyadagi konstanta, birinchi interpretatsiyadagi har bir n ((n > 0 )
o rinli funksional simvolga ikkinchi interpretatsiyadagi n — o rinli funksional
simvol, birinchi interpretatsiyadagi har bir n (n >0 ) o rinli predikat simvoliga
ikkinchi interpretatsiyadagi n ( n 2> 0 ) o'‘rinli predikat simvoli mos qo ‘yilgan
bo ‘lib, natijada birinchi interpretatsiyadagi har bir keltirib chigariluvchi (aynan
rost) formulaga ikkinchi interpretatsiyaning keltirib chigariluvchi (aynan rost)
formulasi mos kelsa, u holda bunday ikkita interpretatsiya izomorf deyiladi.

2.7-ta’rif. Agar matematik nazariyaning har qanday ikkita modeli izomorf
bo ‘Isa, bunday matematik nazariya qat’iy nazariya deyiladli.

Evklid geometriyasi, natural sonlar nazariyasi, butun sonlar nazariyasi,
rasional sonlar nazariyasi, haqiqiy sonlar nazariyasi, kompleks sonlar nazariyasi
qat’ity matematik nazariyalarga misol bo‘la oladi.

Gruppalar nazariyasi esa noqat’iy aksiomatik nazariyaga misol bo‘la oladi.

Takrorlash uchun savollar

1. Matematik nazariya tili nima ?

2. Birinchi tartibli til haqida tushuncha bering.

3. Birinchi tartibli nazariyada formula tushunchasi ta’rifini ayting.
4. Birinchi tartibli tilning mantiqiy aksiomalarini keltiring.

5. Birinchi tartibli tilning keltirib chigarish qoidalarini ayting.

6. Interpretatsiya haqida tushuncha bering.

7. Matematik nazariyaning modeli nima?

V.3-§. Matematik nazariyalarning
zidsizlik, to‘liglik, yechilish muammolari
3.1. Zidsizlik muammeosi.
Agar matematik nazariyada 4 va 1.4 formulalar keltirib chiqariluvchi

bo‘lsa, bunday matematik nazariyalar, ziddiyatli matematik nazariyalar deyiladi.
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Ziddiyatli nazariyani ko‘rishning ma’nosi yo‘q, chunki bunday nazariyada har
qanday formula keltirib chigariluvchi formula bo‘ladi.

Haqiqatan ham, |— A va |— 1.4 bo‘lsa, u holda |— A A 14 bo‘ladi. Bundan
ixtiyorty @ formula uchun |— An A= B ekanligi kelib chigadi. Bu formulaga
(MR ) qoidani qo‘llasak, |} @ bo‘ladi.

3.2-ta’rif. Matematik nazariyada A va /A formulalaridan kamida bittasi
keltirib chigarilmaydigan formula bo‘lsa, bunday nazariya zidsiz nazariya
deyiladli.

Matematik nazariyaning zidsizligini ko‘rsatish uchun, shu nazariyaning
kamida bitta zidsizligi ma’lum bo‘lgan modelini ko‘rsatish yetarli.

Haqiqatan ham, berilgan nazariya ziddiyatli nazariya bo‘lsa, u holda
shunday A4 formula topilib, |— A va |- 1 .4 bo‘lar edi. U holda formulaga
modelda mos kelgan 4°, |4 ga modelda mos keladigan |2’ formulalar ham
keltirib chigariluvchi formulalar bo‘lib, model ziddiyatli bo‘lar edi.

3.3-misol. Gruppalar nazariyasi zidsiz nazariyadir. Hagiqatan ham, masalan
G ={-1, 1} ikki elementli mul’tiplikativ gruppa gruppalar nazariyasi uchun
zidsiz model bo‘ladi.

3.4. Matematik nazariyaning keng ma’noda to ‘ligligi.

Agar matematik nazariyadagi ixtiyorly 4 formula uchun 4 yoki |4
formulalardan kamida bittasi keltirib chiqariluvchi formula bo‘lsa, bunday
aksiomatik nazariya keng ma noda to ‘liq nazariya deyiladi.

Agar matematik nazariya keng ma’noda to‘liq bo‘lsa, bu nazariyaning
ixtiyorty A4 formulasi yoki bu formulaning inkori ixtiyoriy modelda keltirib
chiqariluvchi formula bo‘ladi.

3.5. Matematik nazariyaning tor ma’noda to‘liqligi.

Agar matematik nazariya aksiomalari sistemasiga shu nazariyaga isbot

qilinmaydigan formulani aksioma sifatida qo‘shib, keltirib chiqarish qoidalarini
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o‘zgarishsiz qoldirsak, natijada, hosil bo‘lgan nazariya ziddiyatli nazariya bo‘lsa, u
holda matematik nazariya for ma noda to ‘lig deyiladi.

3.6. Matematik nazariyada yechilish muammosi.

Bu masala algoritmik masala bo‘lib, u quyidagicha ifodalanadi.

Matematik nazariyaning ixtiyority 4 formulasi uchun 2 isbotlanuvchi
(bajariluvchi) formulami, yoki yo‘qmi ekanligini aniglovchi algoritm bormi ?

Bu masalani biz oldingi boblarda mulohazalar hisobi uchun ko‘rib chiqdik.

Takrorlash uchun savollar

1. Matematik nazariyalarda zidsizlik muammosi.
2. Matematik nazariyalarning to‘liqligi deganda nimani tushunasiz?

3. Matematik nazariyalarda yechilish muammosi haqida nimalarni bilasiz?

V.4-§. Matematik nazariyalarga na’munalar

4.1. Qisman tartiblanish nazariyasi.

Bu nazariya ikki o‘rinli R predikat qatnashgan R( x , y ) — bunda, x <y
munosabatni bildiradi.

Bu nazariyaning maxsus aksiomalari :

I,. Vx|(x<x)- antirefleksivlik munosabati.

II. VX, VX, VX3 (( X1 <X2) A (X< X3) = (X < X3)) — tranzitivlik munosabati

Bu nazariyaning ixtiyoriy modeli gisman tartiblangan struktura deyiladi.

4.2. Gruppalar nazariyasi.

Gruppalar nazariyasini ifodalash uchun bitta predikat simvoli F va bitta
funksional simvol f va bitta a; — konstanta yetarli.

A (t,s),t=s predikatni ;

f(t,s), t+s -amalni;

a; — 0 ni1 bildirsin.
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Gruppalar nazariyasining maxsus aksiomalari quyidagilardan iborat :
VX VXo VX3 (X+ (X0 + X3 )= (X1 + X0 )+ X3 ) —
assotsiativlik.

Vx; (0 +x; =%x; =x; + 0 ) — 0 ning xossasi.

Vxy 3%, ( X1+ X; = X; + X; = 0 ) — qarama-qarshi elementning mavjudligi.

Bu nazariyaning har qanday modeli gruppa deyiladi. Masalan, ( Z, +, 0 ) —

butun sonlar gruppasidir.

4.3. Natural sonlar nazariyasi.

Natural sonlar nazariyasini ifoda qilish uchun konstanta 0 ; funksional
simvollar : +, -, ¢ (birni qo‘shish); « = » predikat simvoli yetarli.

Bu nazariyaning maxsus aksiomalari quyidagilardan iborat :

X=X = (X =X3=>X,=X3).

X; =X =X =X,

0 #x;.

X =x =2x;=X).

x;+0 =x;.

X;+Xx =(x;+x3)".

x;-0=0.

X; Xy =Xx5 % +Xo.

A(0)=(Wx(A(x)=A(x’)) = VxA(x)),
bunda A ( x ) — natural sonlar nazariyasining ixtiyoriy formulasidir.

9-aksioma o‘zida cheksiz ko‘p aksiomalarni mujassamlagan sxemadir. Uni
odatda matematik induksiya prinsipi deb ataydilar.

4.4. To ligsizlik haqida Gyodel teoremasi.

1931-yil K. Gyodel formal arifmetikaning to‘liq emasligini ko‘rsatib berdi.

Ya’ni hech bo‘lmaganda formal arifmetikani qamrab olgan har qanday formal

nazariyada shunday yopiq 4 formula topilib, 4 ni ham | 4 ni ham bu nazariyada
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isbot qilib bo‘lmasligini ko‘rsatib berdi. Bundan tashqgari, ba’zi shartlar
bajarilganda 4 formula sifatida shu nazariya zidsiz, degan tasdiq olinishi

mumkinligini isbot qilib berdi.

Takrorlash uchun savollar
1. Matematik nazariyalarga misollar keltiring.
2. Gyodel teoremasini tushuntiring.
3. Matematik nazariyalarning mantiqiy va maxsus aksiomalari orasidagi

farglarni ayting.

VI BOB

Algoritmlar

VI.1-§. Algoritm haqida tushuncha

«Algoritm» so‘zi o‘zbekistonlik buyuk matematik va astronom Muhammad
ibn Muso al-Xorazmiy nomining, aniqrog‘i al-Xorazmiy so‘zining o‘zgartirib
olingandir. Muhammad ibn Muso al-Xorazmiy o‘zining « Al-jabr val-muqobalay
nomli asarida kvadrat tenglamalarni yyechish algoritmini, ya’ni usullarini
keltirgan.

Algoritmga arifmetik amallarni bajarish qoidalari: eng katta umumiy
bo‘luvchini topish; kvadrat tenglamaning ildizlarini topish; ko‘phadning hosilasini
topish qoidalari va hokazolar misol bo‘ladi.

Yugorida keltirilgan misollardan ko‘rinadi-ki, algoritm tushunchasi bir xil
tipli masalalar to‘plamiga qo‘llaniladi. Bunday bir xil masalalar ommaviy
muammo deyiladi. Masalan, ax’ + bx + ¢ ko‘rinishdagi kvadrat tenglamalarni
yechish masalasi ommaviy muammodir. Chunki biz a, b, ¢ larni o‘zgartirib bir xil

tipli masalalar sinfini hosil gilamiz. Algoritm tushunchasiga aniq matematik ta’rif
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berish ancha mushkul masala bo‘lganligi sababli, hozircha uning xarakterli
xususiyatlarini sanab chigamiz.

Algoritmning diskretligi. Har bir algoritm qandaydir miqdorlarning
boshlang‘ich qiymatlarida ish boshlab, diskret rejimda ishlaydi. Ma’lum bir vaqt
momentida miqdorlarning boshqa qiymatlariga o‘tadi.

Masalan, a va b sonlarning eng katta umumiy bo‘luvchisini topaylik,

a=b-qy+r;;
b=r;-q; +r;;
ri=rzq:+rsz;
Yn-3 =Vn2 " qn2+ i s
Fn2 =Vnp"GQn-1 705

rn—I:rn'Qn-

Bundan (@, b ) =r, . Ko‘rinib turibdi-ki, @ va b sonlarning eng katta
umumiy bo‘luvchisini topishda ( @, b ) miqdorlarning boshlang‘ich qiymati,
keyingi qiymati (b, r;) vah.k. (r, 0)miqdorlarning oxirgi qiymati bo‘ladi.

Algoritmning to‘lig aniqlanganligi. Algoritmdagi kattaliklar sistemasining
qiymatlari, o‘zidan oldingi qiymatlari orqali to‘liq aniglanadi. Yuqoridagi misolda
ko‘rganimizdek:

( b, r;) qiymatlar (‘a, b ) orqali to‘liq aniglangan va h.k.

(¥p2, ¥pg) €88 (7,3 Fyo)orqali;

(Yn, Tn) €8 (T, Fyy) orqali;

(r, 0)esa (r,; r,) orqali to‘liq aniqlangan.

Algoritmning soddaligi. Algoritm o°z tabiatiga ko‘ra ishlash jarayoni sodda
qadamlardan iborat. Buni ham yuqoridagi va boshga misollardan ko‘rish mumkin.

Algoritmning ommaviyligi. Bu haqda yuqorida aytganimizdek, har bir

algoritm qandaydir masalalar sinfini yechishga mo‘ljallangandir.
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Algoritmning natijaliligi. Miqdorlar qiymatlarini qurish jarayoni chekli
qadamdan so‘ng natija berishi lozim. Masalan, ax> + bx + ¢ = 0 kvadrat
tenglamani haqiqiy sonlar to‘plamida yechish algoritmini misol sifatida oladigan
bo‘lsak, D =b* —4ac > 0 , bo‘lganda ikkita yechim hosil gilamiz. Bu yechimlar
algoritmning natijasiga aylanadi. Agar D < 0 , tenglamaning haqiqiy ildizlari yo‘q
bo‘lib, algoritmning natijasi sifatida «tenglama haqiqiy ildizlarga ega emasy, degan

jumla olinadi.

Takrorlash uchun savollar

1. Algoritm tushunchasiga misollar keltiring.

2. Algoritmning xarakterli xususiyatlarini ayting.

V1.2 -§. Yechiluvchi va hisoblanuvchi to‘plamlar

Birorta simvollar to‘plami S berilgan bo‘lsin. M orqali S alifbo elementlari
orqali hosil gilingan so‘zlar to‘plamini belgilaymiz.

2.1-ta’rif. S alifbo yordamida hosil gilingan ixtiyoriy x soz M to‘plamga
kirish yoki kirmaslik masalasini hal etuvchi algoritm mavjud bo ‘Isa, u holda M
to ‘plam yechiluvchi to ‘plam deyiladi. Agar M to ‘plamning hamma elementlarini
hisoblab chiqadigan algoritm mavjud bo‘lsa M to ‘plami effektiv hisoblanuvchi
to ‘plam deyiladi.

2.2-teorema. Effektiv hisoblanuvchi to ‘plamlarning kesishmasi, birlashmasi
ham effektiv hisoblanuvchi to ‘plam bo ‘ladi.

Isbot. Bu to‘plamlar elementlarini hisoblab chiqish uchun berilgan
to‘plamlar uchun effektiv hisoblovchi algoritmlarni birdaniga qo‘llash yetarli.

2.3-teorema. M to'plam yechiluvchan bo ‘lishi uchun M va uning
to ‘ldiruvchisi CM to ‘plamlar effektiv hisoblanuvchi bo ‘lishi zarur va yetarlidir.

Isbot. x s0‘z M to‘plamga tegishli yoki yo‘qligini tekshirish talab gilingan

bo‘lsin. Teorema shartiga ko‘ra M va CM ning elementlarini hisoblash algoritmi
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mavjud, x so‘z esa yoki M ga yoki CM ga tegishli. Demak, teorema shartini
qanoatlantiruvchi algoritm mavjud.

Faraz qilaylik, % yechiluvchan to‘plam bo‘lsin. U holda ixtiyoriy x so‘z
M to‘plamga tegishli yoki yo‘qligini aniglaydigan algoritm mavjud. Shu algoritm
yordamida M ga tegishli so‘zlarni alohida , tegishli bo‘lmaganlarini alohida
hisoblaymiz. Demak, M va CM larning elementlarini hisoblaydigan algoritm
mavjud ekan.

2.4-misol . M= {1,8,27, ..., n’, ... } to‘plam hisoblanuvchi to‘plamdir.
Hagigatan ham, bu to‘plamning elementlarini hisoblash uchun natural sonlarni
kubga oshirish yetarli. Undan tashqari, bu to‘plam echiluvchandir.Ya’ni ixtiyoriy
natural son M  ga tegishli yoki yo‘qligini tekshirish uchun uni tub
ko‘paytuvcxilarga ajratsak, berilgan son natural sonning kubi bo‘lish bo‘lmasligi,
demak, M to‘plamga tegishli yoki yo‘qligi ma’lum bo‘ladi.

2.5-misol . M barcha natural sonlardan tuzilgan juftliklar to‘plami bo‘lsin.
M hisoblanuvchi to‘plam ekanligini isbot qiling. Bu misolning isbotini
o‘quvchilarga qoldiramiz.

2.6-teorema. Hisoblanuvchi, lekin echiluvchan bo ‘Imagan to ‘plam mavjud.

Isbot . 2.3-teoremaga asosan, o‘zi hisoblanuvchi hamda to‘ldiruvchisi
hisoblanuvchi bo‘lmagan to‘plamni topish yetarli.

M;,M,,...,M,,... —natural sonlar to‘plamining barcha hisoblanuvchi
to‘plamostilari bo‘Isin.

(m,n) gadamda M, to‘plamning m elementini hisoblaydigan algoritm
berilgan bo‘lsin (teoremaga asosan bunday algoritm mavjud ) . Agar bu element »
ga teng bo‘lsa, bunday elementlar to‘plamini M orqali belgilaymiz. M
hisoblanuvchi to‘plam ekanligi ayon. Lekin, CM hisoblanuvchi bo‘la olmaydi,
chunki C , yuqorida ko‘rsatilgan M; , M,, ..., M, , ... to‘plamlarning

birortasiga ham teng emas.
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Takrorlash uchun savollar
1. Yechiluvchi to‘plam deb nimaga aytiladi ?
2. Hisoblanuvchi to‘plam haqida nimalarni bilasiz?
3. To*plam yechiluvchi bo‘lishining zaruriy va yetarli shartlarini ayting.
4. Hisoblanuvchi to‘plamlarga misollar keltiring.

5. Hisoblanuvchi lekin yechiluvchi bo‘lmagan to‘plam mavjudmi?

VI1.3-§. Hisoblanuvchi funksiyalar.

Qismiy va umum rekursiv funksiyalar

Agar birorta masalani yechish algoritmi topilgudek bo‘lsa va topilgan
algoritm algoritmning intuitiv tushunchasiga mos kelsa, u holda shu konkret
masala uchun algoritmga ta’rif berishga ehtiyoj qolmaydi. Lekin birorta yechilish
algoritmi mavjud bo‘lmagan masalani qaraydigan bo‘lsak, algoritmga ta’rif berish
zarurati tug‘iladi.

Algoritmga aniq ta’rif berish masalasi XX asrning 30-yillariga kelib hal
etildi. Algoritm tushunchasiga ta’rif berishdagi urinishlarni asosan uchta
yo‘nalishga ajratish mumkin.

Birinchi yo‘nalish namoyandalari ~ A.Chyorch, K.Gyodel va boshgalar
algoritmni qismiy rekursiv funksiya sifatida berishni taklif etib, qismiy rekursiv
funksiyalarga aniq matematik ta’rif berdilar.

Ikkinchi yo‘nalish namoyandalari A.Tyuring, E.Post va boshqalar algoritmni
xayoliy hisoblovchi mashinalar sinfi sifatida berishni taklif etishdi.

Uchinchi yo‘nalish rossiyalik matematik A. Markov tomonidan ishlab
chigilgan bo‘lib, algoritmni normal algorifmlar sinfi sifatida aniqlashni taklif
qilgan.

3.1-ta’rif. Agar g =f( x;,. . ., x,) funksiya giymatini hisoblovchi algoritm
mavjud bo ‘Isa, u effektiv hisoblanuvchi funksiya deyiladi.
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Bu ta’rif algoritmning intuitiv tushunchasidan foydalanib ifodalangan
bo‘lganligi uchun intuitiv ta’rifdir.

K.Gyodel va A.Chyorchlar algoritmni hisoblanuvchi funksiyalar sinfi
sifatida kiritishga muvaffag bo‘ldilar. Buning uchun quyidagi eng sodda
funksiyalar tanlab olinadi :

Mx)=(x+1) (siljitish operatori );

O(x)=0 ( yo‘qotish operatori );

[ (Xi,...,Xq)=Xm, ]l <m <n (proeksiyalash operatori).

Bu operatorlar hisoblanuvchi funksiyalar bo‘lishi ravshan.

Endi funksiyalar ustida quyidagi amallarni aniglaymiz :

3.2-ta’rif ( Funktsiyalar superpozitsiyasi ).

fi(xXn, oo X))y eoos J(Xs oo X)) va@(xg, ..., Xn)
funksiyalar berilgan bo ‘Isin, u holda

W(xy,....%) =@ (fi(xi ... %) oo Ju( Xty X))
funksiya f;, ..., fn va @ funksiyalar superpozitsiyasi deyiladi.

Agar f|,...,f, va ¢ hisoblanuvchi bo‘lsa, u holda y ham hisoblanuvchi
bo‘lishi ravshan.

3.3-ta’rif (Primitiv rekursiya sxemasi).

O(X2, X3, ...,%,), W(X1,...,Xp Xns)(n>1) funksiyalar berilgan
bo ‘Isin.

f(0, x5, x3,...,%,) =@ (X2,X3,...,%,) va

f(y+1,x,%3,...,%) =W (y, f(V,X2,X3,...,%X:),

X2, X3, ..., X,) shartlarni ganoatlantiradigan yangi n+I argumentli f
funksiyani qaraylik. Bu funksiya @ va y funksiyalardan primitiv rekursiya
sxemasi yordamida hosil gilingan deyiladli.

Agar ¢ va wy funksiyalar hisoblanuvchi funksiyalar bo‘lsa, f ham

hisoblanuvchi bo‘lishi ravshan.
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Primitiv rekursiya sxemasi bilan funksiya hosil gilishga quyidagi misollarni

keltirish mumkin :

3.4-misol . /(x, y ) funksiya quyidagi tengliklar orqali berilgan bo‘lsin :

f(0,x)=x,

fy+1Lx)=f(y,x)+1.

Buyerda ¢o(x)=x; y(x,u,z)=u+1.

f (y,x) funksiyaning y=35 va x =2 lar uchun qiymatlarini hisoblaymiz.
f(0,2)=0 (2)=2 bo‘lganligi uchun ikkinchi tenglikdan quyidagilarga ega
bo‘lamiz :

f(1,2)=y¢(0,2,2)=2+1=3;

f(2,2)=y(1,3,2)=3+1=3;

f(3,2)=y(2,4,2)=4+1=5;

f(4,2)=y(3,5,2)=5+1=6;

f(52)=y(4,6,2)=6+1="7.

f(x,y)=y+x ekanligini ko‘rsatish qiyin emas.

Haqiqatan ham, f(y+z x)=f(y,x)+z.Butenglikkay=0 qiymatni
qo‘yib, f(z,x)+f(0,x)+z yoki f(z,x)=x+2z nihosil gilamiz.

3.5-misol . f (x,y ) funksiya quyidagi tengliklar orqali berilgan bo‘lIsin :

f(0,x)=0,
fy+Lx)=f(y,x)+x.

Buyerdao (x)=0,y(X,y,2z)=y+zZ.
f (y, x) funksiyaning y =2 va x =2 lar uchun giymatlarini hisoblaymiz.
f(0,x)=0(x)=0ckanligidan f(0,2)=0 kelibchigadi. f(1,2)va f(

2, 2 ) larning qiymatlarini aniglaymiz :
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F(1,2)=y(1,0,2)=0+2=2;
£(2,2)=y(2,2,2)=2+2=4.

Ushbu misolda f (y,x)=x-y ekanligini ko‘rish mumkin. Haqiqatan ham,
f(y+z,x)=f(y,x)+z-x.Butenglikka y=0 niqo‘yib, f(z,x)=f(0,x)
+z-x yoki f (z,x)=2z-x nihosil gilamiz.

3.6. Minimizatsiya operatori ( u - operator ).

Berilgan f (X, y ) funksiya x ning fiksirlangan qiymatida nolga teng bo‘lishi
uchun u ning eng kichik qiymati qanday bo‘lishi kerakligini aniqlash talab
qilinsin.

Masalaning yechimi  x ga bog‘liq bo‘lgani sababli quyidagi belgilashni
kiritamiz :

¢(x)=ny[f(xy)=0].
Bu belgilashni  f(x,y)=0 bo‘ladigan eng kichik y deb o‘qiymiz. Shunga

o‘xshash

O(xp, .., X)) =p(y)[f(xp,.... X y)=0]
ifodani f(xy,..., X, y)=0bo‘ladigan eng kichik u deb o‘qiymiz. f(x,..., X,,
y ) = 0 funksiyadan ¢ ( xy, . . ., X,) funksiyaga o‘tishni p operatorni qo‘llash
deyiladi.

¢ funksiyani quyidagi algoritm orqali hisoblash mumkin :

Agar f(X,...,X,0)=0 bo‘lsa,uholda (x,...,X,)=0 bo‘ladi.

Agar f(Xxj,...,X, 1)=0bo‘lsa,uholda ¢ (x;, ... ,X, 0)=1 bo‘ladi
va h.k.

Agar f(xy, ..., X, y) funksiya hech bir y uchun nolga teng bo‘lmasa, u
holda ¢ (xy,...,X,) aniglanmagan hisoblanadi.

3.7-misol . f (X, y ) =x—y funksiya minimizatsiya operatori orqali hosil
qilinishi mumkin.

F(x+y)=pzly+z=x]=p(z).
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Masalan, f( 7,2 ) ni hisoblaylik :

2 +z =7 daz o‘rniga qiymatlar berib, quyidagilarni hosil qilamiz :

2+0=2 #7;
2+1=3%#7,
2+5=7

Demak, f(7,2)=35.

3.8-ta’rif. f(x,, ..., x,) funksiya superpozitsiya, primitiv rekursiya sxemasi
va u operatorni eng sodda funksiyalarga chekli marta qo ‘llash natijasida hosil
qilingan bo ‘lsa, bunday funksiya rekursiv funksiya deyiladi.

3.9-ta’rif. Argumentning barcha gqiymatlari uchun aniglangan funksiya
umum rekursiv funksiya deyiladi.

Chyorch tezisi. Qismiy rekursiv funksiyalar sinfi hisoblanuvchi funksiyalar
sinfi bilan ustma-ust tushadi.

Takrorlash uchun savollar

1. Eng sodda operatorlarni keltiring.

2. Minimizatsiya operatorini tushuntiring.

3. Minimizatsiya operatori yordamida hosil qilingan funksiyaga misol

keltiring.

V1.4 - §. Tyuring mashinalari
Tyuring mashinasi intuitsiyaga to‘g‘ri keladigan barcha ko‘rinishdagi
algoritmlarni hisoblash imkoniyatiga ega bo‘lgan hayoliy mashinadir.
Tyuring mashinasining asosiy qismlari tashqi va ichki alifbosi, ikkala
tomonga ixtiyoriy davom ettirish mumkin bo‘lgan va teng katakcha ( yacheyka
)larga bo‘lingan tasmadan, tasma bo‘ylab diskret harakat qiladigan karetka

(hisoblovchi qurilma) dan iborat.
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A={a;,...,a,} (m>1) to‘plam Tyuring mashinasining tashqi alifbosi,

A to‘plamning elementlari esa tashqi alifboning aktiv simvollari deyiladi ;

A’ ={ay a; ..., a,} esakengaytirilgan alifbosi , bu yerda ay, — bo‘sh
katakchani bildiradi ;

Q=1{4qn ... q} toplam ichki alifbo va uning elementlari Tyuring
mashinasining ichki holatlari deyiladi, bunda q; — Tyuring mashinasining

boshlang‘ich, gy — oxirgi holati, ya’ni mashinaning ishdan to‘xtaganlik holati ; ¢,
., qx lar aktiv ichki holatlari deyiladi.

Ish jarayonida Tyuring mashinasi bir ichki holatdan boshqga ichki holatlarga
o‘tishi hamda tasmaga A’ alifbo elementlarini yozishi mumkin. Tyuring
mashinasining har bir katakchasi chekli holatda bo‘ladi, ya’ni katakcha yoki bo‘sh
(ap) yoki a; (1=1,m )_sirnvol yozilgan bo‘lishi mumkin.

Tyuring mashinasi quyidagi ishlarni bajaradi :

Karetka tasma bo‘ylab har bir vaqt momentida bitta katakcha chapga yoki
bitta katakcha o‘ngga siljishi yoki o‘z o‘rnida qolishi mumkin.

Karetka tasma ustidagi simvollarni o‘zgartirishi mumkin, ya’ni tasmaga
yozilgan simvolni o‘chirishi, uning o‘rniga boshga simvolni yozishi, bo‘sh katakka
aktiv simvollardan birini yozishi mumkin.

Har bir Tyuring mashinasi o‘z dasturiga ega bo‘lib, u ana shu dastur asosida
ishlaydi. Dastur quyidagi jadval ko‘rinishida bo‘ladi :
dg aj . . . a; . . Ay

J

QJ

qk
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Jadvalni tashkil etgan katakchalarda ish davomida bajariladigan
«komandalar» yozilgan bo‘ladi. Har bir komanda T ( a;, q; ) ko‘rinishda bo‘lib, T
bilan O‘, CH, J (mos ravida « o‘ng » , « chap » va « joyida ») so‘zlarini
belgilaymiz.

Tyuring mashinasi diskret rejimda «gadam-bagqadamy» ishlaydi : u vaqt
momenti oralig‘ida faqat bitta buyruqni bajaradi. Tyuring mashinasining har bir
qadamda bajargan ishi fakt deyiladi. Tyuring mashinasining har bir taktini
qr & —> a; T q; ko‘rinishida ifodalash mumkin. Bu ifodani quyidagicha o‘qish
kerak :

«Tyuring mashinasi q, ichki holatda tasma ustidagi a; simvolni «ko‘rib»
turib, uning o‘rniga ( a; ni o‘chirib ) a; simvolni yozadi, so‘ngra T harakat qilib,
o°z ichki holatini q; ga o‘zgartiradi».

M - simvollar to‘plamidan iborat birorta bir alifbo bo‘lsin. U holda M dagi
simvollardan tuzilgan ixtiyoriy ketma-ketlik % dagi so z deyiladi.

Tyuring mashinasida hamma kataklar simvollar bilan to‘ldirilgan deb
hisoblanadi. Bo‘sh katakda a, yozilgan bo‘ladi. Mashina q; holatda o so‘zni
o‘ng tomondan hisoblaganda birinchi harfini ko‘rib turgan bo‘ladi va o so‘zni 3
so‘zga aylantirib berib, qy holatga o‘tadi va ishdan to‘xtaydi.

M alifboda chekli so‘zlar to‘plamini B (M ) orqali belgilaylik. 3 (M) ni
o‘zini o‘ziga akslantiradigan qismiy f funksini hisoblaydigan Tyuring mashinasi
berilgan bo‘lsin. U holda f funksiyaning aniqlanish sohasidagi barcha so‘zlar
orasida bir nechta (xususiy holda bitta bo‘lishi ham mumkin) bo‘sh kataklar
tashlab tasmaga yozilgan deb hisoblaymiz. Tyuring mashinasi tasmadagi barcha
so‘zlarni boshqa so‘zlarga almashtirib beradi.

Agar funksiyaning aniqlanish sohasi cheksiz bo‘lsa, u holda Tyuring
mashinasining ish jarayoni ham cheksiz bo‘lishi ravshan.

Bunday funksiya Tyuring usulida hisoblanuvchi funksiya deyiladi (qisqacha
hisoblanuvchi funksiya).
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4.1-misol. @ (n ) =n + 1 funksiyaning qiymatini hisoblovchi va tashqi
alifbosi bo‘sh katakcha bilan birga ay, 0, 1, ..., 8,9 simvollaridan tashkil topgan
Tyuring mashinasi dasturini tuzing .

Quyidagi jadval Tyuring mashinasining talab etilgan dasturidir :

dp 0 1 “e 9
dqi qu() quO 2Jq0 ce OCHq1

4.2-misol. Yugorida berilgan funksiyaning qiymatini hisoblovchi, alifbosi a,
va « | » («tayoqcha») simvollaridan tuzilgan Tyuring mashinasini quring.

Natural sonlar quyidagicha hisoblanadi :

0-|

-1

n- |, ]] (n+ 1) ta tayoqcha.
n+1

Izlanayotgan Tyuring mashinasi dasturi quyidagichadir :

qi |JQ2 | Cqu
q2 | aCHq | 0 q
43-misol. 1. f(xy,...,X,)=0, f:N"—> N

konstanta funksiyaning qiymatini hisoblovchi, alifbosi esa a,, | simvollardan

iborat bo‘lgan Tyuring mashinasini tuzing. Bunda x, ..., x,— lar natural sonlar
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bo‘lib, ulardan tuzilgan n likni tasmaga yozishda qo‘shni sonlar orasida bittadan
bo‘sh katak tashlanadi.
Masalan, (2, 3, 1) uchlik berilgan bo‘lsa, u tasmaga quyidagicha yoziladi :

Izlanayotgan mashina boshlang‘ich  vaziyatda tasmadagi barcha

a d | " ‘ | ‘ a dp dp | ‘

«tayoqchawlarni o‘chirib, so‘ngra tasmaga «tayoqcha» yozib, ishdan to‘xtashi
kerak.
Bu mashina dasturi quyidagichadir :

o |

qi aoCH q apCH q,

qz 1Jqo apCH q;

Yuqoridagi funksiyaning qiymatini hisoblovchi va x;, . . ., x, lamni
o‘chirmay, ishning oxirida tasmada x;, . . ., X,, 2y, y (bunday = f( xy, ..., X,),
ya’'ni funksiyaning (x;, . . . , X,) - n — likdagi qiymati) yozuvini qoldiradigan

mashinani qurish mumkin. Uning dasturi quyidagichadir :

ao 1

q: 2 0° q» 10" qu

Jq2 1Jq0 lO‘q1
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Chyorch tezizi. Qiymatlarni hisoblash algoritmi mavjud har qanday
funksiya Tyuring mashinasida hisoblanuvchi funksiyadir.

Bu tezis algoritmlar nazariyasining asosiy tezisidir.

Algoritm tushunchasini Tyuring mashinasi orqali ifodalash ko‘pgina
ommaviy muammolarning algoritmik yechimi mavjud emasligini isbot qilish
imkonini hosil qildi. Lekin birorta ommaviy muammo algebraik yechimga ega
emas degani, muammo umumiy holdagina yechimga ega emasligini bildiradi,

xolos. Har bir xususiy hol 0‘z yechimiga ega bo‘lishi mumkin.

Takrorlash uchun savollar
1. Tyuring mashinasi haqida tushuncha bering.
2. Tyuring mashinasida realizatsiya qilinadigan algoritmlarga misollar
keltiring.
3. Chyorch tezisi ma’nosini tushuntiring.

4. Tyuring usulida hisoblanuvchi funksiya haqida ma’lumot bering.
Mashqlar

1. Standart boshlang‘ich vaziyatdagi 01...10 so‘zni o‘z-
%—/
X
o‘ziga o‘tkazuvchi Tyuring mashinasini shunday quring-ki, mashina to‘xtaganda,
karetka chetki chap katakchada bo‘lsin.

Quyidagi funksiyalarni hisoblovchi Tyuring mashinalarini quring :

f(x)=x+1;

f (X1, X2, X3) = X2
f(Xy)=x-y;
f(X)Zg;

fx)=2x+1.
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VL5- §. Algoritmik yechimga ega bo‘lmagan

masalalar na’munalari

Algoritmga aniq ta’rif berilganidan so‘ng berilgan ommaviy muammolar
algoritmik yechimga ega bo‘lish yoki bo‘lmaslik masalasini hal etish imkoniyatlari
paydo bo‘ldi. Algoritmik yechimga ega bo‘lmagan masalalar na’munalarini ko‘rib
chigamiz .

1936-yili A.Chyorch tomonidan predikatlar hisobi uchun formulalarning
umumgqiymatli bo‘lish yoki bo‘lmasligini hal qiladigan algoritm mavjud emasligi
isbotlandi.

4.1-ta’rif. Biror bir alifboning so‘zlar to‘plami o zining chekli sondagi
o ‘rniga qo yish qoidalari bilan birgalikda assotsiativ hisob deyiladi.

Assotsiativ hisobning ixtiyoriy ikkita so‘zi uchun bu ikkita so‘zning teng
kuchli bo‘lish-bo‘lmaslik masalasi assotsiativ hisobda so‘zlarning ekvivalentlik
muammosi deyiladi.

Bu masala 1911-yilda e¢’lon qilingan. 1946—47-yillarda rus matematigi
A.A.Markov va amerikalik matematik E.Postlar ekvivalentlik muammosi
algoritmik yechimga ega emasligini hal etganlar.

1955-yilda rus matematigi P.S.Novikov gruppalar nazariyasida so‘zlar
ekvivalentligi muammosi algoritmik yechimga ega emasligini isbotladi.

1900-yilda matematiklarning Parijda bo‘lib o‘tgan ikkinchi halgaro
kongressida yechilishi qiyin bo‘lgan 23 ta matematik muammolar e’lon qilindi.
Shu muammolarning o‘ninchisida har qanday butun koeffitsientli » ta
o‘zgaruvchili ko‘phad butun ildizlarga ega bo‘lish, bo‘lmasligini aniglaydigan
algoritm bor yoki yo‘qligini aniglashdan iborat edi. Bunday ko‘phadlarga
quyidagilar misol bo‘ladi :

f(X,y,z)=x+y +7 - 2xyz,

f(x)=5x-x"+x+15.
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Hususiy holda butun koeffitsientli bir noma’lumli

f(x)=ax"+ax"" +... +a. x+a, (3#0)

ko‘rinishdagi » darajali ko‘phadning butun yechimlarini topish algoritmi mavjud

ekanligi ma’lum.

1968-yili yuqorida keltirilgan masala umumiy holda algoritmik yechimga

ega emasligi Yu.Matiyasevich tomonidan isbot qilindi.

To’plamlar nazariyasi va matematik mantiq elementlarini

takrorlash uchun mashgqlar

1.4, Bc M=1{1,...,20} to‘plamlar uchun quyidagilarni aniqlang:
A\B,B\4,A UB, AN B, A’,B’ :

11.A={13 5}, B={I1,13 15}
1.2. 4={24, 6}, B={12 14, 16};
13.4=4{7,9 11}, B={17, 19);
14.4=1{235}, B=1{10,13 18}
1.5.4={35 7} B=1{I3 5}
1.6.A4={1,4,5}, B={I 4, 5}
1.7.A={11,13 14}, B={11, 12 13}
1.8. A={56 7}, B={1 11,15}
1.9.4={10,13, 15}, B={I 11, 15);

110.  A={45), B={17 18 19}
L1, A={357) B={8...,15)
112, A={l...,5,  B={l... 13}
113, A=¢1,...,105, B={ll, ..., 15);
114 A={5..., 15, B=1{10,...,19);
115, A={1,234, B={1112 13 14}
1.16.  A={1}, B={10,...,15)
117. A={3...,15, B={I2 13 15},
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118, A={5), B={1...,15
119, A={45 6} B={12 13, 15}
120. A={l,..., 18}, B={I, 15}

121, A={7..., 15, B={I2..., 15}
122, A={10,..., 15, B={ll..., 15}
123, A={3....8, B={ ..., 10}

124, A={5..., 12, B={I2..., 15}
125, A={l...,5, B={2..., 73

2. Quyidagilarni isbotlang va Eyler - Venn diagrammalarini tuzing:
21. (A\B)\C=[A\C)\(B\ C).
22.A\V(B\C) cA vC.
23.(A\C)\(B\4) cA\C.
24. A\Cc(A\B) v(B\C().
25.(A\B) xC=(A xC) |\ (B xC).
26.4AxB\C)=(4xB)\ (A4 xC).
2.7. (A uUB)’N(A"UB))'=A UB.
28. (AUB) xC=(AxC) (B xC).
29.Ax(BNC)=(4xB) N4 xC).
2.10. (AN B) x(CND)=(AxC)N(BxD).
2.11. AcBcC=4AuUB=BnNnC
2.12. AcB = A\CcB\C
2.13. AcB = ANnCcBnNC.
2.14. AcB = AuvuCcBuC.
2.15. BcAAC=4\B =4A=BuC
2.16. AgBABNC=0 = AuCgBuUC.
2.17. C=4\B=BNnC=4J
2.18. BNC=OOANANCzId=A\B=
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2.19. AcC=AuBNC)=(AuUB)nC.
2.20. AVBNC)=(4\B) U(A|B).

3. R, S, T - binar munosabatlar uchun quyidagilarni isbotlang:
31. RNS)“=R“"NS",
322 (RuUS)“"=R“uUS".
33 Ro(SoT)=(RoS)oT.
34 (RoS)“=S8S"“0oR".
35. (RUS)oT=RoTuUSoT.
36 Ro(SUT)=(RoS) URT).
37. (RNS) ocTcRoTNSoT.
38 Ro(SNT)cRoSNRoT.
39. Dom(R"“)=ImR ..
3.10. Im (R ") =DomR.
3.11. Dom (R oS) < Dom S.
3.12. Im (R oS) c ImR.
3.13. (R\S)“=R“\S".

3.14. R, S -tranzitiv = RUS, RNS R, S " - tranzitiv.
3.15. R, S-refleksiv = RUS, RNS R, S"-refleksiv.
3.16. R, S - simmetrik = R US, RNS R, S" - simmetrik.

3.17. R, S -ekvivalent = RUS RNS R, S " -ekvivalent.
3.18. R S-qat’iytartib = RUS RNS R, S - qat’iy tartib.

3.19. R, S - gisman tartib = R US, RS, R, S" - qisman tartib.
3.20. R, S - chizigli tartib = R US, RN S, R, S" - chizigli tartib.
3.21. R, S - antirefleksiv = R US, RS, R, S " - antirefleksiv.

3.22. R, S - antisimmetrik = RUS, RNS RY,S"-

antisimmetrik.
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3.23.
3.24.
3.25.
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AcB =2AxCcB xC.
AUBcC=A4AxB=(AxB)N(CxB,).
(AxB) U(BxA)=CxC=A=B=C.

4. M={1,2,...,20} to‘plamda berilgan quyidagi binar munosabatlarning

xossalarini tekshiring va grafini chizing:

4.1. R ={ <x, y>
4.2. R ={<x,y>

4.3.
4.4.
4.5.
4.6.
4.7.
4.8.
4.9.
4.10.
4.11.
4.12.
4.13.
4.14.
4.15.
4.16.
4.17.
4.18.
4.19.
4.20.
4.21.

Xy eEMax<y+1]

xy eMax’ =y}

R={<xy>|xy eMnlx|=]yl}.
R={<xy>|xyeMnax:y)
R={<x,y>

xy eMax<y)
R={<x,y>|xyeMnax<y
R={<x y>

xy eMnax=zy)

R={<x,y>|xy eMax’+x=y"+y).

R={<x,y>|xyeMax’+y =1}

R={<x,y>|xyeMnax:yvx<y \

R={<x,y>|xyeMn(x-y) : 2}

R={<x,y>|xyeMnax+y=12).
R={<x, y>

Xy eEMax+y<7)}
R={<x,y>

xyeMnax+y=20),
R={<x,y>|xyeMnrx+y=>20)
R={<xy>|xyeMna(x+y) 5}
R={<x y>

xyeMnax>yax:3) )
R={<x,y>|xyeMnax+y=>10)
R={<x y>

xy eMnax-y=>5}
R={<x,y>|xyeMnarx+y=10}
R={<xy>

xy eMnax+y=21}
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4.22. R={<x,y>|xyeMnrx-y=2)}
4.23. R={<x,y>|xyeMnax-y=-2).
4.24. R={<x,y>|xyeMnax-y=4]
4.25. R={<x,y>|xyeMnax-y=6]

5.R=AxB,S=BxA binar munosabatlar uchun Ro S, So R, R, §° larni

aniqlang:

5.1. A={1,3,5}, B= {11, 13, 15};

52. A=1{2,4,6}, B={12, 14, 16};

53.A={7,9,11}, B={17,19};

54. A={2,3,5}, B = {10, 13, 18};

55.A=1{3,5,7}, B=1{l,3,5};

5.6. A={1,4,5}, B=1{1,4,5};

5.7.A={11,13,14}, B={11,12,13};

58. A=1{5,6,7}, B={I1, 11, 15};

59. A={10,13,15}, B={l1,11,15};

5.10. A=1{4,5}, B= {17, 18, 19};

5.11. A=1{3,574, B={8,...,15};

5.12. A={1,2,3,4}, B={3,...,6};

5.13. A={3,...,6}, B={4,...,8};

5.14. A={5,...9}, B={8,...,12};

5.15. A=1{1,2,3,4}, B={11,12,13, 14};

5.16. A={l}, B={10,...,15};
5.17. A={3,..,10}, B={12,13,15};
5.18. A= {5}, B={1,...,7};

519. A=1{4,56}, B={12,13,15};
520. A={l,...,9}, B={l,15};

521. A={4,...,9}, B=1{23,5

522, A={7,...,11}, B={11,12,13,15};
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523. A=1{6,...,9}, B=1{13,14,15);
524, A={11,...,15}, B={l11,15};
525. A=1{8,...,14}, B={l1,..,15);

6. Berilgan A to‘plam va undagi S binar munosabat yordamida A F S
faktor-to‘plamni aniglang:

6.1. A - tekislikdagi to‘g‘ri chiziglar to‘plami, S - parallellik munosabati.

6.2. A - tekislikdagi to‘g‘ri to‘rtburchaklar to‘plami, S - o‘xshashlik
munosabati.

6.3. A - tekislikdagi to‘g‘ri burchakli uchburchaklar to‘plami, S -
o‘xshashlik munosabati.

6.4. A - tekislikdagi romblar to‘plami, S - o‘xshashlik munosabati.

6.5. A - tekislikdagi to‘rtburchaklar to‘plami, S - o“xshashlik munosabati.

6.6. A={ax+by+c=0|a,b,c € R},S - parallellik munosabati.

6.7. A={ax+by+c=0]|a,b,c € R},S- tenglik munosabati.

6.8. A - tekislikdagi uchburchaklar to’plami, S - 0’xshashlik munosabati.

6.9. A - tekislikdagi muntazam ko‘pburchaklar to‘plami, S - o‘xshashlik
munosabati.

6.10. A - tekislikdagi to‘rtburchaklar to‘plami, S - "yuzalari teng"
munosabati.

6.11. A - bir ko‘chada joylashgan binolar to‘plami, S - "qavatlar soni teng"
munosabati.

6.12. A - bir k‘chada joylashgan binolar to‘plami, S - "xonalar soni teng"
munosabati.

6.13. A - bir k‘chada joylashgan binolar to‘plami, S - "egallagan yer
maydonlari teng" munosabati.

6.14. A - tekislikdagi aylanalar to‘plami, S - "radiuslari teng" munosabati.

6.15. A - tekislikdagi doiralar to‘plami, S - "yuzalari teng" munosabati.
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6.16. A - maktabdagi sinflar to‘plami, S - "o‘quvchilar soni teng"
munosabati.

6.17. A - maktabdagi sinflar to‘plami, S - "qizlar soni teng" munosabati.

6.18. A - sinfdagi o‘quvchilar to‘plami, S - "ismlari bir xil harfdan
boshlanadi" munosabati.

6.19. A - sinfdagi o‘quvchilar to‘plami, S - "ismlarda a harfi bir xil marta
gatnashgan" munosabati.

6.20. A={ax+by=0]a,b,c R},S-parallellik munosabati.

6.21. A - tekislikdagi kesmalar to‘plami , S - parallellik munosabati.

6.22. A - tekislikdagi kesmalar to‘plami , S - tenglik munosabati.

6.23. A - tekislikdagi vektorlar to‘plami , S - parallellik munosabati.

6.24. A - tekislikdagi vektorlar toplami , S - tenglik munosabati.

6.25. A = Z , S-"ptub songa bo’lgandagi qoldiglari teng" munosabati.

7. Mulohazaning rost yoki yolg‘onligini aniqlang:

7.1. 2 e {x|2x’—3x*+1=0, xe R}.
x® -1
7.2. -3 e {¥x| N <-2,x € R}.
73.  3e{n 2Ll nenNy.
3n—-2
7.4, (12 c{x|xX+x—-x-1=0,x € Z}.
7.5. (x|xX’+x—x—-1=0,x e Z} c{1;1,2}.

7.6. Xx(x<0=>x>0),x € {0,1,2}.
7.7. 2<3;,2>3;,2-2<4;,2-2>4
78. 2-2=4A2-22>5.
7.9. (xeT) (a’+ b*=c?), T uchburchaklar to‘plami va a, b, ¢ uchburchak

tomonlari..

7.10. A A (x> > 0), A —rost mulohaza.
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71l.x,yeN) (X = 2).
y X

712 {x|(xX*+3x—1=0)A(x>0)} = {0; 1}.
7.13. (x € R) (f(x) > 0), f(x) = x> —4x + 3 .
7.14.15:5<=15:3.

7.15.15:3 < 15:6.

7.16.11:6=11:3.

717.12:6=12:3.

7.18.(x e N)(x—3>4).

2x -5

X

7.19. (x € R) ( € R).

7.20.(x e A)(x<10),A={1,..., 10}.
72l.(xe A)(x+5<L 15),A={1,..., 10}.
722. (x,ye A)(x-y <10),A={1,..., 10}.

723.(x,yeA)(Zed),A={l,..., 10}.
Y

724.x e A)V(ye B)(x<y),A={l,..., 51,B=1{5,..., 10}.

725.xe A)V(yeB)(x: y),A={4k|keZ}, B={1,2,4}.
8. Formulaning turini aniqlang :

8.1. (J(XvY) = ](XAY).

82. (X=Y)=>(/Y=/X.

8.3. X=Y =X AZ

84. X=X=Y) vZ

8.5. (X 1Y) &Y) &((Z =)

8.6. (X=2)A(Y=27) =X=7).

8.7. X=2Z)=(Y=2) =X VvY =2).

8.8. X=Y) = ((XvZ) = (Y vZ)).

8.9. X=>Y=2)=(X=Y) =X=2).
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8.10.
8.11.
8.12.
8.13.
8.14.
8.15.
8.16.
8.17.
8.18.
8.19.
8.20.
8.21.
8.22.
8.23.
8.24.
8.25.

9. Berilgan formulalar teng kuchli ekanligini isbotlang:

9.1.
9.2.
9.3.
9.4.
9.5.
9.6.
9.7.
9.8.

X=Y)=2((XAZ) = (Y A2Z).
XnY)=ZeX=>(Y=2).

XAY)2Za(XAI2) = /Y.
X=Y)eXA /Y.
X=0)A Y= /X
X=Y)=2(XAZ=YA2).

X=2VVAZ=T) =2XAZ=2Y AT).
X=2VVAZ=T) =>XvZ=Y V).

XY a(/X=2Y) v /(Y 2X).
X AY)=(ZAIZ=X V).
XeY)eX=2Y) A =X).
X=2V)A(Z=2X)vYalZ
(/XD AY)v XvZ) s Z.

XeZ=YVv/IXAlZ.
Y=/YviaZes /X

XAZvIiaXe Y= /X,

XvY)A(Xv]Y =X
XAYVZIAT = XvZOANYVvIO)AXVI) A V).
Xv)AZvT) = XAZvIAZvXATvY AT

X = XAYAZDVEXAYA D vXATIYAZ) v(XA Y AT2).
X=(Y =27

X= /Y

XAYVv/XAYVvIXATY

XY

= ZInY=Z

Y= /X

/X < /Y.

=X=Y.

129
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9.9.

130

Xv(/XAY) = XVY.

9.10. X=>(X=Y) = /XvY.

9.11. (XA V) v(X=2Y)AX =X VY.

9.12. XeY)AXvY) = XY

913, X=2VNA(Y2Z)=>(Z=>X =Xv/Z

9.14. Xv I[Y=Z=2Yv /W) AXVvIK=2(X=2X)=Y=X=>Y.

9.15.
9.16.
9.17.
9.18.
9.19.
9.20.
9.21.
9.22.
9.23.
9.24.
9.25.

XAJXAIXYAIY) 2 Z) vXVv(YAZD) v(YAZ) = I
XA(YVI2YVI) v AXAI) vV AIXAIX) =X VY.
X=2VNVA(Y=22)=2X=>2) = 1.

XAD VXA VY AL Vv(IXAYAZ) = XvYAZ
XvY=/XvY)AY = Y

Xv(Ynz) = Xvi)ianXv 2.

Xv(Y=Z) =X = [(IXAIY)AI(IXAZ).

XvYv /(IXv]Y) = (XA]Y)=(XAY).
(XvYVZ)=X)vZ = [(IXAYATZ).
(IXV(YAZ)A]Z = J(XA(]YV]Z))VvZ).
IXvYv/Z = J(XAY)v]Z)= (XAZ).

10. Dekart koordinatalar tekisligida predikatning rostlik sohasini tasvirlang:

10.1.

10.2.
10.3.

10.4.

10.5.
10.6.

2
X +3x+2<0.

x> +4x+3
Nxr—-1=-3.
2x*+x —30>0.

x2=5x+6

x?-2x-3

(x> A(yz))A((x<-1)A(y<-2)).
X + 3y =3.

<0.
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10.7. x—y >0.

10.8. sinx = siny.

109. (x=2)*+(y+3)*=4.

10.10.1gx =1gy.

10.11.(x>2) A (Y <2).

10.12.(x=y) v ([x| £ 1).
10.13.(x>3) = (y <9).

10.14.x +y=1.

10.15.(x>2))A (Y2 D)) A((x<-1) A (Y <-2)).
10.16.(sinx > 0).
10.17.(x>-2))A(y2Z2)) A (x<1) A (Y <2)).
10.18.([x +2[<0).

10.19. (x-1D)2+y’=4)A(y=x).
10.20.2x* + x — 1 < 0).
1021.(x*+2x+1=0)A(2x+3=0).

10.22. X <0.

x—1
1023.(3x-5=0)A(x*-1=0).
10.24.3x> —2x +4>0 .
10.25.(x+1)*+(y+2)*=9) A (3x-5=0).

11.M={1,2,...,20} to‘plamda quyidagi predikatlar berilgan:
A(X): " (x : 5)"; B(x): "x — juft son"; C(x): "x —tub son"; D(x): "x 3 ga

karrali". Quyidagi predikatlarning rostlik sohasini toping:
11.1. A(X) AD(x) = |C(x).
11.2. Ax) A C(x) = | D(x).

113. A(X) = Bx) Al C(x).
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114. D)= |Cx) v |A®X) .
11.5. C(x)= |(B(x) v D(x)).
11.6. A)x)v |Bx)v D(X).

11.7. BX) Vv ID(x) A A(x).

11.8. B(x) v D(x)< A(x) A C(x) .
11.9. B(x) v D) A 1C(x).
11.10.C(x) v D(x) = A(x) A B(x) .
11.11.B(x) v C(x)= D(x) .
11.12.A(x) v B(x) & | C(x) .
11.13.A(x) A B(x) A D(x).
11.14.B(x) A | DX)V A(X) .
11.15.A(x) A B(x) = D(x).
11.16.A(x) A 1C(x) v B(x) .
11.17.B(x) A | C(x) A D(x).
11.18.A(x) A B(x) A | D(x).
11.19.A(x) v B(x) A | D(x).
11.20.B(x) A 1C(x) A D(x).
11.21.A(x) A C(x) v I D(x) A1 B(x) .
11.22.D(x) = B(x) v C(x) A A(X) .
11.23.A(x) & |B(x) A D(x) v C(X) .
11.24.C(x) A | B(x) = A(x) v D(x) .
11.25.(B(x) = C(x) A A(x) vD(x)) .

12. Teng kuchli almashtirislar orqali quyidagi formulalarni MKNFga
keltiring:

121. (1XAZ)V(YAZ);

122.(XVvY)AZ;
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123.(1XVY)A(XVZ);

124. (1XAY)V(ZAT);
125.(XAYAZ)VT;

126 XAY ANZ;
127.(XAY)V(YAZ)V(ZAT);
129. XvYV(1ZATY

12.10. (XAY)V Z;

1211. XAYAZAT;

1212 (Xv IY)A(IXvYVZIalZ.

13. Teng kuchli almashtirislar orqali quyidagi formulalarni MDNFga
keltiring:

13.1. [(XVZIA(X=Y);

132 (X Y)A 1 (Z=T);

133.(XV(YAIZ)WA(XVZ);

134.(X=Y)=(Z= 1X)= (Y= 12);

135 (X=(Y=Z)=>(X= 1Z2)=(X= 1Y),

14. Mulohazalar hisobida quyidagi formulalar keltirib chigariluvchi ekanligini
isbotlang:

141. A=A,

142. (1A= A)= A;

143.( 1A= IB)=(B=A).

15. Quyidagilarni isbot qiling :
151.F,G,F=(G=H) | H;
152.F=G,G=H |F=H;
153.F=(G=>H) |G=(F=H);
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154.1G= |F FF=G.
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Vsuv $cellanmasi pedagogika universitetining matematika -informatika
yeenalishi, bakalavr beelimi ceSuv rejasiga kiritilgan «Matematik manti$ va
algoritmlar nazariyasi elementlari» fani davlat ta’lim standarti va ceSuv dasturlari
asosida yozilgan beelib, 6 bobdan iborat. Boblarni tashkil etuvchi paragraflar
oxirida takrorlash uchun savollar va mashslar keltirilgan.

Mazkur ceSuv Scellanma na fasat pedagogika universiteti talabalari balki
akademik litsey va kasb-kunar kollejlari ceSituvcxilari, ceSuvcexilari uchun kam
meeljallangan.

Annotatsiya

Dannoe uchebnoe posobie napisano na osnove Gosudarstvennogo standarta i
uchebnoy programmo* predmeta "Elemento® matematicheskoy logiki 1 teorii
algoritmov" vvedennogo v uchebnuyu programmu spetsial’nosti matematika-
informatika pedagogicheskogo universiteta.

Uchebnoe posobie sostoit iz 6 glav. V kontse paragrafov privedeno*
voproso‘ dlya povtoreniya i uprajneniya.

Uchebnoe posobie rasschitano ne tol’ko dlya studentov pedagogicheskogo
universiteta, a takje dlya uchiteley i uchahixsya akademicheskix litseev i
professional’no‘x kolledjey.

The summary

The given manual is written on the basis of State standard and educational
program of a subject " Elements of mathematical logic and theories of algorithms "
entered in the educational program of a speciality mathematics - computer science
of pedagogical university.

The manual consists of 6 chapters. At the end of the paragraphs the
questions for recurrence and exercise are given.

The manual is designed not only for the students of pedagogical university,
and also for the teachers both learning academic Liceums and professional
colleges.
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