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KIRISH
O’zbekiston Respublikasi Prezidenti I.A.Karimov Oliy Majlisning XIV
sessiyasida so’zlagan nutqida kadrlar tayyorlashning ahamiyatiga izoh berib

shunday degan edi:

«Biz oldimizga qanday vazifa qo’ymaylik, ganday muammoni Yyechish
zaruriyati tug’ilmasin, gap oxir oqibat, baribir kadrlarga borib gadalaveradi.
Mubolag’asiz aytish mumkinki, bizning kelajagimiz, mamlakatimiz kelajagi,
o’rnimizga kim kelishiga yoki boshgacharoq qilib aytganda, qanday kadrlar
tayyorlashimizga bog’liq.

...Mamlakatimiz kelajagi uchun Oliy Majlisning IX sessiyasida qabul gilingan
«Kadrlar tayyorlash bo’yicha milliy dasturi»ning amalga oshirilishi juda ham muhim

ahamiyatga ega.

...Yugori malakali pedagog kadrlar tayyorlash va qayta tayyorlashga alohida
¢’tibor berish lozim. Kadrlar tayyorlashning sifati, erkin fikrlovchi shaxs - fuqgaroni
kamol toptirishiga ertaga sinfxonalar va auditoriyalarda kimlar dars va saboq

berishiga bog’lig».

Darhaqigat, barkamol inson shaxsining shakllanishi bevosita uzluksiz ta’lim
jarayonida amalga oshadi. Shunday ekan, har jabhada muvaffaqiyatga erishish,
jumladan yuqori malakali kadrlar tayyorlashda milliy dasturni o’rni va ahamiyati
begiyosdir.

Kadrlar tayyorlash milliy dasturida oliy ta’limning asosiy magqgsadi bozor
iqtisodiyoti sharoitida mustaqil ishlashga qodir, raqobatbardosh, yuqori malakali
mutaxassislar tayyorlashdan iborat. Bu magsadga erishish uchun, shuningdek
Respublikamiz Prezidenti aytgani kabi «mamlakatimizning boy ilmiy - texnikaviy

salohiyatidan keng foydalangan holda, yuksak texnologiya va fan yutuqlariga
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asoslangan ishlab chiqarish sohalari - avtomobilsozlik, samolyotsozlik,
mikrobiologiya, elektrotexnika va elektronika sanoatlarini telekommunikatsiya va
zamonaviy axborot texnologiya vositalarini tez suratlarda rivojlantirish» uchun saboq
olayotgan har bir shaxs 0’zi o’rgangan ta’lim mazmunini chuqur anglashi, gayerda
va qanday tatbiq qilishni bilishi, hayotda esa 0’zi amaliyotga tatbiq qila olishi kerak.

Respublikamiz prezidenti I.A.Karimov tashabbusi bilan qabul qilingan
“Kadrlar tayyorlash Milliy dasturi” mamlakatda bozor iqtisodiyotiga asoslangan
jamiyatda raqobatga bardosh bera oladigan mutaxassis kadrlar tayyorlash vazifasini
0‘z oldiga magsad qilib qo‘ygan. Mamlakatimiz mustaqillikka erishgan kunlaridanoq
oldinga surilgan bu magsadning to‘g‘ri qo‘yilganligi hozirgi kunda ayniqgsa, jahon
moliyaviy iqtisodiy krizisi u yoki bu darajada mamlakat iqtisodiga ta'sir etishi
mumkin bo‘lgan bir sharoitda, o‘z tasdig‘ini yana bir bor topmoqda. Chunki “Milliy
dastur”da tayyorlanishi ko‘zda tutilgan mutaxassis zaruriyati tug‘ilgan sharoitda o‘z
mutaxassisligi bo‘yicha ustunlikka ega bo‘lishi zarur, yoki aks holda o‘z
mutaxassisligini juda tezlikda boshqa mutaxassislikka yo‘naltira olish malakasiga ega
bo‘lishi kerak. Buning uchun esa bugungi kunda tayyorlanayotgan har bir mutaxassis
nafagat belgilangan reja va dastur bo‘yicha bilimlarni o‘zlashtirish, balki chuqur va
atroflicha egallashi, unga yondosh ilm va bilimlar majmuasi va ko‘nikmalariga ham
ega bo‘lishi zarur.

Maxsus funksiyalar nazariyasi keng tarmoqli bo‘lib, gipergeometrik funksiyalar
uning markazida turadi. Ular bir tomondan ma’lum differensial tenglamaning yechimi
sifatida ahamiyatli bo‘lsa, ikkinchi tomondan ma’lum ko‘inishdagi gatorning
yig’indisi sifatida ahamiyatlidir.

Ana shu nugtai nazardan garaganda mazkur bitiruv malakaviy ishi mavzusi
dolzarb bo‘lib, u kirish, asosiy gism, xulosa va foydalanilgan adabiyotlar ro‘yxatidan
iborat.

Asosiy gism ikki bobdan iborat. Birinchi bobda gipergeometrik funksiyaning

ta’rifi va xossalari keltirilib, uning differensiallash, qo‘shish (ayirish) va analitik
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davom ettirish formulalari berilgan va isbotlangan.

Ikkinchi  bobda esa gipergeometrik funksiyani turli yo‘nalishlarda
umumlashtiruvchi maxsus funksiyalar va ularning turli xossalari keltirilgan.

Xulosa gismida mazkur mavzuga oid yakunlovchi fikrlar berilib, mavzuning

ahamiyati ochib berilgan.




| BOB. GIPERGEOMETRIK FUNKSIYA
1-§. Asosiy ta’riflar.

Ushbu
X(1-x)y"+[c—(a+b+1)x]y' —aby =0 (1)
gipergeometrik tenglama yoki Gauss tenglamasi deb ataluvchi tenglamani

tekshiramiz. Bu yerda a,b,c - uchta ixtiyoriy parametrlar bo‘lib, haqigiy yoki

kompleks giymatlarni gabul gilishi mumkin. Bulardan ikkitasi: a va b tenglamada
simmetrik ishtirok etadi.

X =0 va x=1 bo‘lganda tenglamaning tartibi buzilib, birinchi tartibli tenglama
hosil bo‘ladi:

cyy- aby= 0
(c- a- b- 1)y¥ aby=0
X =0 da esa (1) tenglama umuman mahnosini yo‘gotadi. Shuning uchun bu

nugtalar maxsus nugtalar hisoblanadi.

(1) tenglamaning x = 0 maxsus nugta atrofidagi yechimini
y= AN 2)
darajali gator ko‘rinishida izlaymiz. Bundan birinchi tartibli hosilani olsak
y'= iln&X”‘l
yoki
y'= é(n +1) A, X",




Ikkinchi tartibli hosilasini olib quyidagiga ega bo’lamiz:

V' = n(n+ DA, X" =¢ (n+ 1)(n+ DA, X"

n=1

Bu hosilalarning giymatini va y ni (1) tenglamaga ko‘yamiz. U holda

Yx(1-x)(n+1)(n+2)A, X"+

n=0

+§[c —(a+b+1)x](n+1)A, X" - iabij” =0.

Noma’lum A,..., A, ,... o‘zgarmaslarni topish uchun anigmas koeffitsientlar

usulidan foydalanamiz, bunga asosan x ning bir xil darajalari oldidagi
koeffitsientlarni yig’indisini nolga tenglash kerak.Buning uchun yugoridagi tenglikni

quyidagicha yozib olamiz:.

x ¥ oldidagi koeffitsientlarni yig’indisini nolga tenglab, quyidagi tenglikni hosil

gilamiz
é_ {(x X*)(n+ D(n+ 2)A,.,X"+ &- (a+ b+ xifn+ 1A, X" -
- abAX"}= 0,

K (k+ DAL - K(k- DAXE+
+ckAX - k(a+ b+ 1)AX - abAx“ =0

- k(k- DA + k(k+DA,,- k(a+ b+ 1A +
+c(k+ 1)A,,- abA = 0
Oxirgi tenglikdan
(k+ (k+ D+ ck+ DA, = (k(@+ b+ D+ k(k- 1)+ ab)A,




(k+ 1)k + c)A,,= (k* + ka+ kb + ab)A, =
= k(k+ a)+ bk + a)A = (k+ a)(bo+ k)A

tenglikni hosil gilamiz. Bundan

_ (k+a)(k +b)
(k+1)(c+k)

Ak+1 Ak

rekurrent formulaga ega bo‘lamiz.

Bu yerda A =1 va c#0,-1,-2,...,—n,... deb hisoblaymiz. (1) gipergeometrik
tenglamaning birinchi xususiy yechimi 'y, ni F(a,b,c;x) orqali belgilab, A

koeffitsientlarning topilgan giymatlarini (2) gatorga qo‘yamiz. U holda

y; = F(a,b,c;x) :l+§(a)”(b)” X", (3)

(), (1),
Bu yerda
a,=a(a+1)..(a+n-1)=I'(a+n)/I'(a),
xususiy holda, (a), =1 va ¥ne N uchun (1) =n!.
(3) gator gipergeometrik gator, bu gatorning yig’indisi bo‘lgan F (a,b,c;x)
funksiya esa gipergeometrik funksiya deyiladi.
Dalamber printsipiga asosan,

(a+n)(b+n)
(n+1)(c+n)

1] — =

un n—o0

lim

N—o0

x‘z\x\.

Demak, (3) gator |x|<1 da absolut yaginlashuvchi, |x|>1 da uzoglashuvchi

bo‘ladi. Raabe belgisidan foydalanib ko‘rsatish mumkinki, x =1 bo‘lganda, agar
c—a—b>0 bo‘lsa, (3) gator absolut yaginlashuvchi, agar c—a—-b<0 bo‘lsa,
uzoglashuvchi; x=-1 bo‘lganda esa, agar c—-a-b>0 bo‘lsa, absolut
yaginlashuvchi, agar -1<c—-a-b<0 bo‘lsa, shartli yaginlashuvchi, agar

c—a—b<-1 bo‘lsa uzoglashuvchi bo‘ladi.
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Agar (3) formulada b = ¢ bo‘lsa,

(@)=Y (-a)-a-1).-a-ns) = (1) 7o

n

tenglikka asosan

F (a.b,c;x) :1+ni;l(_1)“[‘ajx“ =(1-x)"

binomial gator hosil bo‘ladi.
Agarda a=1, b=c bo‘lsa, (3) formula ushbu
1

F(Lbbx)=1+3x" =
( X) +n2=1x T

ko‘rinishga ega bo‘ladi, ya’ni a=1, b=c bo‘lgan holda gipergeometrik gator

geometrik progressiyaga aylanadi, shuning uchun ham u gipergeometrik gator deb

atalgan.

(1) tenglamaning ikkinchi xususiy, umuman aytganda, (3) ga chizigli bog’liq

bo‘Imagan yechimini topish uchun (1) tenglamada
y=xn

almashtirishni bajaramiz.

Bajarilgan almashtirishimizda y dan 1- va 2- tartibli hosilalarni olib, (1)

tenglamaga qo‘yamiz
y¥=rx"*h+ x"hJ,

y¥=r(r- Dx"*h+ rx"*hy+ rx"*hy+ x"h¥=

=r(r- D)x"*h+ 2rx"*hy+ x'h¥
X@- X)# (r- Dx"*h+ 2rx”'hy+ x"h§s

+#- (a+ b+ Dxifrx"*h+ x'h3)- abx'h=0,
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r(r- Dx"*h+ 2rx"hj+ x""*h¥
-r(r- Dx'h- 2rx"*hy- x" *hy+
+crx*h+ ex'hy- (a+ b+ Drx'h-
- (a+ b+ 1)x"h¥- abx"h= 0.
U holda (1) quyidagi ko‘rinishda yoziladi:
x(l—x)n"+[(c+2p)—(a+b+1+ Zp)X:|77'—

p(p+c-1)
X

—{ab+p(a+b+p)— n=0.

Bu tenglama (1) tenglama tipiga tegishli bo‘lishi uchun p=1-c (yoki p =0, bu hol
bizni gizigtirmaydi) bo‘lishi kerak. U holda

x(l—x)n”+{(2—c)—[(a—c+1)+(b—c+1)+1]x}77'—

—(a—c+1)(b—-c+1)n=0
tenglamaga ega bo‘lamiz. Shunday gilib, p=1-c bo‘lganda y = x”n almashtirish
(1) tenglamani xuddi shu ko‘rinishdagi tenglamaga o‘tkazadi, bunda fagat a, b, ¢
larni mos ravishda a—c+1, b—c+1, 2—c larga almashtirish zarur. Demak, berilgan
(1) tenglama vy, ga chizigli bog’liq bo‘Imagan

y, =X °‘F(a—c+1b-c+1,2-c;x)
yechimga ega bo‘ladi. Shu bilan birga, y, funksiya
2—-c#0,-1,-2,...,—n,...

bo‘lgandagina ma’noga ega bo‘ladi. Shunday qilib, (1) tenglamaning umumiy
yechimini quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

y=cF(ab,c;x)+c,xF(a—c+1,b—-c+1,2-c;x),




bu yerda c, va c, - ixtiyoriy o‘zgarmaslar.

Agar gipergeometrik funksiyaga simmetrik bo‘lib kirgan a va b parametrlardan
bittasi manfiy butun son (—n) ga teng bo‘lsa, (3) gipergeometrik gator uzilib goladi
va u n - darajali ko‘phadga aylanadi.
b=-n, bo‘lib, bunda n

Agarda a=-n n,eN bo‘lsa, u holda

iy s
gipergeometrik gator ko‘phadga aylanib, uning darajasi n, va n, sonlarning kichigiga
teng bo°ladi.

(1) tenglamaning x=1 maxsus nuqta atrofidagi yechimlarini topish uchun
t =1-x almashtirish qgilamiz. Natijada (1) tenglamadan yana o‘ziga o°‘xshash
tenglama hosil bo‘lib, yangi tenglama & =a, b =b, ¢, =a+b-c+1 parametrlarga
ega bo‘ladi. Buni e’tiborga olib, (1) tenglamaning x =1 maxsus nuqta atrofidagi

chizigli bog’liq bo‘lmagan yechimlarini yozish mumkin:

y, =F(a,b,a+b-c+1;1-x),

c-a-b

y, =(1-x)

buyerda c-—a-bgZ val-x/<1.

F(c—a,c—b,c+1-a—bl-x),

-1

Agar (1) tenglamada t=x", w=t"y almashtirish bajarsak, a)(t) funksiyaga
nisbatan, parametrlari a, =a, b =1+a-c, c,=1+a-Db, bo‘lgan tenglamaga ega

bo‘lamiz. Bunda (1) tenglamaning X =oo maxsus nuqtasi yangi tenglamaning t=0
maxsus nuqtasiga almashadi. Bularni e’tiborga olib, (1) tenglamaning X =oc0 maxsus

nugtasi atrofidagi chizigli bog’liq bo‘Imagan ikki yechimlarini topamiz:

ys =X °F(a,l+a—c,1+a—-b;1/x),

Yo =X °F(bl+b—-c1+b-a;1/x),

bu yerda a—b¢Z va |x>1.




Shunday qilib, (1) tenglamning parametrlari ¢, c—a—b, a—b g Z shartlarni

ganoatlantirganda uning oltita asosiy yechimlari gipergeometrik funksiya orgali

yozilishini topdik.
2-§. Asosiy ta’riflardan kelib chiquvchi formulalar.
(3) gatorni hadlab differensiallash natijasida darhol ushbu

iF(a’b’C;X):a—bF(a+l,b+l,C +1;X)
dx c

formulani hosil gilamiz.

Isbot: Gipergeometrik funksiyaning gator ko‘rinishini yozib olamiz:

a(a+ Db(b+ 1) 24

F(a,b,c;x 1+
( )= el c(c+ 1)2!

s a(a+1..a+ n- Da(b+1)..(a+ n- l)Xn_1=

i c(c+ 1).(c+ n- 1)(n- 1)
_,, b @rDb+1) ,
-1 TE( (c+ 1)2!
s (a+ D..(a+ n- )b+ 1)..(a+ n- 1) nlI
i (c+1)..c+ n- D)(n- 1) 1

Bu gatorni hadlab differensiallaymiz




ablt (@+Db+1) |
c g (c+1)

diF(abc X)= —

(a+1) (a+n-)b+1)..(a+n- 1) o2 L
(c+1)..(c+ n- D)(n- 2) 1

Bu esa
diF(a,b,c;x)z a—bF(a+ Lb+ 1c+ LX)
X c

Formula ishotlandi.

(3) gatorni avval x®ga ko‘paytirib, so‘ngra hadlab differensiallasak, quyidagi

formulalar kelib chigadi:

d a . — a-1 .
&[x F(a,b,c,x)]—ax F(a+1,b,c;x),

Yugoridagi gipergeometrik funksiyaning qator ko‘rinishiga X ko‘paytirib,
hadlab differensiallaymiz

d

&?F(a,b,c;x)gg: ax*t+ %b(a+ )x* + a(@+1)(a+ 2)b(+1)

c(c+1)

a+1

a(@a+1)..a+n- Do+ 1)..b+ n- 1)

c(c+1)..c+ n- 1)(n- 1)

Olingan hosiladan umumiy ko‘paytuvchi ax™ " pj chigarib, golgan gismini

(a+ n)x™"

gipergeometrik funksiya ko‘rinishda yozamiz:

H(a+ 1)b (a+ D(a+ 2)b(b+ 1) 24
c(c+1)

d .
— WF a,b,c;x ax‘“Ii
dxg< ( Ii




g, (@+1)..(a+n- Db(b+1)..b+ n- 1)

i c(c+ 1)...(c+ n- 1)(n- 1)

(a+ n)x"...

ool e el

Bundan
d % P . a- .
&g F (a,b,c;x)uF ax* 'F (a+ 1,b,c; x)

tenglik kelib chigadi.
Yugoridagi isbotga ko‘ra quyidagi 2 ta differensiallash formulasini ham

isbotlash mumkin.

%[be(a,b,c;x)}:bxb‘lF(a,b+1,c;x),
d 14, C- . c- -
&gk 'F(a,b,c;x)HE (- 1)x" *F(a,b,c- 1;x)

Xuddi shu kabi quyidagi tengliklar ham o‘rinli:

1. d - F(a,b,c;x)=MF(a+n,b+n,c+n;x),
dx c),
2. d —_[x*"F(a,b,c;x)] = (a), X" 'F(a+n,b,c;x),

3. %[XHF(a, b,c;x)]=(c—n), x*"'F(a,b,c—n;x),
X

d nn [(1-Xx)*""F(a,b,c;x)] =
dx

=(-1)" %(1— X)**F(a+n,b,c+n;Xx),




d nn [(1-X)*"°F(a,b,c;x)] =
dx

_(c-a),(c-b)
(©),

5.

D (1-Xx)**°"F(a,b,c+n;Xx),

d n
dx"

[x'(1-x)" " F(a,b,c;x)] =
=(c—n) x“"* (1— x)b_C F(a—n,b;c—n;x),

a

dx" [x*(1-x) F(ab,c;x)]=

=(c-n),x* " (1-x)""""F(a-nb-n,c—n;x)

a

c—a+n-1 1— a+h-c F ,b, : —
" [x (1-x) (a,b,c;x)]

=(c-a) x“**(1- X)**"F(a—n,b,c;x).

Bu tengliklar to‘g’riligiga, masalan, matematik induksiya usuli bilan ishonch
hosil gilish mumkin.

Bu tengliklarni birinchisini o‘rinli ekanligini ko‘rsatib o‘tamiz. Yuqorida
gipergeometrik funksiyani bir marta differensiallab

diF(a,b,c;x): %bF(a+ Lb+ 1c+ LX)
X

2
tenglikni hosil gilgan edik. Bundan foydalanib % F (a,b,c; x) ni topishimiz mumkin.




OTl—zF(a b,c;x)= a(a;r(i)f(lt; D,

F(@+ 2,b+ 2,c+ 2;x).

Bu jarayonni n marta qo‘llasak,

dn

o~ F(a,b,c;x)= MF(a+ n,b+ n,c+ n;x)

©),

kelib chigadi.

Odatda ushbu oltita F(a+1,b,c;x), F(a,b+1,c;x), F(a,b,c+1;x) funksiyalar
F(a,b,c;x) funksiyaga go ‘shni funksiyalar deyiladi. F(a,b,c;x) va ixtiyoriy unga
ana shunday go‘shni ikki funksiyalar orasida koeffitsientlari x ga bog’lig chizigli
funksiya bo‘lgan chizigli kombinatsiya mavjud. Bunday kombinatsiyalar 15 ta bo‘lib,
ularni Gauss topgan. Quyida biz ularning to‘la ro‘yxatini isboti bilan keltiramiz.

Bunda F, F(axl), F(b£l), F(c+l) orgali mos ravishda F(a,b,c;x),

F(atlb,c;x), F(abzxlc;x), F(ab,ctl;x) funksiyalar tushuniladi. F,

n

F(a+1),F(a-1) larning gqator ko’rinishidan foydalanib, X ishtirok etgan

hadlarni yig’amiz:

1. [c-2a—(b-a)x|F+a(l-x)F(a+1)—(c—a)F(a-1)=0,
Isbot:
@), ®), . @), (), i, @+ 1) ), .
O N A O Y TR OXT

NCREON Q)N @ 1),0),,
(c) n! C g (c) n! -0

Buning hadlarini soddalashtiramiz

2 [-]<




(c—2a) I'(@a+n)'(b+n)I(c) X" —(b—a) I'a+n-HI'(b+n-1I(c) < 4
r'@r{o)r{c+n)n r@rm)Irc+n-1(n-1!
ta I'a+n+)I'(b+n)I'(c) <
a+)Ir'()I(c+n)n!

I'@a+n)I'(b+n-1I(c) "
a+)ro)Irc+n-1)(n-1!

I'a+n-)I'(b+n)I"(c) "
I'(a-)I'()I(c+n)n!

=(c-a)

Hosil bo‘lgan tenglamada Gamma funksiyaning xossalaridan foydalanib, tenglikni

. . I'@+nI'(b+n) ,
har ikki tomonini ifodaga bo‘lib,
'(@)I'(c+n)n!
c+n-1 c+n-1 a-1
c- a- (b- a) n+ n- n=(c- a
( “(a+ n- Db+ n- 1) b+n-1 ( )a+ n- 1

hosil gilamiz. Ifodani soddalashtirish natijasida

[nb+n-D(c+n-D)—n(c+n-D(b+n-1]x" =0
ekanligi kelib chigadi. Formula isbotlandi.

2. (b—a)F+aF(a+1)—bF(b+1)=0,

2 -] <

Isbot:




@.0),, @+1,0),_
NSRRI OXY

(@), ®),
(c) n!

(),0), _
a(c) n!

= (b- a) +ta(a+n)

= M(b— a+ a+ n)= ((2)( ), Lo+ n)= b(a)zc(;)—-;ll)n

3. (c—a-b)F+a(l-x)F(a+1)—(c—-b)F(b-1)=0,
Isbot:Bu  tenglikning qator ko’rinishidan foydalanib, quyidagiga ega
bo’lamiz:

- a- b)( ), ©), @+1),0), . (@), k-1, .

(), n! (), n! @) n!

Hosil bo‘lgan tenglamada poxgammer ifodadan Gamma funksiyaga o‘tib, hamda

¢+ ade ) P = (oo By b0

Gamma funksiyaning xossalaridan  foydalanib, tenglikni har ikki tomonini
G(a+ n)G(b+ n)
G(a)G(c + n)n!

ifodaga bo‘lib,

je+n1_ (- B)o- 1)

c- b+ n- =
b+n-1 b+n-1

tenglikni hosil gilamiz. Ifodani soddalashtirish natijasida
cb+ cn- c- b*- bn+ b+ bn+ n®- n- cn- n®+ n- cb+ c+ b*- b=0

ekanligi kelib chigadi. Formula isbotlandi.

4, c[a—(c—b)x]F —ac(l-x)F(a+1)+(c—a)(c—b)xF(c+1)=0,

Isbot: Bu yerda quyidagiga egamiz:

2 [=-]<




(@), ®),

(c+1) "

@,0),

@), (®), o,
(c) n! ")

(c) n!

ac

c(c- + (c- a)(c- b)—""

@+1) (®), .

a+1) (b
= ac—— " x"- ac( ). ), X"
(c) n! (c) n!
Hosil bo‘lgan tenglamada poxgammer ifodadan Gamma funksiyaga o‘tib, hamda
Gamma funksiyaning xossalaridan foydalanib, tenglikni xar ikki tomonini
G(a+ n)G(b+ n)
G(a)G(c + n)n!

ifodaga bo‘lib,

\ n( n- 1) (e \ ch
e ) e e C A D e T

n(c+ n- 1)
b+n-1
ni hosil gilamiz. Ifodani soddalashtirish natijasida
(@+ n+1)(c- b)- (c- b)a+n-1)=0

=c(a+n)- c

ekanligi kelib chigadi. Formula isbotlandi.

5. (c—a-1)F+aF(a+1)—(c-1)F(c—-1)=0, (4)

Isbot:




Formula isbotlandi.

6. (c—a—b)F—(c—-a)F(a-1)+b(1-x)F(b+1)=0,
Isbot:
@,0), ., @0+ . @0+ .._
2 D) i ©n e
_ (@- 1),0) .
AN OY T

Hosil bo‘lgan tenglamada poxgammer ifodadan Gamma funksiyaga o‘tib, hamda
Gamma funksiyaning xossalaridan  foydalanib, tenglikni xar ikki tomonini
G(a+ n)G(b+ n)

G(@)G(e + myn! ifodaga bo‘lib,

- a- b)+ o+ ny- EFN DN 2

a+n-1

=(c- a)

ni hosil gilamiz. Ifodani soddalashtirish natijasida
(c- a+ n)(@+ n- 1)- (c- a)(a- 1)- n(c+n- 1)=

ekanligi kelib chigadi. Formula isbotlandi.

7. (b—a)(1-x)F—(c—a)F(a—1)+(c—-b)F(b-1)=0,
Isbot:
@), (), . @), ®), o, (@), k- 1),
b @) gy X~ b A (o DY
_ (@- 1),0), .
=

2 [2]<




Hosil bo‘lgan tenglamada poxgammer ifodadan Gamma funksiyaga o‘tib, hamda
Gamma funksiyaning xossalaridan foydalanib, tenglikni har ikki tomonini
G(a+ n)G(b+ n)
G(a)G(c + n)n!

ifodaga bo‘lib,

y (+n-Dn b-1 _
(- a) (- a(a+n Db+ n- 1) + e b)b+ n-1
_(C_ a)a+ n-1

hosil gilamiz. Ifodani soddalashtirish natijasida

(a+n- Difb- a)b+ n- 1)+ (c- b)(b- Y n(b- a){c+ n- 1)-

- (ca- c- a*+ a)(b+ n- )=

ekanligi kelib chigadi. Formula isbotlandi.
8. c(1-x)F —cF(a—1)+(c—b)xF(c+1)=0,
Isbot: x" ishtirok etgan hadlarni yig’sak, quyidagiga ega bo’lamiz:
L@,0), . @0) ., + (c- )(a) ®), o @ D)
(c) n! (c) n! (c+1) " (c) n!
Hosil bo‘lgan tenglamada poxgammer ifodadan Gamma funksiyaga o‘tib, hamda
Gamma funksiyaning xossalarida  foydalanib, tenglikni xar ikki tomonini

G(a+ n)G(b+ n)
G(a)G(c + n)n!

ifodaga bolib,

(c+ n- Dn
e Dpen- ) ©

b) cn _ o 1
‘(a+n- )b+n-1) “a+n-1

hosil gilamiz. Ifodani soddalashtirish natijasida
nc(b+ n- 1)- cn(b+n- 1)=0

ekanligi kelib chigadi. Formula isbotlandi.

2 [=]<




9. [a-1-(c-b-1)x|F+(c-a)F(a-1)—(c-1)(1-x)F(c-1)=0,

Isbot:
_p@Lb) . @), (®), o, @ 1)0) ._
(@- )———= ©.n (c- b- 1)—=~—" ox] + (- ay——"2" ©.n!
(a),(0), (@), ®),
=€ DTy (c- Dn X C- e (c- 1) n”

Hosil bo‘lgan tenglamada poxgammer ifodadan Gamma funksiyaga o‘tib, hamda
Gamma funksiyaning xossalaridan foydalanib, tenglikni har ikki tomonini
G(a+ n)G(b+ n)
G(a)G(c + n)n!

ifodaga bo‘lib,

(c+ n- Dn
“(a+ n- Db+ n- 1)

+ (c- a) a-1

a- 1)- (c- b- 1) =
(a- 1)- ( 1

(c+n- (c+n- 2)
@+n- Db+ n- - 1)

c+n- 1

= (- )

- (c- 1)

hosil gilamiz. Ifodani soddalashtirish natijasida

n(b+ n- 1)(c+ n- 1- n+1- c)= Oekanligi kelib chigadi. Formula ishotlandi.

10. [c—2b+(b-a)x|F +b(1-x)F(b+1)-(c—b)F(b-1)=0,

Isbot:




@),®), .,
(), n!

v (- )( L) i, @0+ o

€ 20y (c) n! (c) n!

@0+ @), ¢b-1),
(c) n! (c) n!

Hosil bo‘lgan tenglamada poxgammer ifodadan Gamma funksiyaga o‘tib, hamda

=(- by —=5—

Gamma funksiyaning xossalaridan foydalanib, tenglikni har ikki tomonini

G(a+ n)G(+ n)
G(a)G(c + n)n!

ifodaga bo‘lib,

(c+ n- Dn s pRtn b(c+ n- Hn _
‘(a+ n- )b+ n- 1) b b(a+ n- 1)

(c- 2b)+ (b- a)

=(c- b)

hosil gilamiz. Ifodani soddalashtirish natijasida
n(c+n- Dfa+ n- 1+1- a- n]=0

b+n 1

ekanligi kelib chigadi. Formula isbotlandi.

11, c¢[b-(c-a)x|F-bc(1-x)F(b+1)+(c—a)(c—b)xF(c+1)=0,
Isbot:

(@), b),

(c+1) "

@), 0), o, @0+,

N O TR O N T

+ (- a)c- b) o

@), 0), o, @O+,
(), n! S ©n

Hosil bo‘lgan tenglamada poxgammer ifodadan Gamma funksiyaga o‘tib, hamda

=c(c- a)——=——~=

Gamma funksiyaning xossalaridan foydalanib, tenglikni har ikki tomonini

2[5]<




G(a+ n)G(b+ n)
G(a)G(c + n)n!

ifodaga bo‘lib,

cn
“(a+ n- 1)(b+ n- 1)

+
cb+ bc c- a)(c- b)
b(a+ n- 1) +( X

(c+ n- Dn 4 pelt D

= A D - h

hosil gilamiz. Ifodani soddalashtirish natijasida
(c- a)b+n-1- b- n+1)=0
ekanligi kelib chigadi. Formula isbotlandi.

12. (c—b-1)F +bF(b+1)—(c-1)F(c-1)=0,
Isbot:

- b @O, @0+,

7 () n! (c) n!
(@), (®), @), (), _
=(c- b- 1)() | +b(b+ n)b(c) e
_(@),0), Lo @), @),0),
©.n —" =" (c- b- 1+ b+ n) ©.n fc- 1)+ ni © i )
13. c(1-x)F—cF(b-1)+(c—a)xF(c+1)=0,

2 [»]<




Isbot:

8,0, . @0) .,
(c) n! (c) n! FC ey

@), 0), . @),0-1)
(c+1) " (c) n!

Hosil bo‘lgan tenglamada poxgammer ifodadan Gamma funksiyaga o‘tib, hamda
Gamma funksiyaning xossalaridan foydalanib, tenglikni har ikki tomonini
G(a+ n)G(b+ n)

G(@)G(e + myn! ifodaga bo‘lib,

+ 1 -
o LT b- 1

“G+n- Db+ n- 1) Ja+n- Db+ n-1) b+n-1

hosil gilamiz. Ifodani soddalashtirish natijasida
n(@a+ n- 1)+ n(- a- n)=0

ekanligi kelib chigadi. Formula isbotlandi.

14.  [b-1-(c—a-1)x]F+(c-b)F(b-1)—(c-1)(1-x)F(c-1)=0.

Isbot: Bu yerda quyidagiga egamiz:

(2), ), .. ()()nm1+
(b_ 1) (C) nl - ( -aT 1) (C) nl
@, k-1, ._ (a), (b)), @), ),
S s e (c) n! = 1)(c 1) nlx - € l)(c 1), -

Hosil bo‘lgan tenglamada poxgammer ifodadan Gamma funksiyaga o‘tib, hamda
Gamma funksiyaning xossalaridan  foydalanib, tenglikni har ikki tomonini
G(a+ n)G(b+ n)
G(a)G(c + n)n!

ifodaga bo‘lib,




b- 1- (c- a- 1) (c+n- Dn b- 1

+ (c- b) =
“(a+ n- Db+ n- 1) b+n-1

. actn-1 . n(c+n- 2)c+n- 1)
=(c- 1) o ( 1)(a+ n- )b+ n- 1)(c- 1)

hosil gilamiz. Ifodani soddalashtirish natijasida

(a+n- Difb- c- n)b+n- 1)+ (c- b)(b- D+ n(c+n- D0

ekanligi kelib chigadi. Formula isbotlandi.

15. c¢Yc- 1- (2c- a- b- 1)x]JF+ (c- a)(c- b)xF(c+1)- c(c- 1)(1- x)F(c- 1)=0

Isbot:
c(c- 1)%)(”_ c(2c- a- b- 1)((2)(n)|n n+l
e 0K = ol D o D

tenglamada poxgammer ifodadan Gamma funksiyaga o‘tib, hamda Gamma
G(a+ n)G(b+ n)

G(a)G(c + n)n!

funksiyaning xossalarida foydalanib, tenglikni har ikki tomonini

ifodaga bo‘lib,

cn(2c- a- b- I)(c+ n- 1) cn(c- a)(c- b)
D e e D) @ Dorn- 1)

y (€+n-2)c+n-Dn
(a+ n- 1)(b+ n- 1)(c- 1)

c(c-

- ¢(c- 1)04(-: n-1

2 [»-]<




hosil gilamiz. Ifodani soddalashtirish natijasida
(c- a)(c- b)- (a+ n- )b+ n- 1)+

+(c+n- Ylc+n- 2- 2c+a+b+1]F0
ekanligi kelib chigadi. Formula isbotlandi.
Ikkita parametri o‘zgarmas bo‘lgan go‘shni gipergeometrik funksiyalar orasida
esa quyidagi bog’lanishlar mavjud:
(c—a)F(a—1)+(2a—c—ax+bx)F +a(l-x)F(a+1)=0,
(c—b)F(b—-1)+(2b—c—bx+ax)F +b(x-1)F(b+1) =0,
c(c-1)(x-1)F(c-1)+c[c-1-(2c-a-b-1)x |F +
+(c—a)(c—b)xF(c+1)=0.
Bu tengliklarning to‘g’riligiga ishtirok etayotgan gipergeometrik funksiyalarning
gatorga yoyilmasidan foydalanib, o‘zgaruvchi x ning mos darajalari koeffitsientlarini

tagqoslash usuli bilan ishonch hosil gilish mumkin.
3-§. Gipergeometrik funksiyaning integral ko‘rinishi.

(3) gatorni

tenglikni e’tiborga olib, ushbu

F(a,b,c;x) =1+ il“(c)l“(a+ n)I"(b + n)Xn _
o = T'(@)Ir(O)I(c+n)n!

__ TI'(c) [I(a)I(b) RS I'(a+n)I'(b+n) < | =
r@r)| I(c) 1 L(c+n)n!

2 [»]<




I'(c) i I'a+n)I'(b+n) "
F(a)F(b) =0 L(c+n)n!

ko‘rinishda yozib olamiz.
Bundan formulaga asosan

I'(b+n)I'(c—b)
I'(c+n)

B(b+n,c—b)=

bo‘lganligi sababli, avvalgi tenglik

I'(c) i I'(a+n) "B

F@abeX) = e 2 n

(b+n,c—b)

ko‘rinishda yoziladi yoki

I'(c) i I'(a+n) "
r@rmr{c—-b)so n!
Bu yerdagi integral n ning barcha giymatlarida yaginlashuvchi bo‘lgani uchun

b>0, c-b>0yokic>b>0 (5)

F(a,b,c;x)= jt“*b (1-t)" .

shartlarning bajarilishi zarurdir.
Avvalgi tenglikni ushbu
I'(c) > '(a+n)t

T(b)['(c —b) Z nC(a) &

F(a,b,c;x)= [t (1) x"dt =

I (O B YU I ) A
_F(b)l“(c—b)ﬁ (-1) {Zo o Y }dt

0

ko‘rinishda yozib olamiz. Integral ostidagi yig’indi (l—xt)_a funksiyaning cheksiz

gatorga yoylmasidan iborat bo‘lgani uchun

2 [-]<




DO fyoe(q ) (1o xt) *dt (6)

F@0 ) e b))

formulaga ega bo‘lamiz. Bu esa gipergeometrik funksiyaning integral ko ‘rinishidir.
(5) shartlarni bitta ¢ —a—b >0 shart bilan almashtirish mumkin. hagigatan ham,
agar a<0 bo‘lsa, (—a)>0 bo‘ladi va bu tengsizlikning (5) tengsizlikni ikkinchisi
bilan go‘shib, c—a—-b>0 tengsizlikni hosil gilamiz; agarda a>0 bo‘lsa, bu
tengsizlikdan, (5) tengsizliklarning ikkinchisidan kuchlirog bo‘lgan c—b>a

tengsizlikka ega bo‘lamiz.

4-§. Gipergeometrik funksiyani analitik davem ettirishga

oid va boshqa ba’zi formulalar.

Endi gipergeometrik funksiyaning x=1 dagi giymatini hisoblaymiz. Shu
magsadda, (6) formuladagi integral b>0, c¢>0 va |x]<1 bo‘lganda tekis

yaginlashuvchi bo‘lgani sababli x —1 da limitga o‘tamiz:

im (s~ gm0 1) -

I ¥ N SO VRSO
T m mL Ay ) Jat=

F(C) t c-a-b-1 dt = F(C)

“Tore o 7Y ~ Tore_p S -ab)=

_ I'(c) I'b)I'(c—a-b) _I'(c)'(c—a-b)
I'(b)I"(c—Db) I'(c—a) - C(c-a)l(c—b)

2 [a]<




Shunday qilib,

limF (a,b,c;x) = F(a,b,c;1)=

I'(c)f'(c—a-b)

) r'(c-a)(c—b)

Agar (6) formuladagi integralda

1-s ) 1-t
yoki s =
1-xs 1-—xt

t=

almashtirish bajarsak, integral quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

1 c-b-1 -a
" (1-t) " (1-xt) "dt=

0

=(1-x)""" }sc‘b‘l (1-s)"(1- xs)_(c_a) ds

0

_ [(b)[(c—b)
~T(c)

Demak,

F(ab,c;x)=(1-x)"""F(c—-a,c—b,c;x).

Bu tenglik avtotransformatsiya formulasi deyiladi.

F(a,b,c;x)=F(b,a,c;x) tenglikni e’tiborga olib, (6) tenglikni

F(ab,c;x)= )
U r(@r(c-a)

2 [=2]<

(1- x)c_""_b F(c—ac—bc;x).

1 c-a-1 -b
[ (1-t) " (1-xt) dt
0

(7)



kabi yozib olamiz va integralda t =1—s almashtirish bajaramiz:

I 7b1 c—a-1 a-1 -
F(a,b,c;x):F(a)r((cc)_a)(l—x) 2 1-s) (1-%_13) ds.

Bu yerdagi integralni (6) bilan taggoslab,

o\ = b X
F(a,b,c;x)=(1-x) F(c—a,b,c,mj (8)

formulaga ega bo‘lamiz. Bundan c = a da
F(ab,ax)=(1-x)"

tenglik kelib chigadi. Agar x<1/2 bo‘lsa, ‘x/(x—l)‘<l bo‘ladi. Bunda (8)
tenglikning o‘ng tomonidagi gipergeometrik funksiya, tegishli gipergeometrik
gatorning yig’indisi sifatida garalishi mumkin [1]. Demak, (8) formula F(a,b,c;x)
funksiyani —oo < x < -1 oraligga analitik davom ettiradi.

(8) tenglikda x ni (1-x) ga almashtirib, uning boshga ko‘rinishiga ega
bo‘lamiz:

F(a,b,c;l—x)=x‘bF(c—a,b,c;XT_lj. (9)

Gipergeometrik funksiyani —1<x<1 kesmadan tashgarida aniglashga xizmat
giluvchi boshga formulalarni ham keltirib chigaraylik.

Awvval x va 1-x argumentli gipergeometrik funksiyalar orasidagi munosabatni
topamiz. |X<1 va [l—-x| intervallar kesishmasida (1) tenglamaning
y;(x)=F(a,b,c;—x) yechimi uning y, va y, yechimlari chizigli kombinatsiyasi

sifatida ifodalanadi, ya’ni

F(a,b,c;x)=AF(a,b,a+b—-c+1;1-x)+

2 [=]<




+B(1-x)"""F(c-ac-bc-a-b+11-x), c-a-bgZz (10)

Bu yerda a, b, c¢ parametrlarning (10) tenglikdagi barcha gipergeometrik
funksiyalar mahnoga ega bo‘ladigan giymatlari garaladi.

x=1 bo‘lganda (10) tenglamaning o‘ng tomoni a, b, c¢ parametrlarning
ixtiyoriy giymatlarida mahnoga ega, chap tomoni chekli bo‘lishi esa c—a—b ning
ishorasiga bog’liq. Agar c—a—b >0 bo‘lsa, (10) dan x =1 da
['(c)l(c—a-b)
I'(c—a)l(c—-b)

A=F(ab,cl)= (11)

kelib chigadi. Agar c—a—-b<0 bo‘lsa, (10) ning chap tomoniga (7) formulani
go‘llab, so°ngra hosil bolgan tenglikni (1—x)™" " ga kopaytirib va x =1 deb

I'(c)l(a+b—c)

B=F(c—ac-b,cl)= I'(a)r(b)

(12)

ekanligini topamiz.

(11) va (12) tengliklarga asosan (10) tenglikni

I'(c)l(c—a-b)
I'(c-a)l(c-b)

F(ab,c;x)= F(ab,a+b-c+11-x)+

I'(c)l(a+b—c)
I'(a)r(b)

(l—x)c_a_b F(c-ac-bc-a-b+11-X),

c-a-bgZz (13)
ko‘rinishda yozish mumkin. (8) ning o‘ng tomoniga (13) formulani go‘llab,

quyidagi formulaga ega bo‘lamiz:




F(a,b,c;x)= ;(c)l“(br— a) (1- x)_a F (a,c—b,a—b+1;ij+

(C—a) (b) 1—x
+F(C)F(a_b) ~x)°F[c-abb-a+li—|a-
F(C—b)r(a)(l ) F( ,b,b Ll—xj’ beZ. (14

Agar (8) va (13) tengliklarning o‘ng tomoniga mos ravishda (14) va (9)

formulalarni go‘llasak,

F (a,b,c; x) = ;Ez)f;;:(z;(_x)—a F (a,a —c+1l,a-b +1;§J +
{Ez)_rb()""r_(zg(—x)‘b F(b,b—c+1,b—a+1;§j, a—bgZ  (15)

F(ab,c;x)= r(C)F(C_a_b)x‘aF(a,a—CJrl,a+b—c+1;X—_1 +

I'(c—a)l(c—-b) X
T(c)T(a+b=c) .o cab (_ o ax-l
F(@) (o) x**(1-x)" F|lc-al-ac—a—-b+1; = )
c-—a-bgZ (16)

tengliklar kelib chigadi.

(13), (14), (15), (16) tengliklar gipergeometrik funksiyani mos ravishda
1-x<1, [M-x>1, |x>1, |1-x)/x/<1 tengsizliklar bilan aniglanuvchi
oraliglarga analitik davomini beradi. (13) - odatda Bolts formulasi deb ataladi.

Quyidagi tenglik c =a-+b bo‘lganda gipergeometrik funksiyaning x =1 nuqta
atrofidagi xulqini ifodalaydi [1]:

2 [=]<




F(a+b)

F(a,b,a+bl-x)= _F(a)l“(b)

F(a,b,1;x)Inx+

I'(a+b) i (a+k)l“(b+k)><

Tar®s ()

Gipergeometrik funksiyalar uchun quyidagi tengliklar ham o‘rinli [1]:

F(al-a.c;x)= (1—x)c_1 F(C;a,c+§_1,c;4x(1—x)}

F(al-ac—x)=(1+ x)c_1 (\/1+_x + «/?)HHC x

xF[c+a—1,c—1/ 2,2c-1;4,/x(1+ x)(J1+ X +\/;)_2j|;

F(Za,Zb,a+b+%;xj= F[a,b,a+b+%;4x(1—x)}

F(a,b,a+b+%;xj (Za 2b, a+b+§ ———«fl— j

—2a h
=(£+1 1—xj F| 2a,a— b+ ,a+b+ 1
2 2 2'J1-x+1)




1 1 1 e
Fla——,a,2a;X |=| =+—=+1-X
[2-3azmi)=(3+34%)

1_1j=r(a+b+1/2)r(1/2)

F(Za,Zb,a+b+—,— ,a+b+£¢0,—1,—2,...
I'(a+1/2)(b+1/2) 2

2 2

Izoh. 2-, 3- va 4- bandda Kkeltirilgan formulalarni {z}={x+1iy} kompleks

o‘zgaruvchi tekisligida ham garash mumkin. Bunda ba’zi formulalarga go‘shimcha
cheklanishlar kelib chigadi [1,6].

5-§. Umumlashgan gipergeometrik funksiyalar va gatorlar.

Gaussning gipergeometrik funksiyasi va qatorini parametrlar soni bo‘yicha

umumlashtiruvchi ushbu funksiya (gator) lar

mFn(aliazi--.,am;Cl,CZ,...,Cn,X): z (C) X
1) e I

umumlashgan gipergeometrik funksiya (qator) lar deb ataladi, bu yerda a,

b, =0, -1,-2,...., j=1,m, s=1,n. Bu belgilashlarga asosan
F(ab,c;x) =, F(a,b,c;x) bo‘ladi.

Amaliyotda biz F(a,b,c;x) funksiya bilan bir gatorda ,F(a,c;x) va
2Fz(a,b;c,d;x) funksiyalardan ham foydalanamiz. Jumladan, bu funksiyalar uchun

quyidagi tengliklar o‘rinli [1,10]:

[zt (x—z) e =T, (cz)dz = X0 [(a*y)0(3)
: L(a+8)T(y)




X, Fz(;/+%,a+7;27+1,a+5+}/;—ZCXj, X,Red,Re(a +6)>0, (17)

281

+.‘?°ZZ,B—26—CZTﬁ71(CZ)dZ = 1X—2ﬂ1F1(’B -1/2;2;-2cx), ¢=0,x>0,
F(a,c;x)=e",F(c—a,c;—x),

1F1(%+v,1+ 2v;2xj =e*1.(x),

F(aax)=¢e"




11 BOB. IKKI ARGUMENTLI
GIPERGEOMETRIK FUNKSIYALAR.

Bu bobda ikki argumentli gipergeometrik funksiyalarga oid ta’riflarni
berib,ularga oid ba’zi formulalarni isbotsiz keltiramiz. Bu yerdagi ba’zi
formulalar dunyo olimlarining oxirgi yillarda olgan ilmiy natijalarini e’lon qilgan
ilmiy maqolalaridan olingan.

1-§. Ikki argumentli gipergeometrik

funksiyalarning ta’riflari.

Fl(a,ﬂ,ﬂ’,y; X, y) = i (a)m+n (IB)m (ﬂ )n X"y,

m,n=0 (y)m+n min!

’ ’. — < (a)m+n(ﬁ)m(ﬂ,)n my,n
F(a. 8.8 7.7%Y)= > 0).), mn x"y",

m,

F3(a,a'”8,ﬂ',7/; X, y) = mio(a)mgj))n (ﬁ?gl(ﬁ )n X"y,

H,(a..7.6,6:xY)= mio(a)m_n((g/’;):n(!??n (9), X"y",

e (@), (8),

m,n:O(]/) m!n!xmyn’ |X|<1’




H, (. B.6.€;%,y)= i (a)m”( ) X"y, |x/<1.

m,n=0 (5)mmln'

Bulardan dastlabki to‘rttasi Gorn funksiyalari, oxirgi ikkitasi esa buzilgan

—

gipergeometrik funksiya (qator) lar deyiladi. =, - Gumbert funksiyasi deb ham

ataladi.

Bu gatorlarning yaginlashish sohasi quyidagicha:

F11F3_{(X,y):OSX<1,Ogy<1};
Fz—{(x,y):03x<1,ogy<1_x};
Hz—{(X,y):O£x<1,0£y£1/2}u{(x,y):0gx<1,0£y<1_x/2};

Z, Hy —{(%y):-1<x<L—-o0 <y <o},

2-§. Ikki argumentli gipergeometrik

funksiyalarning differensial tenglamalari.

X(1—x)r+ y(l—x)s+[y—(a+ﬂ+l)x] p—Ayq—afz=0, i
y(1-y)t+x(1-y)s+[y—(a+B+1)y]|a-Bxp—-aBfz=0;

X(@- X)r- xys+ H- (a+ b+ 1)xUp- byq- abz=0 E
y(L- y)t- xys+ i@y— (a+ by+ 1)y1q b3kp- abdz = OE)F2

X(@- x)r+ ys+ - (@+b+1)xb- abz=0 E
y@L- y)t+ xs+ jg- (a¥+ b¥+ )yl- abhiz =035F,

!




x(x- Dr- xys+ fa + b+ 1)x- elp- byq+abz—OE
y(y+ Dt- xs+g a+(g+d+1)ylg+ gdz =0;

X(@- X)r+ ys+ - (a+ b+ L)xUp- abz:O,E
yt+ xs+ gq- z=0; E)X

X(L- x)r+ xys+ [d- (a+b+1)x]p+ byg- abz:O,E
yt- xs+ (- a)q+ z=0. E)H

2

3

Buyerda p=2z, q=2z, r=z,, =2, t=2z,.

3-§. Ikki argumentli gipergeometrik funksiyalarni

F(a,b,c,;x) va J,(x) funksiyalar bo‘yicha yoyilmalari.

Flep Brxy)= mi)(o(?m:ﬁw)lm F(a+m, g,y +my)=

:i% y'F(a+n, B,y +n;x);

= (7),nt
5 Oy F @

F3(a,a’,ﬂ,,8’,7/; X, Y) = i (a)m (ﬂ)|m (a,,ﬂ,,]/ +m; y) =

m=0 (7/ mm




H,(a.,B.7.6,&XY) i (a)m(ﬁ)-m X"F(y,6,1-a—m;-y)

= 2(_1)%7)”(5')” y'F(a—n,B,&Xx);

8
—~~
N
N

3

~—~~
o)

N—

m ijy+m—l(2iﬁ) =

oY )
_ré(y)nn!F(a,ﬂ,ern,x),

H, (a0, B.8:%,y) = é(?;n;(ﬁ)!m 3 o n(247)-

= (=1) "
:n;o(i—o)z) .%F(a—n,ﬂ,é;x).

4-§. 1kki argumentli gipergeometrik funksiyalarning

integral ko‘rinishlari.




11 , e g -
xjjuﬁ‘lvﬁ‘l(l—u)yﬂ (1-v) / (1-ux—vy) “ dudv,
00

Ref>0,Ref' >0, Re(y— ) >0,Re(y' - f')>0;

() y
(B)YT(B)(r=B-F)

Fo(@.d BB\ 7i%Y)= =

11-v , _p-p'1 —a —a'
x[ fuP v (1-u—-v) P 1 wx) (1-vy) " dudv,
00

Re>0,Ref' >0,Re(y— - 5')>0;

r'(e)

Hz(a,ﬂ,y,é',g;x,y)= F(ﬂ)r

X

)

Xluﬁ—l(l_u)s—ﬂ—l(l_ Xu)_a F [7’5’1—a’ y(Xu _1):|du’

0

Re¢ >Ref > 0;

Rey >Rea >0;
e TO)
R e




><iu/3‘1 (1- u)g_ﬁ_1 (1-ux)“Ja [ZQ [y(l— ux)}du,

Red > Ref > 0.

5-§. Ikki argumentli gipergeometrik funksiyalar

parametrlarning xususiy giymatlaridagi ke‘rinishi.

F(a,B.8.8.7%Yy)=(1-x)"F (a,ﬂ’w’;ij;

i) =) () F|

Far—a.Br-Brixy)=1-y) "7 Fla,Brx+y-xy);

H,(@.8.7,6,8%y) = (1-x) “F|7.6.1-ay(x-1)

Ho(e B, 8% y) = (1= %) “Toa| 2fy(1=x) |

6-§. Ikki argumentli gipergeometrik funksiyalarning

o‘zgaruvchilarning xususiy qgiymatlaridagi ke‘rinishi.
F(a.8.8.7:x1)=

L()C(r-a-p) — B X),Re(y —a—-p")>
‘r(y_a)r(y_ﬂr)F(“’W B'X),Re(y—a—f')>0,




Fl(a’ﬁ’ﬂ’ﬂ/;lv y) =

TNC(r=a=B) o o o
_F(j:—aj)/r(y_ﬁ)F(O‘fﬂ’?/—ﬂ,)’),Re(jf—a—ﬂ)>0,

F(a.B.B,7:%X)=F(a, B+ B,7:X),

H, (. f,6:1,y) = ;Eg)fo(lf)?r—(g:g F(6-a-pl-a.s-ai-y),

Re(6—a—f)>0.

7-§. Ikki argumentli gipergeometrik funksiyalarning

differensiallash formulalari.

8m+n
ox"oy"

F(a.B8.8,7:%y)=

:(a)mﬁ(](’)g)m('g')” F(a+m+n,g+m B +ny+m+n;Xx,y);
ym+n

o ey v —
aXmayn FZ(a’IB’ﬂ’y’y7X’y)_

= (@)y.0(B)y (£), F(a+m+n;S+m B +ny+my +n;Xxy);

(), (¥),

am+n
axmayn

F(a.a .8, 7:%y)=

_(a), (a(')n)(ﬂ)m B (e+ma +n,+m,f +ny+m+n;xy).
4 m+n

li':l(a’ﬁ"ﬁ'%x’ y)=F(a.p+1.8.7:x%Y)-F(a.B.8.7:%Y);

S OX

lgﬁ(a,ﬂ,ﬂ'w:x, y)=F(a. B, +Ly:xy)-F(a.B.8.7:%Y);

B oy




am+n

ox"oy" H, (@ f.51x.y)=
NCIRC)) o
=(-1) 1—a) (5). Hy(+m—n,g+m,5+m;xy);
;:n [x&—1H3(a,ﬂ,5;x, y)] = (_1)” (1_5)n Xé_n_ng(a,ﬂ,é—n;x, y);

Sl (s g miny)]= (8), X 1) T [2Jy00) |

8-§. Ikki argumentli gipergeometrik funksiyalarning

gocshni funksiyalar oerasidagi munesabatlar.
(y=B-F DR (.88, 7:%Y)+ BF (. B+L, 5, 7% y) +
+'F (e, 8.8 +Lyxy)=(r -1 R (. 8. B,y =L % Y);
(r—a-1)F(a. BB y:% ) +aF(a+1,B,8.7:%Y)=
=(y-)FR(a.8.8. 7.7y -L;ixy);

Hy(a. B.6;%,y)—H;(a, 5,6 -1;%,y) =

o ap . .
= S1-0) xH,(a+1,8+1,6 +1;%,Y);

H,(a, B+1,6;%,Y)—H,(a,B,5;X,y) = %ng(a +1,+1,6+1;%,Y).




9-§. Ikki argumentli gipergeometrik funksiyalarning

analitik davom ettirish formulalari.

Fl(avﬁ,ﬁ',ﬂfJX,Y):(l—X) (1- y) [7/ a, B, By %1’%_1}:

=(1-x)“ ( a,y - ﬁﬂ,y,—l,ﬁ =
:(1_ y)—a Fl(a,ﬂ}/ ﬁ ﬂ u yL =

=10 1-y)” [7 oy -P=BBrx T yj:
=(1—X)‘[’(1—y)””F(y a,By— - ﬂ,%))(( ij
(o BBy ix ) = (LX) [ @ M,M,L“L):

X

=(1-y)~ F[aﬂy ﬂw%liilj

= RV —a _ " r. X y
=(1-x-y) Fz((w By ﬂ,%%xw_l,“y_lj,
HZ(a’ﬁlyvg;le)z(l_X)_aH I:aé' ﬂ]/,é‘é'x ,y(l X):|

Hy(@ 8.5, y) = (1-X) “H, [aa P50 y(L- X)}

Izoh. Bu yerda qaralgan funksiyalarning ta’riflari va keltirilgan formulalar

yordamida yana ko‘plab formulalar keltirib chigarish mumkin.




Xulosa

Ma’lumki, aksariyat maxsus funksiyalar ma’lum bir differensial tenglamaning
maxsus nuqtasi atrofidagi yyechimidan iborat bo‘ladi. Shulardan biri bo‘lgan
gipergeometrik funksiya Gauss tenglamasining yechimi bo‘lib, u o‘z argumenti
- 1< x< 1 bo‘lganda aniq bir gatorning yig‘indisidan iboratdir. Lekin matematikada
bu funksiyaning bu oraligdan tashgaridagi giymatlaridan foydalanish qulay bo‘ladi.
Buni amalga oshirish uchun - 1< x<1 oraligda aniglangan funksiyani bu oraligdan
chetga analitik davom ettirishga to‘g‘ri keladi. Bunda funksiyaning - 1< x<1
oraligda o‘rinli bo‘lgan xossalaridan foydalangan holda amalga oshiriladi.

Mazkur bitiruv malakaviy ishda ana shu fikrlarga amal gilgan holda F(a,b,c;x)

gipergeometrik funksiyaning turli xossalari bayon gilingan. Jumladan, differensiallash
goidalari, qo‘shish goidalari, integral ko‘rinishlari va h.k. Albatta matematikaning
rivojida bu funksiyani turli yo‘nalishlardagi umumlashmalarini bilish ham
gonigarlidir.

Shuning uchun bu yyerda F(a,b,c;x) funksiyaning turli umumlashmalari

keltirilganligi, ularning har biriga o‘ziga hos differensial tenglamalar sistemalarining
yyechimlaridan iboratdir. Xulosa gilib aytganda differensial tenglamalar nazariyasi
juda keng targalgan bo‘lib, uni bilish, tabiatni o‘rganuvchi ko‘plab fanlar
muammolarini hal qilishga yordam beradi. Qolaversa, differensial tenglamalar
nazariyasida olib borilayotgan ilmiy — tatgiqot ishlarida gipergeometrik va boshga
maxsus funksiyalar ko‘p foydalanilgani uchun mavzuni o‘rganish Farg‘ona davlat

univesitetidagi ilmiy — tatgigot ishlarini rivojiga xizmat qiladi deb o‘ylayman.
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