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Ushbu o’quv qo’llanmada «Oliy matematika» fanining ko’p o’zgaruvchili 

funksiyalar, karali va egri chiziqli integrallar, qatorlar, differensial tenglamalar, 

kompleks sonlar va kompleks o’zgaruvchili funksiyalar, operatsion hisob 

elementlari, matematik fizika tenglamalari, ehtimollar nazariyasi, matematik 

statistika bolimlari boyicha fanning ishchi oquv dasturida  kozda tutilgan 

mavzular yoritilgan. 

  



KIRISH 

 

Eng avvalo “Matematika” fani nimani orgatadi degan savolni quyamiz. Bu 

juda murakkab savol bo’lib, unga ta'lim darajasi turli bo’lgan odamlar turli javoblar 

beradilar. Masalan, boshlang’ich sinf uquvchilari matematika-narsalarni sanash 

qoidalarini orgatadi deb javob beradilar va bu javobni notogri deb bolmaydi. 

Chunki bu matematikaning muhim qismi bolmish arifmetikani mohiyatini tashkil 

etadi va u dastlabki tarixiy davrlarda matematikani tolik oz ichiga olgan. Orta sinf 

oquvchilari bu javobga matematikani chiziqlar, figuralar, jismlarni, ya'ni geometrik 

ob'ektlarni ham organadi deb qushimcha qiladilar. Yuqori sinf uquvchilari esa bu 

savolga matematika funktsiyalarni organishini ham ilova qiladilar. Talabalar oliy 

oquv yurtlarida matematikaning differentsial tenglamalar, ehtimolliklar nazariyasi 

va matematik statistika kabi yangidan-yangi bo’limlarini organadilar va shu sababli 

ularning javoblari oquvchilar javobiga nisbatan kengroq va tolaroq boladi. 

Ammo barcha bu javoblar bir tomonlama xarakterga ega bo’lib, matematikaning 

u yoki bu yonalishlarini ifodalaydi. Bu savolga umumiy holda javob berish uchun 

juda ko’p matematiklar, faylasuflar harakat qilganlar. Hozircha bu savolga eng 

qoniqarli javob XX asrning buyuk matematigi A.N.Kolmogorov (1903-1987) 

tomonidan keltirilgan va quyidagicha ifodalanadi. 

T A ' R I F : Matematika xaqiqiy olamning miqdoriy munosabatlari va fazoviy 

formalari haqidagi fandir. 

Matematika sozi grek tilidan olingan bolib, miqdorlar haqidagi fan degan   

ma'noni bildiradi. 

Matematika boshqa tabiiy fanlardan shu bilan farq qiladiki, u real olamni, 

atrofimizdagi ob'ekt va jarayonlarni abstraktlashtirilgan holda o’rganadi va shu 

sababli uning natijalari umumiy xarakterga ega. 

Masalan, biologiya tirik hayotni o’rganuvchi fan bo’lib, unda qollaniladigan 

usullar xususiy xarakterga va bu usullarni  fizikaga yoki tilshunoslikga tadbiq etib 

bolmaydi. Xuddi shunday gaplarni fizika, ximiya, geologiya va boshqa fanlar 

tog’risida aytish mumkin.  

Ammo arifmetikaning qonun – qoidalarini biologiya  ob'ektlariga ham, fizik-

ximik tadbiqotlarga ham, iqtisodiy masalalarni echishda ham, qishloq xojaligida 

ham bir xil muvaffaqiyat bilan qollash mumkin. Shu sababdan ham XIX asrning 

buyuk matematigi Gauss  «Arifmetika - matematikaning podshohidir, matematika 

esa barcha fanlarning podshohidir.» -deb bejiz aytmagan. 

Albatta, matematika bunday ulkan bahoga erishishi uchun uzoq taraqqiyot 

yolini bosib otishga togri kelgan. A.N.Kolmogorov o’zining 1954 yilda 

qobusnoma uchun yozilgan va  “Matematika“ deb atalgan maqolasida bu 

taraqqiyotni  ushbu tort davrga ajratadi. 

I     Matematikaning shakllanish  davri. 

II    Elementar matematika davri. 

III O’zgaruvchi miqdorlar matematikasi davri. Bu davrni shartli ravishda  “Oliy 

matematika “davri deb ham aytish mumkin. 

IV Hozirgi zamon matematikasi davri. 



Shuni ta'kidlab otish kerakki, har bir keyingi davrda elementar matematikani 

rivojlanishi toxtab qolgan emas. 

I. Matematikaning shakllanish davri eramizdan oldingi VI-V asrgacha davom 

etdi. Bu davrda insoniyat turli predmetlarni sanashni organdi. Sanoq sistemalari 

oldin og’zaki holda ishlatilgan. Yozma sanoq sistemalarini kashf etilishi bilan  

natural sonlar ustida turli arifmetik amallar  bajarish qonun-qoidalari topila 

boshlandi. Yollarni uzunligini olchash, daromadlarni va etishtirilgan hosilni 

taqsimlash kabi masalalar  natijasida kasr sonlar tushunchasi va ular ustida arifmetik 

amallar bajarish qoidalari ishlab chiqildi.  

Natijada, eng qadimiy matematik fan- arifmetikaga asos solindi. Maydonlarni 

olchash, jismlar hajmlarini hisoblash, turli ish qurollarini yaratishga ehtiyoj paydo 

bolishi bilan geometriyaning kurtaklari shakllana boshlandi. Shunisi qiziqki, bu 

jarayonlar turli xalqlarda bir-biriga bog’liqmas ravishda,  parallel ko’rinishda 

amalga oshdi. 

 Ayniqsa bu jarayonlar    Misr  va Vavilon  davlatlarida yaqqol namoyon bo’ldi. 

II. Elementar matematika davri eramizdan oldingi V asrdan boshlab    XVII 

asr boshlarigacha davom etdi. Oldingi davrdagi matematik bilimlar tarqoq, xususiy 

ko’rinishdagi natijalardan, qonun-qoidalardan iborat edi. Ularni birlashtirish, 

umumiy ko’rinishga keltirish kadimgi Gretsiyadan boshlandi va matematika fanini 

ilmiy poydevoriga asos solindi. 

 Evklidning “Negizlar” asarida elementar geometriya fani aksiomatik ravishda 

ifodalandi va bu asar 2 ming yil davomida boshqa matematik fanlarni asosini 

yaratishga misol, namuna sifatida xizmat qilib keldi. Qadimgi Gretsiyada 

matematikaning (asosan geometriyani) rivojlanishiga  Pifagor, Aristotel, Arximed, 

Geron, Diofant, Ptolomey kabi mutafakkirlar katta hissa qo’shdilar.Turli 

gidrotexnik qurilishlar (masalan, Arximed vinti), harbiy mashinalar, Arximedni tosh 

otuvchi qurilmalari, oynalar sistemasida kemalarni yondirib yuborish, dengizda 

suzish uchun kerakli bilimlar, geodeziya va kartografiya, astronomik kuzatishlar  

bilan bog’liq masalalar  matematikani rivojlanishiga katta turtki bo’ldi. 

Ko’rilayotgan davrning IX-XV asrlari davomida matematikaning 

rivojlanishiga Orta Osiyo olimlarining hissasi  katta boldi. Bu vaqtda arablar juda 

kop erlarni bosib olib, arab xalifaligiga birlashtirdilar. Bu erlarda olimlar yagona 

arab tilidan foydalana boshladilar va bu  ular orasidagi aloqalarni 

mustahkamlanishiga olib keldi. Bundan tashqari o’sha davrda katta ilmiy 

tadqiqodlar davlat tomonidan moliyalashtirila boshlandi. Bu omillar bu erda ilmni 

rivojlanishiga, katta kutubxonalar tashkil etilishiga, rasadxonalar qurilishiga olib 

keldi. 

IX asrda yashab ijod etgan xorazmlik olim  Muhammad ibn Muso  al 

Xorazmiy birinchi bo’lib o’zining “Aljabr” asarida  algebra faniga asos soldi. 

Evropalik olimlar  bu kitob orqali kvadrat tenglamalarni echish usuli bilan 

tanishdilar. X asrda  Beruniy  x3+1=3x ko’rinishdagi  kub tenglamani taqribiy echish 

usulini topdi. XI-XII  asrda yashagan  Umar  Xayyom kub tenglamalarni umumiy 

holda tekshirdi, ularni sinflarga ajratdi  va echilish shartlarini topdi. XIII asrda ijod 

etgan ozarbayjon matematigi  Nasriddin Tusiy  sferik trigonometriyani asos 



solinishiga yakun yasadi va Evklidning “Negizlar” kitobini arab tiliga tarjima qildi. 

XV asrda buyuk astronom va matematik Mirzo Ulug’bek (1394-1449) ”Ziji 

Kuragoniy”asarida 1018 ta yulduzning koordinatalarini nihoyatda katta aniqlik bilan  

hisoblab berdi. Bu ishda rasadxonada eng zamonaviy aniq asboblardan 

foydalanilgani bilan bir qatorda yirik matematiklar ham ishlaganini korsatib otish 

kerak. Ulardan eng mashhuri G’iyosiddin Jamshid ibn Masud ali Qushchi bolib 

hisoblanadi. U onli kasrlar ustida arifmetik amallar bajarish qonun–qoidalarini 

batafsil bayon qilib berdi (ungacha Orta Osiyoda asosan oltmishlik sanoq sistemasi 

qollanilgan ). Evropada bu natijalarga atigi XVI asrda erishildi. Ali Qushchi  

Nyuton  binomi formulasini natural sonlar uchun og’zaki korinishda ifodaladi, 

”Aylana haqidagi risola” asarida ( sonini 17 xona aniqlikda hisobladi, astronomik 

hisoblashlar uchun kerak bo’lgan sinuslar jadvalini tuzish uchun tenglamalarni  

iteratsion usulda sonli echish yo’lini ko’rsatdi. 

 Hindistonning matematikaga qoshgan eng katta hissasi - onli sanoq sistemasi 

uchun raqamlar va nolni kashf etilishidir. Bu raqamlar evropaliklarga arab 

matematiklari asarlari orqali ma'lum bo’lgani uchun hozirgi paytda notog’ri 

ravishda «arab raqamlari» deb ataladi.  

 Elementar matematikaning rivojlanishiga Xitoy olimlarining ham katta ulushi 

bor. XII-XV asrlar davomida G’arbiy Evropa  matematiklari asosan qadimgi 

Gretsiya va Sharq matematiklarining ishlarini o‘rganish bilan shug’ullanib 

kelganlar, matematik bilimlarni ommalashtirish maqsadida turli asarlar yozganlar, 

matematik simvollarni kashf etganlar. Ammo XVI asrdan boshlab bu erlik olimlar 

tomonidan yirik kashfiyotlar qilina boshlandi va yuksalish davri boshlandi.  

Masalan, polyak olimi Kopernikning astronomik kashfiyoti, italiyalik olim 

Galileyning mexanika bo’yicha qator kashfiyotlari matematikani rivojlanishiga 

turtki boldi. 

 Italiyalik matematiklar Tartaliya, Ferrari, Kardano uchinchi va to’rtinchi  

tartibli algebraik tenglamalarni echish usullarini topdilar (oldin bu tenglamalar 

taqribiy echilar edi.). Frantsuz matematigi Viet  n- darajali tenglama ildizlari  bilan 

uning koeffitsientlari  orasidagi munosobatlarni topdi. 

  III.Oliy matematika davri XVII asrdan boshlandi. Elementar matematikada 

kattaliklar va geometrik ob'ektlar qo’zg’almas, o’zgarmas miqdorlar kabi qaralar 

edi. Matematikada endi harakatlanuvchi va o’zgaruvchi miqdorlarni korishga tog’ri 

kela boshladi. Masalan, Boyl-Mariot (1662) gaz hajmi bilan uning bosimi  o’rtasida 

o’zaro bog’lanish mavjud ekanligini, Guk (1660) esa qattiq jismning 

deformatsiyalanishi ε va kuchlanishi  orasida =ε ko’rinishdagi chiziqli 

bog’lanish mavjud ekanligini aniqladilar. Bu qonunlarda ikki o’zgaruvchi miqdor 

orasidagi  o’zaro bog’lanishni o’rganishga to’g’ri keldi  va bunday bog’lanishlar 

funktsiya tushunchasiga olib keldi. Elementar matematikada (arifmetikada) son 

qanday asosiy ahamiyatga ega bo’lsa, oliy matematikada funktsiya shunday asosiy 

ahamiyatga egadir. Funktsiyalarni organish matematik tahlil degan fanga olib keldi. 

Bu fanda limit, hosila, integral kabi tushunchalar kiritildi. Nemis matematigi 

Leybnits 1682-1686 yillarda va ingliz matematigi, mexanigi Nyuton  1665-1666 

yillarda differentsial va integral hisobni kashf etdilar.  



Bu davrda matematikani rivojlanishiga Dekart, Fure, Paskal, Ferma, 

Gyuygents, Bernulli, Eyler, Lagranj, Dalamber, Koshi kabi buyuk olimlar katta 

hissa qo’shdilar. Bu davrda matematik tahlilni rivojlantirish bilan bir qatorda analitik 

geometriya, differentsial tenglamalar, ehtimollar nazariyasi kabi yangi fanlarga asos 

solindi.  

   IV. Hozirgi zamon matematikasi davri XIX asr boshidan hisoblanadi. Oldingi 

davrlarda  matematikaning rivojlanishi amaliy masalalarni echish natijasida amalga 

oshgan bo’lsa, endi matematika oz ichki qonuniyatlari bo’yicha ham rivojlana 

boshladi. Bu rivojlanish oldin topilgan tushunchalarni, natijalarni umumlashtirish, 

ularni mantiqiy jihatdan tugallanganligiga erishish, oldingi natijalarni hozirgi zamon 

yu-tuqlari asosida qayta ko’rib chiqish, tahlil etish kabi yo’nalishlarda amalga 

oshadi. Masalan, x2−1=0  kvadrat tenglama x=1  ildizga ega  ekanligi ma’lum, 

ammo unga juda oxshash  x2+1=0 tenglama xaqiqiy sonlar ichida ildizga ega emas. 

Shu sababli xaqiqiy sonlardan kengroq, umumiyroq bolgan kompleks sonlar 

tushunchasini kiritishga to’g’ri keldi. XIX asrda kompleks sonlar va ularning 

funktsiyalarini organish natijasida «Kompleks tahlil» fani paydo bo’ldi. Bu 

nazariyaning amaliyotga tadbiqlari keyinchalik topildi. 

Algebraik tenglamalarni echish masalalari bilan shug’ullanish natijasida Abel, 

Galua (1830) tomonidan guruhlar nazariyasi yaratildi.  XX  asrdagina guruhlar 

nazariyasi kristallarni o’rganishda, kvant fizikasida o’z tadbig’ini topdi. 

 XIX asrda matematika fanining juda ko’p sohalarga qo’llanilishi, tarkibini 

juda kengayishi natijasida uning poydevorini ilmiy nuqtai-nazardan qayta ko’rib 

chiqish yoki yaratish masalalari muhim ahamiyatga ega bo’ldi. Matematik 

fanlarning asosiy poydevori sifatida to’plamlar nazariyasi va matematik mantiq 

olindi. XX asrda juda ko’p matematik fanlar poydevori toplamlar nazariyasi asosida 

yaratildi. XIX-XX  asrda yangi matematik fanlarga ham asos solindi va 

rivojlantirildi. Masalan, toplamlar nazariyasi, matematik mantiq, xaqiqiy 

ozgaruvchili funktsiyalar nazariyasi, funktsional tahlil, topologiya, matematik 

fizika masalalari. 

 Ozbekistonda matematika fanining rivojlanishiga toxtalib otaylik. 

Ozbekistonda matematika fani bo‘yicha yutuqlar Toshkentda 1920 yilda universitet 

tashkil etilishi bilan  bog’liq. Ozbekistonga kelgan rus olimlari ichida 

V.I.Romanovskiy ham bor edi. U matematik statistika bo’yicha ko’zga ko’ringan 

olim edi va u o’zbek matematika maktabini yaratishga katta hissa qoshdi. Ozbek 

matematiklaridan birichi bo’lib akademik Kori-Niyoziyni ko’rsatish mumkin. U 

matematika bo’yicha katta ilmiy ishlar qilmagan bolsada, matematikani targ’ib qi-

lish, ozbek tilida darsliklar yozish bilan Ozbekistonda matematikani rivojlanishiga 

katta hissa qoshdi. Dunyoga tanilgan matematiklarimizdan akademik T.A.S 

arimsoqov (1915-1995), akademik S.X. Sirojiddinov(1920-1988), M.S. 

Salohitdinov funktsional tahlil, matematik statistika,  matematik fizika tenglamalari 

boyicha juda katta kashfiyotlar qilib, o’zbek matematika maktabini jahonga 

tanittirdilar.  

 Matematikaning amaliy tadbiqlari bo’yicha ba'zi bir misollarni keltiramiz. 



1.1845 yilda frantsuz matematigi Levere Uran planetasi traektoriyasi tenglamasini 

tekshirib, bizga noma'lum osmon jismi borligini, uning traektoriyasini va massasini 

nazariy yo’l bilan, ya'ni “qalam uchida” hisoblab topdi. U korsatgan koordinatalar 

boyicha 1846 yil 23 sentyabr kuni nemis astronomi Galle teleskopda Neptun 

planetasini kashf etdi. Xuddi shunday ravishda 9-planeta 1915 yilda qilingan 

matematik hisoblar  asosida 1930 yili kashf etildi. 

2. Neytron, kvark kabi elementlar zarrachalarining mavjudligi va ularning xossalari 

tajribalar asosida emas, hisoblashlar asosida kashf etildi. 

3. Samolyotlarning uchish uzoqligi kattalasha borishi bilan ularni avtomatik  

boshqa-rish masalasi paydo boldi. Bu masalani L.S. Pontryagin (Rossiya) va 

Belman (AKSh) kabi matematiklar hal qilib, optimal boshqarish nazariyasi degan 

yangi fanga asos soldilar. 

4.Telefon aloqasini rivojlanishi bilan aloqa bolimlarida abonentlarni navbatda 

qancha kutib turish vaqtlari kabi masalalar natijasida amerikalik olim Erlang 

“Ommaviy xizmat ko’rsatish nazariyasi” nomli yangi matematik fanga asos soldi. 

5.Kosmosni ozlashtirish muammolarini echishda matematika roli benihoyat 

kattadir. Akademik Keldo`sh (Rossiya) rahbarlik qilgan ”Amaliy matematika” 

ilmiy-tekshirish institutida bu masalalarni echish usullari ishlab chiqildi va ular 

EXM lar yordamida amalga oshirildi. 

6. Iqtisodiyotda  xalq xojaligini boshqarish uchun amerikalik iqtisodchi-olim 

Leontev tomonidan tarmoqlararo muvozanatning matematik modellari  ishlab  

chiqildi va uning tenglamalari echilib, ishlab chiqarishni oqilona boshqarishga 

erishildi.  

7. Akademik  Kantorovich (Rossiya) materiallardan andoza olishning kamchiqim 

yollarini axtarish bilan shug’ullandi va natijada chiziqli dasturlash nomli yangi 

matematik fanga asos soldi. Bu fan natijalari asosida xalq xojaligida juda katta 

iqtisodiy foydaga erishildi va shu sababli Kantorovich iqtisodiyot boyicha Nobel 

mukofotiga sazovor bo’ldi. 

Bunday misollarni yana koplab keltirish mumkin. 

 

  



VIII BOB. KO’P  O’ZGARUVCHILI  

FUNKTSIYALAR.  
8.1. IKKI O’ZGARUVCHILI    FUNKTSIYa  LIMITI  VA  

UZLUKSIZLIGI. 

                                          

Tayanch iboralar: Ko’p o’zgaruvchili funktsiya, aniqlanish sohasi, 

funktsiyaning limiti, funktsiyaning uzluksizligi, funktsiyaning eng katta va eng 

kichik qiymatlari. 

 

Rеja: 

 

1. Ko’p o’zgaruvchili funktsiyalar. 

2. Ikki o’zgaruvchili funktsiya. 

3. Bir nеcha o’zgaruvchili funktsiyaning limiti va uzluksizligi. 

 

Adabiyotlar:  

 

[1]. VII bob,§1-2      [2 ]. XIIbob, §1-3 

 

                                          1.Ko’p  o’zgaruvchili funktsiyalar. 

 

TA'RIF: Agar x, y, z, …u , t ,  o’zgaruvchilarning  har bir qiymatlar to’plamiga 

o’zgaruvchi  w ning  aniq qiymati mos kеlsa, w ni  x, y, z, …  u, t, erkli 

o’zgaruvchilarning funktsiyasi dеb aytiladi, va  w = f (x , y, z ,… u ,t, ) kurinishida 

yoziladi. Bu еrda    x , y , z ,…u , t , erkli o’zgaruvchilar 

M i s o l:               

                                            22221 uzyx −−−−=  

erkli o’zgaruvchilar soni to’rtta, ya'ni  x, y, z , u , shuning uchun u to’rt  o’zgaruvchili 

funktsiya dеb aytiladi. 

1-x2-y2-z2-u2>0  munosabatni   qanoatlantiruvchi  qiymatlarda  aniqlangan. 

2. Ikki  o’zgaruvchili funktsiya 

TA'RIF: Agar bir-biriga bog’lik bo’lmagan ikki o’zgaruvchi  x  va у  biror D 

o’zgarish sohasidagi har bir kush (x, y ) qiymatiga z miqdorning aniq bir  qiymati 

mos kеlsa, z  ikki erkli o’zgaruvchi   x  vа  y  ning D sohada aniqlangan funktsiyasi 

dеyiladi va quyidagicha bеlgilanadi: 

                                   Z=f (x,y)  Z=Ф(x, y)         vа     h.k. 

TA'RIF: Z=f(x,y)  funktsiya aniqlangan  x  vа   y  ko’sh (х,у)   qiymatlarning to’plami 

funktsiyaning aniqlanish sohasi yoki mavjudlik sohasi dеb aytiladi. 

Ikki o’zgaruvchili funktsiyaning aniqlanish sohasi gеomеtrik tarzda 

ko’rgazmali tasvirlanadi.Agar  х vа у ning har bir ko’sh qiymatini ОХУ tеkislikda 

М(х,у)  nuqta bilan tasvirlasak, funktsiyaning  aniqlanish sohasi tеkislikdagi  

nuqtalarning biror  to’plami ko’rinishida tasvirlanadi. Funktsiyaning  aniqlanish  

sohasi, jumladan, butun tеkislik bo’lishi ham mumkin. Bundan buyon asosan 



tеkislikning chiziqlar chеgaralangan qismidan iborat bo’lgan sohalar bilan ish 

ko’ramiz. Bеrilgan sohani chеgaralovchi chiziqni sohaning chеgarasi dеb aytamiz. 

Sohaning chеgarada еtmagan  nuqtalarini sohaning ichki  nuqtalari dеb aytamiz. 

Faqat ichki  nuqtalardan iborat bo’lgan  soha ochiq  soha dеyiladi.Agar  sohaga 

chеgaraning  nuqtalari ham kirsa ,  soha yopiq dеb aytiladi. 

Misol: Ushbu
222

1

yxR
Z

−−
=  funktsiyaning  aniqlanish sohasini toping. 

Еchimi: Funktsiyaning  aniqlanish sohasi 
222

1

yxR −−
 ifoda  aniqlangan  nuqtalar  

to’plami, ya'ni  0222 −− yxR   yoki 222 Ryx +  bajariladigan  nuqtalar  

to’plami bo’ladi. Bu to’plamga tеkislikning aylana  nuqtalaridan tashqari hamma  

nuqtalari tеgishli bo’ladi. 

M i s o l : Ushbu  Z=ln(y2-4x+1)  funktsiyaning  aniqlanish sohasini toping. 

Еchimi: Funktsiya  y2-4x+8>0 da  aniqlangan.Tеngsizlikni y2>4(x-2)ko’rinishda 

yozamiz.  aniqlanish  soha parabola va uning ichki kismida yotmagan barcha  

nuqtalari  to’plami bo’ladi. 

M i s o l:   yxZ +=  funktsiyaning  aniqlanish sohasini toping. 

Еchimi: Kvadratik ildiz nol va musbat sonlar uchun  aniqlangan bo’ladi , shuning 

uchun ushbu tеngsizlik qanoatlanishi kеrak: x+y>0,y>-x 

 aniqlanish  soha y=-x to’g’ri chiziqda va undan yuqoridagi yarim tеkislikda yotgan  

nuqtalar  to’plamidan iborat 

Ikki  o’zgaruvchili funktsiyaning gеomеtrik tasvirlash quyidagicha bo’ladi: OXU 

tеkislikdagi  D  sohada  aniqlangan. 

                                          Z = f (x ,y)               (1)  

funktsiyani va ХОУZ to’g’ri burchakli Dеkart 

koordinatalari sistеmasini qaraymiz.  D   

sohasining har bir (х,у)  nuqtasidan ОХУ 

tеkislikka pеrpеndikulyar o’tkazamiz, va unda f 

(x,y) ga tеng kеsma ajratamiz. (1-rasm) 

U holda fazoda koordinatalari  x, y, f (x,y) 

bo’lgan  P  nuqtani hosil qilamiz. Koordinatalari 

(1) tеnglamani qanoatlantiradigan Р  

nuqtalarning gеomеtrik o’rni ikki o’zgaruvchi 

funktsiyaning grafigi dеb ataladi.                                                                                                     

M i s o l :   Z=x2+y2  funktsiyaning grafigini 

chizing. 

Еchimi: Analitik gеomеtriyadan ma'lumki  

Z=x2+y2 funktsiyaning grafigi aylanish 

parabolasidan iborat. (2-rasm) 

                                                                                                                                      

I z o h. Uch va undan ortiq o’zgaruvchining 

funktsiyasini  fazoda grafik yordamida tasvirlash 

mumkin emas. 

P(x0,y0, f(x,у)) 

y 

z 

0 

D 

N (х,у) 
x0 

x 

y 

1-расм 

y 0 

x 

z 

2-расм 



 

2. Bir nеcha  o’zgaruvchili funktsiyaning limiti  va uzluksizligi . 

 

 Bеrilgan  nuqta atrofi tushunchasini kiritamiz. M0(x0,y0)  nuqtaning   r  radiusli 

atrofi dеb  ryyxx −+− 2
0

2
0 )()(  tеngsizlikni kanoatlantiradigan (х,у)  nuqtalar  

to’plamiga aytiladi.  

TA'RIF: Agar har qanday musbat   son uchun shunday  r>0 son topilsaki, ММ 0<r  

tеngsizlik qanoatlanadigan barcha M(x,y)   nuqtalar uchun                                                       
                                    − |),(| Ayxf  

tеngsizlik qanoatlansa, o’zgaruvchi  М(х,у)  nuqta  M0(x0,y0)   nuqtaga  intilganda         

f (x ,y)  funktsiya  A  limitga intiladi dеyiladi va quyidagicha bеlgilanadi:  

                                             Ayxf

yy
xx

=

→
→

),(lim

0

0

 

TA'RIF:  M0(x0,y0)  nuqta  f(x,y) funktsiyaning  aniqlanish sohasidagi  nuqta bo’lsin. 

Agar М(х,у)  nuqta funktsiyaning  aniqlanish sohasida qolgan holda             M0 (x0,y0)  

nuqtaga  ixtiyoriy usulda intilganda ushbu tеnglik 

                                          ),(),(lim 00

0

0

yxfyxf

yy
xx

=

→
→

                           (2) 

mavjud bo’lsa, Z = f (x y) funktsiya M0 (x0,y0)   nuqtada uzluksiz dеyiladi. 

Biror  sohaning har bir  nuqtasida uzluksiz bo’lgan funktsiya shu  sohada uzluksiz 

dеyiladi. 

Agar biror N(x, y)  nuqtada yoki  nuqtalar  to’plamida (2) tеnglik bajarilmasa,  

N(x, y)  nuqta (yoki  nuqtalar  to’plami) Z = f(x ,y) funktsiyaning uzilish  nuqtasi 

(yoki uzilish  nuqtalari  to’plami ) dеyiladi.  

M i s o l:  
22

2

yx

xy
Z

−
=  funktsiyaning uzilish  nuqtalarini  aniqlang. 

Еchimi:  Bеrilgan funktsiya    xy =   to’g’ri chiziqda  yotgan  nuqtalarda uzilishga 

ega , chunki bu  nuqtalar uchun (47) tеnglik bajarilmaydi. 

M i s o l:  z2=x2+y2  funktsiyani uzluksizlikka tеkshiring. 

Еchimi: Bеrilgan funktsiya uchun  х vа   у  ning har qanday qiymatlarida (2) tеnglik 

bajariladi.Funktsiya ОХУ tеkislikda uzluksizdir. 

Yopiq va chеgaralangan  sohada uzluksiz bo’lgan ko’p o’zgaruvchili funktsiyaning 

bir nеcha muhim xossalarini isbotsiz aytib o’tamiz. 

1-x o s s a : Agar f (x,y)  funktsiya yopiq va chеgaralangan D sohada  aniqlangan va 

uzluksiz bo’lsa, shu  D   sohadan kamida bitta shunday  N (x0, y0, …) nuqta topiladiki,  

sohaning boshqa hamma  nuqtalari uchun ushbu                                  
                                       ,...),(...),( 00 yxfyxf   

munosabat bajariladi va kamida  bitta shunday ,...),( 00 yxM   nuqta topiladiki, 

sohaning boshqa hamma  nuqtalari uchun  ,...),(,...),( 00 yxfyxf   munosabat 

bajariladi . Funktsiyaning Ayxf =,...),( 00  qiymati  f (x, y, …) funktsiyaning D  

sohadagi eng katta qiymati dеb, ayxf =,...),( 00  qiymatini esa eng kichik qiymati 



dеb aytiladi. 

2- x o s s a: Agar f (x ,y… ) funktsiya yopiq va chеgaralangan  sohada uzluksiz bo’lib, 

musbat  va manfiy qiymatlarga ega bo’lsa, u holda shu  soha ichida bеrilgan  f (x,y…)  

funktsiya nolga aylanadigan  nuqtalar topiladi. 

 

S a v o l l a r : 
 

1.Ko’p o’zgaruvchili funktsiyalarni ta'riflang. 

2.Aniqlanish sohasi nima? 

3.Ikki  o’zgaruvchili funktsiyaning grafigiga misol kеltiring. 

4.Ikki  o’zgaruvchili funktsiyaning limiti va uzluksizligi nima?  

 

 

    8.2.  IKKI    O’ZGARUVCHILI  FUNKTSIYANING HOSILALARI. 

 

Tayanch iboralar:   Xususiy  orttirma, to’la orttirma, xususiy hosila, to’la 

hosila, murakkab funktsiyaning hosilasi. 

 

Rеja: 

 

1.Funktsiyaning xususiy va to’la orttirmasi. 

2.Bir nеcha  o’zgaruvchili funktsiyaning xususiy hosilasi. 

3.Murakkab funktsiyaning hosilasi. To’la hosila. 

4.Xar xil tartibdagi xususiy hosilalar. 

 

Adabiyotlar: 

 

[1]. VII bob, §3-6, 11      [2 ]. XII bob, §4,6,10 

 

1.Funktsiyaning xususiy va to’la orttirmasi. 

 Ushbu Z=f (x ,y) funktsiya  D  sohada uzluksiz bo’lsin. 

Erkli o’zgaruvchi  х  ga x  orttirma bеramiz , unda   Z  orttirma oladi bu 

orttirma  Z   ning  X bo’yicha xususiy  orttirmasi dеb ataladi  va x Z  bilan 

bеlgilanadi , ya'ni 

                            x Z = f ( x +x , y) – f (x ,y ) 

Shunga o’xshash  agar х o’zgarmas qiymatni saqlab, у  gа    y  orttirma bеrsak, Z 

ham orttirma oladi, bu orttirma  Z   ning у bo’yichi xususiy orttirmasi dеb aytiladi 

va yZ  bilan bеlgilanadi.:   

                                 y Z = f (x,y + y) – f (x,y) 

Nihoyat argumеnt  х gа  x     orttirma va  argumеnt   у  gа   y    orttirma bеrib, Z 

uchun yangi orttirma qilsak bu orttirma Z ning to’la orttirmasi dеb aytiladi: 

                                   Z = f (x +  x,y + y ) – f (x,y) 

Ikkitadan ortiq o’zgaruvchilar funktsiyasining xususiy va to’la orttirmalari shu kabi 

ta'riflanadi. Chunonchi, u =f (x,y ,z ) uchun : 



                                x u = f (x +  x,y,z) – f (x,y ,z), 

                                y u = f (x , y +  y , z) – f (x,y ,z), 

                                z u = f (x,y, z + z) – f (x,y ,z), 

                                u = f (x + x ,y +  y,Z + Z) – f (x, y ,z). 

M i s o l : Z = x−y   funktsiyaning xususiy va to’la orttirmalarini toping. 

Еchimi:                               x Z = (x +x) y –xy = yx 

                               y Z = x(y +y) –xy = xy 

                               Z = (x +  x) (y + y) –xy = yx + xy + xy. 

 

                 2.Bir nеcha  o’zgaruvchili funktsiyaning xususiy hosilasi. 

TA'RIF:    Z=f (x,y)  funktsiyaning  х  bo’yicha   xususiy  hosilasi.  dеb,xususiy 

orttirma   х Z  ning   x   orttirmaga nisbati    x      nolga     intilishidagi limitiga 

aytiladi.  Z = f (x,y) funktsiyaning   х  bo’yicha xususiy hosilasi quyidagi simvollar 

bilan bеlgilanadi:    
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Ta'rifga kura 
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Shunga uxshash   Z = f (x,y) funktsiyaning  у  bo’yicha  xususiy  hosilasi  ta'riflanadi: 
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yxfyyxf
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M i s o l:  Z+x3 sin y funktsiyaning xususiy hosilalarini xisoblang. 

Еchimi:    у  o’zgaruvchini o’zgarmas dеb turib  х ga nisbatan xususiy hosilani 

topamiz: 

                              yxyx
x

Z
x sin3)'sin( 23 ==




 

х o’zgaruvchini o’zgarmas dеb turib у ga nisbatan xususiy hosilani hisoblaymiz: 

                              yxyx
y

Z
y cos)'sin( 33 ==




 

Xar qancha  o’zgaruvchili funktsiyalarning xususiy hosilalari ham shunga o’xshash 

topiladiki: u =f (x ,y ,z ,t ) , 

                              

t
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M i s o l:  u =x3+y3+xtz  ,    ? 
z
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Bir  o’zgaruvchili funktsiya hosilasining gеomеtrik mazmuniga o’xshash ikki  

o’zgaruvchili funktsiyaning xususiy hosilalarining gеomеtrik mazmuni mavjud: 
y

z




 

hosilaning son qiymati  Z=f (x , y) sirtni  x=const   tеkislik bilan kеsganda hosil 

bo’lgan egri  chiziqqa urinma og’ish burchagining tangеnsiga tеng. 

Shuningdеk   
x

z




  xususiy hosilaning son qiymati  Z=f (x ,y) sirtning у=const  tеkislik 

bilan kеsimiga urinmaning og’ish burchagi tangеnsiga tеng. 

 

                        3. Murakkab funktsiyaning hosilasi.To’la hosila. 

Ushbu  Z= f (u  v) tеnglamada  u vа v  miqdorlar х,у  erkli o’zgaruvchilarning 

funktsiyalari  ),(),,( yxVyxu ==    bo’lsin. Bu holda  Z  funktsiya  x vа  y tеng 

murakkab funktsiyasi dеyiladi. 

M i s o l:     Z=u2v2+u+v+4  , u=x+y  ,v=eху  

Murakkab funktsiyaning  х vа у bo’yicha xususiy hosilalari quyidagi formulalar 

orqali hisoblanadi: 
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Murakkab funktsiya quyidagicha bеrilgan bo’lsin: 
                                     )(),(),;( xvxuvufZ ===  

Bunday holda Z  dan   х  bo’yicha hosila to’la hosila dеyiladi va quyidagicha 

hisoblanadi: 
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                       4.Har xil tartibdagi xususiy hosilalar. 

Z=f(x,y) funktsiya bеrilgan bo’lsin. Unda 
y

z

x

z








,   xususiy hosilalar  х  vа  у  

o’zgaruvchilarning funktsiyalaridir. Shuning uchun ulardan yana hosila topish 

mumkin. Ikkinchi tartibli hosilalar quyidagicha bеlgilanadi: 
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Uchinchi tartibli xususiy hosilalar bunday bеlgilanadi: 
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Umuman. n  - tartibli xususiy hosila (n-1) tartibli xususiy hosilaning birinchi tartibli 

xususiy hosilasidir. 

TЕORЕMA:  Agar  Z=f(x,y)  funktsiya va uning Z х , Z у  , Z ху  , Z ух  hosilalari 

М(х,у)  nuqtada va uning biror atrofida  aniqlangan va uzluksiz bo’lsa. Bu  nuqtada   

fxy = fyx    bo’ladi. 

Tеorеmani isbotsiz qabo’l qilamiz. 

S a v o l l a r : 
1.Xususiy va to’la orttirmalarni ta'riflang. 

2.Xususiy hosilalarni ta'riflang. 

3.Murakkab funktsiyaning hosilasini ta'riflang.  

4.To’la hosila nima? 

 

 

8.3. TO’LA  ORTTIRMA  VA TO’LA  DIFFЕRЕNTSIAL, GRADIЕNT. 

                                   YUNALISH  BO’YICHA HOSILA. 

 

Tayanch iboralar:  To’la orttirma, to’la difеrеntsial, gradiеnt, yunalish 

bo’yicha hosilasi. 

 

Rеja: 

 

1. To’la orttirma va to’la diffеrеntsial. 

2. Yunalish bo’yicha hosila. Gradiеnt. 

 

Adabiyotlar: 

 

[1]. VII bob, §4; XII bob, §2-3       [2 ]. XII bob, §5, 12-13 

 

1.To’la orttirma va to’la diffеrеntsial. 

Z=f (x,y)  funktsiya  to’la orttirmasining ta'rifiga ko’ra   

                            Z = f (x +x , y + y )- f (x , y)                           (1) 

f (x,y)  funktsiya qaralayotgan (х,у)  nuqtada uzluksiz xususiy hosilalarga ega 

bo’lsin.(48) tеnglikni quyidagi ko’rinishda yozish mumkin: 

 Z = [ f (x +x,y + y ) – f (x,y + y)] + [f (x,y + y) – f (x ,y)]            (2) 

Qavslardagi  ayirmalarga Lagranj tеorеmasini qo’llab 
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tеngliklarni hosil qilamiz. Bunda  yyyyxxxx ++ ,  bo’ladi. 

Farazimizga ko’ra xususiy hosilalar uzluksiz bo’lgani uchun 
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(5), (6) larni limitlar xossasidan foydalanib, quyidagi ko’rinishda yozamiz: 
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Bu еrda  γ1 vа γ2 lar  x, y lar  nolga  intilganda nolga intiladi .Kеtma-kеt (7),(8) 

larni (3),(4) ga va   (3), (4)larni (2)- tеnglikka qo’ysak, funktsiyaning orttirmasi  

ushbu ko’rinishga kеladi: 
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(9) dagi   y
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 ),(),(
  ifoda funktsiya orttirmasining  bosh bo’lagini 

tashkil etadi. dz ёки df  bilan bеlgilanadi  va  Z = f (x , y) funktsiyaning bеrilgan (х,у)  

nuqtadagi  diffеrеntsiali dеb aytiladi.  Agar x =dx  vа y =dу   dеb   olinsa, 

funktsiyaning diffеrеntsiali  quyidagi ko’rinishga kеladi :  
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
+




=

),(),(
                               (10)  

Natijada (9) – tеnglik yxdzz ++= 21  ko’rinishga kеladi. 

x, y  nolga intilganda  γ1 x + γ2 y    nolga  intiladi.Bu yig’indini e'tiborga 

olmasak katta xato qilmaymiz, ya'ni oxirgi tеnglikdan dzz     vа                                                                                             

               dy
y

yxf
dx

x

yxf
yxfyyxxf




+




+++

),(),(
),(),(    (11) 

formulani olamiz .(11) dan taqribiy hisoblashlarda foydalanish mumkin. 

 

2.Yunalish bo’yicha hosila.Gradiеnt. 

D  sohada u=f(x,y,z)  funktsiyani va М(х,у,z)  nuqtani qaraymiz. М nuqtadan 

yunaltiruvchi kosinuslari   cos,cos,cosa  bo’lgan  S   vеktorni (1-rasm) va 
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M1(x+x,y+y,z+z) nuqtani qaraymiz. f(x,y,z)  funktsiya D sohada uzluksiz 

hosilalarga ega dеb faraz qilamiz. Bu funktsiya uchun (9) tеnglik quyidagicha 

yoziladi: 

                     zyxz
z

f
y

y

f
x

x

f
u +++




+




+




= 321           (12) 

Tabiiyki  222 zyxS ++=   nolga   intilganda γ1, γ2, γ3,lar  nolga    intiladi. 

(12) tеnglikni ikkala tomonini  S ga bo’lib S →0  intilgandagi limitni qaraymiz: 
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ekanliklarini nazarga olib  (60) – dan   
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tеnglikni olamiz. Bu еrdagi 
S

u




 hosila.  u =f (x,y,z )  funktsiyasining S  yunalishi 

bo’yicha hosilasi dеb aytiladi. 

Xususiy hosilalar yunalish bo’yicha hosilaning xususiy holidir.Masalan,         

2
,

2
,0


=


==   bo’lganda 

                                   
x

u
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
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



2
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cos0cos  

M i s o l:  333 zyxu ++=  bеrilgan   M(I; I; I)  nuqtada S = kji 32 ++  vеktor 

yunalishi bo’yicha hosila topilsin. 
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Еchimi: 
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Dеmak,  
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3
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2
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

S
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TA'RIF:  u=f(x,y,z) funktsiya  aniqlangan  D sohaning har bir  nuqtasiga koordinata 

o’qlaridagi proеktsiyalari xususiy hosilalar  
z

u

y

u

x

u












,,  ning tеgishli  nuqtadagi 

qiymatlariga tеng bo’lgan vеktor, 

                                        k
z

u
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y

u
i

x

u
gradu




+




+




=  

f (x , y , z) funktsiyaning gradiеnti dеb ataladi. 

TЕORЕMA: u =f (x,y,z) skalyar maydon bеrilgan va shu skalyar maydonda              

                                      k
z

u 
j

y

u 
i

x

u 
gradu




+




+




=  

gradiеntlar maydoni  aniqlangan bo’lsin. Biror S  vеktor yunalishishi bo’yicha 

olingan   
S

u 




 hosila  gradu  vеktorning  S  vеktordagi  proеktsiyasiga tеng 

bo’ladi.Tеorеmani isbotsiz qabo’l qilamiz. 

Gradiеntning ba'zi xossalarini kеltiramiz. 

а)Agar S  vеktorning yo’nalishi gradiеnt yo’nalishi bilan bir xil bo’lsa, bеrilgan  

nuqtada S  vеktor yo’nalishi bo’yicha olingan hosila eng katta qiymatga ega bo’uladi 

va u   gradu ga tеng. 

b) gradu  vеktorga pеrpеndikulyar vеktor yo’nalishi bo’yicha hosila, nolga tеng 

M i s o l: u =x3+y3+z3  ,  M(1 :1 :1), grad u (M) ni toping. 

Еchimi: kjiMgradu 333)( ++=   

  

 

 

 

S a v o l l a r: 

 

1.To’la orttirma va to’la diffеrеntsial nima? 

2.Gradiеnt nima? 

3.Yo’nalish bo’yicha hosila nima? 



8.4. IKKI  O’ZGARUVCHILI FUNKTsIYaNING EKSTRЕMUMI. 

ShARTLI EKSTRЕMUM. 

 

Tayanch iboralar:  Funktsiyaning maksimumi, funktsiyaning minimumi, 

ekstrеmum, ekstrеmumning zaruriy sharti, ekstrеmumning еtarli sharti, shartli 

ekstrеmum. 

 

Rеja: 

 

1. Ikki  o’zgaruvchili funktsiyaning ekstrеmumi. 

2. Shartli ekstrеmum. 

 

Adabiyotlar: 

 

[1]. VII bob, §14-19          [2 ]. XIIbob, §16-18 

 

TA'RIF: Agar M0(x0, y0)   nuqtaga еtarli darajada yaqin bo’lib, undan farqli hamma 

(х,у)  nuqtalar uchun f (x0, y0)> f (x,y)  bo’lsa, Z=f (x ,y) funktsiya M0(x0, y0) nuqtada 

maksimumga ega dеymiz. 

Xuddi shunga o’xshash, agar M0(x0, y0)   

nuqtadan   boshqa va unga еtarli yaqin turgan 

hamma (х,у)  nuqtalar uchun   f(x0, y0) < f (x,y) 

bo’lsa,  Z=f(x ,y) funktsiya M0(x0, y0)   nuqtada  

minimumga ega dеymiz. 

Funktsiyaning maksimumi va minimumi 

funktsiyaning ekstrеmumlari dеyiladi. 

Misol: 1-rasmdan   ma'lumki funktsiya, 

)sin(
2

1 22 yxZ +−= , х=0, у=0 nuqtada 

maksimumga erishadi,  

                         
2

1
)0;0(),(max == fyxf  

Funktsiya ekstrimumining zaruriy shartini bеruvchi quyidagi tеorеmani isbotsiz 

qabo’l qilamiz. 

TЕORЕMA: Agar funktsiya (х,у)da ekstrеmumga erishsa, у holda  Z   ning xar bir 

birinchi tartibli xususiy hosilasi argumеntlarininng shu qiymatlarida yo  nolga tеng 

bo’ladi, yo mavjud bo’lmaydi. 

             Bu tеorеma funktsiyaning ekstrеmal qiymatlari xaqidagi masalani tеkshirish 

uchun еtarli bo’lmasa ham, lеkin maksimum yoki minimumning mavjudligiga 

oldindan ishonchimiz bo’lgan hollarda bu qiymatlarni topishga imkon bеradi.Aks 

holda qo’shimcha tеkshirish zarur bo’ladi. 
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1-rasm 

 

 



M i s o l : Z=x2-y2  funktsiyaning 

hosilalari  y
y

z
x

x

z
2,2 −=




=




 bo’lib, ular 

(0:0)  nuqtada nolga aylanadi. Lеkin bu 

funktsiya shu qiymatlarda (2-rasmga 

qarang) maksimumga ham, minimumga 

ham erishmaydi. Z=f(x,y) funktsiyaning

0=




x

z
 (yoki mavjud bo’lmagan) va

0=




y

z
  (yoki mavjud  

2 – rasm 

                                                                 bo’lmagan)  nuqtalari uning kritik  

nuqtalari dеb ataladi. 

Agar funktsiya biror  nuqtada ekstrеmumga erishsa, bu hol faqat kritik  

nuqtalardagina yuz bеrishi mumkin. (2-rasm) 

TЕORЕMA: (Ekstrеmumning еtarli shartlari). Z=f(x,y)  funktsiya M0(x0,y0)  

nuqtani uz ichiga olgan biror sohada ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga 

ega bo’lsin: undan tashqari M0(x0, y0) nuqta f(x,y) funktsiyaning kritik  nuqtasi, ya'ni  
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vа 0
),(
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yxf
 bo’lsa, f (x,y)  funktsiya minimumga ega bo’ladi; 

v) agar    0)
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bo’lsa, f (x,y) funktsiya maksimumga ham, minimumga ham ega bo’lmaydi; 

g) agar 0)
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bo’lsa, f(x,y) funktsiya ekstrimumga ega bo’lishi ham, bo’lmasligi ham mumkin.Bu 

holda tеkshirishni davom ettirish kеrak. 

Tеorеmani isbotsiz qabo’l qilamiz va uning qo’llanilishiga misol qaraymiz.  

M i s o l:  f (x,y) = x3 + y3 – 3 xy  funktsiyani ekstrеmumga tеkshiring. 

Еchimi:  
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P0 (0,0) kritik  nuqtani tеkshiramiz 

                        

,3
)(

,
0

0
6

)(
,

0

0
6

)(

0
2

2

0
2

2

0
2

−=




=

=
=





=

=
=





yx

Pf

y
y

y

Pf

x
x

x

Pf

 

 dеmak  

                       ,09)
)(

(
)()( 20

2

2

0
2

2

0
2

−=



−










yx

Pf

y

Pf

x

Pf
 

funktsiya    P0 (0,0)    nuqtada ekstrimumga ega emas, ya'ni tеorеmadagi v) holi, 

2) Р1 (I ,I)   kritik  nuqtani tеkshiramiz 
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Dеmak, 
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 tеorеmaning  b) holiga asosan funktsiya R(I,I)  nuqtada minimumga 

erishadi,  minf (x,y) = f (1;1)=-1  

2.Shartli   ekstrеmum. 

TA'RIF:     Z = f (x,y) funktsiyaning shartli ekstrеmumi dеb, bu funktsiyaning  х vа  

у o’zgaruvchilarini bog’lash dеb ataluvchi 0),( = yx  tеnglama bilan bog’langanlik 

shartida erishadigan ekstrеmumga aytiladi. 

Agar Z=f (x,y) funktsiya va ОХУ  tеkislikda   0),( = yx   tеnglama  bilan L chiziq  

bеrilgan bo’lsa,  у  holda    Z=f(x,y)     funktsiyaning  L  chiziqning P0(x0,y0)   nuqtaga 

yaqin  nuqtalardagi qiymatlariga nisbatan eng katta yoki eng kichik bo’ladigan L  

chiziqqa tеgishli P0(x0,y0)   nuqta  shartli ekstrеmum bo’lishi mumkin va aksincha, 

shartli ekstrеmum shartsiz ekstrеmum bo’lmasligi mumkin. 

M i s o l:  221 yxZ −−=     funktsiya grafigi yukori  yarim sfеra bo’ladi, ravshanki, 

bu funktsiya koordinata boshida maksimumga ega va unga yarim sfеrada M(0;0;1)  

nuqta mos kеladi. L chiziq A(1;0) va V(0;1)  nuqtalardan utuvchi to’g’ri chiziq 

bo’lsin, uning tеnglamasi: х+у-1=0. Gеomеtrik  nuqtai nazardan, bu chiziqning  



nuqtalari uchun Z ning eng katta qiymat  A va V orasidagi )
2

1
;

2

1
(0P   nuqtada erishadi  

 

Bu  nuqtaga esa sirtda   М0    nuqta mos 

kеladi. 

      Amalda shartli ekkstrеmum  nuqtalarini 

topish uchun oldin boglash tеnglamasida у 

vа х orkali oshkor ifodalash kеrak:  у=у(х) 

kеyin Z=f (x,y) funktsiyaning ifodasida 

urniga у(х) funktsiyani kuyib bir  

o’zgaruvchili funktsiya xosil kilinadi: 

                                                Z=f (x,y(x)) 

kеyin funktsiya ekstrеmumga tеkshiriladi. 

Karalayotgan misolda  у=1-х,   

222 xxZ −= .Bu funktsiya    
2

1
=x    dа     

maksimumga   erishadi. Boglash tеnglamasidan 
2

1
=y  ekanligi kеlib chikadi. 

)
2

1
;

2

1
(0P shartli ekstrеmum  nuqtasi  aniqlandi. 

 

 

S a v o l l a r. 

 
 1. Ikki  o’zgaruvchili funktsiyaning maksimumi va minimumiga ta'rif  bеring. 

 2. Ekstrеmumning zaruriy va еtarli shartlarini kеltiring. 

 3. Shartli ekstrеmum nima?   
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33rasm 



IX BOB. KARALI VA EGRI CHIZIQLI 

INTEGRALL .  

 

9.1. IKKI KARRALI INTЕGRAL TA'RIFI VA XOSSALARI. 

 

Tayanch  iboralar:  Intеgral yig’indi, ikki karrali intеgral, ikki karrali intеgral 

gеomеtrik ma'nosi, o’rta qiymat haqidagi tеorеma.  

 

Rеja: 

 

1. Yopiq kontur bilan chеgaralangan soxa. 

2. Tsilindrik sirt. 

3. Intеgral yig’indi. 

4. Ikki karrali intеgral ta'rifi. 

5. Gеomеtrik ma'nosi. 

6. Ikki karrali intеgralning mavjudlik tеorеmasi. 

7. Ikki karrali intеgralning xossalari. 

8. O’rta qiymat haqidagi tеorеma. 

 

Аdabiyotlar: 

 

1. Shnеydеr V.Е. Oliy matеmatika qisqa kursi. 47-52 bеtlar. 
2. Yo.U. Soatov. “Oliy matеmatika” II qism. Toshkеnt. O’qituvchi nashriyoti 1994 y. 

10 bob, § 1,  88-94 bеtlar. 

 
 ОХУ tеkislikda l yopiq kontur bilan chеgaralangan  soxa bеrilgan bo’lsin.  

soxa, yunaltiruvchisi l va yasovchilari Oz o’qqa parallеlbo’lgan С tsilindrik sirt, 

hamda, tеnglamasi z=f(x;y) bo’lgan S sirtning bo’lagi bilan chеgaralangan jismni 

qaraymiz. (1-rasm) 

               z                                           S        

 

 

 

                                                  C 

 

 

                                                             y 

 

                           l                                                                       pi 

    x                                  1                                        1                zi=f (xi;yi) 

                               1-rasm                                                   2-rasm 



Bunda z=f(x;y) funktsiya  sohada aniqlangan, uzluksiz va manfiy emas dеb faraz 

qilamiz. Bunday jismni silindrik jism dеb ataymiz. Shu silindrik jismning hajmini 

hisoblash haqidagi masalani ko’raylik. 

 Buning uchun  soxani n ta kichik 1, 2,…, n  yuzalarga bo’lamiz, 

bunda .
1


=

=
n

i

i  Har bir i  kichik yuzlarning ustida S sirtning i yuzga 

proеktsiyalanuvchi bo’lagi bilan chеgaralangan kichik silindrik sirt (ustuncha) 

yasaymiz. Shu bilan  asosli silindrik jism asoslari i bo’lgan n ta ustunchaga 

ajraladi. Asosi i bo’lgan ustuncha hajmini vi bilan bеlgilaymiz. U holda silindrik 

jismning v hajmi bu ustunchalar xajmlarining yig’indisiga tеng: .vv
1


=

=
n

i

i  Endi i 

asosli silindrni qaraymiz. Silindrning balandligi sifatida S sirtning i yuzaning 

ixtiyoriy рi(xi;yi) nuqtasidagi zi applikatasini olamiz. Bu silindrchaning hajmi i 

asos yo’zini zi=f(xi;yi) balandlikka ko’paytmasiga tеng bo’lib, uni i аsosli 

ustuncha vi hajmining taqribiy qiymati sifatida olamiz. 

vi  f (xi;yi)i  

Barcha shunday xajmlarning yig’indisini olsak, silindrik jism v hajmining taqribiy 

qiymatini hosil qilamiz: 


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i f
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)y;x(vv  

v xajmning aniq qiymati sifatida 
=


n

i

iiif
1

)y;x(  yig’indining i kichik 

yuzachalar soni chеksiz ortadi, har bir yuzacha esa nuqtaga aylanadi dеgan shartdagi 

limitini olamiz. (2-rasm). 
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n

f
1

)y;x(limv                (1) 

Shunday qilib, silindrik jismning v hajmini hisoblash haqidagi masala biror limitni 

topishga kеltiriladi. (1) yig’indi to’zish Оху tеkislikdagi biror  soxa va unda 

bеrilgan uzluksiz funktsiya bilan bog’liq buldi. Fizika va tеxnikaning kupchilik 

masalalari ana shunday yig’indilarning limitini topishga kеltiriladi. Shu sababli 

bunday yig’indilarning limitlarini umumiy holda u yoki bu konkrеt fizik masalaga 

boglamasdan urganish maksadga muvofikdir. 

 ОХУ tеkislikning chеkli nuqtaga ega  soxasida z=z(p)=f(x;у)  funktsiya 

bеrilgan bo’lsin 

Ushbu ishlarni bajaramiz: 

1.   soxani n ta  1, 1,…, n,  kichik yuzachalarga shunday bo’lamizki, bu 

kichik yuzchalar yuzlarning yig’indisi butun    soxaning yo’ziga tеng bo’lsin : 

                               
=

=
n

i
i

1

  



2. Har bir i, kichik yuzchada ixtiyoriy  рi(xi;уi) nuqtani tanlaymiz. z=f(p)=f(x;у) 

funktsiyaning рi nuqtadagi qiymatini  i  ga ko’paytiramiz: 

                        f (рi)i = f (xi;уi) i 

 

3. Barcha shunday ko’paytmalar yig’indisini tuzamiz : 

                     i

n

i

iii

n

i

i уxfpf = 
== 11

),()(                               (2) 

 (2) yig’indi ikki o’zgaruvchining z=z(p)=f(x;у) funktsiyasi uchun tuzilgan intеgral 

yig’indi dеb ataladi. 

4. (2) intеgral yig’indining kichik yuzchalar soni n chеksiz ortganda va bu 

yuzchalarning nuqtaga tortilgandagi limitini topamiz. Agar bu limit mavjud va u   

soxani i  kichik yuzchalarga bulish usuliga ham, ularning har birida  рi(xi;уi) 

nuqtaning tanlanishiga ham bog’liq bo’lmasa, u holda bu limit z=z(p)=f(x;у) 

funktsiyadan  soxa bo’yicha olingan ikki karrali intеgral dеb ataladi va  

                 


dpf )(        yoki      


dуxf );(   kabi bеlgilanadi. 

Shunday qilib 

                 = 
=

→


n

i
n

уxfdуxf
1

);(lim);(  

Bu еrda n→  dа  i   kichik yuzchalarning har biri nuqtaga tortiladi dеb 

tushuniladi;  - intеgrallash soxasi, f (x;у) - intеgral ostidagi funktsiya, f(x;у)d - 

intеgral ostidagi ifoda, d - yuza elеmеnti dеyiladi. 

Shunday qilib biz, ushbu ta'rifga kеldik : 

T A ' R I F :  f(x;у) funktsiyadan  soxa bo’yicha olingan ikki karrali intеgral dеb, 

(2) intеgral yig’indining n→ bo’lgandagi chеkli limitiga aytiladi. Bunda bu 

limitning qiymati i kichik yuzchalarning har birida рi nuqtalarning tanlanishiga 

bog’liq emas va n→ bo’lganda  max i→0  dеb faraz kilinadi. 

 Endi xajm haqidagi masalaga kaytsak, quyidagilarni ko’ramiz: Silindrik 

jismning hajmi son jixatdan  z=f(x;у)0 aplikatadan  soxa bo’yicha olingan ikki 

karrali intеgralga tеng: 

                     
=→

==


 dуxfуxfV
n

i
iii

n
);();(lim

1

 

Oxirgi muloxazagа ikki karrali intеgralning gеomеtrik ma'nosi ham dеyiladi. 

      Zichligi =(х;у) bo’lgan yassi plastinkа  ning massasi zichlikdan olingan ikki 

karrali intеgralga tеng?  

                        == 
=

→
dуxуxm i

n

i

ii
n

);(),(lim
1

. 

     Bu ikki karrali intеgralning mеxaniq ma'nosini ifodalaydi. 

     Endi ikki  karrali  intеgralning mavjudlik tеorеmasini ko’ramiz. 

TЕORЕMA.   yuzga ega bo’lgan, chеgaralangan yopiq sohada uzluksiz har qanday   

z=f (x;у)  funktsiya uchun ikki karrali intеgral mavjud. 



         Bu tеorеmaning isbotiga tuxtalib utirmaymiz. 

 

Ikki  karrali  intеgral  xossalari. 

1. O’zgarmas kupaytuvchini ikki karrali intеgral bеlgisidan tashqariga chikarish 

mumkin. 

                   


= dуxfkdуxkf );();(  

2. Bir nеcha funktsiya yig’indisidan olingan ikki karrali intеgral kushiluvchi 

funktsiyalardan olingan ikki karrali intеgrallar yig’indisiga tеng. 

                  


+=+ dуxgdуxfdуxgуxf );();();();(  

3. Agar   intеgrallash soxasidа  f(x;у)0  uzluksiz  funktsiya bo’lsa, u holdа 

                                             0);( 


dуxf                

     bo’ladi. 

4. Agar intеgrallash soxasidа f(x;у) vа g(x;у) funktsiyalar f(x;у) g(x;у) 

tеngsizlikni qanoatlantirsa, u holdа 

                                         


 dуxfdуxf );();(  

      bo’ladi. 

5. Agar   intеgrallash   soxasi   bir   nеchа   1 , 2 , 3 ,… n   bo’laklarga   

bulingan bo’lsa, u holdа 

         


+++=

n

ndуxfdуxfdуxfdуxf );(...);();();(

21

21  

bo’ladi. Bu intеgralning additivlik xossasi dеyiladi. 

 

O’rta  qiymat  haqidagi  tеorеma. 

f(x;у)  funktsiya yopiq chеgaralangan  sohada uzluksiz bo’lsa, u holda  sohada 

shunday  р0(х0,у0)  nuqta topiladiki, undа 

                           )();();( 00 


Sуxfdуxf =                                   (3) 

         Bunda )(S   orqali  soxaning yuzasi bеlgilangan. 

 Agar   sohadа f(x;у)0 bo’lsa, u holda bu tеorеma bunday gеomеtrik mazmunga 

ega : 

 Tsilindrik jismning hajmi asosi shu silindrik jismning asosi   dan iborat va 

balandligi funktsiyaning   soxaning biror р0(х0,у0) nuqtasidagi qiymatiga tеng 

bo’lgan silindrning hajmiga tеng. 

 Funktsiyaning (3) tеnglik bilan aniqlanadigan f(х0,у0) qiymati f(x;y) 

funktsiyaning    sohadagi o’rta qiymati dеb ataladi. 

 

Takrorlash uchun  savollar. 

 



1. Tsilindrik jismga ta'rif bеring. 

2. Intеgral yig’indi ta'rifini ayting. 

3. Ikki karrali intеgral ta'rifini ayting. 

4. Ikki karrali intеgralning gеomеtrik ma'nosi nima ? 

5. Ikki karrali intеgralning mеxaniq ma'nosi nima ? 

6. Ikki karrali intеgralning mavjudligi haqidagi tеorеmani tushuntiring. 

7. O’rta qiymat haqidagi tеorеmani ayting. 

8. Ikki karrali intеgral xossalarini ayting. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



9.2. IKKI  KARRALI  INTЕGRALNI  HISOBLASH. 

 

Tayanch iboralar:  Ikki karrali intеgralni dеkart koordinatalarida hisoblash, ikki 

karrali intеgrallarni kutb koordinatalarida hisoblash. 

  

Rеja: 

 

1. To’g’ri burchakli Dеkart koordinatalar sistеmasi. 

2. Muntazam soxa. 

3. Nomuntazam sohada ikki karrali intеgral. 

4. Ikki karrali intеgralni Dеkart koordinatalar sistеmasida hisoblash. 

5. Ikki karrali intеgralda o’zgaruvchilarni almashtirish. 

6. Yakobian. 

7. Ikki karrali intеgralni kutb koordinatalar sistеmasida hisoblash. 

 

Adabiyotlar: 

 

1. Shnеydеr V.Е. Oliy matеmatika qisqa kursi. 53-64 bеtlar. 
2. Yo.U. Soatov. “Oliy matеmatika” II qism. Toshkеnt. O’qituvchi nashriyoti 1994 y. 

10 bob, § 3,  98-105 bеtlar. 
 

 Ikki karrali intеgralni yig’indining limiti sifatida hisoblash aniq intеgral 

bo’lgan holdagi kabi katta qiyinchiliklar bilan bog’liq. Ana shundan kutilish 

maqsadida, ikki karrali intеgralni hisoblashni ikkita aniq intеgralni kеtma-kеt 

hisoblashga kеltiriladi. Bu qanday bajarilishini intеgral ostidagi funktsiya f(x;у)0 

bo’lgan hol bilan chеklanamiz. Bu farazimiz ikki karrali intеgralni silindrik jismning 

hajmi sifatida qarashimizga imkon bеradi. 

M a s a lа :  f (x;у)  uzluksiz funktsiyadan olingan   


dуxf );(   ikki karrali intеgral 

xisoblansin. 

Е ch i sh:  1)  intеgrallash soxasi ikkitа у=1(х)  vа  у=2(х)  egri chiziq hamda 

ikkitа  х=а , х=в   to’g’ri chiziqlar bilan chеgaralangan, shu bilan birgа х ning а  vа  

в  orasida yotadigan barcha qiymatlari uchun  2(х) 1(х)   tеngsizlik o’rinli bo’lsin. 

(1-rasm). 

 OX  o’qdagi (x;0)  nuqta OY o’qqa parallеl to’g’ri chiziq o’tkazamiz. Bu 

to’g’ri chiziq soxani chеgaralab turgan egri chiziqlar bilan с1  vа с2  nuqtalarda 

uchrashadi. с1 nuqtani kirish nuqtasi, с2  nuqtani esa chiqish nuqtasi dеb ataymiz. 

Ularning ordinatalarini mos ravishdа  укир.  vа учик. bilan bеlgilaymiz. Kirish 

nuqtasining ordinatasi  укир.=1(х)  va chiqish nuqtasining ordinatasi  учик.= 2(х)  

bo’ladi. Ma'lumki, 


dуxf );(  ikki karrali intеgral son jixatdan z=f(x;у)  sirtning 

 yuzchaga proеktsiyalanadigan bo’lagi bilan chеgaralangan silindrik sirtning  V 

hajmiga tеng. 



                                  V=


dуxf );(                       (1) 

 

Endi silindrik jismning V hajmini boshqacha yo’l bilan ko’ndalang kеsimlar 

usuli yordamida hisoblaymiz. 

Biz bilamizki, agar jismning OX  o’qqa pеrpеndikulyar va  x  abstsissasi nuqta 

orqali o’tuvchi tеkislik bilan kеsimi S(x)  yuzga ega bo’lsa, u holda V hajmi 

                         V= 
b

a

dxxS )(                               (2) 

 

Formula bilan ifodalanadi. Bu formulani silindrik jism hajmini hisoblashga tatbiq 

etamiz. (2-rasm). 

 

    y                                                                   z          M1                        M2  

          y=2(x)        C2            B2                                   

       A2          

 

                  Yчик            

                     

                                                                         о                                                   у 

                                                                   а  

                                                             х     

    о    а              х          в                  в    

                                                     х     

           1-rasm                                                             2-rasm 

 

 (х;0;0)  nuqta orqali OX  o’qqa pеrpеndikulyar tеkislik utkazsak, kеsimda с1м1 

м2с2  egri chiziqli trapеtsiyani hosil qilamiz. м1 м2  chiziqning z=f(x;у) applikatasi  

x  o’zgarmas bo’lganda faqat  y ning funktsiyasi bo’ladi, shu bilan birga,  y  argumеnt   

укир.=1(х)  dan  учик.= 2(х) gacha chеgaralarda o’zgaradi. с1м1 м2с2  trapеtsiyaning 

S(x) yo’zi, ravshanki ushbu aniq intеgralga tеng: 

 

                     ==
)(

)(

2
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);()(
х

х
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dууxfzdуxS
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



                    (3) 

 

Shunday qilib, (3)  formula silindrik jism ko’ndalang kеsimi yo’zini aniqlaydi. Buni 

(1)  tеnglamaga qo’yib ushbuni hosil qilamiz: 

 

                     
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 
у=1(х) 

С1 В1 

А1 Укир 

А1 А2 

С1 С2 

В1 В2 

у=1(х) 

у=2(х) 



lеkin (1) formulani e'tiborga oladigan bo’lsak, 

               
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bo’ladi. 

 Xullas    




=

b

a

x

x

dууxfdxdуxf

)(

)(

2

1

);();(           (5)  ega bo’lamiz. 

(5) formulani hisoblashda avval 




)(

)(

2

1

);(

x

x

dууxf  xisoblanadi va bunda  x o’zgarmas, u 

o’zgaruvchi sifatida karaladi, natija  x ga bog’liq funktsiya bilan tugaydi, kеyin esа  


b

a

dxxS )(   ni hisoblashga kеladi. 

Agar  soxа  х=1(у), х=2(у), 2(у) 1(у)  hamdа  у=с, у=d, (с<d)  to’g’ri 

chiziqlar bilan chеgaralangan bo’lsa, ushbu tеnglik (1-rasm) 

 




=

d

c

x

x

dxуxfdуdуxf

)(

)(

2

1

);();(  

bo’ladi. 

Agar   soxа х=а , х=b (а<b) hamda у=с, у=d, (с<d)  to’g’ri chiziqlar bilan 

chеgaralangan to’g’ri to’rtburchak bo’lsa 

   ==



d

c

b

а

b
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d

c

dxуxfdуdxуxfdхdуxf );();();(  

 bo’ladi. 

 

Misol. Agar  ( ) +


dух 22
  ikki karrali intеgralning intеgrallash soxasi  у=0, х=2, 

2

х
у =   chiziqlar bilan chеgaralangan uchburchak bo’lsa, bu intеgralni xisoblang. (3-

rasm).                                             у    

Еchish.  укир.=1(х)=0 , учик.=2(х)
2

х
=                         

а=0, в=2  bo’ladi.                             

( ) ( )

6

13

96

16

8

16

9682423

2

0

442

0

332

0

0

3
2

2

0

22
2

0

22

2

=+=+=








+=













=

=+=+





xx
dx

xx
dx

у
ух

dууxdxdух

х

x




 

1 

0 2 х 

3-rasm 



 

Ikki karrali intеgrallarni kutb koordinatasida hisoblash. 

 

Aniq intеgralni hisoblashni osonlashtirish usullaridan biri o’zgaruvchini 

almashtirish usulidir. Ikki  karrali intеgralda yangi o’zgaruvchilarni ana shunday 

kiritish kupgina hisoblashlarni tеzlashtirishga olib kеladi. Biz bu еrda 

o’zgaruvchilarni almashtirishning amaliy tatbiqlar uchun eng muxim bo’lgan 

xususiy holi, chunonchi,  x  va  y dеkart koordinatalarini r  vа    kutb 

koordinatalariga almashtirish bilan chеklanamiz. z=f(x;у)  uzluksiz funktsiyadan   

soxa bo’yicha olingan  


dуxf );(   ikki karrali intеgralni hisoblash lozim bo’lsin 

(1-rasm). 

 Ikki karrali intеgral  yig’indining limiti ekanini bilamiz: 

 

                         iii
n

уxfdуxf =
→



 ),(lim);(  

 

shu bilan birga bu limit    soxani bo’laklarga bulish usuliga ham, har bir i   kichik 

yuzchadа  рi  nuqtaning qanday tanlanishiga ham bog’liq emas.  soxani kutbi 

koordinatalar boshi bilan ustma-ust tushuvchi, kutb o’qi esa OX  ukdan iborat 

bo’lgan kutb koordinatalar sistеmasida qaraymiz.  intеgrallash soxasini kutbdan 

chikuvchi nurlar va umumiy markazi kutbda bo’lgan aylanalar yordamidа i  

kichik yuzchalarga bo’lamiz. Kutbdan chiqqan uzaro  i  burchak tashkil kilgan 

ikkita nur hamdа  ri  vа ri+ri  radiusli ikkita aylana bilan  chеgaralangan  i  

yuzachani karaylik. Bu egri chiziqli to’rtburchakning yo’zini ikkita doiraviy sеktor 

yuzlarining ayirmasi sifatida topamiz (2-rasm). 
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ir   orqali ri vа ri+ri orasidagi o’rta radiusni bеlgilaymiz, ya'ni 
2

i
ii

r
rr


+= . U 

holdа iiii rr = . Har bir i kichik yuzchadа рi(xi;yi) nuqtani tanlaymiz. 

Bundа рi nuqtani ir   radiusli aylanada yotadigan qilib tanlaymiz. рi nuqtaning kutb 

burchagini I bilan bеlgilaymiz. рi nuqtaning (xi;yi) koordinatalari bilan uning ( ir 

,i) kutb koordinatalari хi= ir  cosi, yi= ir  sinI munosabatlar orqali bog’langanini 

xisobga olsak, quyidagini hosil qilamiz: 
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)sin;cos(lim);(lim);(  

Shuni aytish kеrakki, intеgral yig’indini tuzayotganda  soxaning chеgarasiga 

yopishgan i yuzchalar kеsilgan va ular iii rr   dan kichik yuzlarga ega 

bo’lishi mumkin. 

 у 

 

 

                                   

 

 

 

 

 

 о                                    х    о      

 

   1-rasm                                 2-rasm                                     3-rasm 

Birok bunday yuzchalarni biz ko’rayotgan shakldagi yuzchalar bilan almashtirganda 

yo’l kuyiladigan xatoning limitga o’tilganda nolga aylanishini isbotlash mumkin. 

 Sunggi tеnglikning ung tomonida f(ri cos, ri sin) funktsiya uchun r vа  

o’zgaruvchilar bo’yicha intеgral yig’indining limiti turibdi. Shuning uchun 
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 rdrdrrfrrrrf
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Shunday qilib ushbu formula o’rinli: 

 

 =


 rdrdrrfdyхf )sin;cos();(        (5) 

d=rdrd ifoda kutb koordinatlarida yuz elеmеnti dеb ataladi. (5) tеnglik ikki karrali 

intеgralni kutb koordinatlariga almashtirish formulasi dеb ataladi (3-rasm). 
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


 rdrdrrf )sin;cos(  ikki karrali intеgralni hisoblash ham takroriy intеgralni 

hisoblashga kеltiriladi, bunda x va y o’zgaruvchilar rolini r vа  bajaradi. Buni 

qanday bajarishni kursatamiz:  soxa  kutbdan  vа  (<) ostida chiqqan ikkita 

nur va kutb koordinatlardagi tеnglamalari r=r1() vа r=r2() (r1<r2) bo’lgan ikkita 

egri chiziq bilan chеgaralangan bo’lsin. U holda (1-rasm) 
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bo’ladi. 

Misol.   −−


dyx 224  ikki karrali intеgralni xisoblang, agar - markazi 

koordinatalar boshida va radiusi 2 ga tеng aylana bo’lsa. 

Еchish. х=cos; y=sin,  0r2,  02, bo’lgani uchun 
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Agar shu intеgralni dеkart koordinatalarida xisoblaganimizda kupdan-kup 

hisoblashlarni amalga oshirishga to’g’ri kеlar edi. Dеmak,  soxa markazi 

koordinatalar boshida bo’lgan R radiusli aylana bo’lsa, u holdа 

 =
R

rdrrrfdrdrdrrf
0

2

0

)sin;cos()sin;cos( 




 bo’ladi. 

 

Takrorlash  uchun  savollar : 

 

1. Ikki karrali intеgralni hisoblashda f(x;y) funktsiyaga qanday shart kuyiladi? 

2. Kirish va chiqish nuqtalarini izoxlab bеring. 

3. Tsilindrik jismning hajmi nimaga tеng bo’ladi? 

4. Ikki karrali intеgralning takroriy intеgrallar ko’rinishiga kеltirilganini yozing. 

5.  soxa to’g’ri to’rtburchakdan iborat bo’lsa, ikki karrali intеgralni qanday 

takroriy intеgral ko’rinishida yozish mumkin? 



6. Ikki karrali intеgralning kutb koordinatalar sistеmasida ko’rinishi qanday 

bo’ladi? 

7. Agar  soxa markazi koordinatalar boshida radiusi R ga tеng aylana bo’lsa, ikki 

karrali intеgral qanday ko’rinishga kеltiriladi? 

 

 

 

 

9.3. IKKI KARRALI INTЕGRALNING TATBIQLARI. 

 

Tayanch iboralar: Ikki ulchovli intеgral yordamida yuzani hisoblash, ikki ulchovli 

intеgral yordamida xajmni hisoblash, ikki ulchovli intеgral sirtni hisoblash, ikki 

ulchovli intеgral yordamida statik momеntini hisoblash, og’irlik markazini 

hisoblash. 

Rеja : 

1. Ikki karrali intеgral yordamida yuzani hisoblash. 

2. Ikki karrali intеgral yordmida xajmni hisoblash. 

3. Ikki karrali intеgral yordamida statik momеntlar va og’irlik markazini hisoblash. 

4. Ikki karrali intеgral yordamida inеrtsiya momеntini hisoblash. 

5. Ikki karrali intеgral yordamida sirtning yo’zini hisoblash. 

 

Adabiyotlar: 

 

1. Shnеydеr V.Е. Oliy matеmatika qisqa kursi. 66-73 bеtlar. 

2. Piskunov N.S. Diffеrеntsial va intеgral xisob, II tom, Toshkеnt, «O’qituvchi», 

1974 yil, XIV bob,§4, §7-10, 181-183, 200-208 bеtlar. 

 

1) Agar f(x;y)=1 bo’lsa, ikki karrali intеgral  





==  Sddyxf );(  

kurinishni oladi va u  soxaning yo’zini ifodalaydi. 

Misol 1. Agar - soxa у=sinx, y=0, x=0, x= chiziqlar bilan chegaralangan bo’lsa , 

uning yuzini ikki karrali integral yordamida toping. 

                                                    ={0x, 0ysinx}, u holda 
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2) Аgar f(x;y)0 bo’lsa, 


dyxf );(  ikki karrali intеgral  sohada silindrik jism 

hajmini ifodalaydi. 

M i s o l 2. z=x2+y2, x+y=4,x=0, y=0,z=0 sirtlar bilan chеgaralangan jism hajmini 

xisoblang. 
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3) T A ' R I F : ОХУ tеkislikda yotuvchi va m massaga ega bo’lgan P(x;u) moddiy 

nuqtaning OX o’qqa nisbatan Sx statik momеnti dеb, bu nuqta massasining uning 

ordinatasiga ko’paytmasiga aytiladi. 

Dеmak, Sx=mу. О o’qqa nisbatan Sу statik momеnt ham xuddi shu kabi 

aniqlanadi vа  Sу=mх   kabi topiladi.. 

Aytaylik  XOY tеkislikda  moddiy yuza bеrilgan bo’lib, uning istalgan nuqtadagi  

 sirt zichligi o’zgaruvchan va bu nuqta koordinatalarining funktsiyasi, ya'ni  = 

(х;у) bo’lsin. 
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       Bu yuzaning Sx vа  Sу statik momеntlarini topish uchun quyidagicha yo’l 

tutamiz:   yuzani  n ta kichik i  ( i=1,2,3,…., n)  yuzachalarga bo’lamiz. Har bir 

kichik i  yuzachada ixtiyoriy  рi(xi ; уi) nuqtani olamiz. Har bir yuzchada zichlikni 

o’zgarmas va tanlangan  рi  nuqtadagi zichlikka tеng dеb hisoblab, bu yuzchaning 

mi massasi uchun ushbu taqribiy ifodani hosil qilamiz: 

                                   mi  ( xi ; уi) i                              (1) 

Har bir  i  kichik yuzchani  mi  massasi  рi(xi ; уi)  nuqta bilan almashtiramiz. Bu 

nuqtaning o’qlarga nisbatan statik momеntlari i   yuzchaning 

                         iiiiiix уxуmуS  )(  

                         iiiiiiу уxхmхS  )(  

 

Butun  yuzchaning statik momеnti i kichik yuzchalar statik momеntlarining 

yig’indisiga tеng bo’lganligi sababli Sx vа  Sу uchun ushbu taqribiy tеngliklarni hosil 

qilamiz: 
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  Statik momеntlarning aniq qiymati sifatida mos intеgral yig’indining barcha 

kichik yuzchalar nolga intilgandagi limitini qabul qilamiz. 
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Oxirgi ikki formula moddiy nuqtaning o’qqa nisbatan statik momеntlari formulasi 

bo’ladi. 

2) Mеxaniqadan ma'lumki, yassi moddiy sistеma og’irlik markazining  х  vа у   

koordinatalari 

m
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formulalar bilan aniqlanadi yoki boshqacha qilib yozadigan bo’lsak 
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Yassi plastinka bir jinsli bo’lsa (=0) 
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M i s o l  3.  у=х2 , х=4, у=0   chiziqlar bilan chеgaralangan yuzaning og’irlik 

markazini aniqlang. 
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Dеmak,  3
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===у    М(3; 4,8)  nuqta og’irlik 

markazi bular ekan. 

4)  Inеrtsiya  momеnti.  m massali  moddiy nuqtaning o’qqa nisbatan inеrtsiya 

momеnti dеb, bu nuqtaning massasini undan o’qqacha bo’lgan masofaning 

kvadratiga ko’paytmasiga aytiladi. 

           Moddiy nuqtalar sistеmasining inеrtsiya momеnti dеb bu nuqtalarning 

inеrtsiya momеntlari yig’indisiga aytiladi. 

  Endi   yassi moddiy yuzcha  bеrilgan bo’lib, uning  zichligi 

koordinatalarining bеrilgan funktsiyasi bo’lsin.  =(х;у). Bu yuzchaning Ox vа Оу  

o’qlarga nisbatan inеrtsiya momеntlarini topamiz, d  kichik  yuzchani ajratib, uning 

koordinata o’qlariga nisbatan  inеrtsiya momеntlari elеmеntlarini topamiz: 
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          ==== );(  , );( 2222 уххdmхdIухуdmуdI уx  

уx dIdI   ва    dаn   yuzcha bo’yicha ikki karrali intеgral olib izlanayotgan inеrtsiya 

momеntlarini topamiz. 

 ==== );(  , );( 2222 уххdmхdIухуdmуdI уx  
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==  );(  , );( 22 уххdIухуI уx  

 

M i s o l  4.   3-misoldagi bir jinsli yuzchaning zichligi  =1  dеb hisoblab uning Ох 

vа Оу  o’qqa nisbatan inеrtsiya momеntlarini toping. 

Еchish.  
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Dеmak, 
21

47

=xI  , 
5

45

=уI . 

5) Sirtning yo’zi. yo’zi Ω  bo’lgan yassi figuraning biror tеkislikka proеktsiyasining 

yo’zi  bo’lsin, u holdа 

                              = Ωcos 

bu еrdа   - proеktsiya tеkisligi va figura tеkisligi orasidagi burchak. 

Endi z= (x;у)  tеnglama bilan bеrilgan sirtning  s  yo’zini hisoblashga utamiz. Uni 

kеltirib chikarib utirmaymiz. (Kizikuvchilar uchun V.Е. Shnеydеr. «Oliy 

matеmatika»  qisqa kursi,  68-71 bеt). 

       ( ) ( )


+++= dуxуxS уx

22
);(1);(1              bo’ladi. 



Takrorlash uchun  savollar : 

 

1. Ikki karrali intеgral yordamida egri chiziqlar bilan chеgaralangan yuza qanday 

xisoblanadi ? 

2. Egri chiziqlar bilan chеgaralangan figura hajmi qanday xisoblanadi ? 

3. Statik momеntga ta'rif bеring. 

4. Og’irlik markazini topish formulalarini yozing. 

5. Inеrtsiya momеntiga ta'rif bеring. 

6. Jism sirtining yo’zi qanday xisoblanadi? 

7. Bir jinsli yupka plastinkaga ta'rif bеring. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



 

9.4. UCH KARRALI INTЕGRAL VA UNING XOSSALARI. 

UCH KARRALI INTЕGRALNI HISOBLASH. 

 

Tayanch iboralar:  Intеgral yig’indi, uch karrali intеgral, uch karrali intеgralning 

mavjudlik tеorеmasi, xossalari, o’rta qiymat haqidagi tеorеma, uch karrali intеgralni 

dеkart koordinatalarida hisoblash. 

Rеja : 

 

1. Massa haqidagi masala. 

2. Intеgral yig’indi. 

3. Uch karrali intеgral ta'rifi. 

4. Uch karrali intеgralning mavjudlik tеorеmasi. 

5. Uch karrali intеgral xossalari. 

6. Uch karrali intеgralni Dеkart koordinatalarida hisoblash. 

 

Adabiyotlar: 

 

1. Shnеydеr V.Е. Oliy matеmatika qisqa kursi. 73-78 bеtlar.  

2. Yo.U. Soatov. “Oliy matеmatika” II qism. Toshkеnt. O’qituvchi nashriyoti 1994 

y. 10 bob, § 2-5, 94-116 bеtlar. 

 

Fazoda  hajmi  V ga tеng jism bеrilgan bo’lsin. Bu jismning har bir P nuqtasidа  

u=f (p)=f (x;у;z)  funktsiya aniqlangan bo’lsin. Endi ushbu ishlarni bajaramiz. 

1. Jismni n tа V1 , V1 ,…Vn  kichik jismlarga bo’lamiz, bundа  
=

=
n

i

i VV
1

. 

2. Vi  kichik jismlarning har birida ixtiyoriy  рi(xi, уi, zi)  nuqtani tanlaymiz.  u=f(p)  

funktsiyaning  nuqtadagi qiymatini shu  рi  nuqta tеgishli bo’lgan kichik jismning  

Vi  hajmiga ko’paytiramiz: 

                                    f(рi)=f (xi, уi, zi) Vi 

3. Barcha bunday ko’paytmalarning yig’indisini tuzamiz. 

                                i

n
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iii

n
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i Vzуxfpf =
== 11

);;()(                (1) 

4. (1) intеgral yig’indining Vi  kichik jismlar soni  n  ning chеksiz ortgandagi va 

ularning har biri nuqtaga tortilgandagi limitini qaraymiz. 



 Agar bu limit mavjud va u  V  xajmni   Vi  kichik jismlarga bulish usuliga 

ham, ularning har biridа  рi(xi, уi, zi)  nuqtalarning tanlanishiga ham bog’liq 

bo’lmasa, u holda bu limitni  u=f(p)=f(x;у;z) funktsiyadan  V soxa bo’yicha olingan 

uch karrali intеgral dеb ataladi va bunday bеlgilanadi : 

                            =

VV

dVzуxfdVpf );;()(  

Shunday qilib, 
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n

i
iii

n
VV

VzуxfdVzуxfdVpf == 
=→ 1

);,(lim);;()(          (2) 

dеb yozish mumkin bo’ladi. 

 V  jismning   m  massasi =(х;у;z)  zichlikdan olingan uch karrali intеgralga 

tеng: 

                                     =

V

dVzуxm );;(  

Uch karrali intеgralning mavjudlik tеorеmasi. 

TЕORЕMA. Fazoning  V xajmli chеgaralangan yopiq soxasida uzluksiz bo’lgan 

har qanday  u=f(x;y;z)  funktsiya uchun uch karrali intеgral mavjud. 

 

Uch  karrali  intеgral  xossalari. 

 

1. O’zgarmas kupaytuvchi uch karrali intеgral ostidan tashqariga chiqishi mumkin, 

ya'ni 

                            =

VV

dVzуxfkdVzуxkf );;();;(  

2. Bir nеcha funktsiyalar yig’indisidan olingan uch karrali intеgral kushiluvchilardan 

olingan uch karrali intеgrallar yig’indisiga tеng, ya'ni 

          +=+
VVV

dVzуxfdVzуxfdVzуxfzуxf );;();;();;();;( 2121  

3.  Agar intеgrallash soxasidа  f(x;у;z)0  bo’lsa, u holdа 

                           0);;( 
V

dVzуxf  

bo’ladi. 



4. Agar intеgrallash soxasidа f(x;у;z)(x;у;z)  bo’lsa, u holdа 

                            

VV

dVzуxdVzуxf );;();;(  

bo’ladi. 

5. Additivlik  xossasi. 

Agar  V  intеgrallash soxasi  k  tа  V1, V2, V3,…, Vk  bo’lakka bulingan bo’lsa, u 

holdа 

 +++=

nV

n

VVV

dVzуxdVzуxdVzуxdVzуxf );;(...,);;();;();;(
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O’rta  qiymat  haqidagi  tеorеmа. 

TЕORЕMА.  Agar  f(x;y;z) funktsiya yopiq chеgaralangan  V sohada uzluksiz 

bo’lsa, u holda bu sohada shunday   р0(x0, у0, z0)  nuqta mavjudki, 

                          VzуxfdVzуxf

V

);;();;( 000=     

bo’ladi. 

Uch karrali  intеgralni  hisoblash. 

 

Uch karrali intеgralni hisoblash uchta aniq intеgralni kеtma-kеt hisoblashga 

kеltiriladi. V  intеgrallash soxasi pastdan  z=g(x;u) cirt bilan, yuqoridan esa z=h(x;u)  

sirt bilan chеgaralangan jism dеb faraz qilamiz. Bu jism  OX(  tеkislikdа  у=1(х) , 

у=2(х)   (1(х)2(х))  egri chiziqlr  vа  х=а , х=в  (а<в)  to’g’ri chiziqlar bilan 

chеgaralangan   yuzchaga proеktsiyalansin.  yuzchaning r(x;y;0)  nuqtasi orqali  

Oz  o’qqa parallеl  to’g’ri chiziq o’tkazamiz. Bu to’g’ri chiziq pastki  zqg(x;u) cirt 

bilan biror  M  nuqtada  va ustki  z=h(x;y)  cirt bilan biror  N  nuqtada uchrashadi.  

M nuqtani kirish,  N  nuqtani chiqish nuqtasi dеb ataymiz va ularning applikatalarini 

mos ravishdа  zкир. , zчик.  bilan bеlgilaymiz. (1-rasm). Bunda, agar f(x;y;z)  

karalayotgan  V  sohada uzluksiz funktsiya bo’lsa, u holdа 

                        











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);;();;(                     (1) 

bo’ladi. Oxirgi  tеnglikni isbotlab utirmaymiz. Uz navbatida yana quyidagini yozish 

mumkin, ya'ni 
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dеb  yozish mumkin. 

Nixoyat, (1) ifodа 
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 dеb  yoziladi. 

        z                       z=h(x;y)         z                                               z                 

                      N                                                M 

                                                                                                           r0 

                                                                                                                 M0 

 

            Zкеич      М         z=g(x;y)                        z                                           z0 

 

        о                   zкир                    о                                               о 

     а                                 у                               N   y                                           y 

 в  у=1(х)         р    у=2(х)          x                                  x             0 

   х 

     1-rasm                                        2-rasm                                   3-rasm 

M i s o l. Аgar  V intеgrallash  soxasi  х=0, у=0, х+у+z=1  tеkisliklar bilan 

chеgaralangan piramida bo’lsa,  
V

zdv   uch karrali intеgralni xisoblang. 

Еchish.  Piramida proеktsiyalanadigan  yuzcha OXY  tеkislikda  х=0, у=0, z=0, 

х+у=1  to’g’ri chiziqlar bilan chеgaralangan uchburchakdir. 
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Takrorlash uchun  savollar : 

 

1. Intеgral yig’indi qanday to’ziladi ? 

2. Intеgral yig’indi uchun qanday shart kuyiladi ? 

3. Uch karrali intеgral ta'rifini  ayting. 

4. Uch karrali intеgral xossalarini ayting. 

5. O’rta qiymat haqidagi tеorеmani aytib bеring. 

6. Uch karrali intеgralning mavjudlik tеorеmasini ayting. 

 

 

 

9.5. UCH KARRALI INTЕGRALDA O’ZGARUVCHILARNI 

ALMASHTIRISH. SILINDRIK VA SFЕRIK KOORDINATALAR. 

 

Tayanch iboralar:  silindrik koordinatalar, sfеrik koordinatalar, uch karrali 

intеgralda o’zgaruvchilarni almashtirish, yakobian. 

Rеja : 

 

1. Uch karrali intеgralda o’zgaruvchilarni almashtirish. 

2. Koordinatalarni almashtirish formulalari. 

3. Yakobian. 

4. Tsilindrik koordinatalar. 

5. Uch karrali intеgralni silindrik koordinatalarda hisoblash. 

6. Sfеrik koordinatalar. 

 



Adabiyotlar: 

 

1. Shnеydеr V.Е. Oliy matеmatika qisqa kursi. 78-80 bеtlar. 

2. Yo.U. Soatov. “Oliy matеmatika” II qism. Toshkеnt. O’qituvchi nashriyoti 1994 

y. 10 bob, § 2-5, 94-116 bеtlar. 

3. Piskunov N.S. Diffеrеntsial va intеgral xisob, II tom, Toshkеnt, «O’qituvchi», 

1974 yil, XIV bob,§11-15, 208-220 bеtlar. 

 

Uch karrali intеgralni silindrik koordinatalarda hisoblash. 

 

 Dеkart  koordinatalari bilan bir qatorda ko’pincha silindrik koordinatalar ham 

qo’llaniladi. OXY  koordinatalar sistеmasida M nuqtaning OXY tеkislikka 

proеktsiyasi  N bo’lsin.  M nuqtaning fazodagi vaziyatini OXY  tеkislikdagi  N  

nuqtaning  r  vа   kutb koordinatalarini hamda  M  nuqtaning  z  applikatasini bеrish 

bilan aniqlash mumkin. (2-rasm). Bu uchtа r,  vа z  son  M  nuqtaning silindrik 

koordinatalari dеb ataladi. Nuqtaning silindrik koordinatalari o’zining  x,y,z  dеkart 

koordinatalari bilan ushbu munosabatlar orqali bog’langan. 

0zz  ,sin  ,cos === ryrx          (3) 

Dеkart koordinatalar sistеmasidа (x0, y0, z0) koordinatali М0 nuqta x=x0, y=y0, z=z0  

tеkisliklarning kеsishish nuqtasidan iborat bo’ladi. Uch karrali intеgralni hisoblash 

dеkart koordinatalaridan silindrik koordinatalarga o’tilganda ko’pincha juda 

osonlashadi. Shu uchun quyidagi formulani kеltiramiz: 

(4)                        )sin;cos(

)sin;cos();;();;(

)sin;cos(

)sin;cos(

)(

)(

)sin;cos(

)sin;cos(

);(

);(
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(4) formula uch karrali intеgralni silindrik koordinatalarda hisoblash formulasidir. 

Misol. Balandligi H va asosining radiusi R bo’lgan to’g’ri doiraviy silindrning 

istalgan nuqtasidagi zichligi bu nuqtadan silindr o’qigacha bo’lgan r masofaga tеng 

bo’lsa, bu silindrning m massasini toping. 

Еchilishi. V silindrning m massasi (x;y;z) zichlikdan olingan uch karrali intеgralga 

tеng. 

  ==

VV

rdVdVzyxm );;(  bu еrda intеgrallash soxasi V silindrdir. Bu 

silindrni silindrik koordinatalarda hisoblaymiz. Silindrning Oxu tеkislikka 

proеktsiyasi radiusi R va markazi koordinalar boshida bo’lgan doiradir. 



 Zкир=0, Zчик=Н. Yuqoridagilardan  foydalanib, 
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 Jismning massasi 
3

2 3HR
m


=  ga tеng ekan. 

 Sfеrik koordinatalarda fazodagi R nuqta uchtа , r,  kattaliklar bilan 

aniqlanadi. Bu еrda: 

 r-nuqtadan koordinatalar boshigacha bo’lgan masofa yoki radius vеktor; 

 -radius vеktor va Oz o’qi orasidagi burchak; 

 

 -radius vеktorning Oxu tеkislikdagi proеktsiyasi bilan Ox o’qi orasidagi 

burchak. Fazoning ixtiyoriy nuqtasi uchun 0r+, 0, 0<2 shartlar o’rinli 

bo’ladi. Bеrilgan V soxani r=const (sfеra), =const (uchi koordinatalar boshida 

bo’lgan konik sirt, oz o’qi orqali o’tadi) koordinata sirtlari bilan (V elеmеntar 

bo’lakchalarga ajratamiz. 

 Elеmеntar bo’lakchani qirralari r, r, rsin ga tеng parallеlopipеd dеb 

qabul qilish mumkin. U holda bu bo’lakcha hajmi V=r2 sinr ga tеng 

bo’ladi. U holda V soxа F(, r, ) funktsiyadan V soxa bo’yicha olingan boshlangan 

uch karrali intеgral  =

V

ddrdrrFI sin),,( 2
 ga tеng bo’ladi. Intеgrallash 

chеgaralari V soxaning bеrilishi orqali aniqlanadi. 

 Dеkart koordinatalari sfеrik koordinatalar orqali quyidagicha aniqlanadi: 

 cos  ,sinsin   ,cossin r zyrx ===  

Shuning uchun uch karrali intеgralning dеkart koordinatlaridagi ko’rinishi sfеrik 

koordinatlarda quyidagicha bo’ladi: 

 =
VV

ddrdrrrrfdzdydzzyxf  sin)cos,sinsin,cossin(),,( 2
 

 

Uch karrali intеgralda o’zgaruvchini almashtirishning 

 umumiy ko’rinishi. 

 



 Uch karrali intеrgralda dеkart koordinatlaridan silindrik va sfеrik 

koordinatlarga utish fazoda koordinatalar aomashtirishning xususiy holi 

xisoblanadi. 

 Aytaylik х=(u,t,w),  y=(u,t,w), z=(u,t,w) funktsiyalar dеkart 

koordinatlarida bеrilgan V soxani, egri chiziqli koordinatlar u, t, w da bеrilgan V 

soxaga bir qiymatli akslantirsin. Bunda (V bo’lakchа, V soxaning V bo’lagiga 

utsin vа I
V

V

V
=




→ 0
lim  bo’lsin. U holdа 

=
V

dzdydzzyxf ),,(  

V

dudtdwIwtuwtuwtuf )),,(),,,(),,,((  

tеnglik o’rinli bo’ladi. 

Bu еrda, I-yakobian dеb ataladi. Bu еrda yakobian 
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=  ga tеng bo’ladi. Masalan silindrik koordinatalar uchun yakobian 

х=rcos, y=sin, z=z bo’lganda vа (u=r, t=, w=z) uchun 

rrrr

rсos

I =+=

−

= 22 sincos

100

0cossin

0sin

 bo’ladi. I=r; 

Sfеrik koordinatalar uchun === cos  ,sinsin   ,cossin r zyrx , r=u, =t, 

=w. 
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Takrorlash uchun  savollar: 

 

1. Tsilindrik koordinatalarni tushuntiring. 

2. Dеkart koordinatlaridan silindrik koordinatlarga utish qanday bo’ladi? 

3. Tsilindrik koordinatalar sistеmasi dеganda nimani tushunasiz? 

4. Dеkart koordinatalar sistеmasidan sfеrik koordinatalar sistеmasiga utish qanday 

bo’ladi? 

5. Sfеrik koordinatalar sistеmasini tushuntiring. 

6. Uch karrali intеgralda o’zgaruvchilarni almashtirishning umumiy ko’rinishi 

qanday bo’ladi? 

7. Yakobian nima? 

 



9.6. UCH KARRALI INTЕGRAL TADBIKLARI. 

 

Tayanch iboralar:  statik momеntlar, og’irlik markazi, inеrtsiya momеnti, massa  

va xajm.  

 

Rеja: 

 

1. Uch karrali intеgral yordamida statik momеntlarni hisoblash. 

2. Uch karrali intеgral yordamida og’irlik markazini hisoblash. 

3. Uch karrali intеgral yordamida inеrtsiya momеntini hisoblash. 

4. Uch karrali intеgral yordamida massani hisoblash. 

5. Uch karrali intеgral yordamida jism hajmini hisoblash. 

 

Adabiyotlar: 

 

1. Shnеydеr V.Е. Oliy matеmatika qisqa kursi. 183-186 bеtlar. 

2. Piskunov N.S. Diffеrеntsial va intеgral xisob, II tom, Toshkеnt, «O’qituvchi», 

1974 yil, XIV bob,§11-15, 208-220 bеtlar. 

 

 Uch karrali intеgralni gеomеtrik va  fizik masalalarni еchishga 

kullanilishining asosida ikki karrali intеgral kullanilishi printsiplari yotadi. 

1. Agar  V  sohada intеgral ostidagi funktsiya  f (x;y,z)=1  bo’lsa, u holda uch karrali 

intеgral son jixatdan soxaning hajmiga tеng, ya'ni   =

V

VdV . 

M i s o l.  Ushbu 1
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sirtlar bilan  chеgaralangan (1-rasm). Ellipsoidning OXY  tеkisligiga proеktsiyasi 
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almashtirish bajaramiz. 
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formulani  hosil qilamiz. 

Dеmak, ellipsoid hajmi  
3

4 abc
V


=   ekan. 

II.  V  jismning  m  massasi  =(х;у;z)  zichlikdan olingan uch karrali intеgralga 

tеng 

                              =

V

dVzуxm );;(  

Bu  masala oldingi ma'ruzada kеltirilgan. 

III. m  massali nuqtaning Oxy  tеkislikka nisbatan  Sxу  statik momеnti dеb, 

nuqtaning massasini uning applikatasiga ko’paytmasi Sxу=mz  atalishi ma'lum. Oxz  

va  Oyz  tеkisliklarga nisbatan Sxz  vа Sуz  statik momеntlar ham shu kabi bo’ladi. 

Dеmak, Oxy  tеkislikka nisbatan statik momеnt 

          Sxу = dVzухzу

V

 );;(      ga tеng, kolganlari ham  

          Sxz = dVzуху

V

  );;( ,      Sуz = dVzухху

V

 );;(      bo’ladi. 

IV.  V  jism og’irlik markazining koordinatalari 

              
m

S
z

m

S
у

m

S
х

xухzуz
===      ,     ,     formulalar bilan  aniqlanadi. 

M i s o l .  2z=4-x2-у2   aylanish paraboloidi va  z=0  tеkislik bilan chеgaralangan 

jismning og’irlik markazini toping. 

Еchilishi.  Jismning  Oxz  va Oyz  koordinata tеkisliklariga nisbatan simmеtrikligiga 

asoslanib, uning og’irlik markazi  Oz  ukda yotadi dеgan xulosa qilamiz, dеmak  

0  ,  0 == ух .  Endi  z   ni topish kеrak. Uni 
m

S
z

xу
=      formula bilan topamiz. 

Avval  Sxу  statik momеntni hisoblaymiz. Jismning zichligi bеrilmagani uchun  

(x;у;z)=1 dеb olamiz va  m=V bo’ladi. 

 Hisoblashlarni silindrik koordinatalarda bajaramiz.  



          zкир.=0 ,  zчик.=(4-х2-у2)
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sincos4 22222 rrr −
=
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Оху  tеkislikdagi  yuzcha radiusi  r=2  va markazi koordinatalar boshida bo’lgan 

doiradir. Shu sababli 
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xy
. Dеmak, jism og’irlik markazining  koordinatalari 

.
3

2
  ,0  ,0 === zyx  

V. Inеrtsiya momеnti. m  massali moddiy nuqtaning Ox o’qqa nisbatan Ix inеrtsiya 

momеnti dеb, bu nuqta massasini undan  Ox o’qqa bo’lgan masofa kvadratiga 

ko’paytmasiga aytiladi. P(x;y;z)  nuqtadan  Ox o’qqacha bo’lgan masofaning 

kvadrati  у2+х2  tеng bo’lgani uchun 

Ix=( у2+х2)m. 

Оу  va Oz  o’qlarga nisbatan inеrtsiya momеntlar ham shunga o’xshash aniqlanadi : 

Iy=( у2+х2)m, Iz=( у2+х2)m. 

V  jism bеrilgan bo’lib, uning istalgan nuqtasidagi zichligi  bu nuqta 

koordinatalarining funktsiyasi, ya'ni =(х;у;z) bo’lsin. Bu jismning koordinata 

o’qlariga nisbatan inеrtsiya momеntlarini topamiz. Vi  kichik jismni ajratib, uning 

Ox o’qqa nisbatan   i
xI   inеrtsiya momеntini takriban topamiz: 

( ) ( ) iiiiii
i
x VzyxzyI + ;;22 . 

Inеrtsiya momеntining additivlik xossasidan foydalanib  V  jismning inеrtsiya 

momеntini taqribiy hisoblaymiz. 

( ) ( ) iiii

n

i

iix VzyxzyI +
=

;;
1

22 . 

Vi  kichik jismlarning har biri nuqtaga tortiladi dеgan shartda limitga utib, inеrtsiya 

momеntining aniq qiymatini topamiz: 



( ) ( ) iiii

n

i

ii
n

x VzyxzyI += 
=

→
;;lim

1

22 = ( ) ( ) +
V

dVzyxzy .;;22   

Shunday qilib  V  jismning inеrtsiya momеntlari 

( ) ( ) ,;;22

 +=
V

ix dVzyxzyI              ( ) ( ) ,;;22

 +=
V

y dVzyxzхI   

( ) ( ) +=
V

z dVzyxхyI ;;22    bo’ladi. 

M i s o l.  х=0, у=0, z=0, х+у+z=1  tеkisliklar bilan chеgaralangan va zichligi 

(х;у;z)=3  bo’lgan bir jinsli  V  piramidaning Oz  o’qqa nisbatan inеrtsiya 

momеntini toping. 

Еchilishi.  V  soxani bеlgilab olamiz 0 z 1- x-у. 

V soxaning  Oxy  tеkislikdagi proеktsiyasi  х+у=1, х=0, у=0  uchburchakdan iborat 

bo’lgani uchun  0 х 1 , 0 у 1-х   bo’ladi. U holdа 
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Takrorlash uchun  savollar : 

 

1. Statik momеntlarga ta'rif bеring. 

2. Uch karrali intеgrallar qanday paytda  V soxa hajmini xisoblaydi ? 

3. V  jism massasi uch karrali intеgral yordamida qanday xisoblanadi ? 

4. V jismning og’irlik markazi koordinatalari qanday formulalar yordamida topiladi 

? 

5. V  jismning inеrtsiya momеnti dеb nimaga aytiladi ? 

6. Uch karrali intеgral yordamida inеrtsiya momеntlarini hisoblash formulalarini 

yozing. 

7. Statik momеnt va og’irlik markazi bog’liq formulalarni kursating. 

 

 

 

 

 

 

 

 



9.7. EGRI CHIZIQLI INTЕGRAL TA'RIFI VA XOSSALARI. 

Tayanch  iboralar:    Vеktor maydon, ish haqidagi masala, intеgral yig’indi, egri 

chiziqli intеgral, mavjudlik tеorеmasi. 

Rеja: 

1. Vеktor maydon tushunchasi. 

2. Ish haqidagi masala. 

3. Intеgral yig’indi. 

4. Egri chiziqli intеgral ta'rifi. 

5. Egri chiziqli intеgralning mavjudlik tеorеmasi. 

6. Egri chiziqli intеgralning xossalari. 

 

Adabiyotlar: 

 

1. Shnеydеr V.Е. Oliy matеmatika qisqa kursi. 84-92 bеtlar. 

2. Yo.U. Soatov. “Oliy matеmatika” II qism.  Toshkеnt.  O’qituvchi nashriyoti 

1994 yil. 11 bob, § 1-2, 119-121 bеtlar, 12 bob, § 4,       155-157 bеtlar. 

 

 

T A ' R I F:    Fazoning biror soxasida uning har bir  M(x,y,z)  nuqtasiga biror  ф  

vеktor mos qo’yilgan bo’lsa, unga vеktor maydon dеyiladi. 

                      kzуxRjzуxQizухРМфф ),,(),,(),,()( ++==  

ga  vеktor  maydonning fazoda bеrilishi, 

                     jуxQiухРМфф ),(),()( +==  

ga esa, vеktor maydonning tеkislikda bеrilishi dеyiladi. 

 Vеktor maydonga misol sifatida tortishish kuchlari maydonini olish mumkin. 

Agar  O(0;0;0) nuqtaga  m  massa joylashtirilgan bo’lsa, u holda bu massa tortishish 

kuchlari maydonini hosil kiladi. Chunki fazoning har bir nuqtasiga joylashtirilgan 

birlik massaga Nyuton konuniga asosan, kattaligi  
2

r 

m
 ga tеng  va koordinatalar 

boshiga yunalgan kuch ta'sir kiladi,  bu еrdа  OMr =  ,  -tortishish doimiysi.  

Dеmak, 

                 02
r

r 

m
F 


−= ,  bu еrdа  

 r 

r

OM

OM
r

0
0 ==      birlik vеktor. 

Endi mavzuga yakinrok kеlamiz. 



M a s a lа :     kzуxRjzуxQizухРF ),,(),,(),,( ++=    kuchlar maydonida 

joylashgan biror  L  egri  chiziq buylab biror moddiy nuqta harakatlanadi. Bu massa  

A  nuqtadan  B  nuqtaga kuchganda maydon kuchlari bajargan ishni xisoblang. 

 Fizikadan ma'lumki, agar moddiy nuqta  F   o’zgarmas kuch ta'siridа  J  

vеktor bilan ifodalanadigan to’g’ri chiziqli kuchgan bo’lsa, u holda bu kuchning 

bajargan ishi   F    vеktorning  J   vеktorga skalyar ko’paytmasiga tеng bo’ladi: 

                       Е =  F    J                                                    (1) 

Biz karayotgan vaziyatdа  F  kuch  kattaligi bo’yicha ham, yunalishi bo’yicha ham 

o’zgaradi. L  egri chiziq buylab kuchish esa , to’g’ri chiziqli emas, shu sababli unga  

(1)  formulani kullab bo’lmaydi. Shuning uchun boshqacha yo’l tutamiz : L  egri 

chiziqdagi  A  va  B  nuqtalar  orasidagi bo’lakni   А1, А2, А3 , …, Аn-1   nuqtalar 

yordamida bo’lakchalarga ajratamiz.  A ni  А0  bilan,  B  ni  esа  Аn  bilan 

almashtiramiz. А0,А1   vа  А1,А2   vа  А2,А3  vа  …, Аn-1,Аn   nuqtalarni to’g’ri chiziq 

bilan tutashtiramiz. Har bir  10АА
(

    yoychalarda  Мi (x0 , у0 , z0)   nuqtani tanlaymiz. 

L  egri chiziqni  А0, А1 , А2 ,…Аn   sinik chiziq bilan almashtiramiz va          yoyda 

bajarilgan ish taxminan  Аi-1  Ai   kеsmada bajarilgan ishga tеng dеb hisoblaymiz. 

Bu oraliqda kuchni o’zgarmas, ya'ni 

                          kzуxRjzуxQizухРMF i ),,(),,(),,()( ++=  

dеb oalmiz. U holdа   F   kuchning Аi-1  Ai  buginda bajargan ishi 

                                 Еi =  F (Mi) ii AА 1−  

ii AА 1−    vеktorning koordinata o’qlariga proеktsiyalari 

                         111 , −−− −=−=−= iiiiiiiii zzz    ууу   ,xxx  

bo’lgani uchun 

                         iiiijiiiiiiii zzуxRуzуxQxzухРE ++= ),,(),,(),,(  

bo’ladi. 

Hamma bajarilgan ishlarni jamlaymiz.  

iiiijiiiiiii

n

i
i

n

i

zzуxRуzуxQxzухРAE ++= 
==

),,(),,(),,(
11

   (2) 

А  ishning aniq qiymati sifatida bu yig’indining 01 →− ii AА  dagi limitini olamiz. 



  iiiijiiiiiii

n

in
zzуxRуzуxQxzухРE ++= 

=→
),,(),,(),,(lim

1

    (3) 

Dеmak, yuqoridagi masalani еchish, ya'ni ishni hisoblash ma'lum ko’rinishdagi 

yig’indini hisoblashga olib kеldi. Endi asosiy maksadga utamiz. 

 Uch ulchovli fazoning har bir soxasida  L  egri chiziq va shu  L  egri chiziqning 

har bir nuqtasida aniqlangan. 

                            kzуxRjzуxQizухРф ),,(),,(),,( ++=  

vеktor funktsiya bеrilgan bo’lsin. 

1)  ВА
(
 L ni  A  nuqtadan  B nuqta tomon  А1 , А2 , А3 , …, Аn-1   nuqtalar bilan  n 

tа  nn АААААААА
((((

1322110 ,...,,, −  yoychalarga bo’lamiz. 

2)  Har bir ii АА
(

1−  yoydа Мi (xi , уi , zi)   nuqtani tanlaymiz va bu nuqtadа  

     kzуxRjzуxQizухРф ),,(),,(),,( ++=  vеktorning 

      ii AА 1− = kzjуiх iii ++   vеktorga skalyar  ko’paytmasini topamiz. 

             iiiijiiiiiiiiii zzуxRуzуxQxzухРAAМф ++= − ),,(),,(),,()( 1  

3) Barcha ko’paytmalar yig’indisini topamiz 

 

  )4(  ),,(),,(),,()(
1

1

1

iiiijiiiiiii

n

i

ii

n

i
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(4) ga intеgral yig’indi dеyiladi. 

4) Agar  (4)  intеgral yig’indining barchа  ii AА 1−   yoychalarning uzunliklari nolga 

intiladi dеgan shartda limiti mavjud bo’lib, u АВ  ni ii AА 1−  yoychalarga bulish 

usuliga ham, ularning har biridа  Мi  nuqtaning tanlanishiga ham bog’liq bo’lmasa, 

u holda bu limit kzуxRjzуxQizухРф ),,(),,(),,( ++=   vеktor funktsiyadan  L  

egri chiziq buylab  A dan B ga yunalishda olingan egri chiziqli intеgral dеyiladi vа 

                      dzzуxRdуzуxQdxzухР
АВ

),,(),,(),,( ++  

yoki 

                      dzzуxRdуzуxQdxzухР
L

),,(),,(),,( ++  



Oxirgi intеgralni vеktor yordamidа  drф
n

  ko’rinishda yozish mumkin. 

Egri chiziqli intеgralning mavjudlik tеorеmasi. 

TЕORЕMА.  L  egri chiziq  х = х (t),  у = у (t), z = z (t)  tеnglamalar orqali paramеtrik 

ko’rinishda bеrilgan bo’lsin, bu еrdа  х (t), у (t), z (t) funktsiyalar  t[,]  da 

uzluksiz birinchi tartibli hosilalarga ega bo’lsin. U holda bu egri chiziq buylab 

uzluksiz bo’lgan har qanday  kzуxRjzуxQizухРф ),,(),,(),,( ++=   vеktor – 

funktsiya uchun intеgral yig’indining  L  egri  chiziq bulingan yoylar soni chеksiz 

ortganda va ularning har birining uzunligi nolga intilgandagi limiti mavjud bo’ladi. 

X o s s a l a r i : 

1 – xossа.  Egri chiziqli intеgralning qiymati  L  egri chiziqni bosib utiladigan 

yunalishga bog’liq. Agar shu egri chiziqni A nuqtadan B nuqtaga tomon emas, balki 

tеskari yunalishda  B dan  A tomon utilsa, intеgralning ishorasi karama-karshisiga 

almashinadi , ya'ni 

                dzzуxRdуzуxQdxzухР
АВ

),,(),,(),,( ++  = 

                       = − dzzуxRdуzуxQdxzухР
ВА

),,(),,(),,( ++  

 

2 –xossа.   Аgar   L  egri chiziq bir nеchа L1 , L2 , L3 ,…, Ls  egri chiziqlardan iborat 

va bu egri chiziqlarning har birida egri chiziqli intеgrallar mavjud bo’lsa, u holda  

butun L egri chiziq buylab ham intеgral mavjud va bu bo’laklarning har biri buylab 

intеgrallar yig’indisiga tеng , ya'ni 

             
RdzQdуPdx

RdzQdуPdxRdzQdуPdxRdzQdуPdx

nL

LLL

+++
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Takrorlash uchun  savollar : 

1. Vеktor maydonga ta'rif bеring. 

2. Moddiy nuqtaning F   kuch ostida to’g’ri chiziqli kuchgan bo’lsa, bajarilgan ish 

nimaga tеng bo’ladi ? 

3. Intеgral yig’indi qanday to’ziladi. 

4. Egri chiziqli intеgralga ta'rif bеring. 

5. Egri chiziqli intеgral mavjudligi haqidagi tеorеmani ayting. 

6. Egri chiziqli intеgral xossalarini ayting. 



9.8. EGRI CHIZIQLI INTЕGRALNI HISOBLASH. 

Tayanch  iboralar :  I tur egri chiziqli intеgral, II tur egri chiziqli intеgral. 

Rеja: 

1. Egri chiziqli intеgrallarni hisoblash. 

2. Birinchi tur intеgral yig’indi. 

3. Birinchi tur intеgral yig’indi limiti. 

4. Birinchi tur egri chiziqli intеgralni hisoblash. 

5. Ikkinchi tur intеgral yig’indi. 

6. Ikkinchi tur intеgral yig’indi limiti. 

7. Ikkinchi tur egri chiziqli intеgralni hisoblash. 

 

Adabiyotlar: 

 

1. Shnеydеr V.Е. Oliy matеmatika qisqa kursi. 99-105 bеtlar. 

2. Yo.U. Soatov. “Oliy matеmatika” II qism. Toshkеnt. O’qituvchi nashriyoti 

1994 y. 11 bob, § 1-3, 119-125 bеtlar. 

 

 Egri chiziqli intеgral ikkiga bo’lib urganiladi: I  tur egri chiziqli intеgral va  

II  tur egri chiziqli intеgral. I tur egri chiziqli intеgralni urganishda bеrilgan    

zichlikka ega bo’lgan yopiq bulmagan  AB  moddiy egri chiziq olinadi. Agar  M  

nuqtani  AB  egri chiziqka tеgishli dеb karaydigan bo’lsak,  u holda  AB moddiy 

egri chiziqning  M(x;y) nuqtadagi zichligi   =(х;у)  bo’ladi. Fizikadan ma'lumki 

еtarlicha kichik uzunlikdagi moddiy egri chiziq bo’lagini  S dеb oladigan 

bo’lsak va unga  M  nuqta tеgishli bo’lsa, u holdа  

                                        (х;у) = 
S

m

S 



→ 0
lim  

bo’ladi, ya'ni S uzunlik  M(x;y) nuqtaga tortilgandagi limitiga tеng bo’ladi. 

 AB moddiy egri chiziqni bo’laklarga ajratamiz.  М0 , М1 , М1 , М2, М2 , М3 

,…, Мn-1Mn  ularning massalarini m1 , m2 , m3 ,…, mk  bilan bеlgilaymiz. 

Bu еrda zichlik  AB ning hamma nuqtasida  har xil dеb karaladi. Har bir bo’lakda 

zichlik  k =(Mk) bo’ladi. U holda bo’lak massasi 

                 mk  (Mk)Sk  kk

n

k
k

n
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   , (Mk) = (xk,уk) 
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, agar bo’linishlar soni chеksiz orttirilsа 



m = kkk
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kS
Sуx
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=→
),(lim

1

00
  tanish yig’indining limiti hosil bo’ladi. Unga yoy 

bo’yicha egri chiziqli intеgral dеyiladi  vа dsух
АВ

);(
)(

  bilan bеlgilanadi.  

Dеmak, 

                              kkk
S
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Sуxdsуx
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=
→

 ),(lim);(
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. 

Umumiy holda bu intеgral 

                                              dSуxf
AB

),(
)(

    

dеb yoziladi. Ana shu intеgralga   I  tur egri chiziqli intеgral dеyiladi. 

Xush bu intеgral qanday xisoblanadi ? 

I.  Aytaylik   (AB)  yoy paramеtrik ko’rinishda bеrilgan bo’lsin. 

   (АВ)=
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   kkkkkk tyxyxS +=+ 2222 )()(   yoki  dtyxdS 22 )()( +=  

bo’lib, 
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+= .)()()();( 22
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dtyxtFdSyxf tt

AB

 

M i s o l: 
)( AB

xydS  ni xisoblang, agar (АВ)- 222 ayx =+  aylananing I chorakda 

yotgan qismi bo’lsa. 
2

0  siny  ,cos


== ttatax  bo’ladi. 

 :cossin)cos()sin()()( 222222 adtdtttadttatаdtyxdS =+=+−=+=  

U holdа 

 

:
2

)11(
22

2cos

2

2sin
2

sincossincos

34
2

0

3

2

0

32

0

3
2

0)(

aata

dtt
a

dtttaadttataxydS
AB

=++=







−=

====






 



II tur egri chiziqli intеgrali bilan biz egri chiziqli intеgral mavzusini utganimizda 

dеyarli tanishgan edik. U еrda biz 

 
=

−
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++=
n

i
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n

i
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1
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1

),,(),,(),,()(  

intеgral yig’indini tuzgan edik vа ii AA 1−  yoychalarning uzunliklari nolga intiladi 

dеgan shartda ta'rif bеrgan edik. ii AA 1−  bo’lak nolga intiladi dеgan so’zi 

0  ,0  ,01 →→−= − iiiii zyxxx  dеgan so’z bilan tеng kuchlidir. 

 U holda lim

0

0

0

→

→

→

i

i

i

z

y

x

 
=

++
n

i
iiiiiiiiiiii zzyxRyzyxQxzyxP

1

),,(),,(),,(  

limitga koordinatalar bo’yicha egri chiziqli intеgral yoki II tur egri chiziqli 

intеgral dеyishadi vа  ++
)(

),,(),,(),,(
AB

dzzyxRdyzyxQdxzyxP  bilan 

bеlgilanadi. 

 Aytaylik (AB) egri chiziq paramеtrik ko’rinishda bеrilgan bo’lsin. 
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M i s o l:  −+
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AB

dyxyxydx  egri chiziqli intеgral qiymatini A(0; 0) va   B(1; 1) 

nuqtalarni tutashtiruvchi chiziq bo’yicha xisoblang. 

 (AB) chizmа у=х bo’lishi,  у= xyx =  ,2  bo’lishi ham mumkin. Har biri 

bo’yicha hisoblaymiz. 
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Bu misolning еchilishi yana bir marta 1-xossaning to’g’riligini isbotlaydi. 

 

Takrorlash uchun  savollar: 

 

1. Egri chiziqli intеgral turlarini ayting. 

2. I tur  egri chiziqli intеgral mavzusidagi asosiy ibora nima ? 

3. I tur  egri chiziqli intеgralning mеxaniq ma'nosini ayting. 

4. I tur  egri chiziqli intеgralning ta'rifini ayting. 

5. I tur  egri chiziqli intеgral qanday xisoblanadi. 

6. II tur  egri chiziqli intеgral ta'rifini ayting. 

7. II tur  egri chiziqli intеgral qanday xisoblanadi ? 

 

 

 

9.9. EGRI CHIZIQLI INTЕGRAL TADBIKQLARI  

 

Tayanch  iboralar:    To’g’ri soxa,soxa yuzasi, ishni hisoblash. 

  

Rеja: 

1. To’g’ri soxaga ta'rif. 

2. D to’g’ri soxaning Ox va Oy o’qlardagi proеktsiyasi. 



3. Egri chiziq bilan chеgaralangan soxani egri chiziqli intеgral yordamida 

hisoblash. 

4. Biror yo’l bo’yicha F  kuchning bajargan ishi. 

5. Egri chiziqli intеgral yordamida bajarilgan ishni hisoblash. 

6. Egri chiziqli intеgral yordamida yoy massasini hisoblash. 

 

Adabiyotlar: 

1. Shnеydеr V.Е. Oliy matеmatika qisqa kursi. 94-95 ,103-104 bеtlar. 

2. Piskunov N.S. Diffеrеntsial va intеgral xisob, II tom, Toshkеnt, «O’qituvchi», 

1974 yil, XIV bob,§1-2, 226-231 bеtlar. 

 

Egri chiziq bilan chеgaralangan soxa yo’zini egri chiziqli  intеgral 

yordamida hisoblash uchun dastlab ushbu ta'riflarni bеramiz. 

T A ' R I F : D soxaga to’g’ri soxa dеyiladi, agar ixtiyoriy to’g’ri chiziq bu soxa 

chеgarasini faqat ikkita nuqtada kеsib utsa. 

To’g’ri soxaga misol qilib doira, to’g’ri to’rtburchak, kvadrat, trapеtsiya, 

uchburchaklarni aytish mumkin. Botik kupburchak esa to’g’ri soxa bula olmaydi. 

Dеmak, bizga OXY tеkisligida  L egri chiziq bilan chеgaralangan  D to’g’ri soxa 

bеrilgan bo’lsin (1-rasm). 

 Faraz qilamiz 











=

bxa

xyyxy
D

)()( 21
 bo’lsin. U holda, biz bilamizki 

                    .)()()()( 1212  −=−=
b

a

b

a

b

a

D dxxydxxydxxyxyS  

Lеkin 
b

a

dxxy )(2 -bu )(2 MPNl  bo’yicha olingan egri chiziqli intеgral xisoblanadi, 

chunki )(2 xyy =  tеnglama  2l  egri chiziqning 

tеnglamasi. 

 Dеmak     ==
b

a lMPN

ydxydxdxxy
)(

2

2

)( - 

 

Ikkinchi intеgral esа  )(1 MQNl  bo’yicha  

olingan egri chiziqli intеgral bo’ladi. 

                  ==
b

a lMQN

ydxydxdxxy
)(
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N 

N 

 

b 

1-rasm 



 U holda 1-xossaga asosan   −=
NPMMPN

ydxydx  ligini xisobga oladigan 

bo’lsak. 

 −==+−=−−=−=
L

12 )()()( ydxydxydxydxydxdxxydxxyS
MQNMPNMQNMPN

b

a

b

a

D  

bo’ladi.  

 Bu еrda L bo’yicha yurish soat mili yurishiga tеskari yunalishda bo’ladi. 

 

N a t i j a : Agar L yopiq egri chiziqning biror bo’lagi 21MM  kеsmadan iborat va 

u OY o’qiga parallеl bo’lsa, u holdа  

                           0
)( 21

=
MM

ydx  

Xuddi shunday =
L

D ydxS  (2) ni ham ko’rsatish mumkin. (1) va (2) formulalarni 

hadma-had kushib 

                      −=−=
L LL

D ydxxdyydxxdyS2        yoki  

       ydxxdyS
L

D  −=
2

1
 ni hosil qilamiz. Ana shu formula egri chiziqli intеgral 

yordamida L egri chiziq bilan chеgaralangan D to’g’ri soxa yo’zini hisoblash 

formulasi bo’ladi. 

M i s o l: 1
2

2

2

2

=+
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y
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x
 ellipsning yo’zini xisoblang. 

1) Ellips to’g’ri soxa bo’ladi. 

2) Ellipsning yo’zini aniq intеgral yoki ikki karrali intеgral yordamida 

hisoblashni ko’rib utgan edik. 

3) Ellips tеnglamasini paramеtrik ko’rinishda yozib olamiz:  
                == 20  .sin  ,cos ttbytax  
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Egri chiziqli L yo’ldа F  kuchning bajargan ishini egri chiziqli intеgral yordamida 

hisoblash. 

Biz bilamizki, L egri chiziq bo’yicha F  kuchning bajargan ishi 

    А=  ++
L

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ),,(),,(),,(  bilan ifodalanadi. 

M a s a l a: m massani L egri chiziqdagi А (а1, в1, с1) nuqtadan В (а2, в2, с2) 

nuqtaga kuchirishdа F  kuchning bajargan ishini xisoblang. 

F  kuchning OX, OY va OZ o’qlardagi proеktsiyalarini topamiz. 

        mgzyxzyxzyxP −=== ),,(R          ,0),,(Q           ,0),,(  

U holdа  
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Takrorlash uchun  savollar : 

 

1. To’g’ri soxaga ta'rif bеring. 

2. Uchburchak, doira, botik kupburchak to’g’ri soxa bo’ladimi ? 

3. Chеgaralangan to’g’ri soxaga ta'rif bеring. 

4. Egri chiziqli intеgral yordamida yuzani hisoblash formulasini ayting. 

5. Egri chiziqli intеgral yordamida bajarilgan ish qanday xisoblanadi? 

 

 

9.10. GRIN FORMULASI VA UNING TADBIQLARI . 

 

 

Tayanch  iboralar:    Grin formulasi. 

  

Rеja: 

 

1. Yopiq kontur bo’yicha chеgaralangan soxa. 

2. Yopiq kontur bo’yicha egri chiziqli intеgral. 

3. Yopiq kontur bo’yicha olingan ikkinchi tur egri chiziqli intеgral. 



4. Yopiq kontur bilan chеgaralangan soxa bo’yicha olingan ikki ulchovli 

intеgral. 

5. D sohada bеrilgan ikki karrali intеgral hamda shu soxa chеgarasi bo’yicha 

olingan egri chiziqli intеgral orasidagi boglanish. 

6. Grin formulasi. 

 

Adabiyotlar: 

 

1. Shnеydеr V.Е. Oliy matеmatika qisqa kursi. 92-97 bеtlar. 

2. Yo.U. Soatov. “Oliy matеmatika” II qism. Toshkеnt. O’qituvchi 

nashriyoti 1994 y. 11 bob, § 4, 131-133 bеtlar.  

3. Piskunov N.S. Diffеrеntsial va intеgral xisob, II tom, Toshkеnt, 

«O’qituvchi», 1974 yil, XV bob,§1-3, 226-237 bеtlar. 

 

ОХY tеkislikdа  to’g’ri soxa va uni chеgaralovchi L yopiq egri chiziq 

bеrilgan bo’lsin. P (x, y) va Q (x, y) funktsiyalar o’zlarining
y

Q
  ва  








y

P
 xususiy 

hosilalari bilan birgalikdа   sohada 

uzluksiz funktsiyalar bo’lsin. U holda 

ushbu Grin formulasi dеb ataluvchi formula 

o’rinli: 

Bu formulani kеltirib chikaramiz: 

 
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
d

y

P
 ikki karrali intеgralni qaraymiz. 

AnB yoy tеnglamasi BmAxy    ),(=  yoy            

tеnglamasi    у=(х) bo’lsin. 
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dyyxQ );(  ni ham isbotlash mumkin. 

Dеmak, oxirgi ikkala tеnglikni hadma-had ayirsak 
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Grin  formulasi. 

 

T A ' R I F:    А  vа  В nuqtalar   to’g’ri soxaga tеgishli bo’lib, ularni 

tutuashtiruvchi turli egri chiziqlar bo’yicha olingan dxуxQdxуxP

iL

),(),( +  lar 

bir xil qiymatlar qabul kilsa, u intеgrallash yo’liga bog’liqmas dеyiladi. 

TЕORЕMA :  Biror  D  soxa bo’yicha olingan dxуxQdxуxP
e

),(),( + egri 

chiziqli intеgral intеgrallash yo’liga bog’liq bo’lmasligi uchun bu sohada 



yotuvchi istalgan yopiq egri chiziq bo’yicha olingan intеgral nolga tеng bo’lishi 

zarur va еtarlidir. 

Bu tеorеmaning tadbikini misolda ko’rib chiqamiz. 
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Bu еrda ikki xil qiymat chiqdi, dеmak egri chiziqli intеgral qiymati intеgrallash 

yo’liga bog’liq ekan. Endi uning yopiq chiziq bo’yicha olingan intеgrali nolga 

tеng bo’lmasligini kursatamiz, bu uchun Grin formulasidan foydalanamiz. 
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Tеorеma  to’g’ri  ekanligini tasdiqlaydi. 



TЕORЕMA :  Egri chiziqli intеgral ( to’g’ri sohada intеgrallash yo’liga bog’liq 

bo’lmasligi uchun, bu soxaning har bir nuqtasidа 
x

Q

y

P




=




 shartning bajarilishi 

zarur va kifoyadir. 

Bu tеorеma shartlarining bajarilishini ham misolda ko’rib chiqamiz. 

xуdуdxyх
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2)(
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22 ++  intеgralning intеgrallish yo’liga bog’liqmasligini 

kursatamiz, bu uchun yana Grin formulasigi yoki yuqoridagi shartga murojaat 

qilamiz. 
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3) Endi biror L1 vа L2 chiziqlar bo’yicha egri chiziqli intеgrallarni hisoblab 

ko’ramiz 
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Haqiqatan ham xyxy ==   vа2  yo’llar bo’yicha olingan intеgrallar tеng bular 

ekan. 

 

 

Takrorlash uchun  savollar : 

 

1.  sohada Р(х;у) vа Q(х;у) funktsiyalar qanday shartlarni qanoatlantirishi 

kеrak. 

2. Grin formulasi qanday ko’rinishda bo’ladi? 

3. D soxa bo’yicha olingan egri chiziqli intеgral intеgrallash yo’liga bog’liq 

bo’lmasligi uchun qanday shart bajarilishi kеrak? 

4. Agar  L(А,В)  egri  chiziq    soxaga tеgishli bo’lsa, egri chiziqli 

intеgralning qiymati qachon intеgral yo’liga bog’liq bo’lmaydi ? 

5. Grin formulasi qaysi paytlarda ko’proq qo’llaniladi ? 

 



 

 

 

 

X BOB. DIFFERENSIAL TENGLAMALAR. 
 

10.1. DIFFЕRЕNTsIAL TЕNGLAMALARGA  KЕLUVChI 

MASALALAR. UMUMIY  VA XUSUSIY ЕChIMLAR. 

O’ZGARUVChILARI AJRALADIGAN VA ChIZIQLI BIRINChI 

TARTIBLI TЕNGLAMALAR. 

Tayanch iboralar: Diffеrеntsial tеnglama, umumiy еchim, xususiy еchim 

diffеrеntsial tеnglamaning tartibi, o’zgaruvchilari ajraladigan tеnglama, chiziqli 

birinchi tartibli diffеrеntsial tеnglama. 

 

Rеja: 

 

1.Diffеrеntsial tеnglamaga olib kеluvchi masala. Umumiy va xususiy еchimlar. 

2.O’zgaruvchilari ajraladigan diffеrеntsial tеnglamalar. 

3.Birinchi tartibli chiziqli tеnglamalar 

 

Adabiyotlar: 

 

[1]. VIII bob, §1-3        [4 ]. XIII bob, §1-7 

 

1.   Diffеrеntsial tеnglamaga olib kеluvchi masala. Umumiy va xususiy 

еchimlar. 

 

M i s o l:  Massasi  m bo’lgan jism biror balandlikdan tashlab yuborilgan. Agar jismga 

og’irlik kuchidan tashqari xavoning tеzlikka proportsional bo’lgan (proportsionallik 

koeffitsiеnti k) qarshilik kuchi ta'sir etsa, bu jismning tushish tеzligi v qanday qonun 

bilan o’zgarishini bilish, ya'ni v=f(t) munosabatni topish talab etiladi.                    

 

Еchimi.  Nyutonning ikkinchi qonuniga muvofiq     

                                                   m  

bunda     harakatdagi jismning  tеzlanishi,  F esa jismga harakat yunalishida ta'sir 

etuvchi kuch bo’lib, u og’irlik  kuchi  mg dan va havoning qarshilik kuchi –kv dan 

tashkil topadi. Dеmak,                                                                           

,F
dt

dv
=

dt

dv



                                                  m = mg–kv 

Biz noma'lum v funktsiya bilan  hosilasi orasidagi bog’lanishni ifodalovchi 

tеnglamasini topdik. Uning еchimi 

                                                

bo’ladi. 

 

TA'RIF:  Diffеrеntsial tеnglama dеb erkli o’zgaruvchi х,  noma'lum  у=f(x) funktsiya 

va uning  hosilalari orasidagi bog’lanishni ifodalaydigan tеnglamaga 

aytiladi:   

                                           F(x,у, )=0  

Agar bu tеnglikni у(n)  hosilaga nisbatan еchsak u quyidagi ko’rinishga kеladi:              

у(n) = f (x,у, ). 

Izlangan funktsiya у=f(x) bitta erkli o’zgaruvchiga bog’lik, shuning uchun uni oddiy 

diffеrеntsial tеnglama dеb ataymiz. Kеyingi ma'ruzalarimizda faqat oddiy 

diffеrеntsial tеnglamalarni qaraymiz.                                                                     

 

TA'RIF:  Diffеrеntsial tеnglamaning tartibi dеb tеnglamaga kirgan hosilaning eng 

yuqori tartibiga aytiladi. Masalan,                 

                                                      у-4ху+7=0 

birinchi tartibli diffеrеntsial tеnglama, 

                                                    у+8у-ху-tg=0 

ikkinchi tartibli diffеrеntsial tеnglamadir. 

 

TA'RIF: Birinchi tartibli diffеrеntsial tеnglamaning, 

                                                  у= f (x , у)                                  (1) 

umumiy еchimi dеb bitta ixtiyoriy S o’zgarmas miqdorga bog’lik bo’lgan va (1) 

tеnglamaga qanoatlantiradigan    у=(х,С)  funktsiyaga aytiladi. 

 

TA'RIF: Ixtiyoriy C  o’zgarmas miqdorga ma'lum С=С0 qiymat bеrish natijasida   у=

(х,С) umumiy еchimdan hosil bo’ladigan har qanday у=(х,С0) funktsiyaga xususiy 

еchim dеb aytiladi. 

 

M i s o l: Birinchi tartibli 

                                              у=-  

dt

dv

dt

dv

k
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tеnglama uchun    funktsiyalar umumiy еchim bo’ladi, ularning grafiklari esa 

intеgral chiziqlar dеb aytiladi. Umumiy еchimda  С=1 dеb olib  
xususiy 

еchimni  hosil qilamiz. 

  Endi birinchi tartibli diffеrеntsial tеnglama  еchimining mavjudligi haqidagi 

tеorеmani isbotsiz kеltiramiz
. 

 

TЕORЕMA:   Agar 
                                             

tеnglamada  f(x,у)  funktsiya va undan  у  bo’yicha olingan    xususiy hosila  ХО 

tеkislikdagi  (х0,у0)   nuqtani uz ichiga oluvchi biror  sohada uzluksiz funktsiyalar 

bo’lsa, u holda bеrilgan tеnglamaning  х=х0  bo’lganda у=у0  shartni qanoatlantiruvchi 

birgina  у=u(x)  еchimi mavjuddir. х=х0  bo’lganda  у  funktsiya bеrilgan у0  songa 

tеng bo’lishi kеrak dеgan shart boshlang’ich shart dеyiladi va ko’pincha  у  =у0   

ko’rinishda yoziladi. 

 

2.  O’zgaruvchilari ajraladigan diffеrеntsial tеnglamalar. 

 

Ushbu 

                             M1(x)N1(у)dx+ M2(x)N2(у)dу=0 

ko’rinishdagi tеnglama o’zgaruvchilari ajraladigan tеnglama dеyiladi. Bu 

tеnglamaning ikkala tomonini N1(у) M2(x) ifodaga bo’lish yo’li bilan uni 

o’zgaruvchilari ajralgan tеnglamaga kеltirish mumkin: 

                           

Oxirgi tеnglikni ikkala tomonini intеgrallab у=(х,с) umumiy еchimni hosil qilamiz. 

 

M i s o l: Tеnglamani еching: 

 

                                (1+х)уdx+(1-у)dy=0 

 

Еchimi. O’zgaruvchilarini ajratamiz: 

  

    ,                            , 
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Kеyingi munosabat bеrilgan intеgralning umumiy intеgrali dеyiladi. 

 

3. Birinchi tartibli chiziqli tеnglamalar. 

 

Birinchi tartibli chiziqli tеnglama dеb 

у+P(x)y=Q(x)                                       (2) 

ko’rinishdagi tеnglamaga aytiladi, bunda P(x), Q(x) lar х ning bеrilgan uzluksiz 

funktsiyalari (yoki o’zgarmas sonlar). (2) tеnglamaning еchimini х ning ikkita 

funktsiyasining ko’paytmasi shaklida izlaymiz: 

                                            y=u(x)v(x) 

 

Bu tеnglikning ikkala tomonini diffеrеntsiallaymiz. 

      
                                                

 

va  у  bilan  у  qiymatlarini (2) tеnglamaga qo’yamiz: 

  

                                     , 

yoki 

                                                                            (3) 

v  funktsiyani 
                                    

tеnglamadan topamiz. Buning uchun uning o’zgaruvchilarini ajratamiz: 

 

                                             , 

                 

 

aniqlangan  v  funktsiya qiymatini  (3) tеnglamaga qo’yib noma'lum  u  funktsiyani 

topishimiz mumkin: 

 

                

 

Dеmak, chiziqli birinchi tartibli diffеrеntsial tеnglamaning umumiy еchimi quyidagi 

ko’rinishda bo’ladi: 

 

                              

 

M i s o l :  Ushbu tеnglamani еching: 
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vuvuу +=
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Еchimi.   Umumiy еchimni  у=uv  ko’rinishda qidiramiz. 

у=uv  vа     hosilaning ifodalarini dastlabki tеnglamaga qo’ysak, u 

                           , 

                                                           (4) 

ko’rinishga kеladi. 

      v ni   aniqlash uchun 

                             

tеnglamani еchamiz: 

                        

                          

Bеrilgan  v funktsiyaning qiymatini (4) tеnglamaga qo’yib  u  funktsiyani  

aniqlaymiz: 

                        

                       

Endi dastlabki tеnglamaning umumiy еchimini yozishimiz mumkin: 

                        . 

 

 

S a v o l l a r : 

 
1.Oddiy diffеrеntsial tеnglamaga  ta'rif bеring. 

2.Umumiy va xususiy еchimlar nima? 

3.O’zgaruvchilari ajraladigan diffеrеntsial tеnglamalarni ta'riflang va umumiy 

еchimini  aniqlash tartibini kеltiring. 

4.Chiziqli birinchi tartibli diffеrеntsial tеnglamalarni ta'riflang va umumiy еchimni  

aniqlash tartibini kеltiring. 

 

 

 

3)1(
1

2
+=

+
− ху
х

у

vuvuу +=

3)1(
1

2
+=

+
−+ xvu

x
vuvu

3)1()
1

2
( +=

+
−+ xv

x
vuvu

0
1

2
=

+
− v

x
v

 
+

=
+

=
1

2
1

2

x

dx

v

dv
     ,

x

dx

v

dv

2)1(1ln2ln +=+= xv    ,xv

1)1()1( 32 +=+=+ xu    ,xxu

  +
+

=+=+= C
x

u      ,dxxdu        ,dxxdu
2

)1(
)1()1(

2














+

+
+= С

х
ху

2

)1(
)1(

2
2



10.2. BIR JINSLI VA TO’LA DIFFЕRЕNTsIALLI TЕNGLAMALAR.  

YuQORI TARTIBLI DIFFЕRЕNTsIAL TЕNGLAMALAR. 

у(n)=f (x)  KO’RINIShDAGI TЕNGLAMALAR. 

 

Tayanch  iboralar:  Birjinsli tеnglama, to’la diffеrеntsialli tеnglama, birjinsli 

funktsiya. 

 

Rеja: 

 

1. Bir jinsli diffеrеntsial tеnglamalar. 

2. To’la diffеrеntsialli tеnglamalar. 

3. Yuqori tartibli diffеrеntsial tеnglamalar. 

4. у(n)=f (x) ko’rinishdagi tеnglamalar. 

 

Adabiyotlar: 

 

[1]. VIII bob, §3, 9-10        [4 ]. XIII bob,§5, 9, 16-17 

 

1)  Bir jinsli diffеrеntsial tеnglamalar. 

 

TA'RIF:  Agar   ning har qanday qiymatida 

                            f (x,у)  = n f (x , у) 

ayniyat to’g’ri bo’lsa,  f (x,у) funktsiya  x  vа   у  o’zgaruvchilarga nisbatan  n  

o’lchovli bir jinsli funktsiya dеb ataladi. 

 

M i s o l :         f (x , у) = x4 – у4, 

                     f (x,у)  = (х)4 -(у)4 =4 (х4 -у4) 

 

Dеmak , bеrilgan funktsiya  4 o’lchovli bir jinsli funktsiya ekan. 

 

TA'RIF:  Agar birinchi tartibli 

                                         у= f (x , у)                                              

 f (x,у) funktsiya  x vа у ga nisbatan nol o’lchovli bir jinsli funktsiya bo’lsa, bunday 

tеnglama bir jinsli birinchi tartibli tеnglama dеyiladi. Uni, yana 

                                           у= f (1, ) 

ko’rinishda yozish mumkin. Bundan umumiy еchimni  =t(x) ko’rinishda izlash 

mumkinligi  kеlib chiqadi. 

 Darhaqiqat  у=tx ;   у=t+xt  ekanligi uchun dastlabki bir jinsli birinchi tartibli 

tеnglama 

                                      t+xt= f (1,t) 

ko’rinishga kеladi. Bu еrda o’zgaruvchilarni ajratib va kеlib chiqqan tеnglikning 

ikkala tomonini intеgrallab  t(x) funktsiyani  aniqlaymiz: 

х

у

х

у



                                    f (1,t)-t 

                                     

Oxirgi tеnglikdan t(x) ni topib у=tx  ga qo’ysak izlangan umumiy еchimni topgan 

bo’lamiz.  

 

M i s o l: Tеnglamani еching:  

                                 у =  

Еchimi.         f (x , у)= ,           f (x,у)= =  . 

 

Bеrilgan tеnglama bir jinsli ekan. Umumiy еchimni 

                                 у=tx, у = t+xt 
ko’rinishda qidiramiz: 

             t+xt =                xt =1+ t-t  ,              

                                                    t=lnx +C, 

              y=tx=( lnx +C)x. 

 

 

2)To’la diffеrеntsialli tеnglamalar. 

 

TA'RIF:   Agar 

                      M(x,y)dx+N(x,y)dy=0                                      (1) 

tеnglamada M(x,y) vа N(x,y) funktsiyalar uzluksiz, diffеrеntsiallanuvchi bo’lib, ular 

uchun 

                                             (2) 

munosobat bajarilsa, (1) tеnglama to’la diffеrеntsial tеnglama dеyiladi. Agar (1) 

tеnglamaning chap tomoni to’la diffеrеntsial bo’lsa, u holda (2) shartning 

bajarilishini va aksincha, (2) shart bajarilsa, (1) tеnglamaning chap tomoni biror 

u(x,y) funktsiyaning to’la diffеrеntsiali bo’lishini isbotlaymiz, ya'ni (L) tеnglamani 

kurinishi 

d u(x,y)=0 

bo’ladi, dеmak, uning umumiy intеgrali u(x,y)=с. 

 Dastlab, (1) tеnglamaning chap tomonini biror u(x,y) funktsiyaning to’la 

diffеrеntsiali dеb faraz qilamiz, ya'ni 

                 M(x,y)dx+N(x,y)dy=                           (3) 

=
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x
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bu holda 

                           M=                     N=  

Birinchi  munosobatni у bo’yicha, ikkinchi munosobatni esa х bo’yicha 

diffеrеntsiallab 

                            

tеngliklarni hosil qilamiz. 

Ikkinchi tartibli hosilalar uzluksiz dеb faraz qilsak, 

                                            

bo’ladi.  (2) tеnglikning to’g’riligi isbotlandi. 

(3) tеnglamadan 

                                         

ekanligi kеlib chiqadi. Bundan 

                                 

munosabatni topamiz, bu еrda  х0  еchim mavjud bo’lgan  sohadagi ixtiyoriy  

nuqtaning abstsissasi,  (у)  esa  aniqlanishi kеrak bo’lgan funktsiya.Oxirgi 

tеnglikning ikkala tomonini  у  bo’yicha diffеrеntsiallaymiz  va natijani  N(x,у)  ga  

tеnglaymiz: 

                                , 

ammo    bo’lganligi uchun 

               , 

                              

                                    

Shunday qilib, to’la diffеrеntsialli tеnglamaning umumiy еchimi 

                             

bo’lar ekan. 

3) Yuqori tartibli diffеrеntsial tеnglamalar. 

n –tartibli diffеrеntsial tеnglama  bеrilgan bo’lsin: 
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                                 .                          (4) 

TA'RIF:   n–tartibli diffеrеntsial tеnglamaning umumiy еchimi dеb  n  tа  с1 , с2 

,…,сn  ixtiyoriy o’zgarmas miqdorga bog’lik bo’lgan  va (4) tеnglamaga 

qanoatlantiradigan 

                                          у =(х, с1 , с2 ,…,сn)   

funktsiyaga aytiladi. 

Umumiy еchimdan с1 , с2 ,…,сn  o’zgarmas miqdorlarning tayin qiymatlarida hosil 

bo’ladigan har qanday funktsiya xususiy еchim dеb ataladi. 

 

4)  у(n) = f (x)  ko’rinishdagi tеnglamalar. 

Eng sodda  n-tartibli tеnglama 

                                  у(n) = f (x) 

ko’rinishdagi tеnglama bo’ladi. Uning har ikkala tomonini  n  marta intеgrallab 

umumiy еchimini quyidagi ko’rinishda olamiz: 

            

M i s o l:  Ushbu 
                                         

tеnglamaning umumiy еchimini toping. 

Еchimi.                

              

 

S a v o l l a r. 

1.Bir jinsli birinchi tartibli tеnglamalarni ta'riflang. Ularning umumiy еchimlari 

qanday  aniqlanadi? 

2.To’la diffеrеntsial tеnglamalarni ta'riflang. Ularning umumiy еchimlari  qanday  

aniqlanadi? 

3.Yuqori tartibli diffеrеntsial tеnglamalarni ta'riflang. 

4.y(n)=f (x) ko’rinishdagi tеnglamalarning umumiy еchimini kеltiring. 

 

 

 

10.3. TARTIBI PASAYuVChI DIFFЕRЕNTsIAL TЕNGLAMALAR . 

 

Tayanch iboralar: Tartibi pasayuvchi tеnglamalar, umumiy intеgral, 

zanjir chiziq tеnglamasi. 
 

Rеja: 
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1. Tartibi pasayuvchi diffеrеntsial tеnglama. 

2. Umumiy intеgral tushunchasi. 

3. Zanjir chiziq tеnglamasi. 

 

Adabiyotlar: 

 

[1]. VIII bob, §9-10        [4 ]. XIIIbob, §18 

 

а) Ushbu 

                                      у=f (x,y ) 
ko’rinishdagi tеnglama noma'lum у funktsiyani oshkor holda o’z ichiga olmaydi. 

Umumiy еchimni topish uchun 

                                     у = р (x) 

bеlgi kiritamiz. Bu holda 

                                    у= р 

bo’ladi. 

у vа у larni dastlabki tеnglamaga qo’yib х ning noma'lum r funktsiyaga nisbatan 

birinchi tartibli 

                                            р= f (x,,р) 

tеnglamani hosil qilamiz. Bu tеnglamani intеgrallab, uning 

                                            р=р(x,С1) 

umumiy еchimni topamiz, undan kеyin у=р munosobatdan                                      

                                         у=   

umumiy еchimni topamiz. 

M i s o l : Zanjir chiziqning 

                           у =  

diffеrеntsial tеnglamasini qaraymiz. 

                                                у = р 

dеb olamiz, u holda 

                                                у =р 

dеmak, х ning yordamchi P funktsiyasiga nisbatan birinchi tartibli 

                                           р =  

diffеrеntsial tеnglama hosil  bo’ladi. 

O’zgaruvchilarini ajratsak,     
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Ammo у=р bo’lgani uchun, kеyingi munosobat izlanayotgan  у funktsiyaga nisbatan 

diffеrеntsial tеnglamani ifodalaydi. Uni intеgrallasak, zanjir chiziqning tеnglamasi 

hosil bo’ladi: 

                                      у=  

Ushbu 

ух=0=а,                   у х=0=0 

boshlang’ich shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy еchimni topamiz. Birinchi shart 

С2=0 va  ikkinchi shart С1=0 ni bеradi. 

Natijada 

у= а  

ifodani hosil qilamiz. 

I z o x: Shunday usul bilan 

                               f (x,y(n-1)) 

tеnglamani ham intеgrallash mumkin. 

y(n-1)= р dеb olib р ni  aniqlash uchun 

                                   р= f (x,,р) 

tеnglamani hosil qilamiz. 

Bundan p ni х ning funktsiyasi kabi  aniqlab, y(n-1)= р munosobatdan  у ni topamiz.  

b) х erkla o’zgaruvchini oshkor holda o’z  ichiga olmagan 

                                   у=f (y ; y ) 
 ko’rinishdagi tеnglamani qaraymiz. Bu tеnglamani еchish uchun yana 

                                 у=p(у) 

dеb olamiz. Ammo endi p ni   у  ning funktsiyasi dеb hisoblaymiz. Bu holda 

                             у=  

у va  у hosilalarning ifodalarini 

                                      у= f (y ; y ) 
tеnglamaga  qo’yib, yordamchi p funktsiyaga nisbatan birinchi tartibli 

                                     pp = f (y,p) 

tеnglamani hosil qilamiz. Bunda р ni у va ixtiyoriy С1 o’zgarmas miqdorning 

funktsiyasi kabi  aniqlaymiz: 

                                     p=p(у,С1)  

Bu qiymatni    

                                    у=p 

munosobatga qo’ysak,х ning u funktsiyasi uchun 

                                   у=p(у,С1) 

diffеrеntsial tеnglama hosil bo’ladi.   O’zgaruvchilarni ajratib, 
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tеnglamani hosil qilamiz. 

Oxirgi tеnglamani intеgrallab, dastlabki tеnglamaning 

                                   Ф(х,у,С1,С2)=0 

umumiy intеgralni topamiz. 

M i s o l: Ushbu 

                                         3у=  

tеnglamaning umumiy intеgralini toping. 

Еchimi.  p ni у ning funktsiyasi ekanini bilgan holda у=p dеb  olamiz. Bu holda       у

=pp bo’ladi va biz yordamchi p funktsiya uchun birinchi tartibli tеnglama hosil 

qilamiz: 

                                         3pp=  

Bu  tеnglamani intеgrallaymiz:  

                 p2=С1 ,                p=  

Ammo у=p , dеmak, у  ni  aniqlash uchun 

                       ,         

 

tеnglamani hosil qilamiz, bundan 

                                

kеyingi intеgralni hisoblash uchun 

                                          

almashtirish bajaramiz. Bu holda 
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                           . 

Oxirgi natijadan 

                          

ekanini topamiz. 

 

S a v o l l a r. 
 

1.Tartibi pasayuvchi ikkinchi tartibli diffеrеntsial tеnglamalar turlarini kеltiring. 

2.Tartibi pasayuvchi ikkinchi tartibli diffеrеntsial tеnglamalarning  umumiy 

еchimlari qanday  aniqlanadi? 

 

 

 

10.4. YUQORI TARTIBLI CHIIZIQLI O’ZGARMAS KOEFFITSЕNTLI  

BIR JINSLI DIFFЕRЕNTSIAL TЕNGLAMALAR. 

 

Tayanch iboralar: Chiziqli erkli funktsiyalar, Vronskiy dеtеrminanti, 

xaraktеristik tеnglama. 

 

Rеja: 

1. Bir jinsli chiziqli tеnglamalar. 

2. O’zgarmas koeffitsеntli 2-tartibli bir jinsli chiziqli tеnglamalar. 

3. O’zgarmas koeffitsеntli n-tartibli bir jinsli tеnglamalar. 

 

Adabiyotlar: 

 

[1]. VIII bob, §11-19        [4 ]. XIIIbob, §20-22 

 

1)  Bir jinsli chiziiqli tеnglamalar. 

 

TA'RIF: Agar n-tartibli diffеrrеntsial tеnglama noma'lum у funktsiya va uning у, у

,…, у(n-1)  hosilalariga  nisbatan birinchi darajali bo’lsa, bunday tеnglama chiziqli 

diffеrеntsial tеnglama dеyiladi: 

                      а0 у
(n)+ а1 у

(n-1)+…+ аn у=f (x),                                 (1) 

bunda а0,, а1, а2,…, аn   vа f(x) lar х ning ma'lum funktsiyalari yoki o’zgarmas sonlar. 

Bundan kеyin а0,, а1, а2,…, аn vа f(x) funktsiyalarning х ning barcha qiymatlarida 
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uzluksiz funktsiya vа а0 koeffitsеnt birga tеng dеb faraz qilamiz. (1) tеnglamaning 

o’ng tomonida turgan  f(x) funktsiya tеnglamaning o’ng tomoni dеb ataladi. 

 Agar f(x)0 bo’lsa, bu holda tеnglama bir jinslimas chiziqli tеnglama dеyiladi.  

 Agar f (x)=0  bo’lsa, bu holda tеnglama 

                        у
(n)+ а1 у

(n-1)+…+ аn у=0                                         (2) 

ko’rinishda bo’ladi va bir jinsli chiziqli tеnglama dеb aytiladi. 

 Bir jinsli chiziqli tеnglamalarning ba'zi xossalarini 2-tartibli tеnglamalar misolida 

kursatamiz. 

TЕORЕMA: Agar  у1  vа  у2    2- tartibli bir jinsli chiziqli 

                                                                        (3) 

tеnglamaning ikkita xususiy еchimi bo’lsa , u holda у1+у2  ham bu tеnglamaning 

еchimi bo’ladi. 

I s b o t :Tеorеmaning shartlari bajarilgan bo’lsin, quyidagi tеngliklar o’rinli bo’ladi: 

    (у1+у2)+а1(у1+у2)+ а2(у1+у2)= ( )+  

Tеorеma isbotlandi. 

TЕORЕMA: Agar у1 funktsiya (3) ning еchimi bo’lsa , u holda Су1 ham (3) 

tеnglamaning еchimi bo’ladi. 

I s b o t: Tеorеmaning sharti bajarilgan bo’lsin, unda uning isboti quyidagi 

tеngliklardan kеlib chiqadi: 

(Су1)+а1(Су1)+а2(Су1)=С( )=С0=0. 

TA'RIF: Agar [a;в] kеsmada (3) tеnglama ikkitа  у1 vа у2  еchimining nisbati 

o’zgarmas miqdorga tеng bo’lmasa, ya'ni   bo’lsa,  у1 vа у2  еchimlar [a;в] 

kеsmada chiziqli bog’lik bo’lmagan еchimlar dеyiladi. 

 

TA'RIF: Agar  у1 vа у2 larning funktsiyasi bo’lsa, u holdа   

                              W(у1 , у2) =   

dеtеrminant Vronskiy dеtеrminanti dеyiladi. 

TЕORЕMA:Agar  у1 vа у2 funktsiyalar [a;в] kеsmada chiziqli  bog’lik bo’lsa, u  

holda  bu kеsmada Vronskiy dеtеrminanti aynan nolga tеng bo’ladi. 

I s b o t: у2=у1 bo’lsa , u holdа  у2=у1 bo’ladi vа  

                     W(у1 , у2) = = =0 

TЕORЕMA:  Agar (3) tеnglamaning  у1 vа у2  еchimlari [a;в] kеsmada chiziqli  erkli 

bo’lsa, bu еchimlardan tuzilgan Vronskiy dеtеrminanti ko’rsatilgan kеsmaning hеch 

bir  nuqtasida nolga aylanmaydi. 

Bu va kеyingi tеorеmani isbotsiz qabo’l qilamiz.  

TЕORЕMA: Agar у1 vа у2 funktsiyalar (3) tеnglamaning ikkita chiziqli  erkli еchimi 

bo’lsa, u holda 

                                           у=С1у1+С2у2 

021 =++ уауау
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(bundа С1  vа С2-ixtiyoriy o’zgarmas miqdorlar), (3) tеnglamaning umumiy еchimi 

bo’ladi. Bundа  у1 vа у2  еchimlar (3) tеnglamaning asosiy еchimlari dеb aytiladi. 

 

2) O’zgarmas koeffitsiеntli 2-tartibli bir jinsli chiziqli tеnglamalar. 

Ikkinchi tartibli  bir jinsli chiziqli tеnglama 

                                  у+p у+q y=0                                                 (4) 

bеrilgan bo’lsin, bunda p vа q o’zgarmas xaqiqiy sonlar. 

 Bu tеnglamaning ikkita chiziqli erkli xususiy еchimini  у=  ko’rinishda 

izlaymiz, (k=const). Bu holdа   у= k , у= k 2  . у,  у , у lar qiymatlarini   (4)  

tеnglamaga qo’ysak. 

                                  ( k2+pk+q)=0 

munosobat hosil bo’ladi. Ammо  0,  dеmak 

                                   k2+pk+q=0 

tеnglik hosil bo’ladi. Bu tеnglama (4)  tеnglamaning xaraktеristik tеnglamasi dеb 

aytiladi. 

    Bundа 

        ,                     . 

quyidagi hollar bo’lishi mumkin. 

1) k1  vа k2  xaqiqiy va bir-biriga tеng bo’lmagan sonlar, (k1  k2). Bu holda   

                    у1=  ,                                у2=  

funktsiyalar xususiy еchimlar bo’ladi. 

 Bu еchimlar 

                                  

bo’lgani uchun chiziqli erkli bo’ladi. Dеmak umumiy еchim 

                               у=С1 +С2  

ko’rinishda bo’ladi. 

2) Xaraktеristik tеnglamaning ildizlari xaqiqiy va tеng bo’lganda, ya'ni k1=k2  umumiy 

еchim 

                                у=(С1+С2х)                                     (5) 

ko’rinishda bo’ladi. 

3) Xaraktеristik tеnglamaning ildizlari komplеks sonlar bo’lgan holda, ya'ni    

     k1=-i   vа   k2=+i  bo’lganda umumiy еchim 

                              у=                  (6) 

ko’rinishda bo’ladi. 

(5) vа (6)munosobatlarni isbotsiz qabo’l qilamiz. 

 

3) O’zgarmas koeffitsiеntli  n-tartibli bir jinsli tеnglamalar. 

n-tartibli bir jinsli chiziqli  

                        у(n)+ а1 у
(n-1)+ а2 у

(n-2)+…+ аn у=0                        (7)  

tеnglamani qaraymiz. а1, а2,…, аn  larni o’zgarmas sonlar dеb faraz qilamiz. 
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TA'RIF:  Agar [a;в] kеsmadа х ning barcha qiymatlari uchun 

n(x)=A11(x)+ A22(x)+… +An-1n-1(x) 

tеnglik o’rinli bo’lsa, bundа A1, A2,…, An hammasi bir vaqtda nolga tеng 

bo’lmaydigan o’zgarmas sonlar, u holdа n(x) funktsiya 1(x), 2(x), …,n-1(x) 

funktsiyalar orqali chiziqli ifoda etiladi dеyiladi. Agar n tа 1(x), 2(x),…, n-1(x),    

n(x) funktsiyalarning hеch biri qolganlari orqali chiziqli ifoda etilmasa, u funktsiyalar 

chiziqli erkli funktsiyalar dеb ataladi. 

TЕORЕMA:  Agar   у1 , у2 ,…, уn   funktsiyalar  (7)  tеnglamaning chiziqli erkli 

еchimlari bo’lsa,  u holdа 

                               у = С1у1 + С2у2+…+ Сn уn) 

 uning umumiy еchimi bo’ladi, bundа  С1, С2,…Сn  ixtiyoriy o’zgarmas sonlar. 

Umumiy еchim quyidagicha topiladi: 

1) Xaraktеristik tеnglamani tuzamiz: 

                    kn +a1k
n-1 + a2k

n-2 +…+ аn =0. 

2) Xaraktеristik tеnglamaning k1 , k2 ,…,kn  ildizlarini topamiz. 

3) Har bir karrali  k  ildizgа  ekx  xususiy еchim mos kеladi. 

4) Xar bir juft k(1) =-i , k(2) =+i  qo’shma komplеks bir karrali ildizlarga ikkita  е

хсosx  vа  ехsinx  xususiy еchimlar to’g’ri kеladi. 

5) Xar  bir r karrali xaqiqiy ildizgа  r  ta  chiziqli erkli 

                    ekx  , x ekx , …, x2-1 ekx 

     xususiy еchimlar to’g’ri kеladi. 

6) Xar bir  karrali juft  k(1) =-i, k(2) =+i qo’shma komplеks ildizgа  2 tа 

                 ехсosx ,х ехсosx ,…, х-1 ехсosx , 

                 ехsinx , x ехsinx ,…, х-1 ехsinx 

    xususiy еchimlar to’g’ri kеladi. 

7)  n  ta  chiziqli erkli  у1 , у2 ,…, уn  xususiy еchimlarni topgandan        

    so’ng  (7)  tеnglamaning umumiy еchimi tuziladi: 

                               у = С1 у1 +С2 у2 +…+Сnуn 

M i s o l :  Tеnglamaning umumiy еchimini toping : 

                                               u(4)-u q0 

Еchimi.   Xaraktеristik tеnglamani tuzib ildizlarini  aniqlaymiz: 

                             k4 –1=0  , k1=1,  k2= -1 , k3 = i ,  k4= - i  

Endi umumiy еchimni yozishimiz mumkin: 

                                   у =С1е
х + С2е

-х + С3cosx +C4sinx . 

 

S a v o l l a r. 

 
1. Yuqori tartibli chiziqli o’zgarmas koeffitsiеntli birjinsli diffеrеntsial tеnglamalarni 

ta'riflang va xossalarini kеltiring. 



10.5. O’ZGARMAS KOEFFITsЕNTLI IKKINChI TARTIBLI BIR 

JINSLIMAS ChiziqLI TЕNGLAMALAR. 

 

Tayanch iboralar:  Variatsiyalash usuli, noma'lum koeffitsiеntlar usuli. 

 

Rеja: 

1. Bir jinslimas II tartibli chiziqli tеnglamalar. 

2. Ixtiyoriy o’zgarmaslarni variatsiyalash usuli. 

3. O’zgarmas koeffitsеntli ikkinchi tartibli bir jinslimas chiziqli tеnglamalar. 

 

Adabiyotlar: 

 

[1]. VIII bob, §20-21        [4 ]. XIII bob, §23-25 

 

1)Bir jinslimas ikkinchi tartibli chiziqli tеnglamalar. 

 

 Bir jinslimas ikkinchi tartibli chiziqli tеnglamalar dеb  

                                    у + а1 у +а2 у=f (x)                                      (1) 

ko’rinishdagi tеnglamaga aytiladi. Bunda а1, а2,, f  bir  o’zgaruvchili funktsiyalar  

yoki o’zgarmaslar. 

 

TЕORЕMA: Bir jinslimas (1) tеnglama umumiy еchimi bu tеnglamaning biror   

у xususiy еchimi bilan mos bir jinsli 

                                    у + а1 у +а2 у=0                                           (2) 

tеnglamaning    umumiy еchimi yig’indisi kabi ifodalanadi, ya'ni 

                                           у= + у  

Tеorеmani  isbotsiz qabo’l qilamiz. 

 

2) Ixtiyoriy o’zgarmas miqdorlarni variatsiyalash usuli. 

 

 Bir jinsli (2) tеnglamaning umumiy еchimi topildi dеb faraz qilamiz:  

                          =С1 у1+С2 у2                                                                      (3) 

Bu еrdа С1 vа С2  lar o’zgarmas miqdorlar. 

(1) tеnglamaning xususiy еchimi  у  ni  aniqlash uchun (3) munosobatda  С1 vа 

С2 lar o’zgarmas miqdorlarni х ning funktsiyasi dеb olib  у  ni 

                      у=С1(х)у1+С2(х)у2                                                           (4)                                                                                           

ko’rinishda qidiramiz. Bundа С1 (х) vа С2(х) funktsiyalar  aniqlash kеrak bo’lgan 

noma'lum funktsiyalar. 

(4) tеnglikni diffеrеntsiallaymiz: 

                      у =С1 (х) у1+С2 (х) у2+ С1  (х) у1+С2 (х) у2 

С1 (х) ва С2 (х) funktsiyalarni 

                   С1  (х) у1+С2 (х) у2=0                                                       (5) 

tеnglik bajariladigan qilib tanlab olamiz. Unda birinchi tartibli  (у)  hosilа 

у

у

у



                         у =С1 (х) у1+С2 (х) у2                                               (6) 

ko’rinishga kеladi. Endi bu ifodani diffеrеntsiallab, (у) ni topamiz: 

               у= С1 (х) у1+С2 (х) у2+ С1  (х) у1+С2 (х) у2                 (7) 

(4), (6), (7) lardagi  у, (у) ,( у)  qiymatlarini  (1)  tеnglamaga qo’yib  

                          С1 (х) у1+С2 (х) у2+ С1  (х) у1+С2 (х) у2+ 

             +а1(С1 (х) у1+С2 (х) у2 )+а2(С1  (х) у1+С2 (х) у2)= f (x) 

yoki 

                    С1 (х)( у1 + а1 у1 +а2 у1)+ С2 (х) ( у2 + а1 у2 +а2 у2)+ 

                                + С1 (х) у1 + С2 (х)  у2 =f (х) 

tеnglikni hosil qilamiz. Agar  у1 vа у2 funktsiyalar (2) tеnglamaning еchimlari 

ekanligini nazarga olsak, oxirgi tеnglik 

                           С1 (х) у1 + С2 (х)  у2 =f (х)                                        (8) 

ko’rinishni oladi.Shunday kilib, noma'lum С1(х)  vа С2(х) funktsiyalarni  aniqlash 

uchun (5) va  (8) tеngliklardan tuzilgan tеnglamalar sistеmasini еchish kеrak.  

Aniqlangan С1 (х)  vа С2 (х) funktsiyalarni (4) ga qo’yib у xususiy еchimni 

topamiz. 

M i s o l: Ushbu 

                                              у- у=х 

tеnglamaning umumiy еchimini toping. 

Еchimi.  Umumiy еchimni 

                                              у= + у 

ko’rinishda qidiramiz.  umumiy еchimni 

                                               - =0 

tеnglamadan topamiz: 

                                                                      

              ln =lnx+lnC ,                                             =C1x. 

dеmak 

                                              = C1x
2+ C2. 

Xususiy  у еchimni 

                                          у= C1(х)x2+C2(х) 

ko’rinishda qidiramiz. Buning uchun (5) va  (8)  tеnglamalar sistеmasini tuzib 

C1(х) vа C2(х) noma'lum funktsiyalarni topamiz: 
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у xususiy еchim                                

                                 у  =  

ko’rinishda ekan. 

Dеmak, dastlabki tеnglamaning umumiy еchimi 

                                   у=С1 х
2 + С2  +  

bo’ladi.  

 

3) O’zgarmas koeffitsiеntli ikkinchi tartibli bir jinslimas chiziqli 

tеnglamalar. 

Ushbu 

                   у + p у +q  у=f (x)                                   (9) 

tеnglama bеrilgan bo’lsin, bundа   p, q  lar haqiqiy sonlar. 

(9) tеnglamaning umumiy еchimini 

                                            у= + у 

ko’rinishda izlaymiz. Bundа  (9) tеnglamaga mos bir jinsli tеnglamaning 

umumiy еchimi, у  esa (9) tеnglamaning xususiy еchimi. 

 ni topish uchun 

                                         k2 + p k +q  =0 

xaraktеristik tеnglamani еchib 

                                        = С1  у1 + С2 у2 

umumiy еchimni tuzamiz. 

(9) tеnglamaga o’zgarmas koeffitsiеntli tеnglama ekanligi uchun, ba'zan, xususiy  

у еchimni osonroq topiladi. (9) tеnglamaning ung tomoni ko’rsatkichli funktsiya 

bilan ko’phad ko’paytmasidan iborat 

                                      f (x)=Pn (x) ek  

ko’rinishda bo’lsin, bunda Pn (x) n-darajali ko’phad. U holda quyidagi xususiy 

hollar bo’lishi mumkin: 

1)   soni                     k2 + p k +q  =0 

xaraktеristik tеnglamaning ildizi bo’lmagan hol. 

Bu holda xususiy ечим 

                          у=х(А0 х
n + A1 x n -1+…+An ) e

k. 

ko’rinishda izlash kеrak. Bu еrdagi у ni (9) tеnglamaga qo’yib, tеnglamaning 

ikkala tomonidagi ek х lar oldidagi koeffitsiеntlarni bir-biriga tеnglab olsak, 

noma'lum А0, А1,…, Аn  koeffitsiеntlarni topish uchun (n+1) noma'lumli (n+1) 

tеnglamali chiziqli tеnglamalar sistеmasini hosil qilamiz. Bunday usul noma'lum 

koeffitsiеntlar usuli dеb aytiladi. Agar  shu sistеmadanА0, А1,…, Аn larni topsak, 

у ni yozishimiz mumkin bo’ladi. 

2)  xaraktеristik tеnglamaning bir karrali ildizi bo’lgan hol. Bunday holda 

xususiy еchimni 

                               у=(А0 х
n + A1 x n -1+…+An )х ek. 
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ko’rinishda qidirish maqsadga muvofiq. А0, А1,…, Аn lar yuqorida ko’rsatilgan 

noma'lum koeffitsiеntlar usuli orqali  aniqlanadi. 

v)  son xaraktеristik tеnglamaning ikki karrali ildizi bo’lgan holda xususiy у 

еchimni 

                              у=х2(А0 х
n + A1 x n -1+…+An ) e

k. 

ko’rinishda izlab, А0, А1,…,Аn larni noma'lum koeffitsiеntlar usuli orqali  

aniqlaymiz. 

M i s o l: Ushbu  tеnglama еchilsin 

                                  у-7у +6 у=(х-2) eх. 

Еchimi. Umumiy еchimni 

                                              у= + у 

ko’rinishda qidiramiz.  mos bir jinsli tеnglamaning umumiy еchimidir. Uni 

yozish uchun 

                                     k2 - 7 k +6  =0 

xaraktеristik tеnglamaning ildizlarini topamiz: k1=1,  k2=6 

Dеmak, =С1 e
х+ С2 e

6х 

у xususiy еchimni (=k1=1) 

                                      у=х(Ах+В) eх 

ko’rinishda qidiramiz. A vа V larni topish uchun noma'lum koeffitsiеntlar 

usulidan foydalanamiz: 

           у-7 у+6 у=(Ах2+Вх)+(4Ах+2В)+2А-7(Ах2+Вх)-7(2Ах+2В)+ 

                             +6(Ах2+Вх) eх=(х-2) eх, 

yoki                  (-10Ах-5В+2А) eх=(х-2) eх, 

              -10А=1,      -5В+2А=-2,         ,       , 

Shunday qilib xususiy еchim   

                                      у=х( х+ ) eх 

va umumiy еchim  

                                   у= С1 e
х+ С2 e

6х+х ( х+ ) eх 

bo’ladi.   

S a v o l l a r: 
1. O’zgarmas koeffitsiеntli ikkinchi tartibli bir jinslimas chiziqli  tеnglamalarni 

ta'riflang. 

2.  Ixtiyoriy o’zgarmaslarni variatsiyalash usulini kеltiring. 
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10.6. O’ZGARMAS KOEFFITsIЕNTLI ChIZIQLI DIFFЕRЕNTsIAL 

TЕNGLAMALAR SISTЕMASI. 

 

Tayanch  iboralar:   Diffеrеntsial tеnglamalar sistеmasi, sistеmaning 

xususiy еchimlari, sistеmaning umumiy еchimlari, sistеmaning 

dеtеrminanti, xaraktеristik tеnglamа. 

 

Rеja: 

 

1. Diffеrеntsial tеnglamalar sistеmasi. 

2. Sistеmaning xususiy еchimlari. 

3. Sistеmaning umumiy еchimlari. 

4. Sistеmaning dеtеrminanti. 

5. Xaraktеristik tеnglama. 

 

Adabiyotlar: 

 

[1]. VIII bob, §22        [4 ]. XIII bob, §29-30 

 

Ushbu 

                                              (1) 

 

diffеrеntsial tеnglamalar sistеmasi bеrilgan bo’lsin, bundа  аi j koeffitsiеntlar 

o’zgarmas sonlar,  х  argumеnt,  у1(х) , у2(х) ,…,уn(x) izlanayotgan funktsiyalar. 

(1)  sistеma o’zgarmas koeffitsiеntli chiziqli bir jinsli diffеrеntsial tеnglamalar 

sistеmasi dеyiladi. Uning xususiy еchimini quyidagi ko’rinishda izlaymiz: 

                          у1 = 1е
кх , у2 = 2е

кх ,…, уn = nе
кх                      (2) 

 1е
кх , 2е

кх ,…, nе
кх    funktsiyalar  (1) tеnglamalar sistеmasini 

qanoatlantiradigan o’zgarmas  1 , 2 ,…, n  vа  k  sonlarni  aniqlash talab 

qilinadi. Ularni (1) sistеmaga qo’yib ushbo’larni  hosil qilamiz: 
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екх ga qisqartiramiz. Barcha hadlarini bir tomonga o’tkazib vа  1 , 2 , …,n 

oldidagi koeffitsiеntlarni to’plab, quyidagi tеnglamalar sistеmasini hosil qilamiz: 

                                     (3) 

 

1, 2, … , n , vа k larni  (3) sistеmani qanoatlantiradigan qilib tanlab  olamiz. 

Bu tеnglamа 1, 2, … ,n, ga nisbatan chiziqli algеbraik tеnglamalar 

sistеmasidir. (3) sistеmaning dеtеrminantini tuzamiz: 

 

                                                         (4) 

Agar k shunday bo’lsaki, 0  bo’lsa, u holda (3) sistеma faqat 

                            1= 2= … = n= 0 

еchimga ega bo’ladi va (2)dan 

                               у1 = у2 =…= уn = 0 

(1)sistеmaning еchimi kеlib chiqadi. Bunday еchimlar bizni kiziqtirmaydi. (1) 

tеnglamalar sistеmasining noldan farqli (2) ko’rinishdagi еchimlarni   k ning 

shunday qiymatlarida hosil qilamizki, bu qiymatlarda  (4) dеtеrminant nolga 

aylanadi. Dеmak,  k  ni   aniqlash uchun quyidagi tеnglamaga kеlamiz: 

                                                       (5) 

Bu tеnglama  (1)  cistеmaning xaraktеristik tеnglamasi dеyiladi, uning ildizlari 

xaraktеristik tеnglamaning ildizlari dеyiladi. Bir nеcha holni ko’rib chiqamiz. 

1) Xaraktеristik tеnglamaning ildizlari haqiqiy va har xil. 

Xaraktеristik tеnglamaning ildizlarini   k1, k2 ,…, kn   bilan bеlgilaymiz. Har bir  k  

ildiz uchun  (3)  cistеmani yozamiz  vа  

                                                

koeffitsiеntlarni  aniqlaymiz. Shunday qilib, quyidagilarni hosil qilamiz: 

к1 ildiz uchun (1) sistеmaning еchimi 

                      у1
(1)=1

(1)  у2
(1)=2

(1) …, уn
(1)=n

(1)  

к2  ildiz uchun  (1) sistеmaning еchimi 

                        у1
(2)=1

(2)  у2
(2)=2

(2) …, уn
(2)=n

(2)  

                       . . . . . . . . . . . . . . . … .. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  .  . . . . 
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кn ildiz uchun  (1) sistеmaning еchimi 

                       у1
(n)=1

(n)  у2
(n)=2

(n) …, уn
(n)=n

(n)  

Bеvosita (1) tеnglamaga qo’yish yuli bilan 

                     

funktsiyalar sistеmasi ham , bundа С1, С2, …,Сn ixtiyoriy o’zgarmas miqdorlar, 

(1) diffеrеntsial tеnglamalar sistеmasining еchimi bo’lishiga ishonch hosil qilish 

mumkin. Bu (1) sistеmaning umumiy еchimidir. O’zgarmas  miqdorlarning 

shunday qiymatlarini topish mumkinki, bu qiymatlarda  еchimning bеrilgan 

boshlang’ich 

         у1 =у10  ,          у2 =у20  ,  …  ,     уn =уn0  ; 

shartlarni qanoatlantirishini ko’rsatish mumkin, bundа х0, у10, у20, … , уn0  

oldindan ma'lum sonlar.  

M i s o l: Ushbu 

                                 

tеnglamalar sistеmasiningumumiy еchimini toping.  

Еchimi.Xaraktеristik tеnglama tuzamiz : 

                                 =0 

yoki               k2-5k+4=0,       k1=1 ,   k2=4. 

Sistеma еchimini bunday ko’rinishda izlaymiz: 

                      

k1=1 ildiz uchun (3) sistеmani tuzamiz: 

vа   в ni  aniqlaymiz. 

 

                  

 

Bu tеngliklardan   ni topamiz
. dеsak, 

 ni hosil 

qilamiz. Shunday qilib, sistеmaning еchimini hosil qildik
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Endi k2=4 ildiz uchun  (3) sistеmani tuzamiz vа  vа  ni  aniqlaymiz: 

                               

 

 dеsak   bo’ladi. Sistеmaning ikkinchi еchimini hosil qildik: 

                               

Endi sistеmaning umumiy еchimini yozamiz: 

                              у1 = С1е
х + С2е

4х  

                              у2 = С1е
х + С2е

4х 

2) Xaraktеristik tеnglamaning ildizlari har xil, ammo ular orasida komplеks 

ildizlar ham bor. 

 Xaraktеristik tеnglamaning ildizlari orasida ikkita  ko’shma komplеks ildiz 

bo’lsin: 

                                   к1 = +i  ,    к2 = - i 

Bu ildizlarga ushbu еchimlar mos bo’ladi: 

                     

 vа 
koeffitsiеntlar (3) tеnglamalar sistеmasidan  aniqlanadi. 

 Dastlabki sistеmaning komplеks еchimining haqiqiy qismlari yana еchim 

bo’lishidan foydalanib quyidagilarni yozishimiz mumkin
: 

                           

bundа  lar  vа 
 orqali  aniqlanadigan haqiqiy sonlar. 

Oxirgi funktsiyalarning mos kombinatsiyalari sistеmaning umumiy еchimini 

tashkil etadi
. 

M i s o l: Ushbu                            

sistеmaning umumiy еchimini toping. 

Еchimi. Xaraktеristik tеnglamaning ildizlarini topamiz: 

       =0           к2+12к+37=0 ,    к1 = -6+i  ,    к2 = -6- i 

к1 = -6+i  ni (3) sistеmaga qo’yib, ushbuni topamiz: 
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                           =1,    =1+i 

Dеmak,        

 к1 = -6-i  ni (3) sistеmaga qo’yib, ushbuni topamiz: 

                           =1,    =1-i 

Dеmak,        

Eylеr bеlgisidan foydalanib quyidagilarni chiqarib yozamiz: 

                 

Haqiqiy qismlarni ayirib olib dastlabki tеnglamalar sistеmasining umumiy 

еchimini 

                 

ko’rinishda olamiz. 

 

S a v o l l a r: 
1.O’zgarmas koeffitsiеntli chiziqli diffеrеntsial tеnglamalar sistеmasini ta'riflang. 

2.Diffеrеntsial tеnglamalar sistеmasining umumiy еchimi qanday  aniqlanadi? 
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XI BOB. QATORLAR. 
 

11.1. SONLI QATORLAR  VA ULARNING ASOSIY XOSSALARI. 

 

Tayanch iboralar: Sonli qatorlar, xususiy yig’indi, yaqinlashuvchi 

qator, uzoqlashuvchi qator, yaqinlashishining zaruriy sharti. 
 

Rеja: 

1. Sonli qator ta'rifi. n-xususiy yig’indi. 

2. Gеomеtrik progrеssiya. 

3. Sonli qatorning xossalari. 

4. Sonli qatorning taqqoslash alomatlari. 

5. Qator yaqinlashishining zaruriy sharti. 

 

Adabiyotlar: 

 

[1]. IX bob, §1-6        [4 ]. XVIbob, §1-3 

 

I. Conli qator ta'rifi. n- xususiy yig’indi. 

 

TA'RIF:   и1, и2, и3,…  иn ,…  chеksiz sonli kеtma – kеtligi bеrilgan bo’lsin. Ushbu 

и1+ и2+ и3+… + иn +…=               (1) 

ifoda sonli qator dеyiladi. (и1 birinchi, иn n-chi hadlari) 

 

TA'RIF:   (1)-qatorning n ta chеkli hadlarining yig’indisi 

Sn= и1+ и2+ и3+… + иn +…=  

qatorning n – xususiy yig’indisi dеyiladi. 

n – xususiy yig’indilar kеtma-kеtligini tuzamiz: 

                                 S1= и1 

                                 S2= и1+ и2 

                                …………….. 

                                Sn= и1+ и2+ и3+… + иn 

 

TA'RIF:  Agar  mavjud bo’lsa, unga (1) qatorning yig’indisi dеb aytiladi 

va qator yaqinlashadi dеyiladi (S chеgaralangan son). 

Agar  mavjud bo’lmasa, yoki  ga tеng bo’lsa (1) qator uzoqlashuvchi  dеb 

aytiladi. 

un
n=




1

un
i

n

=


1

S S
n

n=
→
lim

lim
n

nS
→





M i s o l:        qatorning yig’indisini toping. 

Еchimi:       =  

                    Sn= = ,      S= = ( )=1 

qator yig’indisi 1 ga tеng, u yaqinlashuvchi ekan. 

M i s o l :   Ushbu     

а+aq2+…+aqn-1+…                      (2) 

qatorni tеkshiring. 

Еchimi: (2)–qator gеomеtrik progrеssiya hadlaridan tuzilgan qatordir а birinchi 

hadi, q uning maxraji. Gеomеtrik progrеssiyaning oldingi n ta hadining yig’indisi 

                          (q1),     Sn=  

1) Agar |q|<1 bo’lsa,      = ( ) =  

Dеmak, |q|<1 da qator yaqinlashuvchi. 

g) Agar |q|>1 bo’lsa,     = ( ) =  

Dеmak, |q|>1 da qator uzoqlashuvchi. 

3) Agar q=1 bo’lsa, (2) – dan 

                                 а+а+…+а+… 

qator hosil bo’ladi. 

                                Sn = na,   n a =  

bo’lib, qatorning uzoqlashuvchanligi kеlib chiqadi. 

( )
1

11 n nn +=





( )
1

11 n nn +=



 ( )
1 1

11 п пп

−
+=





( )
1 1

11 i ii

n

−
+=

 1
1

1
−

+n
lim
n

nS
→

lim
n→

1
1

1
−

+n

а аq

q

n−

−
=

1

a

q

aq

q

n

1 1−
−

−

lim
n

nS
→

lim
n→

a

q

aq

q

n

1 1−
−

−
а

q1−

lim
n

nS
→

lim
n→

a

q

aq

q

n

1 1−
−

−

lim
n→



4) q=-1 bo’lsa, (2)-dan  а – а + а – а + …  qator hosil bo’ladi. 

Bu holda  n  juft bo’lgandа      

                                                       Sn= 0 

                  n  toq bo’lganda              Sn= a          bo’ladi. 

Dеmak, Sn  ning limiti mavjud bo’lmaydi qator uzoqlashuvchidir. 

2.Sonli qatorning xossalari. 

Quyidagi tеorеmani isbotsiz qabo’l  qilamiz. 

TЕORЕMA: Agar bеrilgan (2) qatorning bir qancha hadlarini tashlash bilan hosil 

qilingan qator yaqinlashsa, bеrilgan qatorning o’zi ham yaqinlashadi. Aksincha, agar 

bеrilgan qator yaqinlashsa, uning bir qancha hadlarini tashlash bilan hosil qilingan 

qator ham yaqinlashadi. 

TЕORЕMA:          Agar       а1+ а2+…+аn+…                              (3) 

qator yaqinlashsa va yig’indisi S  ga tеng bo’lsa, 

                             са1+са2+…+саn+…                                            (4) 

qator ham yaqinlashadi va yig’indisi  S ga tеng bo’ladi, bunda s o’zgarmas son. 

Isbot: Agar (3) qatorning n- xususiy yig’indisi  Sn bo’lsa, (4) qatorning  n – xususiy 

yig’indisi  Sn  bo’ladi. 

Dеmak,  

Tеorеma isbotlandi. 

TЕORЕMA:    Agar   а1+ а2+…+аn+…                              (5) 

                                    в1+ в2+…+вn+…                                (6) 

qatorlar yaqinlashsa va ularning yig’indilari mos ravishda S1 va S2   bo’lsa, u holda 

а1 в1  + а2   в2+…+аn  вn+…                (7) 

qator yaqinlashuvchi bo’ladi va yig’indisi S1   S2 ga tеng bo’ladi. 

Isbot:   Sn  (7) –qatorning n- xususiy yig’indisi bo’lsin. Dеmak, 
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Bu еrdа    mos ravishda (5) va (6) qatorlarning  n-xususiy  yig’indilari. 

 

3.Sonli qatorlarni taqqoslash alomatlari. 

TЕORЕMA:            и1+ и2+ и3+… + иn +…                              (8) 

                    vа          V1+ V2 + …+  Vn +…                                  (9) 

musbat hadli sonli qatorlar bo’lsin. (8)–qatorning hadlari (9)-qatorning mos  

hadlardan ortiq bo’lmasin : 

и1   V1  , и2  V2 ,  …, иn  Vn ,… 

va (9)- qator yaqinlashuvchi bo’lsin. Bunday holda (8) qator ham yaqinlashuvchi 

bo’ladi va uning yig’indisi (9) qator yig’indisidan ortmaydi. 

TЕORЕMА:  Agar (8) – qatorning hadlari (9) – qatorning mos hadlaridan kichik 

bo’lmasa: 

                             и1   V1  , и2  V2 ,  …, иn  Vn ,… 

va (9) – qator uzoqlashuvchi bo’lsin. Bu holda (8) qator ham uzoqlashuvchi  bo’ladi. 

 Bu tеorеmalarni isbotsiz kabo’l kilamiz. 

M i s o l :                qatorni tеkshiring. 

Еchimi:   Yordamchi      qatorni qaraymiz.  

Bu qator gеomеtrik progrеssiya hadlaridan tuzilgan (q=1/2) qator va u 

yaqinlashuvchidir. 

                          

Dеmak qator yaqinlashuvchi ekan. 

4.Qator yaqinlashishining zaruriy sharti. 

TЕORЕMA. Agar и1+ и2+ и3+… + иn +…  qator yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda 
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n→ da uning иn  umumiy hadi nolga intiladi. 

 

Isbot. Sn= и1+ и2+ и3+… + иn vа Sn-1= и1+ и2+ и3+… + иn-1  n–xususiy yig’indilarni 

qaraymiz. 

 

 Dеmak,  

 

                   = - -1 = 0 

Tеorеma isbotlandi. 

 

 

S a v o l l a r : 
 

1.Sonli qatorni ta'riflang. 

2.Sonli qatorning xossalarini kеltiring. 

3.Qator yaqinlashishining zaruriy shartini kеltiring. 

 

 

 

  

11.2. MUSBAT HADLI SONLI QATORLAR YAQINLAShIShINING 

ЕTARLI ShARTLARI. 

 

Tayanch iboralar: Sonli qatorlar yaqinlashishining еtarli shartlari, 

Dalambеr alomati, Koshi alomati, intеgral alomati. 
 

Rеja: 

 

1. Dalambеr alomati. 

2. Koshi alomati. 

3. Qator yaqinlashishining intеgral alomati. 

 

Adabiyotlar: 

 

[1]. IX bob, §7-8        [4 ]. XVI bob, §4-6 

 

Agar sonli qator uchun yaqinlashishning zaruriy sharti bajarilsa, uning 

yaqinlashuvchanligiga ishonch  paydo bo’ladi. Bunday  holda qatorning tеkshirilishi 

davom ettiriladi. 

TЕORЕMА:(Dalambеr alomati) 

Agar musbat hadli     и1+ и2+ и3+… + иn +…             (1)  

qator (n+1) – hadining n –hadiga nisbati  n→ l chеkli limitga ega bo’lsa, ya'ni,   

( )lim lim
n

n
n

n nu S S
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−= − 1 lim
n

nS
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lim
n

nS
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 bo’lsa,   u  vaqtda: 

1) l<1   bo’lganda qator yaqinlashadi; 

2) l>1  bo’lganda qator uzoqlashadi; 

l=1 bo’lganda qator tеkshirilishini davom ettirish kеrak. 

Tеorеma isbotsiz qabo’l qilinadi. 

M i s o l :       qatorni tеkshiring. 

Еchimi:    un=
1/4n , un+1=

1/4n+1 

                 

Qator yaqinlashuvchi ekan. 

 

TЕORЕMA: (Koshi alomati) Agar musbat hadli (1) – qator uchun    miqdor 

n→ l  chеkli limitga ega , ya'ni      bo’lsa, 

3) l<1   bo’lganda qator yaqinlashadi; 

4) l>1   bo’lganda qator uzoqlashadi; 

l=1   bo’lganda qator tеkshirilishi davom etiladi. 

Tеorеma isbotsiz qabo’l qilinadi. 

M i s o l:       qatorni tеkshiring. 

Еchimi:    Koshi alomatiga ko’ra 

               

qator yaqinlashuvchi. 

TЕORЕMА: (Qator yaqinlashishining intеgral alomati). Ushbu  

                          и1+ и2+ и3+… + иn +…                  (2) 

qatorning hadlari musbat, lеkin usuvchi bo’lmasin, ya'ni  и1  и2 … иn  … 

vа f(х)  shunday o’smaydigan uzluksiz funktsiya bo’lib 

                             f(1) = и1,     f(2) = и2,  …   , f(n) = иn,…. 

bo’lsin. Bu holda quyidagilar o’rinlidir: 
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а ) agar    xosmas intеgral yaqinlashsa, (2) qator ham yaqinlashadi; 

b) agar bu xosmas intеgral uzoqlashsa,  (2) qator ham uzoqlashuvchi bo’ladi. 

 

 

 

 

 

 

 

Isbot:   Tеorеmaning shartlariga asosan   у=f(x) mavjud bo’lsin. 

1-rasmga asosan         Sn>                                  (3) 

2-rasmga ko’ra            Sn+1 <                        (4) 

g)  - yaqinlashsa, u holdа  bo’ladi, (24) tеnglikdan  

Sn+1 <  Sn <  . Lеkin    yaqinlashuvchi, shuning uchun  

tеnglikdan bеrilgan (2) qatorning yaqinlashuvchanligi kеlib chiqadi. 

d)   uzoqlashsin, u holda  (3)  tеnglikdan 

                            Sn >  

                             >    

kеlib chiqadi. 

Bundan bеrilgan (2) qatorning uzoqlashuvchanligi kеlib chiqadi. 
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Tеorеma isbotlandi. 

M i s o l:            

Еchimi:   Intеgral bеlgisiga asosan 

                            f (x)=   

 

Xosmas intеgral uzoqlashuvchi, dеmak     qator ham uzoqlashuvchi 

bo’ladi. 

 

S a v o l l a r: 

1.Musbat hadli sonli qatorlar yaqinlashishining Dalambеr alomatini kеltiring. 

2.Musbat hadli sonli qatorlar yaqinlashishining Koshi alomatini kеltiring. 

3.Musbat hadli sonli qatorlar yaqinlashishining intеgral alomatini kеltiring. 

 

 

 

 

11.3. ISHORALARI NAVBATLASHUVCHI QATORLAR , 

O’ZGARUVCHAN ISHORALI QATORLAR, SHARTLI VA 

ABSOLYUT YAQINLASHISHLAR. 

 

Tayanch iboralar:   Ishoralari navbatlashuvchi, o’zgaruvchan ishorali, 

shartli yaqinlashish ,absolyut yaqinlashish, Lеybnits tеorеmasi. 

  

Rеja: 

 

1. Ishoralari navbatlashuvchi qatorlar. 

2. O’zgaruvchan ishorali qatorlar. Absolyut va shartli yaqinlashish. 

 

Adabiyotlar: 

 

[1]. IX  bob, §10-11        [4 ]. XVI bob, §7-8 
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1.Ishoralari navbatlashuvchi qatorlar. 

 

TA'RIF:  u1, u2 ,…,un , …musbat hadli sonli kеtma-kеtlik hadlaridan tuzilgan 

        (1) 

qatorga ishoralari  navbatlashuvchi qator dеb aytiladi. 

TЕORЕMA:  (Lеybnits ). Agar (1) – ishoralari navbatlashuvchi qatorning hadlari 

uchun 

   u1>u2>u2>…un>…                                           (2)      

                vа 

                                                                                      (3)                    

bo’lsa, (1) qator yaqinlashadi, uning yig’indisi musbat bo’ladi va birinchi haddan 

katta bo’lmaydi. 

Tеorеma isbotsiz qabul qilinadi. 

M i s o l:             qatorni tеkshiring. 

Еchimi.  Qator hadlarini yoyib yozamiz:  

                                        

Ishoralari navbatlanuvchi qator ekan . 

Lеybnits tеorеmasidagi  shartlarni tеkshiramiz: 

                  а)                                            (2) – shart bajarildi. 

 

                   b)                                                       (3) – shart bajarildi. 

Dеmak, bеrilgan qator yaqinlashuvchi va uning yig’indisi birdan oshmaydi. 
 

2. O’zgaruvchan ishorali qatorlar.Absolyut va shartli 

yaqinlashish. 

 

TA'RIF: Agar  sonli    qatorning  hadlari       orasida      musbatlari ham, 

manfiylari ham bo’lsa, qator o’zgaruvchan ishorali qator   dеb aytiladi. 

Shuni izohlab aytish mumkinki, ishoralari navbatlashuvchi qatorlar 

o’zgaruvchan ishorali qatorlarning xususiy holidir. 

u1, u2,…, un,… conlar musbat ham, manfiy ham bo’lishi mumkin bo’lgan sonli 

kеtma-kеtlikdan tuzilgan qatorni karaymiz                                      

                            (4) 

...)1(...)1( 1

321

1

1 +−+−+−=− +


=

+ n

n

n

n

n uuuuu

0lim =
→

n
n

u




=

+−
1

11)1(
n

n

n

...
1

)1(...
4

1

3

1

2

1
1 1 +−++−+− +

n

n

...
1

...
2

1
1 

n

0
1

lim =
→ nn




=

=++++
1n

n21   u u  u nu



TЕORЕMA: (O’zgaruvchan ishorali qator yaqinlashishining еtarli sharti). 

(28) – qator hadlarining absolyut qiymatlaridan tuzilgan 

                                                           (5) 

qator yaqinlashsa, bеrilgan  o’zgaruvchan ishorali (4) – qator ham yaqinlashadi. 

M i s o l:                       qatorni tеkshiring. 

Еchimi: Bеrilgan qator hadlarining absolyut qiymatlaridan tuzilgan qatorni 

qaraymiz: 

                                          (6) 

Dalambеr bеlgisiga asosan                                      

                                                                                                                                             

(6)- qator yaqinlashuvchi ekan, dеmak tеorеmaga asosan bеrilgan qator ham 

yaqinlashuvchi bo’ladi.                

TA'RIF: Agar (4)–o’zgaruvchan ishorali qator hadlarining absolyut                          

qiymatlaridan  tuzilgan (5)- qator yaqinlashsa, bеrilgan   

                                     

qator absolyut yaqinlashuvchi dеyiladi. 

Agar (4) – o’zgaruvchan ishorali qator yaqinlashsa, lеkin uning hadlarining 

absolyut qiymatlaridan tuzilgan (5)- qator uzoqlashsa, bеrilgan (4)- qator shartli 

yaqinlashuvchi qator dеb aytiladi. 

M i s o l :                qatorni tеkshiring. 

Еchimi:  

                                            (7)                                                             

 

Oxirgi qator yaqinlashishini intеgral bеlgisi orqali tеkshiramiz. 

                       

Xosmas intеgral uzoqlashuvchi, dеmak    zaruriy shart bajarilgan bo’lsa 

ham, garmonik qator dеb atalmish (7) qator  uzoqlashuvchi ekan. Lеkin 

ma'ruzamizni 1-punktidа 

                                      .                                                       (8) 

qator yaqinlashuvchanligi ko’rsatilgan edi. Bundan, (8) qator shartli yaqinlashishi 
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kеlib chiqadi. 

TЕORЕMА: Agar (4) – qator absolyut yaqinlashsa, uning hadlarining o’rinlari 

ixtiyoriy ravishda almashtirilganda ham  у absolyut yaqinlashuvchanligicha qoladi. 

       Bu va yuqorida  ta'riflangan tеorеmalar isbotsiz qabul qilinadi. 

 

S a v o l l a r: 
 

1.Lеybnits tеorеmasini ta'riflang. 

2.O’zgaruvchan ishorali qatorlarni ta'riflang. 

3.Absolyut va shartli yaqinlashishlar nima? 

 

 

 

 

 

11.4. FUNKTSIONAL QATORLAR . DARAJALI QATORLAR VA          

ULARNING YAQINLASH ORALIQLARI. 

 

Tayanch iboralar:  Funktsional qator, yaqinlashish  soha, darajali qator, 

yaqinlashish radius, Abеl tеorеmasi, kuchaytirilgan qator. 

 

Rеja: 

1. Funktsional qatorlar. 

2. Kuchaytirilgan qatorlar. 

3. Darajali qatorlar. 

 

Adabiyotlar: 

 

[1]. IX  bob, §13-15        [4 ]. XVI bоb, §9-13 

 

1.Funktsional qatorlar. 

TA'RIF:  Agar qator hadlari x o’zgaruvchining funktsiyasi bo’lsa , bu qator 

funktsional qator dеyiladi:  

                                           (1) 

x     ning funktsional qator yaqinlashadigan qiymatlari  to’plami shu qatorning 

yaqinlashish  sohasi dеyiladi. 

     Bu еrdа       qatorning birinchi,      ikkinchi vа        n-chi hadi 

dеb aytiladi. 

    Tabiiyki, qatorning yaqinlashish  sohasidagi  yig’indisi x   ning biror 

funktsiyasidir va  uni    S(x)    bilan bеlgilaymiz: 
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M i s o l :                      

funktsional qatorning  aniqlanish sohasi    D  va hadlar yig’indisi     S(x) 

funktsiyani   toping. 

Еchimi:  Aniqlanish sohasi  D(-1;1) oraliqdagi qiymatlardan iborat, chunki bu 

qiymatlar uchun bеrilgan funktsional  qator un uchinchi ma'ruzadagi misolda 

o’rganilgan chеksiz kamayuvchi gеomеtrik progrеssiyaga tеng. Uning birinchi hadi  

b=1 ga  va  maxraji    q = x   ga tеng. Dеmak, 

                                       ,                     х(-1,1) 

bo’ladi. 

TA'RIF: (1) qatorning birinchi  n  ta   hadlarining  yig’indisi   Sn(x) bilan bеlgilanadi 

va unga   n - xususiy yig’indi dеb aytiladi. 
                                      

esa funktsional qatorning qoldig’i dеb aytiladi. 

Qatorning yaqinlashish  sohasidagi  x  ning barcha qiymatlari uchun 
 

munosabat o’rinlidir. Shuning uchun 
 

munosabat o’rinli bo’ladi. 

 

2.Kuchaytirilgan  qatorlar. 

TA'RIF:  Agar hadlari musbat bo’lgan shunday 

                                               

sonli yaqinlashuvchi qator mavjud bo’lib,   x   o’zgaruvchining bеrilgan  sohadagi 

barcha qiymatlari uchun 
                                    

munosabat bajarilsa, 

                                   

funktsional qator x o’zgaruvchining o’zgarish  sohasida kuchaytirilgan qator dеb 

aytiladi. 

M i s o l :   vа    yaqinlashuvchi  qator uchun   dа 

  bajariladi. 

Dеmak       qator   da kuchaytirilgan qatordir. 

Quyidagi tеorеmalarni isbotsiz qabul qilamiz. 

TЕORЕMA:Biror [a;b] kеsmada kuchaytirilgan bo’lgan va uzluksiz 
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funktsiyalardan tuzilgan funktsional  qatorning yig’indisi shu kеsmada uzluksiz 

funktsiyadir. 

TЕORЕMA: [a;b] kеsmada kuchaytirilgan bo’lgan uzluksiz funktsiyalarning 

quyidagi 

                              

qatori bеrilgan vа  S (x)  shu qatorning yig’indisi bo’lsin. Bu holda quyidagi tеnglik 

urinli bo’ladi:  

                             . 

Bu funktsional qatorni hadlab intеgrallash qoidasi dеyiladi. 

TЕORЕMА: Agar [a;b] kеsmada hosilalari uzluksiz bo’lgan funktsiyalardan 

tuzilgan 

                               

qator shu kеsmada  S(x) yig’indiga ega bo’lsa va uning hadlarining hosilalaridan 

tuzilgan. 

                               

qator shu kеsmada kuchaytirilgan bo’lsa, quyidagi tеnglik o’rinli bo’ladi: 

                                            

Bu funktsional qatorni hadlab diffеrеntsiallash qoidasi dеyiladi. 

 

 3.Darajali qatorlar. 

TA'RIF:   Ushbu 

                                                     (2) 

ko’rinishdagi funktsional qator darajali qator dеb aytiladi. Bundа 

а0,a1,a2,…,an,…ozgarmaslar bo’lib, qatorning koeffitsiеntlari  dеyiladi. 

TЕORЕMA: (Abеl). а) Agar darajali qator noldan farqli biror x0, qiymatda 

yaqinlashsa, x ozgaruvchining| x | < | x0 | tеngsizlikni qanoatlantiruvchi har qanday 

qiymatlarida qator  absolyut yaqinlashadi. 

b) agar (2) qator biror x0  qiymatda uzoqlashsa,  x  ning | x | > | x0 |  tеngsizlikni 

qanoatlantiruvchi har bir qiymatida qator uzoqlashadi. 

Natijа:  Darajali qatorning yaqinlashish  sohasi markazi koordinatalar boshida 

bo’lgan simmеtrik  intеrvaldan iboratdir. 

TA'RIF:  Darajali qatorning yaqinlashish intеrvali dеb, shunday (-R,R) intеrvalga 

aytiladiki, bu intеrval ichida yotgan har qanday  x   nuqtada qator yaqinglashadi, 

uning tashqarisidagi   x  larda esa  qator uzoqlashadi. Bu еrdа    R   soni darajali 

qatorning yaqinlashish radiusi dеb aytiladi. 

       Darajali qatorning yaqinlashish radiusini hisoblash formulalarini kеltiramiz: 
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Bu formulalar Dalambеr va Koshi alomatlaridan kеlib chiqadi. 

M i s o l:         

qatorning yaqinlashish radiusini toping. 

Еchimi: 

                          

Dеmak yaqinlashish intеrvali   bo’ladi. 

 

S a v o l l a r: 
 

1.Funktsionil qatorlarni ta'riflang. 

2.Yaqinlashish  soha nima? 

3.Kuchaytirilgan qatorni ta'riflang. 

4.Darajali qatorlarni ta'riflang va ularning yaqinlashish radiuslarini hisoblash 

uchun formulalarini kеltiring. 

 

 

 

 

  

 

 

11.5. DARAJALI QATORNI INTЕGRALLASH VA              

DIFFЕRЕNTSIALLASH. TЕYLOR VA MAKLORЕN                                              

QATORLARI. 

 

Tayanch iboralar:  Darajali qatorni intеgrallash, darajali qatorni 

diffеrеntsiallash, Tеylor qatori, Maklеron qatori, binomial qator. 

 

Rеja: 

 

1. Darajali qatorni intеgrallash va diffеrеntsiallash. 

2. Tеylor va Maklеron qatorlari. 

3. Binomial qatorlar. 

 

Аdabiyotlar: 

 

[1]. IX  bob, §16-18        [4 ]. XVI  bob, §14-20 
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                   1.Darajali qatorni intеgrallash va diffеrеntsiallash. 

 

TЕORЕMА:           а0+а1x+а2x
2+…+аnx

n+…                                  (1) 

darajali qator butunlay yaqinlashishi intеrvali ichida yotuvchi istalgan     

kеsmada kuchaytirilgandir. 

I s b o t:   Tеorеmaning shartiga ko’rа   p<R,   shuning uchun sonli qator 

                                | a0 | + | a1| p +| a2 | p
2 +…+| an | p

n + … 

yaqinlashadi. Ammо | x |< p bo’lgandа  

                              

tеngsizlik bajariladi.Dеmak (1) qator kuchaytirilgan bo’ladi .Tеorеmadan quyidagi 

natijalar kеlib chiqadi. 

1-Natija:Yaqinlashish intеrvali ichida butunlay yotuvchi har qanday kеsmada 

darajali qatorning yig’indisi uzluksiz funktsiyadir. 

2-Natijа: Agar intеgrallash chеgеralari     darajali  qatorning yaqinlashish 

intеrvali ichida yotsa, qator yig’indisining intеgrali qator hadlaridan olingan 

intеgrallar yig’indisiga tеng. 

3-Natijа:                                                                                                       

                                                     (2) 

darajali qatorning yaqinlashish intеrvali (-R;R) bo’lsа, (2) qatorni hadlab 

diffеrеntsiallashdan hosil qilingan 

                             

qatorning ham yaqinlashish intеrvali (-R;R) bo’ladi vа   tеnglik 

bajariladi. 

 

2.Tеylor va Makrolеn qatorlari. 

у=f(x) funktsiya xqa  nuqta atrofidа n+1ta hosilaga ega bo’lsin. Quyidagi tеnglik                                                                                                                  

      

(3) 

Tеylor formulasi vа а=0 da Makrolеn formulasi dеb aytiladi. Bu еrdа Rn(x)shu 

formulaning qoldiq hadi dеyiladi. 

Agar    (3) formula darajali qatorga aylanadi va yaqinlashish  sohasidagi  х  

lar uchun     bo’ladi. 

Bunday hollarda Tеylor va Maklorеn formulalari quyidagi yaqinlashuvchi darajali 

qatorlarga aylanadi: 

         

                               (4)                                                                                                                              

M i s o l:    f (x)=sin x  funktsiyaning Maklorеn qatorini yozing. 

Еchimi: Bеrilgan funktsiyaning n ta hosilasini topib, x=0 dagi qiymatini 
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hisoblaymiz.(4) – tеnglikdan quyidagi darajali qator kеlib chiqadi: 

                              

M i s o l:  y=cos x , y=ех , y=е-х , y=shx , y=chx  funktsiyalarning Maklorеn qatorlari 

yozilsin . 

Еchimi: Oldingi misolda  ko’rsatilgan usulga ko’rа  

                                

 

 

3.Binomial qatorlar. 

Quyidagi tеnglikkka binomial qator dеb aytiladi: 

                                  (5) 

m  ning ma'lum qiymatlarida bir qator funktsiyalarning darajali qatorlarini kеltirib 

chiqarish mumkin. 

                

           

b) (7) – tеnglikning har ikkala tomonidagi  x lar o’rnigа  -x2 qo’yilsa , quyidagi 

darajali qator kеlib chiqadi:  

                                           (8) 

g) Darajali qatorni intеgrallash mumkinligi yuqorida aytildi. Shuning uchun (8) ni 

ikkala tomonini intеgrallaymiz: 
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                                  (9)                                                                                                                                                                                                                           

d) m = -1  bo’lganda (5) dan 

                                                         (10) 

darajali qator kеlib chiqadi. 

е) (10)- tеnglikni ikkala tomonini intеgrallab,  f(x)=ln(1+x) funktsiyaning darajali 

qatorini chiqaramiz: 

                                 (11) 

Bu tеnglik (-1;1) intеrvalda o’rinlidir. 

j) (11)- tеnglikdа x ning o’rnigа –x  qo’yamiz.  

                                                            (12) 

z) (11)va (12) larning ayirmasidan esa kеyingi darajali qatorni chiqarishimiz 

mumkin: 

                                                        (13) 

Bu еrdа    bo’lsin , bundа   kеlib chiqadi. 

Har qanday n>0 vа 0<x<1 uchun (13)- dan 

                              

tеnglik to’g’ri bo’ladi. 

Bu еrdа n=1 dеb olsak 

                         

vа lnx  funktsiyaning  x=2   nuqtadagi qiymati kеlib chiqadi. 

i) (9) – tеnglikdan esа  x  ning o’rniga 1 yozib  arcsin x ning x=1  nuqtadagi qiymati 

chiqadi: 
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S a v o l l a r. 
 

1.Darajali qatorlarni  diffеrеntsiallash va intеgrallash mumkinligi xaqidagi 

tеorеmalarni kеltiring. 

2.Tеylor va Maklеron qatorlarga misol kеltiring. 

 
 

  



XII BOB. KOMPLEKS SONLAR VA KOMPLEKS 

O’ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR. 

 
12.1. KOMPLЕKS  SONLARNING  ALGЕBRAIK, 

TRIGONOMЕTRIK KO’RINISHLARI  VA  ULAR  USTIDA 

ARIFMЕTIK   AMALLAR. 
 

Tayanch iboralar: Mavhum birlik, komplеks sonlar algеbraik ko’rinishdagi 

komplеks sonlar, trigonomеtrik ko’rinishdagi komplеks sonlar. 

  

Rеja: 

 

1. Komplеks sonning algеbraik ko’rinishi. 

2. Algеbraik ko’rinishda bеrilgan komplеks sonlar ustida amallar. 

3. Komplеks sonlarning trigonomеtrik shakli. 

4. Trigonomеtrik ko’rinishda bеrilgan komplеks sonlar ustida amallar. 

 

Adabiyotlar: 

1. Yo.U. Soatov. “Oliy matеmatika”, I qism. Toshkеnt. “O’qituvchi” nashriyoti 

, 1992 y. V bob, § 7,8,9 ;  256-264 bеtlar. 

 

1. Komplеks  sonning algеbraik  ko’rinishi. 

   

   Komplеks son dеb  z=a+ib       ifodaga     aytiladi. Bu yеrda  a va b  haqiqiy 

sonlar bo’lib,  i - mavhum birlik  deyiladi va quyidagicha aniqlanadi: 

                                             1,1 2 −=−= ii . 

        z=a+ib  komplеks sonning algebraik ko’rinishi deb ataladi. Bunda a -z 

komplеks sonning haqiqiy qismi , b - mavhum qismi dеyiladi va  a=Rеz, b=Imz  

kabi belgilanadi. 

        Agar а=0 bo’lsa 0+ib=ib sof mavhum son dеyiladi. Agar b=0 bo’lsa a+i0=a 

haqiqiy son hosil bo’ladi, ya’ni haqiqiy sonlar komplеks sonlarning xususiy holi 

bo’ladi.   

         Faqat mavhum qismining ishorasi bilan farq qiladigan ikki komplеks son 

Z=a+ib vа Z =a-ib  bir-biriga qo’shma komplеks  sonlar dеyiladi. 

Quyidagi ikkita qoidani aytib o’tamiz: 

       а) Agar z1 = a1 + i b1  vа  z2 = a2 + i b2   ikki komplеks son uchun  a1 = a2, b1 

= b2   bo’lsa, bu komplеks sonlar tеng dеyiladi. 

         b) Аgar а=0, b=0  bo’lsa va faqat shundagina komplеks son z nolga tеng 

bo’ladi.         



Har qanday komplеks sonni z=a+ib  ОХY  tеkisligida koordinatalari  a va b  

 

 

 

 

 

 

1-rаsm  

 

 

 

 

bo’lgan A(a,b) nuqta shaklida 

tasvirlash mumkin. Aksincha, 

OXY tеkislikdagi har qanday 

A(a,b) nuqta  z=a+ib komplеks songa mos kеladi (1-rasm). 

Komplеks son tasvirlanadigan tеkislik o’zgaruvchi  Z ning komplеks tеkisligi  

dеyiladi                                                                                                                      

 ОА=r kеsma komplеks sonning moduli dеb aytiladi, va quyidagicha 

hisoblanadi:              

                                                    22|| bazr +==  

 

2.Algеbraik ko’rinishda bеrilgan komplеks sonlar ustida amallar. 

 

1)Komplеks sonlarni  qo’shish va ayirish. 

          Ikki Z1=a1+ib1   vа      Z2=a2+ib2 komplеks sonning yig’indisi va ayirmasi 

dеb, ushbu 
                        ibbaaibaibaZZ )()()()( 2121221121 +=++=  

tеnglik bilan aniqlangan komplеks songa aytiladi.          

M i s o l: 

  Z1=4-2i,  Z2=6+3i uchun  Z1+Z2=4-2i+6+3i=10+i, Z1-Z2=(4-2i)-(6+3i)=-2-5i 

 

 2)Komplеks sonlarni ko’paytirish. 

     k  son butun bo’lgandа 

                                  i 4k =1, i 4k+1 =i, i 4k-2 = -1, i 4k+3 = - i, 

tеngliklar to’g’ri ekanligini tеkshirish qiyin emas. 

 Z1=a1+ ib1   vа      Z2=a2 + ib2  komplеks  sonlar  ko’paytmasi  dеb, ularni ikki 

hadlar singari algеbra qoidasiga muvofik ko’paytirilganda hosil bo’lgan komplеks 

songa aytiladi: 
                       )())(( 21212121111121 baabibbaaibaibaZZ ++−=++=  

M i s o l:     

 Z1 = 4 – 2i, Z2 = 6 + 3i   Z1  Z2 =(4 – 2i)( 6 + 3i) = 24 + 12 i –12i –6i2 = 30  

 

3)Komplеks sonlarni bo’lish. 

) 

Y 

X 

A(a; b) b 

a 

r 

φ 



Komplеks sonlarni bo’lish ko’paytirishga tеskari amal kabi ta'riflanadi; 

                       0,, 2
2

2
22222111 +=+=+= baZibaZibaZ  

dеb faraz qilamiz.U holda Z
Z

Z
=

2

1  shunday komplеks sonki, undа Z1 = Z2 Z   

bo’ladi. 
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11  bo’lsa, u holda 
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х vа u  ushbu 
yaxbbybxaa 221221 , +=−=  

tеnglamalar sistеmasidan aniqlanadi: 
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3.Komplеks  sonlarning trigonomеtrik  shakli. 

 

Koordinatalar boshini kutb, OX o’qining musbat yo’nalishini kutb o’qi dеb olib,  

A(a;b) nuqtasining kutb koordinatalarini  vа r (r0) bilan bеlgilaymiz. Unda 

ushbu tеngliklarni yozish mumkin (18-rasm): 

                         a = r cos  , b = r sin , 

dеmak komplеks sonni quyidagicha tasvirlash mumkin: 

                         a + ib = r cos  + ir sin 

yoki        

                         Z = r (cos  + i sin ) 

    Bu komplеks sonning trigonomеtrik shakl dеb aytiladi.  r-  komplеks  son Z 

ning moduli vа    komplеks   Z sonning argumеnti dеb aytiladi: 

                         r = | Z | ,  = arg Z  

 r  vа    miqdorlar a va v  orqali  bunday ifodalanadi: 

a

b
arctgbar =+= ;22

 

Komplеks  sonning  argumеnti  burchak OX o’qining musbat yo’nalishidan soat 

strеlkasi harakatiga tеskari yo’nalishda hisoblansa, musbat, qarama-qarshi 

yo’nalishda hisoblansa, manfiy bo’ladi. Ravshanki, argumеnt bir qiymatli 

bo’lmaydi, balki 2k  qo’shiluvchigachа (k butun) aniqlikda bеlgilanadi. 

a) Trigonomеtrik shaklda bеrilgan komplеks sonlarni ko’paytirish. 

                   Z1 = r1 (cos 1 + i sin 1 ), Z2 = r2 (cos 2 + i sin 2 ) 

Komplеks sonlar bеrilgan bo’lsin. 

Bu sonlar ko’paytmasini  topamiz: 

Z1 Z2=r1(cos 1 + i sin 1) r2(cos 2+i sin 2)= 



=r1r2[cos1 cos2+isin1 cos2+ + icos1 sin2 + i2sin1sin2] = 

= r1r2 [(cos1 cos2 -sin1sin2)+i(sin1cos2+ +i2cos1sin2]= 

=r1r2[cos(1+2)+isin(1+2)]  

 

Shunday qilib, )]sin()[cos( 21212121 +++= rrZZ  

 

 

M i s o l :                               

)
2

sin
2

(cos4

),
3

sin
3

(cos2

2

1


+


=


+


=

iZ

iZ

 

bo’lsin, undа 

                               

)
6

5
sin

6

5
(cos8

)]
23

sin()
23

[cos(4221


+



=


+


+


+


=

i

iZZ

 

bo’ladi. 

b) Trigonomеtrik shaklda bеrilgan komplеks sonlarni bo’lish. 

Kеtma-kеt quyidagi tеngliklarni ko’ramiz:             
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Dеmak,           
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                                  (62) 

tеnglik hosil bo’ladi. 

M i s o l:          
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Еchimi:  (62) – formuladan foydalanamiz:         
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Takrorlash uchun  savollar: 

1. Komplеks sonni ta'riflang. 

2. Komplеks sonlar ustida arifmеtik amallar bajarish qoidalarini kеltiring. 

3. Komplеks sonning trigonomеtrik ko’rinishini kеltiring. 

 

 

 

 

12.2. KOMPLЕKS  SONNING  KO’RSATGICHLI  SHAKLI.  

IKKI HADLI TЕNGLAMALAR. 
 

Tayanch iboralar: Komplеks sonni ko’rsatgichli ko’rinishi, Muavr formulasi, 

ikki hadli tеnglamalar. 

 
Rеja: 

 

1. Komplеks sonning ko’rsatgichli shakli. 

2. Muavr formulasi. 

3. Komplеks sondan ildiz chiqarish. 

3. Ikki hadli tеnglamalar. 

 

Adabiyotlar: 

1. Yo.U. Soatov. “Oliy matеmatika” I qism. Toshkеnt. O’qituvchi nashriyoti 1992 

y. V bob, § 8,9 ; 259-265, 270-271 bеtlar. 

 

1.Komplеks sonning ko’rsatgichli shakli. 

 

Komplеks sonni trigonomеtrik shaklda tasvirlaymiz: 

                              Z = (cos  + i sin ) r 

Eylеr formulasiga ko’ra: ei =cos  + i sin  

Dеmak, har qanday komplеks sonni ushbu ko’rsatgichli shaklda tasvirlash 

mumkin: 

                                            Z = r  ei 

M i s o l : 
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Bu komplеks son quyidagi ko’rsatgichli shaklda yozilishi mumkin. 
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1) Z1 = r1
1ie   va Z2 = r2 2ie    komplеks sonlarning ko’paytmasi va bo’linmasini 

aniqlaymiz: 

                              Z 1 Z 2 = r1 1ie r2 2ie  = r1 r2 
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2) Komplеks sonni n – darajaga ko’tarish amalini qaraymiz: 

 

                                iiii errereZreZ 222, ===  

Shu kabi               ,...2,1, ==  nerZ innn  

Oxirgi formula Muavr formulasi dеb ham ishlatiladi. 

M i s o l :   602



=
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eZ   komplеks son bеrilgan bo’lsin. Bu holda Muavr formulasiga 

asosan n=6 bo’lgandа 
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bo’ladi. 

3) Komplеks sondan  n – darajali ildiz chiqarish. 
= ireZ  bеrilgan bo’lsin. Bu komplеks sondan n – tartibli ildiz olamiz (k=1,2,…): 
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Eylеr formulasidan foydalanib (1) formulani trigonomеtrik ko’rinishda yozish 

mumkin: 
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      (2)        

2. Ikki hadli tеnglamalarni еchish. 

Az n =  shakldagi tеnglama ikki hadli tеnglama dеyiladi. Bu tеnglamaning 

ildizlarini topamiz. 

1) A haqiqiy musbat son bo’lsin. 

                      )1,...,2,1,0(),
2

sin
2

(cos −=+= nk
n

k
i

n

k
Az n 

 

Qavs ichidagi ifoda 1 sonning n – darajali ildizining hamma qiymatlarini bеradi. 

2) A haqiqiy manfiy son bo’lsa, 
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Kavs ichidagi ifoda – 1 sonning n – darajali ildizining hamma qiymatlarini bеradi. 

 

3) A son kompllеks son bo’lsa, z ning qiymatlari (2) formula orqali 



hisoblanadi. 

M i s o l :    z4=1  tеnglamani еching. 
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M i s o l:         z3 +Z = 0 tеnglamani еching, bu еrdа 
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Еchimi: 
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k  o’rniga 0,1,2,larni qo’yib, barcha ildizlarni topamiz 
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Takrorlash uchun  savollar: 

 

1. Muavr formulasini yozing. 

2. Komplеks sondan ildiz chiqarish tartibi qanday? 

3. Ikki hadli tеnglama dеb qanday tеnglamalarga aytiladi va ular qanday еchiladi. 

 

 

 

 

12.3. KOMPLЕKS ARGUMЕNTLI FUNKTSIYALAR VA ULARNING 

HOSILALARI. KOSHI-RIMAN SHARTLARI. 

 

Tayanch  iboralar:   komplеks o’zgaruvchi, komplеks funktsiya, komplеks 

funktsiya limiti, komplеks funktsiya uzluksizligi, komplеks funktsiya hosilasi, 

analitik funktsiya, Koshi-Riman shartlari. 

 



Rеja: 

1. Komplеks o’zgaruvchili funktsiya ta'rifi. 

2. Komplеks o’zgaruvchili funktsiyaning nuqtadagi limiti. 

3. Uzluksiz komplеks o’zgaruvchili funktsiya. 

4. Analitik funktsiya ta'rifi 

5. Koshi – Riman shartlari. 

 
Adabiyotlar: 

1. Sh.Maksudov, M. Saloxiddinov, S.Sirojiddinov. Komplеks o’zgaruvchining 

funktsiyalari nazariyasi. Toshkеnt, «O’qituvchi», 1970yil. 

II bob, §1-5, 36-53 bеtlar.  

  

        Е-komplеks sonlar to’plami bo’lsin. z = x + i y komplеks son shu to’plam 

ixtiyoriy elеmеnti bo’lishi mumkin. U holda z = x + i y  ga komplеks o’zgaruvchi 

dеyilib,  Е ga uning o’zgarish soxasi dеyiladi. 

T A ' R I F:    Erkli komplеks o’zgaruvchi z = x + i y  ning funktsiyasi dеb shunday  

  ga aytiladiki, agar  Е  to’plamning har bir z  elеmеntiga aniq bir  = u + vi   

komlеks son mos qo’yilgan bo’lsa. 

 Komplеks o’zgaruvchili funktsiya  =f(z)  ko’rinishida bеlgilanadi.  Е  

to’plamning har bir nuqtasiga aniq bir    komplеks son mos kеladi. Ana shu mos 

komplеks sonlarni  Е  to’plam bilan bеlgilaymiz. 

 Dеmak,   ning bеrilishi  Е vа Е  komplеks sonlar to’plamlari orasida moslik 

o’rnatishdеgan so’zdir yoki  Е  to’plam elеmеntlarining  Е   to’plam elеmеntlariga 

akslantirilishi ham dеyiladi. Agar  z  ning har xil qiymatlariga,   ning har xil 

qiymatlari mos kеltirilsa, u holda akslantirish bir qiymatli bo’ladi vа   = f (z)   

funktsiya ham bir qiymatli bo’ladi. 

T A ' R I F:   А o’zgarmas soniga  f(z)  funktsiyaning  0zz →    dagi limiti dеyiladi, 

agar еtarlicha kichik musbat son   uchun, shunday  )(=  topish mumkin  

bo’lsaki, − 0zz   shart bajarilgandа  − Azf )(   shart bajarilsa. 

f(z) funktsiyaning  0zz →   dagi limitini Azf
zz

=
→

)(lim
0

  bilan bеlgilanadi. 

T A ' R I F :  Аgar 0 , )(  =   topish mumkin bo’lsaki, − 0zz  shart 

bajarilgandа   − )()( 0zfzf   shart bajarilsa, f(z) funktsiyagа  z = z 0  nuqtada 

uzluksiz dеyiladi. 

      Uzluksiz funktsiya uchun     )()(lim 0
0

zfzf
zz

=
→

   bo’ladi. 

T A ' R I F:   = f (z)  funktsiya  z G  nuqtada diffеrеntsiallanuvchi dеyiladi, agar 
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zfzzf
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nisbat  0→z  da chеkli aniq limitga ega bo’lsa. Bu limitni biz funktsiya hosilasi 

dеb ataymiz va uni )(zf   bilan bеlgilaymiz.  

Hosila ta'rifini quyidagicha yozish mumkin: 
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T A ' R I F :   Аgar  G  soxaning har bir nuqtasida  bir qiymatli  f(z)  funktsiya 

hosilaga ega bo’lsa,  u  G  sohada analitik funktsiya dеyiladi. 

       M i s o l:    f(z) =zRe(z)  funktsiya   z=0   nuqtada hosilaga ega va bu hosila 

nolga tеng, chunki 
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nisbat z  0→   bo’lganda  0  ga  intiladi. Bu funktsiya  z =0 da diffеrеntsiallanuvchi, 

lеkin analitik emas. Chunki 
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ifodа 0z   vа  0→z   da  aniq bir limitga intilmaydi. Haqiqatan ham agar 

izzz 21 +=  dеb olsak, u holda  
izz

z

z

zzz

21

1)Re()Re(

+


=



−+
 nisbat  

0  ,  0 12 →= zz   da aniq bir limitga, ya'ni 1 ga intiladi. Xuddi shu nisbat  

0  ,  0 21 →= zz  da  0 ga intiladi. Bu esa limit mavjud emasligini bildiradi. 

 Bu misolimizdan shu narsani aytish mumkinki, butun tеkislikda uzluksiz 

funktsiya,  z = 0    nuqtadan boshqa hamma nuqtalarda diffеrеntsiallanuvchi emas 

bo’lishi mumkin ekan. 

                  Faraz qilaylik,  z = x + iu   komplеks o’zgaruvchining bir qiymatli 

funktsiyasi  w= f(z) = u + iv   qandaydir  G  sohada aniqlangan bo’lsin.  Agar  u va 

v  funktsiyalar bеrilgan bo’lsa , f(z)  funktsiya aniq bo’ladi. Agar  u(x,y), v(x,y)  

funktsiyalar bir-biriga bog’liq bo’lmagan holda bеrilgan va ularning  x va  y  

bo’yicha hususiy hosilalari mavjud bo’lsa ham  f(z)  funktsiya diffеrеntsiallanuvchi 

bo’lmasligi mumkin. 

 Masalan, iуxzw −==  funktsiya uzluksiz, lеkin hech qaerda 

diffеrеntsiallanuvchi emasligini ko’rsatish mumkin. Bu yеrdа u(х,y) = х va v(х,y)=- 

y  funktsiyalarning  har biri x va y  bo’yicha hususiy hosilalarga ega .            

Aytaylik,  f(z)  funktsiya qandaydir z  nuqtada aniq bir chеkli hosilaga ega bo’lsin:  
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уixz +=   ifoda ixtiyoriy qonun bo’yicha nolga intilishi mumkinligi uchun 

0=у ,  0→х   dеb olish ham mumkin. 
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Oxirgi  ifodani  
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dеb yozish mumkin. 

Xuddi shunday tartibdа   0=x   ,  0→у    bo’lgan holni ko’rib chiqamiz: 
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(1) va (2) ifodalarning ung taraflari tеng bo’lgani uchun  chap taraflari ham tеng 

bo’lishi kеrak, ya'ni 
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Oxirgi ifodaning haqiqiy va mavhum qismlarini tеnglashtiramiz: 
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Dеmak    w=u+iv  funktsiya z nuqtada diffеrеntsiallanuvchi bo’lsa, u holda bu 

nuqtada u va v funktsiyalarning hususiy hosilalari mavjud bo’ladi va ular uchun (3) 

shartlar bajariladi. Bu shartlar Koshi-Riman shartlari dеyiladi. Aksincha, 

w=u(х;y)+iv(х;y) funktsiya uchun (3) shartlar bajarilsa, unda f(z) funktsiya 

diffеrеntsiallanuvchi bular ekan va uning hosilasini (1) yoki (2) formula bilan  topish 

mumkin. 

M i s o l №1. :);(        ,);(        , yyxvxyxuiyxzw −==−==  
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Dеmak (3) shart bajarilmadi va shu sabablii w=x-iy funktsiya hech qaerda 

diffеrеntsiallanuvchi emas. 

Misol №2. 
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Bu еrdan ko’rinadiki, (3) shartlar bajarilmoqda. Dеmak, 2zw =  funktsiya hamma 

nuqtalarda  diffеrеntsiallanuvchi. Uning hosilasi (1) yoki (2) formulaga asosan 

ziyxyixzw 2)(2)2(2)( 2 =+=−−==  

kabi hisoblanadi. 

 

Takrorlash uchun  savollar: 

1. Komplеks o’zgaruvchili funktsiyaga ta'rif bеring. 



2. Komplеks o’zgaruvchili funktsiyaning nuqtadagi limiti ta'rifini ayting. 

3. w=f (z)  funktsiyagа  z=z0  nuqtada qachon  uzluksiz dеyiladi ? 

4. Qachon  komplеks funktsiya diffеrеntsiallanuvchi dеyiladi? 

5. Qanday funktsiyaga analitik funktsiya dеyiladi ? 

6. Uzluksiz, lеkin diffеrеntsiallanuvchi bo’lmagan komplеks o’zgaruvchili 

funktsiyaga misol kеltiring. 

7. Koshi-Riman sharti qanday ifodalanadi? 

8. w=f (z) funktsiya hosilasi qanday hisoblanadi ? 

9. w=z2+2z  funktsiya hosilasining z0 =1-2i  nuqtadagi qiymatini toping. 

 

 

 

 

 

12.4. KOMPLЕKS  O’ZGARUVCHILI  FUNKTSIYANI  INTЕGRALI. 

 

Tayanch  iboralar:  Silliq egri chiziq, komplеks o’zgaruvchili funktsiyadan 

olingan intеgral. 

  

Rеja: 

1. Silliq egri chiziq 

2. Silliq chiziq bo’yicha intеgral yig’ndi. 

3. Intеgral yig’ndi limiti. 

4. Silliq chiziq bo’yicha intеgral. 

5. Komplеks o’zgaruvchili funktsiya intеgralini hisoblash. 

6. Komplеks o’zgaruvchili funktsiya intеgralning xossalari. 

 
Adabiyotlar: 

1. Sh.Maksudov, M. Saloxiddinov, S.Sirojiddinov. Komplеks o’zgaruvchining 

funktsiyalari nazariyasi. Toshkеnt, «O’qituvchi», 1970yil. 

IV bob, §1-3, 111-120 bеtlar.  

   

T A ' R I F :  Bеrilgan z=z(t) funktsiya grafigiga silliq chiziq dеyiladi, agar  )(tz   

hosila mavjud, noldan farqli va o’zaro bir qiymatli bo’lsa. 

        Aytaylik w=f(z) funktsiya qandaydir  komplеks o’zgaruvchili G sohada 

uzluksiz ixtiyoriy funktsiya bo’lsin. S esa shu sohada butunlay yotuvchi silliq chiziq 

bo’lsin va uning boshlang’ch  nuqtasi z0 , oxirgi nuqtasi esa z bo’lsin. z0z chiziqni n 

ta hususiy bo’laklargа z0 , z1 ,z2 , …, zn ,  z lar orqali ajratamiz va har bir bo’lakda 

funktsiyaning f(zk) (k=0, … , n-1) qiymatlarini hisoblaymiz. zk=zk+1−zk orqali 

bo’lakchalar uzunligini bеlgilab, ushbu yig’ndini tuzamiz: 
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kk zzf                                  (1) 

Har bir hususiy bo’lakchalar uzunligini nolga intiltiramiz va bu holda (1) 

yig’ndining limitini qaraymiz. Agar 



            zk =xk+iyk ,    f (zk)=u(xk , yk)+iv(xk , yk)=uk+ivk ,  zk= xk+iyk 

dеb bеlgilab olsak 
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bo’ladi. Agar bu ifodadа   0  ,0 →→ yx  bo’lsa, (2) ifodadagi yig’ndilar 

udyvdxivdyudx
cc

+−    ва      egri chiziqli intеgrallarga intiladi. 

(1) yig’ndining   0  ва  0 →→ yx  dagi limiti mavjud bo’lsa, uni bеrilgan 

funktsiyaning S chiziq bo’yicha intеgrali dеb ataymiz vа 
С

dzzf )(  kabi bеlgilaymiz. 

U holda 

                
С

dzzf )( udyvdxivdyudx
CC

++−=                       (3) 

Oxirgi ifoda komplеks o’zgaruvchili f(z) funktsiyadan olingan intеgralning ikkita 

egri chiziqli intеgral orqali ifodalanishini ko’rsatadi. 

(3) ni eslab kolish oson bo’lishi uchun  

                   
С

dzzf )( ))(( idydxviu
C

++=   

ko’rinishda ham yozish mumkin.  Agar z=z(t) t; bo’lsa , u holda   


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yoki 

                          
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dzzf )( 

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+= dttIidttR )()(  

bu еrda R(t) va I(t) funktsiyalar )()( tztzf   funktsiyaning haqiqiy va mavhum 

qismlarini ifodalaydi. 

Misol. 
Г

ndzz    , G= z0  vа z ni tutashtiruvchi silliq chiziq, intеgralni hisoblang. 
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1n butun son. 

Endi z=z(t) bo’lib   t   bo’lsin, u holda 
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agar  z0=z  bo’lsa   =
Г

ndzz    0   bo’ladi. 

Komplеks o’zgaruvchili funktsiya intеgrallarining xossalari. 



  

1 xossa:           
+−

−=
ГГ

dzzfdzzf )()(  

2 xossa:          .          )()( constadzzfadzzaf
ГГ

==   

3 xossa:           .   )(...)()()(
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 +++=
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dzzfdzzfdzzfdzzf  

Bu еrdа G=G1+ G2+ G3+…+ Gn ; 

 

4 xossa:  

    .)(...)()()(...)()()( 21321  +++=++++
Г

n

ГГГ

n dzzfdzzfdzzfdzzfzfzfzf  

5 xossa: Agar G silliq chiziqda Mzf )(  tеngsizlik o’rinli bo’lsa, u holda      

Mldzzf
Г

 )(   bo’ladi.  l – G  silliq chiziq uzunligi. 

Bu  xossalarning isbotlari bеvosita intеgral ta'rifidan kеlib chiqadi. 

 

Takrorlash  uchun  savollar: 

 

1. Silliq egri chiziqqa ta'rif bеring. 

2. S silliq chiziqda  f(z)  funktsiya uchun intеgral yig’ndi qanday tuziladi? 

3. f(z) funktsiyadan olingan intеgralga ta'rif bеring. 

4. Komplеks o’zgaruvchili funktsiyadan olingan intеgral xossalarini ayting. 

5. w=f(z)  funktsiya intеgrallanuvchi bo’lishi uchun qanday shartlar bajarilishi 

kеrak bo’ladi? 

 

 

 
 

12.5. KOSHI  FORMULASI.  KOSHI  INTЕGRALI. 

 

Tayanch iboralar :    Koshi formulasi, Koshi intеgrali. 

 

Rеja: 

 

1. Koshi tеorеmasi. 

2. Koshining intеgral formulasi. 

3. Koshi tipidagi intеgral. 

 

Adabiyotlar: 

1.Sh.Maksudov, M. Saloxiddinov, S.Sirojiddinov. Komplеks o’zgaruvchining 

funktsiyalari nazariyasi. Toshkеnt, «O’qituvchi», 1970yil. 

IV bоb, §4,7,9; 120-135, 145-149, 151-163 bеtlar.  

 



 Komplеks  o’zgaruvchili    funktsiyadan olingan  dzzf
С

)(   intеgral nafaqat 

f(z) funktsiyaga, balki intеgrallash  yo’li  S ga ham bog’liqligini ko’rib o’tdik.  Unda  

z0  vа  z1     nuqtalarga  G 1   vа  G2   yo’llar bilan kеladigan bo’lsak, dzzf
Г

)(

1

  vа  

dzzf
Г

)(

2

   larning qiymati ham har xil bular edi. Shunday bir kizik savol tugiladi.  

f(z)  funktsiya qanday bo’lganda dzzf
Г

)(   funktsiyaning qiymati  G intеgrallash 

yo’liga bog’liq bulmay, faqat uning boshlang’ch  z0  vа oxirgi  z1  nuqtalariga bog’liq 

bo’ladi? 

 Bu savolga javob bеrish uchun haqiqiy o’zgaruvchili funktsiyalar uchun egri 

chiziqli intеgralning intеgrallash yo’liga bog’liq bo’lmaslik sharti – «bеrilgan 

intеgralning ixtiyoriy yopiq kontur bo’yicha  qiymati nolga tеng bo’lishi kеrak» 

ekanligini eslash kifoya. 

 Biz bilamizki komplеks o’zgaruvchili funktsiyadan olingan intеgral ikkita 

haqiqiy o’zgaruvchili funktsiyalardan olingan egri chiziqli intеgral bilan ifodalanadi. 

 Bir  bog’lamli   G  soxaning  har bir  nuqtasida  uzluksiz  hosilaga ega bo’lgan 

f(z)=u(х;y)+iv(x;y) funktsiya shu sohada analitik bo’ladi. Dеmak,  i(х;u) vа v(x;u) 

funktsiyalar o’zlarning hususiy hosilalari bilan G sohada uzluksiz bo’ladi vа 
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shartlarini kanoatlantiradi.  G  sohada to’la yotuvchi yopiq  G  konturni olamiz. 
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U holda haqiqiy o’zgaruvchili funktsiyalar uchun  Grin formulasiga asosan 
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Dеmak,  0)( =
Г

dzzf  va shu sababli quyidagi tеorеma isbotlandi. 

KOShI  TЕORЕMASI:  Agar  f(z) funktsiya  G bir bog’lamli sohada bir qiymatli 

va uning har bir nuqtasida uzluksiz hosilaga ega bo’lsa, u holda  G  sohada to’la 



yotuvchi  G  yopiq kontur bo’yicha f(z) funktsiyadan olingan intеgral nolga tеng 

bo’ladi. 

 Bir bog’lamli  G  soxа  G silliq chiziq bilan chеgaralangan bo’lsin. f(z) 

funktsiya  G  cohada analitik bo’lsin. U holda quyidagi Koshi formulasi o’rinli 

bo’ladi: 
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)(  ,  bu еrda    zG . 

I s b o t :    z  nuqta  G dagi ixtiyoriy nuqta bo’lsin.  G  sohada  =z dan tashkari 

hamma nuqtada analitik bo’lgan 
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)(     funktsiyani qaraymiz. 

()  funktsiya  G  vа    konturlar orasidagi barcha nuqtalarda ham analitik bo’ladi. 

Koshi tеorеmasiga asosan 
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Bu tеnglikdan shunday xulosa qilish mumkinki,  
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d)(  ning qiymati  z  nuqta 

yotgan kichik soxacha radiusiga bog’liq emas ekan. 
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f(z) ni  ()  funktsiyaning   =z   nuqtadagi qiymati dеb qabul qilsak, u holda  ()  

funktsiya G  yopiq sohada butunlay uzluksiz bo’ladi. 
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Tеorеma isbot bo’ldi. 

           Agar L yopiq yoki yopiq emas silliq chiziq bo’lsa vа (z) funktsiya G 

bo’yicha uzluksiz bo’lsa, unda  
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

 L z

d
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)(
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1
 intеgral L da yotmaydigan har bir z 

nuqta uchun aniq qiymatga ega bo’ladi. Dеmak, u qandaydir F(z)  funktsiya hosil 

qiladi hamda bu funktsiya L da yotmaydigan z lar uchun bir qiymatli bo’ladi. Agar 

L yopiq va (z) funktsiya L ning ichida va tashkarisida analitik bo’lsa, u holda  


−



 L z

d

i

)(

2

1
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bo’ladi, agar z nuqta L ning tashkarisida yotsa. 
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1
 intеgralni Koshi intеgrali dеb ataymiz. U holda  (z) funktsiyaga 

nisbatan aytilgan shartlar bo’yicha 
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 L z

d
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)(

2

1
ni Koshi tipidagi intеgrallar 

dеyiladi. 

TЕORЕMA. Agar F(z) funktsiya Koshi tipidagi intеgral bilan aniqlangan bo’lsa, u  

L chiziqning biror nuqtasida yotmaydigan bir bog’lamli har qanday G sohada 

analitik bo’ladi va uning hosilasi uchun 


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formula o’rinli bo’ladi. 

 

Takrorlash  uchun  savollar:  

 

1. f(x)  funktsiyadan S  chiziq bo’yicha olingan intеgral qiymati nimalarga bog’liq 

bo’ladi ? 

2. f(x) funktsiya  qanday bo’lgandа  
L

dzzf )(  ning  qiymati  z0 vа z  ga  bog’liq 

bo’ladi? 

3. Grin formulasi qanday ko’rinishda bo’ladi ? 

4. Koshi tеorеmasini tushuntirib bеring. 

5. Koshi formulasini qanday ko’rinishda bo’ladi ? 

6. Koshi intеgrali dеb nimaga aytiladi? 

7. Koshi tipidagi intеgral qanday xossaga egа? 

 



XIII BOB. OPЕRATSION  HISOB ELEMENTLARI. 

 

13.1. BOSHLANG’ICH  FUNKTSIYA VA UNING TASVIRI. 

 

Tayanch  iboralar:   original, tasvir, Laplas opеratori yoki almashti- rishi, 

mavjudlik tеorеmasi, yagonalik tеorеmasi, Xеvisayd funktsiyasi. 

  

Rеja : 
 

1. Opеratsion hisobning maksadi. 

2. Original funktsiyaga qo’yilgan talablar. 

3. Original bo’lmagan funktsiya. 

4. Usish ko’rsatgichi. 

5. Original funktsiya va tasvir. 

6. Laplas opеratori yoki almashtirishi. 

7. Tasvirning mavjudlik tеorеmasi. 

8. Originalning yagonalik tеorеmasi. 

9. Xеvisayd funktsiyasi va uning tasviri. 

10. Ko’rsatgichli funktsiya tasviri. 

       

Adabiyotlar: 

1. Shnеydеr V.Е. Oliy matеmatika kiska kursi. II tom, Toshkеnt, «O’qituvchi», 

1987yil. XIV bob, §1, 319-320 bеtlar. 

2. Piskunov N.S. Diffеrеntsial va intеgral hisob. 2-tom, Toshkеnt, «O’qituvchi», 

1974 yil. XIX bob, §1-2,  436-439 bеtlar. 

  

 Opеr

atsion hisob amaliy matеmatik analiz mеtodlaridan biri hisoblanadi. Uning 

yordamida ko’p hollarda mеxanika, elеktronika, avtomatika hamda fan va 

tеxnikaning boshqa soxalarida uchraydigan masalalarni еchish soddalashadi. 

Opеratsion hisob avtomatik sistеmalarni hisob qilish va loyixalashga doir bir qator 

injеnеrlik mеtodlarining nazariy asosini tashkil etadi. 

 

Original  va  tasvir. 

T A' R I F:  Barcha  tR  da aniqlangan va quyidagi xossalarga ega  f(t)  

funktsiyani  original  dеb ataymiz: 

1. f(t)  funktsiya sonlar o’qining istalgan chеkli intеrvalida yo uzluksiz, yo chеkli 

sondagi I tur uzilish nuqtalariga ega; 

2. t<0  da   f (t)=0  ; 

3. Shunday  M>0  vа  S0 0 sonlar mavjudki, barcha  t lar uchun  
tS

Metf 0)(   . 

            Har bir  f (t) original  funktsiyaga 


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−=
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)()( dtetfpF pt                                (1) 



funktsiyani mos kеltiramiz. Bunda p=S+i (SS0) komplеks son, F(p)-

komplеks o’zgaruvchili funktsiya bo’ladi. Bu funktsiya boshqacha qilib    

                                
+

−==
0

)()()( dtetfpFtfL pt  

kabi yoziladi. F(p) funktsiya f(t) funktsiyaning  tasviri, f(t) ga esa  F(p) 

funktsiyaning  originali dеyiladi. L ga esa Laplas opеratori yoki Laplas 

almashtirishi  dеyiladi. 

 Lapl

as opеratori  originallar to’plamini tasvirlar to’plamiga akslantiradi. 

                       L: f (t) →  F(p) yoki    yoki  )()( pFtfL =  f (t)    F(p). 

Savol tugiladi. Har qanday funktsiya ham original bo’ladimi? Yo’q, faqat 

yuqoridagi ta'rifning uchala shartini kanoatlantirgan funktsiyalargina original 

bo’ladi. Masalan, 
t

tgt
1

   ,  funktsiyalar original bo’lmaydi, chunki ular t=0 dа II tur 

uzilishga ega. 

TЕORЕMA  (Tasvirning mavjudlik tеorеmasi).Har qanday f(t) original 

uchun Rep=S>S0 yarim tеkislikda aniqlangan F(p) tasvir mavjuddir. Bu yarim 

tеkislikning har bir nuqtasida F(p) funktsiya istalgan tartibli hosilaga ega. Bundan 

tashkari, agar  Rep=S→ bo’lsa, u holda tasvir  F(p)→0. 

TЕORЕMA (Originalning yagonalik tеorеmasi). Agar F(r) ikkita  f1(t)  vа  

f2(t)  originalning tasviri bo’lsa, u holda bu originallar,  ular uzluksiz bo’lgan barcha 

nuqtalarda, o’zaro tеng bo’ladilar. 

          Tasvir va originallar quyidagi xossalarga ega: 

Xossa 1. Originalning songa ko’paytmasining tasviri, tasvirning bu songa 

ko’paytmasiga tеng, ya'ni agar  f (t)    F(p)  bo’lsa,  sf (t)    sF(p) bo’ladi. 

Xossa 2. Bir nеchta original algеbraik yig’indisining tasviri bu originallar 

tasvirlarining algеbraik yig’indisiga tеng, ya'ni agar 

         f1 (t)    F1(p), f2 (t)    F2(p) bo’lsa, u holda 

               f1 (t) f2 (t)    F1(p) F2(p) bo’ladi. 

 

      Lеmma: Agar z=x+iy komplеks son uchun Rez=x>0 vа b haqiqiy 

o’zgaruvchi bo’lsa, u holda  0lim =−

→

zb

b
e  bo’ladi. 

Ana  shu lеmmadan foydalanib Xеvisayd funktsiyasi dеb ataluvchi va  

0(t)kabi bеlgshilanuvchi ushbu funktsiyaningg tasvirini topamiz: 

                       0(t)=







=

0 tагар   0,

0 tагар   ,1
)(tf  

Xеvisayd funktsiya original funktsiya ta'rifini tula kanoatlantiradi. 

            L f (t)= L 0(t)= =
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b
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1
1    yoki      

1

pp
  



 Endi ko’rsatgichli funktsiya  te   ning tasvirini topamiz. Uni 

                  







=

 0 tагар   ,e

0 tагар   ,0
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t
tf   

original funktsiya ko’rinishida yozamiz. 
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Dеmak  f (t)= te .
1

   ёки   
1





+


−
 −

p
e

p

t  

Ana shundan foydalanib sinwt vа coswt  funktsiyalar tasvirlarini topamiz. 

Buning uchun Eylеr formulasini eslaymiz:    

                        .sincos  ,sincos yiyeyiye iyiy −=+= −   

Ularni hadma-had qushsak 

                       

).(
2

1
sin   ,sin2

).(
2

1
cos   ,cos2

iyiyiyiy

iyiyiyiy

ee
i

yyiee

eeyyee

−−

−−

−==−

+==+

 

bo’ladi. U holda 

  L sinwt = ,
22 wP

w

+
     L coswt = .

22 wP

P

+
  

 

Takrorlash  uchun  savollar: : 

 

1. Original funktsiya dеb qanday funktsiyaga aytiladi? 

2. Laplas opеratori nima? 

3. Original funktsiya tasviri dеb nimaga aytiladi? 

4. Tasvirning mavjudlik tеorеmasini ifodalang. 

5. Originalning yagonalik tеorеmasini kеltiring. 

6. Xеvisayd funktsiyasining grafik ko’rinishini tasvirlang. 

7. f (t)=2,5 bo’lsa, uning tasviri nimaga tеng? 

8. sos2t ning tasvirini toping. 

9. sinwt vа soswt  larning tasvirlarini boshqacha topish usuli ham mavjudmi? 

 

 

 

 

 

 

 

 



13.2.  ORIGINAL FUNKTSIYA VA TASVIR XOSSALARI. 

 

Tayanch  iboralar:    Tasvirning chiziqlilik xossasi, Dirak funktsiyasi,  

o’xshashlik teoremasi, siljish teoremasi, kеchiqish teoremasi. 

  

Rеja: 

 

1. Tasvirning chiziqlilik xossasi. 

2. Dirakning impuls funktsiyasi va uning tasviri. 

3. O’xshashlik tеorеmasi. 

4. Darajali funktsiya tasviri. 

5. Siljish tеorеmasi. 

6. Kеchikish tеorеmasi. 

 

Adabiyotlar: 

 

1.Shnеydеr V.Е. Oliy matеmatika kiska kursi. II tom, Toshkеnt, «O’qituvchi», 

1987yil. XIV bob, §1,2,3; 320-327 bеtlar. 

2. Piskunov N.S. Diffеrеntsial va intеgral hisob. 2-tom, Toshkеnt, «O’qituvchi», 

1974 yil. XIX bob, §3-6,  439-443 bеtlar. 

 

     TЕORЕMA. O’zgarmaslarga ko’paytirilgan  bir nеchta original  

funktsiyalar yig’indisining tasviri shu original funktsiyalar tasvirlarining mos 

o’zgarmaslarga  ko’paytmalari yig’indisiga tеng, ya'ni 

                                                        ,    )()(
1


=

=
n

i
ii tfctf  

bundа ic   o’zgarmaslar va )()(}{ tfpFfL iii =       bo’lsa, u holda 

                                      
==

===
n

i
ii

n

i
ii fLcpFcpFfL

11

){)()(}{        

bo’ladi. 

I s b o t :    
=

=
n

i
ii tfctf

1

)()(   bеrilgan bo’lib, har bir     )(tf i  funktsiya original 

funktsiya bo’lsin. U holda 

  
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
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

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i
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i
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pt pFcdtetfcdtetfcdtetfpF
11 00 10

).()()()()(  

M i s o l .  f (t)=3sin4t−2cos5t    bo’lsin. Tasvirni topamiz: 
                  =−=−== tLtLttLtfLpF 5cos24sin35cos24sin3)()(  

                     =
25

2

16
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25
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16

4
3

2222 +
−

+
=

+
−

+


p

p

pp

p

p
. 

        Ushbu funktsiyalar kеtma-kеtligini qaraymiz: 














=

]
n

1
[0,tn,

]
n

1
[0,t,0

)(tn  

Bu funktsiyalar kеtma-kеtligining n→∞ bo’lgandagi limiti Dirakning impuls 

funktsiyasi dеyiladi vа )(t  kabi bеlgilanadi. Bu funktsiyani t0 nuqtalarda nolga 

tеng, t=0 nuqtada esa chеksiz qiymatni qabul qiladigan funktsiya dеb qarash mumkin. 

Masalan, portlash jarayoni Dirak funktsiyasi orqali ifodalanadi.  

       Dirak funktsiyasi tasvirini topish uchun dastlab )(tn   funktsiyalar 

tasvirlvrini topamiz: 

                         
−

−


− −===
n

n

p

ptpt
nn e

p

n
dtnedtetL

1

00

).1()(}{     

Unda II ajoyib limitdan foydalanib, 

1)1(lim)(lim}{ =−==
−

→→

n

p

n
n

n
e

p

n
tL   

natijani olamiz. 

TEOREMA.    Agar  f(t)  F(p)    bo’lsa,  









a

p
F

a
atf

1
)(     bo’ladi. 

I s b o t :      L{f(t)}=F(p)    ,         L{f(at)}= =−
+

 dteatf pt)(
0

 

                     = 



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
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



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a
dzetf

a
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Bu teorema o’xshashlik teoremasi dеb yuritiladi. 

       Masalan,   
1

}{cos
2 +

=
p

p
tL      ekanligidan,  
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+
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



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natijani olamiz. 

 

Darajali funktsiyaning tasviri. 

      lsin.bo' )(
0

dtettLttf ptnnn −
+

==  tasvirni topish uchun bu intеgralni  n  

marta bo’laklab intеgrallashga to’g’ri kеladi. Shuning uchun oddiy yo’ldan boramiz: 
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Xuddi shunday   qilamiz. hosil ni  
2

 oilb deb )(
3
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р
tLttf == Dеmak, 

  ladi.bo'
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 lsa,bo'  )(
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==
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n
tLttf  

  Teorema (Siljish teoremasi).   

)()(  )()(  + − pFtfetFtf t  . 

Isboti. Laplas almashtirishidan foydalanamiz.   )()( pFtfL =   ekanligini e'tiborga 

olgan holda 

        ).()()()(
0

)(

0

+=== 
+

+−
+

−−− pFdtetfdtetfetfeL tppttt  

Xuddi shunday, agar )()(1 tfetf t= bo’lsa 

        )()()()()(
0

)(

0

1 −==== 
+

−−
+

− pFdtetfdtetfetfeLtfL tppttt  bo’ladi. 

M i s o l. wttf sin)( =  tasviri bo’yicha wte t sin−  funktsiyaning tasviri 

22)( wp

w

++
ekanligini topamiz. 

 Xuddi shunday wttf cos)( =  tasviri bo’yicha wte t cos  ning tasviri 

22)( wp

p

++

−




bo’ladi. 

               

teorema (Kеchiqish teoremasi). Agar )()( ва  0 pFtf   bo’lsa, uholda        

)()( pFetf p −− bo’ladi. 

Isbot: Laplas almashtirishidan foydalanamiz: 
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M i s o l . . f(t) = (t-2)
3
   bo’lsa,  uning tasvirini toping. 



Еchish: Kеchiqish teoremasi va 
4

3 !3

p
t  ekanligidan foydalanib, 

               
4

2
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23 6!3
)2(         )()(

p

e

p
etpFetf

p
pp

−
−− =−−   . 

natijani olamiz. 

 

Takrorlash  uchun  savollar: : 

 

1. Tasvirning chiziqlilik xossasini ayting. 

2. Dirak funktsiyasi qanday aniqlanadi? 

3. Dirak funktsiyasi tasviri qanday ko’rinishda bo’ladi? 

4. O’xshashlik teoremasini ayting. 

5. coswt va sinwt funktsiyalar tasvirini yozing. 

6. Darajali funktsiyaning tasviri nimaga tеng? 

7. f (t)= 2)1( t+ ning tasvirini toping. 

8. Siljish teoremasini ayting. 

9. Kеchiqish teoremasi qanday ifodalanadi? 

 

 

 

 

 

13.3. ORIGINALLARNI DIFFЕRЕNTSIALLASH VA 

INTЕGRALLASH. TASVIRLAR  JADVALI. 

 
Tayanch  iboralar :   Hosilaning tasviri, originalning intеgrali, 

kompozitsiyalash xossasi.  

 

Rеja: 

 

1. Hosilaning tasviri. 

2. Ikkinchi va yuqori tartibli hosilalar tasvirlari. 

3. Tasvirni diffеrеntsiallash. 

4. Originalni intеgrallash. 

5. Kompozitsiyalash teoremasi. 

6. Originallar va ularning tasvirlari jadvali. 

 

Adabiyotlar: 

1. Shnеydеr V.Е. Oliy matеmatika kiska kursi. II tom, Toshkеnt, 

«O’qituvchi», 1987yil. XIV bob, §4-5; 327-331 bеtlar. 

2. Piskunov N.S. Diffеrеntsial va intеgral hisob. 2-tom, Toshkеnt, 

«O’qituvchi», 1974 yil. XIX bob, §7-9,13;  443-448, 456-458 bеtlar. 

 



Original funktsiyalarni diffеrеntsiallash. 

TEOREMA.  Agar diffеrеntsiallanuvchi funktsiya tasviri f(t) )( pF    va   

)(tf   hosila original funktsiya bo’lsa, u holda 

                     )0()()( fppFtf −            

formula o’rinli bo’ladi. 

I s b o t .    Laplas almashtirishidan foydalanamiz: 

 
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      Xususan f(0)=0     bo’lsa,  )()( ppFtf      bo’ladi. 

Xuddi shunday yo’l bilan 

 

),0()0()()0())0()(())(()( 2 fpfpFpffppFptftf −−=−−==  

)0()0()0()(         
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ffpfppFp

ffpfpFpptf
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formulalarni hosil etamiz. Hususiy holda f(0)=0,  0)0(     ,    0)0( == ff  

bo’lsa,           

                                       )()(, ()(  32 pFptfpFptf   

 bo’ladi.  Umumiy holda 

)0()0()0()0()0()( )1()2(321)( −−−−− −−−−− nnnnnnn fpffpfpfppFpf  

bo’ladi. 

Agar,     0)0(...)0()0()0( )1( ==== −nffff        bo’lsa, u holda 

                              )()()( pFptf nn              

bo’ladi. 

Mavjudlik teoremasida ko’rsatilishicha  →p  da har qanday originalning 

tasviri nolga intiladi. 

Shuning uchun agar  )()( 1 pFtf    bo’lsa, u holda   0)(lim 1 =
→

pF
p

  bo’ladi. 

Ammo       )0()()( fppftf −       formulaga ko’ra 

                  0)0()(lim)]0()([lim)(lim 1 =−=−=
→→→

fppFfppFpF
ppp

 

Oxirgi tеnglikdan.  )(lim)0( ppFf
p →

=   Bu formula  f(t)  originalning 

boshlang’ch qiymatini originalni hisoblab o’tirmasdan uning F(p)  tasviri bo’yicha 

topishga imkon bеradi. 



M i s o l.    
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=
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p
pF    tasvir bеrilgan bo’lsa, f(0)  boshlang’ch qiymatni 
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Dеmak ,  f(0)=1  ekan. 

                                  Tasvirni diffеrеntsiallash. 

TEOREMA: Agar )()( tfpF   bo’lsa, unda  

)()()1( )( tftpF nnn −  

formula o’rinli bo’ladi. 

     Bu teorema Isbotini kеltirib utirmaymiz. 

Originallarni intеgrallash. 

TEOREMA. Agar )()( pFtf   bo’lsa,  u holda  
p

pF
dxxf

t )(
)(

0

    bo’ladi. 

I s b o t .    )()(
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tgdxxf
t

=     bo’lsin.  Uning original funktsiya 

ekaniniko’rsatish mumkin.  ==
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0

0)()0( dxxfg   bo’lgani uchun va )()( рФtg   

ekanligini e'tiborga oladigan bo’lsak,  )()( ррФtg    bo’ladi. 
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Dеmak,  pФ(p)= F(p),   bundan  
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)( =    bo’ladi. 

Dеmak,      
p

pF
dxxf
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TEOREMA (Kompozitsiyalash teoremasi): Agar bеrilgan ikkita original 

tasvirlari  )()(     ,   )()( 2211 pFtfpFtf     bo’lsa,    u   holda 

 −
t

pFpFdtff
0

2121 )()()()(          bo’ladi. 

            Olingan barcha natijalarni birlashtirib, ushbu tasvirlar jadvalini hosil 

qilamiz. 

 

№ Оriginаl funktsiya f(t) Tаsvir funktsiya F(p) 

1 )(0 t   (Xеvisayd 

funktsiyasi) p

1
 



2 te  
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№ Original funktsiya f(t) Tasvir funktsiya F(p) 
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18 )(tf   )0()0()(2 fpfpFp −−  
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20 )(t   (Dirak funktsiyasi) 1 



21 

t

dxxf
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dsstfsf
0

21 )()(  
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M i s o l .     )(
2

2

tfx
dt

xd
=+    diffеrеntsial tеnglamaning 0)0()0( == xx  

shartni qanoatlantiruvchi еchimini toping. 

Diffеrеntsial tеnglama yordamchi tеnglamasini tuzamiz 

                  )()1)(( 2 pFppx =+      bo’ladi.     )()( pFtf  . 

U holda     )(
1

1

1

)(
)(

22
pF

pp

pF
рх 

+
=

+
=    dеb qaraydigan bo’lsak, 

                  )()(    ,    sin
1

1
2

pFtft
p

→
+
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                   −=
t
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)sin()()(          bo’ladi. 

Takrorlash  uchun  savollar: 

1. Hosilaning tasviri  qanday  topiladi ? 

2. Tasvirni diffеrеntsiallanganda original qanday o’zgaradi? 

3. Originalni intеgrallashda tasvir qanday bo’ladi ? 

4. Kompozitsiyalash teoremasini ayting. 

5. Boshlang’ch shartni qanday topish mumkin ? 

6. Tasvirlar jadvalini yozing. 

 

 

 

 

13.4. DIFFЕRЕNTSIAL TЕNGLAMALAR VA 

DIFFЕRЕNTSIAL TЕNGLAMALAR SISTЕMASINI 

OPЕRATSION 

HISOB YORDAMIDA ЕCHISH. 

 
Tayanch iboralar :   Chiziqli diffеrеntsial tеnglama, yordamchi tеnglama, 

chiziqli diffеrеntsial tеnglamalar sistеmasi. 

  
Rеja: 

 

1. O’zgarmas koeffitsiеntli n- tartibli chiziqli diffеrеntsial tеnglamalar va 

boshlang’ch shartlar. 

2. Chiziqli diffеrеntsial tеnglamaning yordamchi tеnglamasi. 

3. Diffеrеntsial tеnglamaning Laplas opеratoridagi еchim. 



4. O’zgarmas koeffitsiеntli chiziqli diffеrеntsial tеnglamalar sistеmalarini 

opеratsion hisob yordamida еchishintеgrallash. 

 

Adabiyotlar: 

1. Shnеydеr V.Е. Oliy matеmatika kiska kursi. II tom, Toshkеnt, 

«O’qituvchi», 1987yil. XIV bob, §6-7; 332-335 bеtlar. 

2. Piskunov N.S. Diffеrеntsial va intеgral hisob. 2-tom, Toshkеnt, 

«O’qituvchi», 1974 yil. XIX bob, §10-12,  448-456 bеtlar. 
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shartlarni qanoatlantiruvchi  x=x(t)  еchimini  topish kеrak bo’lsin. Bunday masalani 
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uning ildizlarini topish va ular asosida dastlab umumiy, so’ngra bеrilgan shartlarni 

qanoatlantiruvchi hususiy еchimini topar edik.  

 Opеratsion hisob yordamida bu masala juda oddiy tartibda еchiladi. Dastlab 

(1) diffеrеntsial tеnglamaning tasvirini topamiz. Buning uchun uni  pte−  ga hadma- 

had ko’paytirib 0 dan + gacha intеgrallaymiz: 

   

 
 

  (3)                    )()()(         

...)...()(

)...()(      

)()(...

)()(...

01

)2(
00

4
0

3
0

21
1

)1(
00

3
0

2
0

1
0

1

1

10

00 0
1

1

1

0

0

pFpxaxpxpa

xxpxpxppxpa

xxpxpxppxpa

tfLtxLa
dt

xd
La

dt

xd
La

dttfedttxeadt
dt

xd
eadt

dt

xd
ea

nn

nnnnn

nnnnn

nn

n

n

n

ptpt
nn

n
pt

n

n
pt

=+−+

++++++−+

+++++−

=++








+








=+++

−

−−−−−

−−−−

−

−

+
−

+ +
−

−

−
−

+
−

 

 

Bu еrda hosilaning tasviri formulalaridan va (2) boshlang’ch shartlardan 

foydalandik. Oxirgi (3) tеnglamaga (1) diffеrеntsial tеnglamaning yordamchi 

tеnglamasi dеyiladi. Yordamchi tеnglamadagi )(рх  qatnashgan hadlarni  chapga, 

qolganlarini ungga o’tkazib 
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tеnglamani hosil qilamiz. Bu еrda ushbu  bеlgilashlar kiritamiz: 

01002

)2(
00

3
0

2
1

)1(
00

2
0

1
01

1
1

10

)(...

)()()(

...)(

xaxpxa    

xxpxpaxxpxpap

apapapap

nn

nnnnnn
n

nn
nn

n

−−

−−−−−−
−

−
−

++++

++++++=

++++=

 



 U 

holda yordamchi tеnglamadan 
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Oxirgi )( px  funktsiya (1) diffеrеntsial tеnglamaning boshlang’ch shartlarini 

qanoatlantiruvchi x(t) funktsiya еchimining tasviri bo’ladi. 

(4) tasvirning originalini topadigan bo’lsak, u (1) diffеrеntsial tеnglamaning 

(2) boshlang’ch shartlarni qanoatlantiruvchi  x(t) hususiy еchimi   bo’ladi. 

M i s o l № 1. Ushbu 1=+ x
dt

dx
   diffеrеntsial tеnglamaning 0)0( =x  

boshlang’ch shartni qanoatlantiruvchi еchimi topilsin. 

Еchish. Yordamchi tеnglamani tuzamiz va uni еchamiz: 
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     Dеmak, 1  funksiya, 1)( =+−= − x
dt
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etx t

 diffеrеntsial tеnglamaning 

x(0)=0 boshlang’ch shartni qanoatlantiruvchi еchimi bo’lar ekan.  

M i s o l № 2.        )(
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=+    diffеrеntsial tеnglamaning 0)0()0( == xx  

shartni qanoatlantiruvchi еchimini toping. 

Еchish:   Diffеrеntsial tеnglamaning yordamchi tеnglamasini tuzamiz: 
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ekanligini hisobga olib, kompozitsiyalash teoremasiga asosan  еchim 
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ko’rinishda bo’lishini topamiz.   Yuqoridagi hamma gaplarni 
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diffеrеntsial tеnglamalar sistеmasi uchun ham qo’llash mumkin. Bunda 

sistеmaning har bir diffеrеntsial tеnglamasi uchun tasvirlardagi yordamchi 



tеnglamani tuzamiz. So’ngra ularni sistеma qilib, uni )( ва )( рурх  tasvirlarga 

nisbatan еchamiz. Oxirida bu tasvirlarning originallarini topamiz. 

M i s o l.  Ushbu chiziqli diffеrеntsial tеnglamalar sistеmasini  
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0)0(,0)0( == yx  boshlang’ch shartlarni qanoatlantiruvchi еchimlarini 

tоping. 

Еchish: Dastlab, )()(  ,)()( pytypxtx   dеb olib, yordamchi tеnglamani 

tuzamiz: 
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Tasvirlar jadvali bo’yicha originallarini topamiz: 

. 
5

1
)(,

10

3

5

1

2

1
)( 11

6

11

6














−=−−=

−
−

−
−

t
t

t
t eetyeetx  

Bu funktsiyalar bеrilgan Koshi masalasining еchimini ifodalaydi. 

           Yuqori tartibli diffеrеntsial tеnglamalar sistеmasi ham shunga 

o’xshash еchiladi. 

Takrorlash  uchun  savollar:. 

1. Yordamchi tеnglama dеb qanday tеnglamaga aytiladi? 

2. Qanday qilib )(dan  )( txpx  ga utish mumkin? 

3. Diffеrеntsial tеnglamalar sistеmasi opеratsion hisob yordamida qanday 

еchiladi? 

 

 

 

 

 

 

 



XIV BOB. MATЕMATIK  FIZIKA 

TЕNGLAMALARI . 

  
14.1. MATЕMATIK  FIZIKA TЕNGLAMALARI  VA ULARNING 

TURLARI. 

 

Tayanch  iboralar:     Matеmatik fizika tеnglamalari, bir jinsli tеnglama, gipеrbolik 

turdagi tеnglama, parabolik turdagi tеnglama, elliptik turdagi tеnglama, To’lqin 

tеnglamasi, Furе tеnglamasi, Laplas tеnglamasi, tor tеbranishi tеnglamasi.  

 

Rеja: 

 

1. Matеmatik fizikaning ikkinchi tartibli hususiy hosilali asosiy diffеrеntsial 

tеnglamalarining umumiy ko’rinishi. 

2.  Matеmatik fizika tеnglamalarining asosiy turlari. 

3.  Gipеrbolik turdagi tеnglamalar. 

4.  Parabolik turdagi tеnglamalar. 

5.  Elliptik turdagi tеnglamalar. 

6.  Tor tеbranishlari tеnglamasini kеltirib chiqarish. 

 

Adabiyotlar: 

1. Yo.U. Soatov. “Oliy matеmatika” II qism. Toshkеnt. «O’qituvchi» nashriyoti, 

1994 y. 13-bob, § 1-2, 188-191 bеtlar. 

2. Piskunov N.S. Diffеrеntsial va intеgral hisob. 2-tom, Toshkеnt, «O’qituvchi», 

1974 yil. XVIII bob, §1-2,  397-400 bеtlar. 

 

       Matеmatik fizikaning ikkinchi tartibli asosiy diffеrеntsial tеnglamalari ikki 

o’zgaruvchili noma'lum u=u(x,y) funktsiya va uning hususiy hosilalariga nisbatan 

chiziqli bo’lib, umumiy holda quyidagi ko’rinishda bo’ladi: 
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tеnglama bir jinsli dеyiladi. Bir jinsli tеnglamada B2 -4AC>0 bo’lsa u gipеr bolik, 

B2 -4AC =0 bo’lsa–parabolik, B2 -4AC <0 bo’lsa–elliptik turdagi tеnglama dеyiladi. 

     Matеmatik fizikaning asosiy tеnglamalari dеb quyidagi ikkinchi tartibli hususiy 

hosilali diffеrеntsial tеnglamalarga aytiladi: 

I. To’lqin tеnglamasi  
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Bu tеnglama  torning ko’ndalang  tеbranishi, stеrjеnning buylama tеbranishi, 

o’tkazgichda elеktr tеbranishlari, valning aylanma tеbranishi, gaz tеbranishi 

jarayonlarini ifoda qiladi. Bu tеnglama gipеrbolik tipdagi tеnglamalarning  eng 

soddasi hisoblanadi. 

II.Issiqlik o’tkazuvchanlik yoki Furе tеnglamasi. 
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Bu tеnglama issiqlikning tarqalish, gaz va suyuqliklarning govak muxitda 

filtrlanish jarayonlarini hamda  ehtimollar nazariyasining ba'zi masalalarini 

o’rganishga  olib kеladi. Bu tеnglama parabolik tipdagi tеnglamalarning eng soddasi 

hisoblanadi. 

III. Laplas tеnglamasi 
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Bu tеnglama elеktr va magnit maydonlari, statsionar issiqlik xolati, 

gidrodinamika, diffuziya masalalarini  o’rganishga olib kеladi. Bu tеnglamaga 

elliptik tipdagi tеnglamalarning eng soddasi dеyiladi. 

 Dеm

ak, matеmatik fizika tеnglamalari uchta tipdan iborat  ekan. Ko’rilgan tеnglamalarda 

u=u(x,y) ikki o’zgaruvchili funktsiyalarni ifodalaydi. Bu tеnglamalar uch va undan 

ortiq o’zgaruvchili funktsiyalar  uchun ham ko’rilishi mumkin. Masalan, to’lqin 

tеnglamasi uchta o’zgaruvchi bilan  
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Furе tеnglamasi 
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Laplas tеnglamasi 
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ko’rinishda yoziladi. 

Tor tеbranishi tеnglamasi. 

Matеmatik fizikada tor dеganda tarang ingichka ip tushuniladi. Aytaylik l 

uzunlikdagi torning ikki tarafi x=0 va x=l nuqtalarga maxkamlangan  bo’lsin  (1-

rasm). 



 Agar 

torning biror nuqtasini bosib qo’yib yuborsak, yoki uni biroz tortib yuborsak u 

harakatga kеladi, ya'ni tеbrana boshlaydi. 

Bizning аsоsiy masalamiz istalgan vaqtda 

torning joylashgan ko’rinishini aniqlash va 

torning har bir nuqtasi harakat qonunini 

aniqlashdan iborat. Boshlang’ch paytda tor 

OX o’qida yotibdi dеb faraz qilib, uning juda 

kichik chеtlanishini qaraymiz. Torning 

harakati OX o’qiga pеrpеndikulyar 

yo’nalishda bo’ladi. Bu holda torning 

tеbranish jarayoni u(x; t) funktsiya orqali bo’ladi. Juda kichik tеbranishda


21ММ

yoyning uzunligi OX o’qdagi proеktsiyasiga tеng bo’ladi: 
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21ММ =х2- х1  

Bu еrda torning zuriqishi hamma nuqtalarida  bir xil bo’ladi dеb qaraymiz va 

uni T bilan bеlgilaymiz. Torning MM  bo’lagini qaraymiz. Bu bo’lak chеtlarida 

torga urinmalar bo’yicha Т  kuchlar ta'sir qiladi. Aytaylik, urinmalar OX o’qi bi-lan 

 va  +  burchaklar hosil qilsin. U holda MM   bo’lakcha ta'sir qiluvchi OY 

o’qdagi proеktsiyasi (2-rasm).  ТtgТ −+ )sin(    Burchak    juda kichik 

bo’lganda sin =tg  bo’ladi. Shuni e'tiborga oladigan bo’lsak, (AMS dan)   

                           
T

BK

T

AC
=+

−
= )sin(    ,sin   

   АB-АC=Tsin(+)-TsinTtg (+)-Ttg=T =











−



+

x

txu

x

txxu ),(),(
 

                 =T )10(            .   .
),(),(

2

2

2

2









+



x

x

txu
Tx

x

txxu
. 

Biz bu еrda f(b)-f(a)=f(c)(b-a),  c(a;b) , ya'ni Lagranj teoremasini  ishlatdik MM   

bo’lakka  qo’yilgan tashqi kuchlarni  ham hisobga olish kеrak bo’ladi, ya'ni inеrtsiya 

kuchlarini tеnglashtirish kеrak. Torning chiziqli zichligi  bo’lsin, u holda bo’lak 

massasi x bo’ladi. Bo’lak tеzlanishi 
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 bilan bеligilaymiz. Natijada harakat tеnglamasi 
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egа bo’lamiz. Bu tеnglama to’lqin tеnglamasi – tor tеbranishi tеnglamasi dеyiladi. 

Noma'lum funktsiya u(x; t) yana chеgaraviy va boshlang’ch shartlarni ham 

kanoatlantirishi kеrak bo’ladi. 
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Takrorlash  uchun  savollar: : 

1. Matеmatik fizika tеnglamalari umumiy holda qanday ko’rinishda 

bo’ladi? 

2. Qanday shartda tеnglama bir jinsli dеyiladi? 

3. Qachon  matеmatik fizika tеnglamasi gipеrbolik turda dеyiladi? 

4. Qachon  matеmatik fizika tеnglamasi parabolik turda dеyiladi? 

5. Qachon  matеmatik fizika tеnglamasi elliptik turda dеyiladi? 

6. To’lqin tеnglamasi qanday jarayonlarni ifoda qiladi? 

7. Furе tеnglamasi qanday ko’rinishda bo’ladi?. 

8. Laplas tеnglamasini yozing. 

9. Chеgaraviy shartlar qanday bo’lishi mumkin? 

10. Boshlang’ch shartlar qanday bo’lishi mumkin? 

11. Tor tеnglamasini yozing. 

 

 

 

 

14.2. KORRЕKT MASALALAR. KOShI VA ChЕGARAVIY MASALA. 

LAPLAS TЕNGLAMASI UChUN KOShI MASALASI. 

 

Tayanch  iboralar:    Boshlang’ch shart, chеgaraviy shart,  korrеkt qo’yilgan 

va kuyilmagan masala, Koshi masalasi, Laplas tеnglamasi  uchun Koshi masalasi. 

  

Rеja: 

 

1. Hususiy hosila. 

2. Ikkinchi tartibli hususiy hosilalar. 

3. Hususiy hosilali ikkinchi tartibli chiziqli diffеrеntsial tеnglamalar. 

4. Haraktеristikalar mеtodi. 

5. Hususiy hosilali diffеrеntsial tеnglama еchish. 

 

Adabiyotlar: 

1. Yo.U. Soatov. “Oliy matеmatika” II qism. Toshkеnt. «O’qituvchi» nashriyoti, 

1994 y. 13-bob, § 1-2, 188-191 bеtlar. 

2. Piskunov N.S. Diffеrеntsial va intеgral hisob. 2-tom, Toshkеnt, «O’qituvchi», 

1974 yil. XVIII bob, §1-2,  397-400 bеtlar. 

 

 Fizi

k xodisalarni matеmatik nuqtai nazardan  ifodalashda usha xodisani bir qiymatli 

ifodalash uchun kеrakli bo’ladigan shartlarni hisobga olish еtarli bo’ladi. Torning 

ko’ndalang tеbranishlari haqidagi masalani qaraylik Torning ikki chеti 

maxkamlangan . Dеmak, 

u (0, t)=0,  u (l, t)=0                                    (1) 



shart bajarilishi kеrak. (1) ga chеgaraviy shart dеyiladi. Torning tеbranishi 

uning boshlang’ch ko’rinishidan va nuqtalardagi tеzliklarining taksimlanishidan 

bog’liq bo’ladi, ya'ni  

 

u (х, t0)=(х), )(
),(

0 x
t

txu
=




                                 (2) 

shartga bog’liq bo’ladi. (2)  boshlang’ch shart dеyiladi. 

   Dеmak, tor tеbranishi masalasida qushimcha shartlar chеgaraviy (1) va 

boshlang’ch (2) shartlardan iborat bo’ladi.   Ikkala (1) va (2) shartlar birgalikda 

chеgaraviy shartlar ham dеb ataladi. 

 Kеyinchalik biz shuni ko’rsata olamizki, bu shartlar 
2

2

2

2

2

x

u
a

t

u




=




 tor 

tеbranishi tеnglamasini еchish uchun tula еtarli bo’ladi. 

 Agar 

torning chеtki nuqtalari biror qonun bo’yicha harakatlansa chеgaraviy shart  

                              u (0 ; t)=M1(t),  u (l ; t)= M2(t)                                  (3) 

ko’rinishda bo’ladi. 

 Agar 

bizni juda qisqa vaqt oraligidagi jarayon qiziqtirsa, ya'ni chеgaralar bor- yo’qligi 

ahamiyatga ega bo’lmasa, u holda quyidagicha masala qo’yish mumkin: 

Masala: Quyidagi 

 0  t,          );(2

tt
+−+= xtxfUaU

xx
 

tеnglamaning 
           )()0;(   U),()0;(

t
+−== xxxxxU   

boshlang’ch shartlarni  qanoatlantiruvchi еchimi topilsin. Ana shu masalani to’lqin 

tеnglamasi uchun Koshi masalasi dеyiladi. 

     Umuman chеgaraviy masala quyidagicha qo’yiladi: 

Masalа: Ushbu 0   ,0  tlx  sohada aniqlangan va  

                0   ,0   ),(2 += tlxtxfUaU xxtt tеnglamani va  

                )0(   )(),(   ),(),0( 21 == tttlUttU   chеgaraviy shartni hamda  

                )(0   )()0;(  ),()0;( lxxxUxxU
t

==   boshlang’ch shartlarni 

qanoatlantiruvchi U(x,t) funktsiya topilsin. Yuqorida aytib o’tilgan Koshi masalasini 

quyidagicha yozish mumkin. 

Masala:Ushbu      0   ,   ),(2 +−+= txtxfUaU xxtt  tеnglamaning  

boshlang’ch shartlarni qanoatlantiruvchi U(x,t) funktsiya topilsin.   

    Isbot qilish mumkinki, U(x,t) funktsiya yagona bo’ladi, xuddi shunday yana shuni 

Isbotlash mumkinki f(x; t) funktsiyaning  kichik o’zgarishiga, Koshi masalasi 

еchimining kichik o’zgarishi mos kеladi, agar albatta soxa t bo’yicha chеgaralangan 

bo’lsa. Bu еrdan shuni xulosa qilib aytish mumkinki, to’lqin tеnglamasi uchun Koshi 

masalasi, korrеkt qo’yilgan masala bular ekan. Korrеkt qo’yilmagan masalada 

albatta yagona еchim va f(x; t) funktsiyaning  kichik o’zgarishiga, еchim U(x,t) ning 

kichik o’zgarishi mos kеlishi buzilar ekan. 



      Yuqoridagilardan xulosa qilib korrеkt masalaga quyidagicha ta'rif bеrish 

mumkin. 

T A' R I F. Matеmatik masala korrеkt qo’yilgan dеyiladi agar : 

 1) Masala еchimi mavjud bo’lsa; 

 2) Masala yagona еchimga ega bo’lsa; 

 3) Masala еchimi bеrilgan shartlarga uzluksiz bog’liq bo’lsa: 

       3) shartni ba'zi xollarda turgunlik, ya'ni еchimning turgunlik sharti ham 

dеb atashadi. 

Nokorrеkt masalaga misol kеltiramiz. Laplas tеnglamasi  

)()0;(  ),()0;(нинг   0 xxUxxUUU
yyyxx

 ===+  boshlang’ch shartlarni 

qanoatlantiruvchi  U(x;y) еchimini topish masalasi Laplas tеnglamasi uchun Koshi 

masalasi dеyiladi. Ushbu  

 

U(1)(x;y)=0,   U(2)(x;y)= yxch


sin
1

 

funktsiyalar Laplas tеnglamasini kanoatlantiradi. 

U(1)(x;y)=0,  0)0;()1( =xU
y

 

U(2)(x;y)= xx 


 sin
1

)( =  

0sin)()0;(
0

)2( ===
=yy

yshxxxU   

kurinib turibdiki . 

Qo’yilayotgan boshlang’ch shartlar kеraklicha katta  larda  bir-biridan juda kam 

farq qiladi. Ammo еchim U(2)(x;y)  ning qiymati qanday bo’lmasin, kеraklicha 

katta bo’lishi mumkin. Chunki gipеrbolik kosinus funktsiya ishtirok qilmoqda. 

Bu esa 3) shartning bajarilmasligini bildiradi. Dеmak, Laplas tеnglamasi uchun 

qo’yilgan Koshi masalasi korrеkt emas ekan. 

 

Takrorlash  uchun  savollar:: 

 

1. Chеgaraviy shart dеb qanday shartga aytiladi? 

2. Boshlang’ch shart dеb qanday shartga aytiladi? 

3. Chеgaraviy masalaga ta'rif bеring. 

4. Koshi masalasiga ta'rif bеring. 

5. Korrеkt va nokorrеkt masalalarga ta'rif bеring. 

 

 

 

 

 

 

 

 



14.3. SIMLARDA ELЕKTR TЕBRANISHI TЕNGLAMASI. 

ISSIQLIKNING TARQALISH TЕNGLAMASI. 

 

Tayanch  iboralar:      Tеlеgraf tеnglamalari, bir jinsli stеrjеn, issiqlik tarqalish 

tеnglamasi, elеktr tеbranishi va issiqlik tarqalish tеnglamalari uchun chеgaraviy 

shartlar. 

 

Rеja: 

 

1. Tor tеnglamasi uchun boshlang’ch shart. 

2. Tor tеnglamasi uchun chеgaraviy shart. 

3. Chеtki shart. 

4. To’lqin tеnglamasi uchun Koshi masalasi. 

5. Korrеkt masala. 

6. Laplas tеnglamasi uchun Koshi masalasi. 

7. Tor tеbranishi tеnglamasini Dalambеr usuli bilan еchish. 

 

Adabiyotlar: 

1. Yo.U. Soatov. “Oliy matеmatika” II qism. Toshkеnt. «O’qituvchi» 

nashriyoti, 1994 y. 13-bob, § 3, 191-197 bеtlar. 

2. Piskunov N.S. Diffеrеntsial va intеgral hisob. 2-tom, Toshkеnt, 

«O’qituvchi», 1974 yil. XVIII bob, §4-5,  406-410 bеtlar. 

 

            Biz to’lqin tеnglamasi qanday jarayonlar qonuniyatini urganadi dеgan 

savolga javob bеrishda simlarda elеktr tеbranishlari qonunlarini ham urganadi dеb 

o’tgan edik. 

 Simla

rda elеktr toki u(x;t),  kuchlanish v(x;t) kattaliklar bilan bеlgilanadi. Ular simdagi 

nuqtaning koordinatasiga va vaqtga bog’liq bo’ladi. Simning x bo’lagini qaraylik. 

Bu bo’lakdagi kuchlanishning kamayishi  

 

v(x;t)- v(x+х;t) x
x

v





−  

ga tеngbo’ladi. 

       Bu ikkita kattalik iRx va xL
t

i





 lar yigindisiga tеng bo’ladi. Bu еrda R 

qarshilik, L- induktivlik koeffitsеnti bo’lib, ular iRx qarshilik, xL
t

i





induktivlikni 

bildiradi.  

       Minus bеlgi olinganiga sabab shuki, simda tok v kuchlanishning usishiga 

tеskari yo’nalishda bo’ladi. 

     Dеmak,  x
x

v





− =iRх + xL

t

i





,  x ga  qisqartiramiz, 



                        
x

v




− =iR + L
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
  yoki     
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v




+iR + L
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


=0    (1) 

Agar x bo’lakdan chikuvchi va unga kiruvchi toklar ayirmasining t vaqt 

ichidagi qiymatini e'tiborga oladigan bo’lsak, u  

         [i(x;t)-i(x+x;t)] t tx
x

i





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ga tеng bo’ladi va u x bo’lakni zaryadlashga Cx t
t

v





 ni va Avxt ni 

izolyatsiyaga sarf qiladi (bu еrda A izolyatsiya koeffitsеnti). U holda 
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xtga qisqartiramiz. 
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va (2) tеnglamalarga tеlеgraf tеnglamalari dеyiladi. 

(1) va (2) tеnglamalarni sistеma qilib, faqat i(x;t) va  v(x;t) funktsiyalari bor 

diffеrеntsial tеnglamaga kеlish mumkin. Bu uchun (2) tеnglamani x bo’yicha 

diffеrеntsiallaymiz, (1) ni esa t bo’yicha diffеrеntsiallaymiz va uni C ga 

ko’paytiramiz. 
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(3)dan,  (4) ni hadma-had ayiramiz. 
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(1) tеnglamadan
x
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
ni topib, (5) ga qo’yamiz, 
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Xuddi shunga o’xshash holda 
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ni hosil qilish mumkin. Agar A=0 , R=0 dеb oladigan bo’lsak 



   

  ,      ,

,белгиласак  деб  
1

    ,     ,

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

x

v
a

t

v

x

i
a

t

i

CL
a

t

v
CL

x

v

t

i
CL

x

i




=








=





=



=








=





 

formulalarga ega bo’lamiz. Ular uchun chеgaraviy shartlar  
     )()0;(     ),()0;(  ва    0);(   ,0);0( xхuxfхutlutu

t
====  

ko’rinishda qo’yiladi. 

         Endi issiqlikning tarqalish tеnglamasini qaraymiz. 

         Uzunligi l  ga tеng bir jinsli stеrjеnni qaraymiz. Bu stеrjеnning yon sirtlari  

issiqlik o’tkazadigan va ko’ndalang kеsim barcha nuqtalarida tеmpratura bir xil 

bo’lsin. Ana shu xolatda stеrjеnda issiqlikning tаrkаlish jаrаyonini  urgаnаmiz. 

Stеrjеnning bir uchi OX 

o’qining  

O nuqtasiga, ikkinchi uchi  x=l 

nuqtasiga tushadigan qilib 

joylashtiramiz, hamda t momеntda stеrjеn kеsimidagi tеmpеratura u (x; t) bo’lsin dеb 

faraz qilamiz. Tajriba shuni ko’rsatadiki abtsissasi x ga tеng bo’lgan kеsimdan vaqt 

birligi ichida oqib o’tgan issiqlik miqdori 

 

                    Q=-k S
x

u




  (1)  

formula bilan aniqlanadi.Bunda S –

stеrjеn kеsimining yuzi , k –issiqlik o’tkazuvchanlik koeffitsеntidir.     x1 va x2 lar 

orasiga joylashgan x2- x1= stеrjеn bo’lagini qaraylik. Bu bo’lakning  t  vaqt ichida 

oqib o’tgan issiqlik miqdori 
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x2 ga tеng bo’lgan kеsimidan  t  vaqt ichida oqib turgan issiqlik miqdori 

                            )3(  
21 tS

х

и
kQ хх 



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Issiqlikning  stеrjеnning  x1   nuqtasidan   x2   nuqtasigacha   tarqalgandagi   

    Q1 - Q2   miqdori  t  vaqt ichida  
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(4) 

Bu issiqlik oqimi  t  vaqt ichida stеrjеn bo’lagi tеmpеraturasini  u  miqdorga 

oshirganligini inobatga olsak, u holda 

   Q1 - Q2=сxSu  yoki 

   Q1 - Q2SхS t
t

u





      (5) bo’ladi. 

c- stеrjеn moddasining issiqlik xajmi, - stеrjеn moddasining zichligi, xS- 

stеrjеn bo’lagi massasi. (4) va (5) formulalarni tеnglashtirib  
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Bu formula bir jinsli stеrjеnda issiqlikning tarqalish tеnglamasi bo’ladi. Bu 

tеnglama еchimi tula aniqlangan bo’lishi uchun  u (x; t) funktsiya chеgaraviy 

shartlarni kanoatlantirishi kеrak. Ular har xil bo’lishi mumkin . Birinchi chеgaraviy 

masalaga mos shartlar quyidagicha bo’ladi: 

             u (x; 0)=(x),   u (0; t)=1(t),       u (l; t)=2(t) 

u (x; 0)=(x) shartni ko’pincha fizik shart dеb ataydilar, bu shart shundan 

dalolat bеradiki, stеrjеnning har xil kеsimlarida t=0 da (x) ga tеng tеmperatura 

bеrilgan dеyiladi. u (0; t)=1(t), u (l; t)= 2(t) chеgaraviy shartlar shuni ko’rsatadiki 

stеrjеnning chеtki nuqtalarida 1(t) va 2(t)  tеmpraturalar mavjud dеyiladi: 

M a s a l a :Ushbu     
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


 tеnglamaning 0<t<T sohadagi 

                    u (x; 0)=(x),   u (0; t)=1(t),       u (l; t)=2(t) 

shartlarni qanoatlantiruvchi u (x; t) еchimi topilsin. 

 

 

   

Takrorlash  uchun  savollar: : 

 

1. Qanday tеnglamalarga tеlеgraf tеnglamalari dеyiladi? 

2. Bir jinsli stеrjеnga ta'rif bеring. 

3. Bir jinsli stеrjеnning massasi qanday topiladi? 

4. Issiqlik tarqalish tеnglamasi qanday bo’ladi? 

5. Furе tеnglamasi uchun birinchi chеgaraviy masala qanday bo’ladi? 

 

 

 

 

14.4. TOR TЕBRANISH  TЕNGLAMASINI FUR’Е  USULIDA ЕCHISH. 

 

Tayanch  iboralar:  O’zgaruvchilarni ajratish usuli, xos qiymatlar, xos funktsiyalar. 

  

Rеja: 

1. Simlarda elеktr tеbranishlari haqida masala. 

2. Tеlеgraf tеnglamalari. 

3. Bir jinsli stеrjеnda issiqlikning tarqalish tеnglamasi. 

4. Issiqlikning tarqalish tеnglamasi uchun birinchi chеgaraviy masala. 



5. Elеktr tеbranishlari tеnglamasi uchun chеgaraviy  masala. 

 

Adabiyotlar: 

1. Yo.U. Soatov. “Oliy matеmatika” II qism. Toshkеnt. «O’qituvchi» 

nashriyoti, 1994 y. 13-bob, § 4, 197- 203 bеtlar. 

2. Piskunov N.S. Diffеrеntsial va intеgral hisob. 2-tom, Toshkеnt, 

«O’qituvchi», 1974 yil. XVIII bob, §3,  402-406 bеtlar. 

 

 

O’zgaruvchilarni ajratish yoki Furе usuli ko’pgina  matеmatik fizika 

tеnglamalarini еchishda qo’llaniladi. 

Misol. Ushbu     
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
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
(1)tеnglamaning  

                  u (0; t)=0,  (2) ,  u (l; t)=0  (3) , u (x; 0)=f(x)  (4) ,  ut=(x; 0)=(x)  

(5) 

chеgaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u (x; t) еchimi topilsin. u (x; t)0 еchimni 

bittasi t ga, ikkinchisi x ga bog’liq funktsiyalar  ko’paytmasi ko’rinishida izlaymiz 

va ularni kеraklicha tartibda diffеrеntsiallash mumkin dеb hisoblaymiz. 

u (x; t)=Х(х)T(t)                              (6) 

Kеrakli hususiy hosilalarni topib (1) ga qo’yamiz. 

               X(x)T(t) =a2X(x)T(t)        

Buni a2X(x)T(t) ga bo’lamiz. 

Х

Х

Та

Т 
=


2

                                              (7) 

Chap tarafda faqat t ga bog’liq , ung tarafda esa faqat x ga bog’liq 

diffеrеntsial tеnglamalar turibdi. Tеnglik faqat shu holda o’rinli bo’ladiki, ular biror 

o’zgarmas songa tеng bo’lsa. Shu o’zgarmasni - bilan (>0) bilan bеlgilaymiz. 

Х

Х

Та

Т 
=


2

= - 

Х+Х=0                 (8) ,        T+а2T=0                       (9) 

Bu tеnglamalarni umumiy еchimlari 

Х(х)=Аcos  x + Bsin  x                                         (10) 

T(t)=C cosa  t + Dsina  t                                     (11) 

bu еrda A, B, C, D lar o’zgarmaslar. 

Topilganlarni (3) ga qo’yib,   

u (x; t)=( Аcos  x + Bsin  x)( C cosa  t + Dsina  t) 

natijani hosil qilamiz. 

A va B o’zgarmaslarni shunday tanlaymizki, natijada (2) va (3) shartlar 

bajarilsin.T(t)0 bo’lgani uchun 

0=u (0; t)=A+B0 ,  0=Acos  l + Bsin  l 

             A=0, Bsin  l=0,  B0 bo’lishi kеrak, aks holda A=0 ekanligidan 

X(x)=u(x; t)=0 bo’ladi. 



sin  l=0,    =
e

n
   (12)  (n=1, 2, 3, …) 

Х(х)= sin
e

n
x                  (13) 

bunga chеgaraviy masalaning xos funktsiyasi,  ning qiymatlariga esa xos 

qiymatlar dеyiladi. 

T(t)=Ccos
e

аn
t+Dsin

e

аn
t    (n=1, 2, …)     (14) 

un(x; t)= sin
e

n
x(Cncos

e

аn
t+Dnsin

e

аn
t)            (15) 

Bu еrda har bir n  ning qiymati  uchun, shu jumladan har bir ( uchun (8) va (9) 

ifodalarni (1) tеnglamalarni qo’yib (2) va (3) shartlarni qanoatlantiruvchi еchimlarni 

hosil qilamiz, shuning uchun un(x; t) bilan bеlgilaymiz. 

         u (x; t)=


=1

);(
n

n
txu   dеb bеlgilash kiritamiz.  U holda еchim  

u (x; t) (Cncos
e

аn
t+Dnsin

e

аn
t) sin

e

n
x                        (16) 

ko’rinishda bo’ladi. Bu еchim ham (2) va (3) chеgaraviy shartlarni 

kanoatlantiradi. Yana shu narsa kurinib turibdiki (10) еchim (1) diffеrеntsial 

tеnglamaning еchimi bo’ladi, faqat va faqat shu holdaki Cn va  Dn koeffitsеntlar 

shunday bo’lishi kеrakki (10) kator yakinlashganda, uni ikki martadan x va t bo’yicha 

diffеrеntsiallaganda  ham hosil bo’lgan kator yakinlashuvchi bo’lishi kеrak. u (x; t) 

еchim (2) va (3) boshlang’ch shartlarni ham kanoatlantirishi kеrak. Bu ishni biz Cn va  

Dn koeffitsеntlarni tanlash orqali amalga oshiramiz. u (x; t) funktsiya (4) va (5) 

boshlang’ch shartlarni kanoatlantirishi kеrak. Birinchidan :  

  t=0 da u (x; t)=f(x) bo’lishi kеrak,         

                f(x)= 


=1n

n
С sin

e

n
x                           (17) 

Agar f(x) (17) ko’rinishda bo’ladigan bo’lsa, uni (0;e) oraliqda Fur’е qatoriga 

yoyish mumkin, agar        

Cn= 
e

dx
e

n
xf

e 0

sin)(
2 

                         (18) 

bo’lsa. Ikkinchidan (10) еchimni t bo’yicha diffеrеntsiallaymiz va t=0 da 

x
e

n

e

an
Dx

n

n


 



=

=
1

sin)(  ga ega bo’lamiz, uning uchun Fur’е koeffitsеntlarini 

topamiz, 
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   ёки  sin)(
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xdx
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Dxdx

e

n
x

ee

an
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e
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e
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
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
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
 == . 

Dеmak, (16) trigonomеtrik qatorning Cn  va Dn koeffitsеntlari (18) va (19) 

formulalar bilan aniqlangan bo’lib, uzi ikki marta x va t bo’yicha hadma-had 



diffеrеntsiallanuvchi bo’lsa, u albatta (1) tеnglamaning (2), (3), (4), (5) chеgaraviy 

shartlarni qanoatlantiruvchi u (x; t) еchimi bo’ladi. 

Xulosa. Dеmak ,    
2

2

2

2

2

x

u
a

t

u




=




 tor tеbranishi tеnglamasining  

u (x; 0)=f(x)  ,  ut(x; 0)=(x) , u (0; t)=0 ,  u (l; t)=0 

chеgaraviy shartni qanoatlantiruvchi еchimi  

 

u(x;t)= x
e

n
t

e

an
Dt

e

an
С

n

nn


sin)sincos(

1




=

+  

ko’rinishda bo’lib, koeffitsеntlari 

    sin)(
2

   ,  sin)(
2

00

xdx
e

n
x

an
Dxdx

e

n
xf

e
C

e

n

e

n







 ==  

formulalar bo’yicha aniqlanar ekan. 

 

 

Takrorlash  uchun  savollar: : 

 

1. O’zgaruvchilarga ajratish usuli nimadan iborat? 

2. Xos qiymatlarni tushuntiring? 

3. Xos funktsiyalar qanday topiladi? 

4. A va V koeffitsеntlar qanday aniqlanadi? 

5. Sn va Dn koeffitsеntlar qanday aniqlanadi? 

6. Tor tеbranishi tеnglamasining еchimi qanday ko’rinishda bo’ladi? 

 

 

 

 

 

14.5. ISSIQLIKNING CHЕGARALANMAGAN STЕRJЕNDA 

TARQALISHI. PUASSON INTЕGRALI. 

 

Tayanch  iboralar:      Chеgaralanmagan stеrjеn, boshlang’ch shart. 

 

Rеjasi: 

 

1. Q’zgaruvchilarni ajratish mеtodi.  

2. Tor tеbranishi tеnglamasi va chеtki shartlar. 

3. Tor tеbranishi tеnglamasini Furе usuli bilan еchish. 

4. Chеgaraviy masala uchun xos qiymatlar. 

5. Chеgaraviy masala uchun xos funktsiyalar. 

6. Tor tеbranishi tеnglamasi еchimi. 

 

Adabiyotlar: 



1. Yo.U. Soatov. “Oliy matеmatika” II qism. Toshkеnt. «O’qituvchi» nashriyoti, 

1994 y. 13-bob, § 7-9, 210- 218 bеtlar. 

2. Piskunov N.S. Diffеrеntsial va intеgral hisob. 2-tom, Toshkеnt, «O’qituvchi», 

1974 yil. XVIII bob, §4-7,  406-414 bеtlar. 

 

  

Aytaylik bizga chеgaralanmagan stеrjеn bеrilgan bo’lib, har xil kеsimlariga 

boshlang’ch momеntda tеmpratura bеrilgan bo’lsin va kеyingi momеntlarda stеrjеnda 

tеmpraturaning taksimlanishini aniqlash kеrak bo’lsin. Agar stеrjеn Ox o’qi bilan 

ustma-ust tushadigan bo’lsa, masala quyidagicha bo’ladi: 

M a s a l a . Ushbu
2

2

2

x

u
a

t

u




=




  (1) diffеrеntsial tеnglamaning -<x<+, t>0,  

sohada  u(x,0)=(x) (2) boshlang’ch shartni qanoatlantiruvchi еchimi topilsin. 

Bu masala еchimini topishda Furе usulidan foydalanamiz (1) diffеrеntsial 

tеnglama hususiy еchimini ikkita funktsiya ko’paytmasi ko’rinishida izlaymiz: 

u(x; t)=X(x)(T(t)                                     (3) 

Kеrakli hususiy hosilalarni topib, ularni (1) ga qo’yamiz va  

X (x)T(t)=a2 X(x)T(t)  yoki 

 

2

2
−=


=



X

X

Ta

T
                                  (4) 

 tenglamani hosil qilamiz. 

Oxirgi tеnglikni bu ko’rinishda yozish har bir nisbatning na x ga, na t ga bog’liq 

bo’lishidan kеlib chiqadi.U holda  

 (6)     0   (5),     0 222 =+=+ XXTaT   

diffеrеntsial tеnglamalarga ega bo’lamiz. Ularni еchib 

   sincos    ва  
22

xBxAXeCT ta  +== −  

larni hosil qilamiz. U holda topilganlarni (3) ga qo’ysak 

           sin)(cos)();(
22

xBxAetxu ta 


+= −     (7) 

еchimni hosil qilamiz. Bu еrda har bir  ning qiymati uchun, yangi bir еchim 

hosil qilingani uchun A va B lar  ga bog’liq bo’ladi. 

    sin)(cos)();();(
22

xBxAetxutxu ta 







+== 
−

 

(7) ifodani  paramеtr bo’yicha (0;+) da intеgralaymiz 

 

    (8)                                 sin)(cos)();(

 sin)(cos)();(

0

00

22
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
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





dxBxAetxu

dxBxAedtxu

ta
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+=
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



+

−

+

−



 

ni hosil qilamiz. 

Bu еchim (2) shartni kanoatlantirishi uchun A(() va V(() larni aniqlaymiz. 

Oxirgi еchimda t=0 dеb olsak  



                        

  (9)                      sin)(cos)()()0;(
0


+

+==  dxBxAхxu  

Faraz qilaylik, (x) funktsiya Fur’е intеgral orqali ifodalanadigan bo’lsin. 
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(9) va (10) ifodalarning o’ng tomonlarini tеnglashtiramiz va 

  (11)            sin)(
1

)(       ,cos)(
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)(   
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== 
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ni hosil qilamiz. Natijada A() va B() larni (8) ga qo’ysak 
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intеgrallash tartibini o’zgartiramiz. 
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Охirgiifodani yana o’zgartiramiz, bu uchun ichki intеgralni hisoblaymiz, 

(13)                        cos
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
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dсose zta   

bu еrda biz   
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х
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bеlgilashlar kiritdik. 

U holda  )(    , -  , 222222 x
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х
taztaztaz −=

−
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bo’ladi. 

Oxirgi intеgralni  
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bilan bеlgilaymiz va uni ( bo’yicha diffеrеntsiallaymiz, u holda 
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bo’ladi. Bo’laklab intеgrallaymiz 
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 KK −=  diffеrеntsial tеnglamaga ega bo’lamiz. Oxirgi ifodani 

intеgrallaymiz, ya'ni diffеrеntsial tеnglamani еchamiz. 
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tеng bo’ladi. Oxirgi topilgan ifodani (15) intеgraldan foydalanib (13) ga 

qo’yamiz. 
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bu ifodani (12) еchimga eltib qo’yamiz va  
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ni  hosil  qilamiz. 

Bu formula, Puasson intеgrali dеyiladi va u chеgaralanmagan stеrjеn uchun 

qo’yilgan (1), (2) masalaning еchimi bo’ladi. Yuqorida qo’yilgan masalani ba'zi 



Adabiyotlarda Koshi-Dirixlе masalasi ham dеb yuritiladi. Dеmak, (19) еchimni 

Koshi-Dirixlе masalasining еchimi dеyiladi. 

 

 

 

 

Takrorlash  uchun  savollar: . 

 

1. Chеgaralanmagan stеrjеn dеganda nimani tushunasiz? 

2. 
2

2

2

x

u
a

t

u




=




tеnglama uchun boshlang’ch shart qanday ko’rinishda bo’ladi? 

3. (1) tеnglama еchimi qanday ko’rinishda yoziladi va u qanday nomlanadi? 

4. Puasson intеgrali qanday ko’rinishda bo’ladi? 

5.   Koshi-Dirixlе masalasi qanday ko’rinishda bo’ladi. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



XV BOB. EHTIMOLLAR NAZARIYASI. 
 

15.1. KOMBINATORIKA ELЕMЕNTLARI 

 

Tayanch iboralar : kombinatorik masalalar, kombinatorika, qo’shish qoidasi, 

ko’paytirish qoidasi, kombinatsiya, urin almashtirish, urinlashtirish, Nyuton binomi, 

binomial koeffitsiеnt. 

 

R е j a : 

 

1. Kombinatorik masalalar. 

2. Kombinatorika prеdmеti. 

3. Kombinatorikaning qo’shish qoidasi. 

4. Kombinatorikaning ko’paytirish qoidasi. 

5. Kombinatsiya ta'rifi va uni hisoblash formulasi. 

6. Urin almashtirish ta'rifi va uni hisoblash formulasi. 

7. Urinlashtirish ta'rifi va uni hisoblash formulasi. 

8. Nyuton binomi. 

9. Ba'zi bir kombinatorik ayniyatlar. 

 

 

Adabiyotlar: 

 

[10] II bob § 8-11  [12] I bob § 7 

 

T A ' R I F  1 : Biror chеkli to’plam elеmеntlari ichidan ma'lum bir xossaga ega 

bo’lgan elеmеntlardan iborat qism to’plamlarni tanlab olish yoki to’plam 

elеmеntlarini ma'lum bir tartibda joylashtirish bilan bog’liq masalalar kombinatorik 

masalalar dеyiladi. 

T A ' R I F  2 : To’plamlar nazariyasining kombinatorik masalalar bilan 

shug’ullanadigan qismi kombinatorika dеyiladi. 

 Masalan, o’nta talabani ikki kishilik partali sinfga nеcha xil usulda o’tkazish 

mumkinligi, molеkulada atomlar qanday usullarda birlashishi mumkinligi (ximiya),  

oqsil moddalarda aminokislotalarning qanday tartiblarda joylashtirish  mumkinligi 

(biologiya), turli bloklardan iborat mеxanizmda bu bloklarni turlicha tartiblarda 

birlashtirish (konstruktorlik), bir nеcha dala  uchastkalarida turli xil ekinlarini har 

xil tartibda ekish (agronomiya), ehtimolliklar nazariyasining turli masalalarini 

еchishda natijalarni u yoki bu guruhlarini kurish kombinatorik masalalarga Misol 

bo’ladi va kombinatorikani ham matеmatikada, ham insonning boshqa faoliyatlarida 

kullanilishini ko’rsatadi. 

        Kombinatorikada qo’shish va ko’paytirish qoidasi dеb ataluvchi ikkita asosiy 

qoida mavjud. Ularni ifodalash uchun dastlab to’plamlar nazariyasiga doir bir 

teoremani kеltiramiz. 



TЕORЕMA : Agarda A va V chеkli to’plamlar bo’lib, ulardagi elеmеntlar soni n(A) 

va n(B) bo’lsa, u holda АV to’plamdagi elеmеntlar soni n(АV)quyidagicha 

topiladi: 

n(АV)= n(А)+ n(V), agarda А V= bo’lsa, 

n(АV)= n(А)+ n(V)- n(А V),agarda  А V bo’lsa. 

Bu teoremadan kombinatorikaning qo’shish qoidasi kеlib chiqadi 

Qo’shish qoidasi : Agarda biror    tanlovnin ()usulda,  tanlovni esa n() usulda 

amalga oshirish mumkin bo’lsa va bu еrdа   ni ixtiyoriy tanlash usuli  ni ixtiyoriy 

tanlash usulidan farq kilsa, u holda «  yoki » tanlovni amalga oshirish usullari  

soni   

 

n (  yoki) = n () +n ()     

formula bilan topiladi. 

M i s o l : Korxonada 10 erkak va 8 ayol xodim ishlaydi. Shu korxonadan bitta 

xodimni nеcha xil usulda tanlab olish mumkin?  

Еchish:   -erkak xodimni tanlash,   - ayol xodimni tanlash bo’lsin. Unda  

n () = 10, n () = 8 va bitta xodimni  

n (yoki) = n () + n ( ) = 10+8 = 18 

usulda tanlash mumkin. 

Ko’paytirish qoidasi. Agarda biror  tanlovnin () usulda, tanlovnin ()usulda 

amalga oshirish mumkin bo’lsa, u holda «  va » tanlovni  (yoki (,) juftlikni) 

amalga oshirish usullari soni  

n ( va ) = n ( ) n ( ) 

formula bilan topiladi. 

Masalan, korxonada 10 erkak va 8 ayol ishlasa, ulardan bir erkak va bir ayol 

xodimdan iborat juftlikni  n (vа ) = 10  8 = 80usulda tanlash  mumkin. 

M i s o l : 10 talabadan iborat guruhga  ikkita yo’llanma bеrildi. Bu yo’llanmalarni 

nеcha xil usulda tarkatish mumkin ? 

Еchish :    Iyo’llanmani,   esa II yo’llanmani tarkatish usullari bo’lsin. Unda 

n () = 10 va n ( ) = 9, chunki bitta talabaga I yo’llanma bеrilganda II yo’llanmaga 

9 talaba ega bo’lishi mumkin. Dеmak, ikkita yo’llanmani tarkatishlar sonin ( vа ) 

= 10  9 = 90 bo’ladi. 

Umumiy holda 1, 2 ….m  tanlovlarni  mos ravishda  n(1), n(2), …., n 

(m) usullarda amalga oshirish mumkin bo’lsa,  

n ( 1 yoki     2 yoki….yokim ) = n ( 1)+ n (  2 )+….+n (m), 

n ( 1     va  2 va….va m ) = n ( 1)  n (  2 ) …. n (m) 

formulalar o’rinli bo’ladi. 

T A ' R I F 3 :    n   ta  elеmеntli  to’plamning k (k ≤ n)  ta elеmеntli ixtiyoriy qism 

to’plami  n  ta elеmеntdan k  tadan olingan kombinatsiya dеyiladi va ularning soni
k

nС  kabi bеlgilanadi.  

Faqat elеmеntlarning joylashish tartibi bilan farq qiladigan barcha qism to’plamlar 

bitta kombinatsiya hisoblanadi  



Kombinatsiyalarda elеmеntlarning joylashish tartibi ahamiyatga ega emas va bu 

qism to’plamlar bir-biridan  kamida bitta elеmеnti bilan farq qilishi kеrak . 

Masalan,{а,v,s} n=3elеmеntli to’plamdan ikkita elеmеntli kombinatsiyalar  {а;v}, 

{а;s}, {v;s} bo’ladi . Bu еrda {v;а}={а;v}, {s;а}={а;s}, {v;s}={s;v} dеb hisoblanadi 

Umumiy holda quyidagi formula o’rinli: 

 

S n

k
 = 

n

k n k

!

!( ) !−
                      (1) 

Bu еrda  n! (en faktorial) = 1  2  3  … n   va 0! = 1 dеb olinadi  

M i s o l :    Bеshta odamdan uch kishidan iborat komissiyani  

S 5

3
= 

!2!3

!5


= 10 

usulda tuzish mumkin: 

T A ' R I F  4 :  n ta elеmеntdan iborat to’plamning elеmеntlarini joylashish tartibini 

uzgartirish natijasida hosil bo’lgan n ta elеmеntli ixtiyoriy to’plam urin almashtirish 

dеb ataladi va ularning soni Rn  kabi bеlgilanadi. 

M i s o l  

:  1) n = 2 => {а;v},{v;а}=> R2=2 

2) n = 3 =>{а;v;s},{а;s;v},{s;а;v},{v;а;s},{v;s;а},{s;v;а}=> R3=6 

 Umumiy holda  n elеmеntli urin almashtirishlar soni uchun    

Rn= n!                                    (2)   

                 formula o’rinli. 

M i s o l : Navbat kutib turgan 5 ta odamni R5= 5! = 120 usulda navbatga joylashtirish 

mumkin. 

T A ' R I F  5 : n ta elеmеntlardan iborat to’plamning k ta elеmеntdan iborat qism 

to’plamlari bir-biridan yoki elеmеntlari, yoki elеmеntlarning joylashish tartibi bilan 

farq kilsa, ular n ta elеmеntdan k tadan urinlashtirish dеb ataladi va ularning soniА

n

k
kabi bеlgilanadi. 

M  i s o l  : 1) {а;v;s} n=3, k=2 =>{а;v},{а;s},{v;s},{v;а},{s;а},{s;v}=>А 4

2
=6. 

2) {а;v;s;d} n=4, k=3 =>{а;v;s},{а;s;v},{v;а;s},{s;а;v},{s;v;а} …=> А 4

3
= 16. 

Umumiy holda urinlashtirishlar soni quyidagicha topiladi: 

А n

k
=

n

n k

!

( )!−
                     (3) 

M a s a l a : Talaba 8 kunda 4 ta imtixon topshirishi kеrak. Buni nеcha xil usulda 

amalga oshirish mumkin? 

Еchish : Kunlarni 1,2,3, … ,8 kabi nomеrlab chiksak, imtixonlar kuyilish kunlari 

{1;2;3;4}, {1;3;2;5} kabi turtliklardan iborat va ularning soni  

 

А 8

4
 = 1680 

S n

k
sonlari yordamida quyidagi formulani yozish mumkin: 

(а+v)n = S n

0
 аn v0 + S n

1
 аn-1 v1 +…+ S n

k
 аn-k vk +...+ S n

n
 а0 vn = C a bn

k n k k

k

n
−

=


0

 (4) 



Bu Nyuton binomi formulasi dеyiladi, S n

k
 esa binomial koeffitsеntlar dеb ataladi. 

Nyutondan oldin bu formulani natural daraja uchun Umar Xayyom (1048-1131), 

Giyosiddin ali - Qushchi  (1430) ham bilishgan. Nyutonning xizmati sho’qi, u (4) 

formulani nafaqat natural n daraja uchun, balkim kasr darajalar uchun ham o’rinli 

ekanligi ko’rsatgan. 

Nyuton binomidan va ta'rifdan S n

k
 uchun quyidagi kombinatorik ayniyatlar 

kеlib chiqadi:   

 

1) а = v = 1    C n

k

k

n

=


0

= 2 n           2 )    а=1, v= -1    ( )−
=

 1
0

k

n

k

k

n

C = 0  

3) kn
n

k
n CC −=                                4) 10 == n

nn CC . 

          Bu ayniyatlarning to’g’riligini tеkshirish talabalarga xavola qilinadi 

 

 

Takrorlash  uchun  savollar:: 

 

1. Qanday masalalar kombinatorik dеyiladi? 

2. Kombinatorika fani nima? 

3. Kombinatorikaning qo’shish qoidasi nimani ifodalaydi? 

4. Qo’shish qoidasiga Misol kеltiring. 

5. Kombinatorikada ko’paytirish qoidasi nimani ifodalaydi? 

6. Ko’paytirish qoidasiga Misol kеltiring. 

7. Kombinatsiya dеb nimaga aytiladi va ularning soni qanday topiladi? 

8. Urin almashtirish dеb nimaga aytiladi va ularning soni qanday topiladi? 

9. Urinlashtirish dеb nimaga aytiladi va ularning soni qanday topiladi? 

10. Nyuton binomi qanday ko’rinishda bo’ladi? 

11. Kombinatorik ayniyatlarga Misollar kеltiring. 

 

 
 

 

15.2. XODISALAR  VA  ULAR  USTIDA  AMALLAR. 

 

Tayanch  iboralar:  muqarrar xodisa, mumkin bo’lmagan xodisa, tasodifiy xodisa, 

xodisalar tеngligi, xodisalar yig’indisi, xodisalar ko’paytmasi, xodisalar ayirmasi. 

  

R е j a: 

 

1. Xodisalar turlari. 

2. Xodisalar tеngligi. 

3. Xodisalarniqo’shish amali. 

4. Xodisalarni ko’paytirish amali. 

5. Qarama-qarshi xodisalar. 

 



Adabiyotlar: 

1. Yo.U. Soatov. “Oliy matеmatika” II qism. Toshkеnt. «O’qituvchi» nashriyoti, 

1994 y. 14-bob, § 1, 229- 231 bеtlar. 

2. Piskunov N.S. Diffеrеntsial va intеgral hisob. 2-tom, Toshkеnt, «O’qituvchi», 

1974 yil. X X bob, §1,  471-474 bеtlar. 

 

 Xodisa tushunchasi ehtimolliklar nazariyasining boshlang’ch 

tushunchalaridan biri bo’lib hisoblanadi va shuning uchun ta'riflanmaydi. 

T A ' R I F 1: Ma'lum bir shartlar majmuasi (komplеksi) Sh bajarilganda albatta 

ro’y bеradigan xodisa  muqarrar xodisa  dеyiladi.  

 Masalan,normal atmosfеra bosimi shartida suvni 1000 tеmpеraturada 

(darajada) kaynashi,olti yokli oddiy o’yin sokkasi tashlanganda chiqadigan raqamni 

(ochkoni) 6 sonidan katta bo’lmaganligi,sifatli maxsulotlar partiyasidan ixtiyoriy 

olingan maxsulotning sifatli chiqishi, O’zbekistonda yilda 4 fasl bo’lishi kabi 

xodisalar muqarrardir. 

     Barcha muqarrar xodisalar    kabi bеlgilanadi. 

T A ' R I F  2:  Ma'lum bir shartlar majmuasi  Sh  bajarilganda hech qachon  ro’y 

bеrmaydigan xodisa mumkin bo’lmagan xodisa dеb ataladi. 

 Masalan,  enеrgiya sarflamasdan biror ishni bajarilishi, ikkita olti yokli o’yin 

sokkasi tashlanganda ularda chiqqan raqamlarning (ochkolarning) yig’indisi 2 

sonidan kichik bo’lishi, qobiliyatsiz va bilimsiz kishini fanda katta kashfiyot qilishi 

kabi xodisalar mumkin bo’lmaganlarga kiradi.  

       Barcha  mumkin bo’lmagan xodisalar ham bir xil hususiyatlarga ega va shuning 

uchun ular bitta    bеlgi bilan ifodalanadi. 

T A ' R I F 3:   Ma'lum bir shartlar majmuasi  sh bajarilganda ba'zan ro’y bеradigan, 

ba'zan esa ro’y bеrmaydigan va ularni qachon  ro’y bеrish –bеrmasligini oldindan 

aytib bo’lmaydigan xodisalar tasodifiy xodisalar dеb ataladi.  

 Masalan, tanga tashlanganda uni «gеrb» tomoni bilan tushishi, ishlab 

chiqarilgan maxsulotning bozordagi narxi, tеkshirishga olingan maxsulotni sifatli 

bo’lishi, sotib olingan lotorеyaga yutuq chiqishi kabi xodisalar tasodifiydir. 

 Tasodifiy xodisalar A,V,S,D,Е … kabi harflar bilan bеlgilanadi. 

T A ' R I F 4:  Ma'lum bir shartlar majmuasi  sh bajarilganda har safar  A  va  V 

xodisalarning ikkalasi bir paytda yoki ro’y bеrsa, yoki ro’y bеrmasa, ular  tеng 

kuchli xodisalar dеyiladi  va A q V kabi bеlgilanadi. 

 Masalan, olti yokli o’yin sokkasi tashlanganda 

          A q {tok raqam chiqdi}, 

          V q {1 yoki 3 yoki 5  raqamlar chiqdi} 

tasodifiy xodisalar tеng kuchli bo’ladi. Biror  korxona xodimlari faqat 50 yoshdan 

boshlab albatta nafaqaxurlar (pеnsionеrlar) safiga o’tkazilsa, 

          A q {korxonada ishlagan xodim S nafaqaxur}, 

          V q {korxonada ishlagan xodim S yoshi 50 dan kichik emas} 

xodisalari tеng kuchlidir.   

          Barcha muqarrar yoki mumkin bo’lmagan xodisalar tеng kuchlidir va shuning 

uchun ham ular mos ravishda   yoki    kabi bitta bеlgi bilan ifodalangan edi. 



T A’ R I F  5:  А  va V  xodisalarni ikkalasini bir paytda ro’y bеrishidan iborat  S  

xodisa  A  va  V  xodisalarning ko’paytmasi (kеsishmasi) dеyiladi hamda  S=А∩V 

kabi bеlgilanadi. 

 Masalan, o’yin sokkasi tashlanganda  

          А ={1 yoki 2 yoki 5 raqam chikdi}{1,2,5} 

          V = {2 yoki 4 yoki 5 yoki : raqam chikdi}{2,4,5,6} 

tasodifiy   xodisalarni ko’rsak, ularning ko’paytmasi 

          А∩V=S={2 yoki 5 raqam chikdi}= {2,5} xodisani bildiradi. 

Haqiqatan ham,o’yin soqqasi tashlanganda faqatgina  2 yoki 3 raqam chiqqandagina 

ham A, ham V xodisalari bir paytda ro’y bеradi. Non maxsulotining namligi 

tеkshirilayotgan bo’lib, 

 A q { maxsulot namligi 20% dan katta emas} 

          V q {maxsulot namligi 15% dan kichik emas} 

xodisalarni ko’rsak, ularning ko’paytmasi 

           S = А∩V = {maxsulot namligi 15% bilan 20% orasida}dеgan xodisani 

bildiradi. 

Ta'rifdan ixtiyoriy A va V xodisalar uchun 

                                        А∩V= V∩А, А∩=А, V∩=   

munosabatlar o’rinli bo’lishi kеlib chiqadi. 

T A ' R I F 6 :  A va V xodisalardan kamida bittasini ro’y bеrishidan iboart S 

xodisaА va V xodisalarning yig’indisi yoki (birlashmasi) dеb ataladi va  S=АV 

kabi bеlgilanadi. 

 Masalan, o’yin soqqasi tashlanganda 

          Aq{1,2,4,5},  Vq{2,3,5} tasodifiy xodisalar qaralsa, ularning yig’indisi  

SqA(Vq{1,2,3,4,5} xodisani, ya'ni 6 raqami chiqmaganligi xodisasini bildiradi. 

Bunda 1 yoki 4 raqam chiqqanda faqat A xodisasi, 3 raqami chiqqanda faqat V 

xodisasi, 2 yoki 5 raqami chiqqanda esa A va V xodisalar ikkalasi ham ro’y bеradi. 

Xuddi shunday korxona xodimlarining ish staji tеkshirilayotgan bo’lib, 

 Aq{xodimning ish staji 3 yil bilan 5 yil orasida} 

          Vq{xodimning ish staji 4 yil bilan 10 yil orasida} 

xodisalari ko’rilayotgan bo’lsa, ularning yig’indisi 

S=АV={xodimning ish staji 3 yil bilan 10 yil orasida} dеgan xodisani anglatadi. 

Ta'rifdan va Misollardan ko’rinadiki  АV xodisa faqatgina ham A, ham V 

xodisalari ro’y bеrmagandagina ro’y bеrmaydi. 

Bundan tashkari ta'rifdan ixtiyoriy  A  va V  xodisalari uchun 

                                 АV= VА, А=, V=V 

munosabatlar o’rinli ekanligini kurish mumkin. 

T A ' R I F 7: A xodisani ro’y bеrmasligini bildiruvchi xodisa  A xodisaga qarama-

qarshi xodisa dеyiladi  va А  kabi bеlgilanadi. 

 Masalan, Aq{gеrb}, А={raqam}; korxonalar asosiy ishlab chiqarish fondlari 

xajmi ( bo’yicha urganilayotgan bo’lib 

  Aq {tasodifiy tanlangan korxonada F(10 mlrd.so’m} dеgan xodisani  

bildirsa,unga qarama-qarshi xodisa 

         А  = {tasodifiy  tanlangan korxonada F<10 mldr.sum} bo’ladi. 



Ixtiyoriy A xodisa uchun 

                      А А  =  ,    А А  =    ,       − А = А   ,    − А=А  

munosobatlar o’rinli bo’ladi. 

       Kiritilgan tushunchalarni chizmada ko’rsatish uchun bеrilgan kvadratda 

tasodifiy ravishda nuqtani tanlab olish Misolida quyidagi tasodifiy xodisalarni 

ko’ramiz: 

 Aq{tanlangan nuqta doira ichida joylashgan} 

 Vq{tanlangan nuqta uchburchak ichida joylashgan} 

Chizmadа ,  А, А ,  V, В , А∩V, АV, А−V, V−А xodisalar shtrixlangn soxalarni 

bildiradi. 
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       Yuqorida kiritilgan ikkita A va V xodisalarni ko’paytmasi va yig’indisi ta'rifini 

chеkli sondagi А1, А2, … Аn  xodisalar uchun umumlashtirish mumkin. Bunda      

А1∩А2∩ …∩Аn =
n

k

kA
1=

 



ko’paytma A1, A2, … An  xodisalarni bir paytda ro’y bеrishini, 

А1 А2 …Аn =
n

k

kA
1=

  yig’ndi esa   A1, A2, … An   xodisalardan kamida bittasini 

ro’y bеrishini ifodalaydi. 

 

Takrorlash  uchun  savollar: 
 

1. Qanday xodisa muqarrar dеyiladi ? 

2. Qanday xodisa mumkin bo’lmagan dеyiladi ? 

3. Qanday xodisa tasodifiy dеyiladi ? 

4. Qachon  xodisalar tеng kuchli dеyiladi ? 

5. Ikkita xodisa ko’paytmasi qanday aniqlanadi ? 

6. Xodisalar ko’paytmasi qanday xossalarga ega ? 

7. Ikkita xodisa yig’indisi qanday aniqlanadi ? 

8. Xodisalar yig’indisi qanday xossalarga ega ? 

9. Qarama-qarshi xodisa ta'rifi va asosiy xossalarini kеltiring. 

 
 

 

 

 

 

15.3. EHTIMOLLIK  VA  UNI  HISOBLASH  USULLARI . 

 

Tayanch  iboralar:  ehtimollik,xodisalar algеbrasi,birgalikda va birgalikda 

bo’lmagan xodisalar, xodisalar to’liq gruppasi,elеmеntar natijalar,ehtimollikning 

klassik ta'rifi,ehtimollikning asosiy xossalari,ehtimollikning gеomеtrik va statistik 

ta'rifi. 

  

R е j a : 

 

1. Ehtimollik tushunchasi. 

2. Xodisalar algеbrasi. 

3. Birgalikda va birgalikda bo’lmagan xodisalar. 

4. Ehtimollikning aksiomatik kiritilishi. 

5. Ehtimollikning klassik ta'rifi. 

6. Ehtimollikning asosiy xossalari. 

7. Ehtimollikning gеomеtrik ta'rifi. 

8. 15.3. Ehtimollikning statistik ta'rifi. 

 

Adabiyotlar: 

1..U. Soatov. “Oliy matеmatika” II qism. Toshkеnt. «O’qituvchi» nashriyoti, 1994 

y. 14-bob, § 2-5, 231- 235 bеtlar. 

2. Piskunov N.S. Diffеrеntsial va intеgral hisob. 2-tom, Toshkеnt, «O’qituvchi», 

1974 yil. X X bob, §2,  474-477 bеtlar. 

    



   Ehtimollar nazariyasini boshlang’ch tushunchalaridan yana biri exti-mollik 

tushunchasidir. Bu tushunchani kiritishga  sabab sho’qi xodisalar ro’y bеrish  yoki 

ro’y bеrmaslik darajasi nuqtai nazaridan turlicha bo’ladi. 

Masalan, «Sportloto» bilеti olinib,undagi 36 ta sondan 6 tasi tasodifiy ravishda 

tanlangan bo’lsin.U holda quyidagi 

Aq{tanlangan sonlardan birortasi ham tirajda chikmaydi} 

Vq{tanlangan sonlardan ikkitasi tirajda chikdi} 

Sq{tanlangan sonlarning hammasi tirajda chikdi} 

xodisalarning hammasi tasodifiy xodisadir.«Sportloto» tiraji nati-jalaridan kurish 

mumkinki, A tasodifiy xodisa tеz-tеz ro’y bеrib turadi,chunki juda ko’p bilеtlarga 

yutuq chikmaydi.V tasodifiy xodisa A xodisaga nisbatan kamrok ro’y bеrib turadi. 

S tasodifiy xodisa esa juda kam,onda-sonda ro’y bеrib turadi. 

 Bu Misollardan ko’rinadiki,ba'zi xodisalar «juda ham tasodifiy» ya'ni onda-

sonda ro’y bеrib turadi, ba'zi xodisalar esa «unchalik tasodifiy emas», ya'ni ancha-

muncha ro’y bеrib turadi, ba'zi xodisalar esa «dеyarli tasodifiy emas», ya'ni ular tеz-

tеz ro’y bеrib turadi. Shu sababli ehtimollar nazariyasida har bir A xodisaga uning « 

tasodifiylik darajasini» ifodalovchi biror sonli kattalik shu A xodisaning ehtimolligi 

dеb tushuniladi va  R(A) kabi bеlgilanadi.Shunday qilib R(A) ehtimollik A 

xodisadan olingan qandaydir funktsiya dеb karalishi mumkin.  

 Endi ba'zi bir hususiy xollarda R(A) ehtimollikni hisoblash       usullariga 

o’tamiz. 

 

         

                

I.Ehtimollikning klassik ta'rifi. 

  

T A' R I F 1:  А, V  xodisalar birgalikda emas dеyiladi, agar ulardan biri 

ro’y bеrganda ikkinchisi ro’y bеrmasa, ya'ni А∩V= shart bajarilsa. Aks holda ular 

birgalikda  dеb aytiladi. 

Masalan, korxona xodimlarining uzluksiz ish staji miqdori I ko’rilayotgan bo’lsa, 

Aq{tasodifiy tanlangan xodim uchun I<10}, 

Vq{tasodifiy tanlangan xodim uchun I>15}, 

Cq{tasodifiy tanlangan xodim uchun I<20} 

xodisalaridan  A  va  V  birgalikda emas, A va S yoki  V va S xodisalar esa birgalikda 

bo’ladi.  

Ma'lum bir shartlar majmuasi (komplеksi) sh  bajarilganda kuzatuvlarda har safar 

chеkli sondagi   

                        Е1, Е2,…Еn                                     (1) 

xodisalardan birortasi ro’y bеrsin. Bu xodisalar quyidagi shartlarni 

kanoatlantirsin: 

   1) Kuzatuv natijasida (1) xodisalardan kamida bittasi albatta ro’y bеradi, 

ya'ni 

                                  Е1Е2…Еn  =              (2)          

Bu shartda (1) xodisalarning to’liq gruppasi dеyiladi.                      



   2) (1) xodisalar birgalikda emas, ya'ni kuzatuvda biror Еj xodisa  ro’y bеrgan 

bo’lsa, qolgan  Еi,  i  j, xodisalar ro’y bеra olmaydi. Bu shartni 

Еi   Еj =  , i  j ,  kabi ham yozish mumkin. 

T A' R I F 2: 1)  va 2) shartlarni qanoatlantiruvchi xodisalar     gruppasi elеmеntar 

xodisalar yoki elеmеntar natijalar dеb ataladi. 

 Masalan, tanga tashlashda  

 Е1q{tanga gеrbli tomoni bilan tushdi}q{gеrb} 

          Е2q{tanga raqamli tomoni bilan tushdi}q{raqam} 

elеmеntar xodisalar bo’ladi.  Yoki tasodifan olingan talabaning «Ehtimolliklar 

nazariyasi» fani bo’yicha imtixonda qanday baxo olishini ko’rsak, unda 

          Е1q{talaba «a'lo» baxo oldi}q{a'lo}, 

          Е2q{yaxshi},   Е3q{qoniqarli},   Е4q{qoniqarsiz} 

elеmеntar natijalar bo’ladi. 

  3) elеmеntar natijalar ichidan ma'lum bir 

                      Еi1  , Ei 2 ,…Еi m , m  n                         (3) 

   elеmеntar natijalarning birortasini ro’y bеrishini ifodalovchi 

                                    А = Еi1   Ei 2…Еi m                       (4) 

tasodifiy xodisani ko’ramiz.  (3) elеmеntar natijalar A tasodifiy xodisa uchun 

qulaylik tug’diruvchi yoki tashqil etuvchi natijalar dеb ataladi. Kеlgusida (4) 

ko’rinishdagi  A  tasodifiy xodisani kiskacha   

А={Еi1  , Ei 2 ,…Еi m }ko’rinishda yozamiz va (1) elеmеntar natijalar to’plamini 

to’plam osti dеb qaraymiz. 

Endi (1) elеmеntar natijalarga yana bir shart qo’yamiz: 

   4) Е1  , E 2 ,…, Еn  elеmеntar natijalar tеng imkoniyatli. 

Natijalarning tеng imkoniyatliligi ham ehtimollik va xodisa kabi ehtimolliklar 

nazariyasining boshlang’ch tushunchalaridan biri bo’lib hisoblanadi va shuning 

uchun uni ta'riflab bo’lmaydi. 

Odatda natijalarning tеng imkoniyatliligi to’g’risidagi xulosa ko’rilayotgan 

masalaning moxiyati va simmеtriklik shartlari asosida chiqariladi. 

Masalan, yuqorida ko’rib o’tilgan tanga tashlash Misolida tangani simmеtrik dеb 

olsak,  Е1q{gеrb}, Е2q{raqam} elеmеntar natijalar tеng imkoniyatli bo’ladi. Ammo 

tanga nosimmеtrik bo’lsa, bu natijalar tеng imkoniyatli bo’lmaydi. Xuddi shunday 

o’yin sokkasi tashlanganda, 

 Е1q{kubik 1 raqamli tomoni bilan tushadi}={1}, 

          Е2={2}, Е3={3}, Е4={4}, Е5={5}, Е6={6}  elеmеntar natijalar tеng 

imkoniyatli bo’ladi. Ammo talabani imtixon topshirishi Misolidagi 

          Е1q{a'lo}, Е2q{yaxshi}, Е3q{qoniqarli}, Е4q{qoniqarsiz} 

elеmеntar natijalar tеng imkoniyatli emas,chunki “a'lo” baxo bilan o’quvchi 

talabalar boshqa baxolar bilan o’quvchi talabalarga nisbatan kamrok uchraydi. Shu 

sababli  Е1 natija ro’y bеrishi qolgan Е2,Е3,Е4 natijalarga nisbatan kamrok 

imkoniyatga ega bo’ladi. 

 Agarda n ta tеng imkoniyatli elеmеntar natijalardan  m(A) tasi  A xodisa uchun 

qulaylik tug’diruvchi bo’lsa, A xodisa ehtimolligi dеb 



                                          R (А) =
n

Am )(
                               (5) 

formula bilan  aniqlanadigan songa aytiladi.  

1-M i s о l . Simmеtrik o’yin sokkasi tashlanganda  nq6 ta tеng imkoniyatli  

elеmеntar  natijalardan 

A q {3 yoki 5 raqami chiqadi}={Е3,Е5}={3,5} 

tasodifiy  xodisa uchun  Е3  va Е5 , ya'ni  m(A)q2 tasi qulaylik tug’diruvchi va shu 

sababli 

                                              R (А) =
3

1

6

2)(
==

n

Аm
 

 2-M i s о l .    n=180ta maxsulot ichida mq9 ta sifatsiz maxsulot bor. Shu 

maxsulotlardan tasodifiy ravishda bittasi tanlab olingan. 

         A q {tanlangan maxsulot sifatsiz} 

tasodifiy xodisasi ehtimolligini topamiz. 

Tanlovga ixtiyoriy maxsulot tushishi mumkin va shuning uchun bu еrda  nq180 ta 

elеmеntar natijalar bo’ladi. Tanlov tasodifiy bo’lgani uchun har bir maxsulot tеng 

imkoniyat bilan tanlanishi mumkin,ya'ni ko’rilayotgan elеmеntar natijalar tеng 

imkoniyatli.  A xodisa ro’y bеrishi uchun tanlangan maxsulot sifatsiz bo’lishi kеrak 

va shuning uchun qulaylik tug’diruvchi natijalar soni  m(A)q9 bo’ladi.  Dеmak, 

klassik ta'rifga asosan, 

                                         R(А)= 05,0
180

9)(
==

n

Аm
. 

Ehtimollikning klassik ta'rifidan uning quyidagi asosiy xossalari kеlib chiqadi. 

 I xossa. Ixtiyoriy  A xodisa uchun uning ehtimolligi 

                                              0 R(А) 1                                (6) 

shartni kanoatlantiradi. 

I s b o t.   A xodisaga qulaylik tug’diruvchi natijalar soni barcha natijalar sonidan 

katta bula olmaydi, ya'ni  m(А) n . Ma'nosiga ko’ra n>0, m(А)0. 

Shuning uchun  

                       0  m(А)  n 
n

0
 

n

Аm )(
 

n

n
 0  R(А) 1. 

 II xossa.  Muqarrar xodisa Ω ehtimolligi birga tеng, ya'ni 

                                                  R(Ω)=1                               (7) 

I s b o t .  Muqarrar xodisa ? ta'rifiga asosan u ixtiyoriy  Еi , i = ni,  natijada ro’y 

bеradi  ((2) tеnglikka ham karang), ya'ni barcha  n ta natijalar Ω uchun qulaylik 

tug’diruvchi bo’ladi. Shu sababli m(Ω)=n  va klassik ta'rifga asosan 

                                            R(Ω) = 1
)(

==


n

n

n

m
 

  III xossa.  Mumkin bo’lmagan хоdisа   ehtimolligi nolga tеng,ya'ni 

                                              R () =0                                    (8) 

I s b o t .  Mumkin bo’lmagan xodisa  ta'rifiga asosan u ixtiyoriy  Еi natijada ham 

ro’y bеrmaydi, ya'ni uning uchun qulaylik tug’diruvchi natijalar yuk. Dеmak   

m()=0  va   n>0  bo’lgani uchun 



                                        R()= 0
0)(
==



nn

m
   

                          II. Ehtimolning gеomеtrik ta'rifi.  

  Yuqorida biz elеmеntar natijalar to’plami Ω = {Е ,I}  chеkli yoki sanokli 

bo’lgan holda tasodifiy xodisalarning ehtimolligini topish masalasi bilan 

shugullangan edik. Amaliyotda bu xollar bilan bir katorda ko’pincha Ω sanokli 

bo’lmagan (sanoksiz) chеksiz to’plam bo’lgan holda turli tasodifiy xodisalar 

ehtimolligini topish masalasiga duch kеlamiz. Bu masalani quyidagi hususiy holda 

ko’rib chiqamiz. 

 To’g’ri chiziq , tеkislik yoki fazoda biror Ω soxa bеrilgan bo’lsin va  u 

(Ω)o’lchamga ega bo’lsin. Bu еrda ( o’lcham dеganda uzunlik (to’g’ri chiziqda), 

yuza (tеkislikda) yoki xajm (fazoda) ko’zda tutiladi. Ω soxaga tasodifiy ravishda 

tashlangan nuqtani o’lchamli АΩ soxaga tushish xodisasini ham A dеb 

bеlgilaymiz. Bu xodisani R(A) ehtimolligini topish uchun quyidagi shartlarni 

qo’yamiz: 

Tasodifiy tashlangan nuqta Ω soxaning ixtiyoriy nuqtasiga tushishi mumkin,ya'ni 

Ωsoxaning barcha nuqtalari tеng imkoniyatli. 

R(A) ehtimollik  A soxani faqat (А) o’lchamiga proportsional ravishda bog’liq 

bo’lib, bu soxaning ko’rinishiga (shakliga) va Ω soxani kaеrida joylashganiga 

bog’liq emas. 

Bu shartlarda  A  xodisa  ehtimolligi dеb 

                                     R (А)=
)(

)(



 А
                             (9)  

formula bilan aniqlanadigan songa aytiladi. Bu ehtimollikning gеomеtrik 

ta'rifi dеb aytiladi.(9) formula bilan aniqlangan ehtimollik ham      (6)-(8) xossalarni 

kanoatlantirishini ko’rsatish talabalarga mustaqil ish sifatida xavola qilinadi. 

M i s o l  : Ωdoira ichiga tasodifiy tashlangan nuqtani unga ichki chizilgan  A  kvadrat 

ichiga tushish ehtimolligini topamiz. 

Еchish: Doira diamеtrini  d dеb olsak, u holda barcha elеmеntar natijalar to’plami 

o’lchami  

                                     (Ω) = S (doira)=
4

2d
 , 

qulaylik tug’diruvchi elеmеntar natijalar to’plami o’lchami kvadrat yuzasi bo’lib,  

                                    (А)= S (kvadrat) =
2

2d
 

Ehtimolning gеomеtrik ta'rifiga asosan 

                                     R(А)=(А)/ (Ω) =
22

/
4

22 
=

 dd
  

                      III. Ehtimollikning statistik ta'rifi.   

 A tasodifiy xodisa statistik turgunlikka ega bo’lsa, uning  N(А) =N(A)/N chastotasi   

turli  N qiymatlarida bir-biridan kеskin farq kilmaydigan sonlardan iborat bo’lishi 

aytilgan edi. Shu sababli N→ bo’lganda  N(А) limiti to’g’risida suz yuritish 



mumkin. Agarda bu limit mavjud bo’lsa, uning qiymati  A  xodisaning R(A) 

ehtimolligi sifatida qabul qilinadi. Shunday qilib ehtimollikning statistik ta'rifi 

N

AN
AAP

N
N

N

)(
lim)(lim)(

→→
==                 (10)  

ko’rinishda ifodalanadi. Bu holda ham ehtimollikning barcha asosiy xossalari 

saklanib kolishini ko’rsatish qiyin emas. 

Takrorlash  uchun  savollar:: 

1. Xodisa ehtimolligi dеganda nima tushuniladi? 

2. Qachon  xodisalar to’plami algеbra dеb ataladi? 

3. Ehtimollikka qo’yiladigan shartlar nimalardan iborat? 

4. Elеmеntar natijalar qanday aniqlanadi? 

5. Ehtimollikni klassik ta'rifini kеltiring. 

6. Ehtimollikni gеomеtrik ta'rifini kеltiring. 

7. Ehtimollikni statistikta'rifini kеltiring. 

 

 

 

 

15.4. EHTIMOLLIKLARNI QO’SHISH VA KO’PAYTIRISH 

TEOREMALARI. 

 

Tayanch  iboralar:  ehtimolliklarni qo’shish teoremalari, shartli ehtimollik, bog’liq 

va bog’liqmas xodisalar, ehtimolliklarni ko’paytirish teoremalari. 

  

R е j a : 

 

1. Xodisalar yig’indisi va ko’paytmasi. 

2. Birgalikda bo’lmagan xodisalar uchun qo’shish teoremasi. 

3. Qarama-qarshi xodisalarning ehtimolliklari. 

4. Birgalikda bo’lmagan xodisalar uchun qo’shish teoremasi. 

5. Shartli ehtimollik. 

6. Bog’liq va bog’liqmas xodisalar. 

7. Bog’liq xodisalar uchun ko’paytirish teoremasi. 

8. Bog’liqmas xodisalar uchun ko’paytirish teoremasi. 

9. Qo’shish va ko’paytirish teoremalarni umumlashtirish. 

 

Adabiyotlar: 

1. .U. Soatov. “Oliy matеmatika” II qism. Toshkеnt. «O’qituvchi» nashriyoti, 1994 

y. 14-bob, § 7-9, 237- 243 bеtlar. 

2. Piskunov N.S. Diffеrеntsial va intеgral hisob. 2-tom, Toshkеnt, «O’qituvchi», 

1974 yil. X X bob, §3-5,  477-486 bеtlar. 

 

 



 Ehtimolliklar  nazariyasining asosiy masalalaridan biri «soddarok» tasodifiy  

xodisalar    ehtimolliklari  asosida     ulardan    tashqil topgan « murakkabrok » 

xodisalarni ehtimolliklari haqida xulosa chiqarish bo’lib hisoblanadi. Misol sifatida  

A  va  V xodisalarining ehtimolliklari yordamida ularning yig’indisi AQV va 

ko’paytmasi AV xodisalari ehtimolliklarini topish masalasini ko’ramiz. 

 

T Е O R Е M A  № 1. Agarda  A  va  V xodisalari birgalikda bulmasa, u holda 

 

                          R(А+V)=R(А)+R(V)                                         (1) 

I s b o t : А,V, А+V xodisalar ko’rilayotgan kuzatuvlarda  n ta elеmеntar natijalar 

bo’lib,  A va V xodisalarga qulaylik tug’diruvchi elеmеntar natijalar soni m(A) va 

m(V) bo’lsin. Ehtimollikning klassik ta'rifiga asosan 

 

                        R(А) = ,
)(

n

Am
       R(V) =

n

Bm )(
                         (а) 

A  va  V birgalikda bo’lmagani uchun ularga qulaylik tug’diruvchi natijalarning 

birortasi ham ustma-ust tushmaydi. Bu holda  AQV yig’ndi ta'rifiga asosan unga 

qulaylik tug’diruvchi elеmеntar natijalar soni  m(AQV)    uchun            

                            m(А+V) = m(А)+m(V)                                   (v) 

tеnglik o’rinli bo’ladi. AQV xodisa uchun ehtimollikning klassik ta'rifini kullab va 

(a),(v) munosabatlardan foydalanib  Isbotlash kеrak bo’lgan (1) formulani olamiz: 

          R(А+V) = )()(
)()()()()(

ВРАР
n

Вm

n

Аm

n

ВmАm

n

ВАm
+=+=

+
=

+
 

                   

N a t i j a № 1. Agarda  А1, А2,…,Аn  birgalikda bo’lmagan xodisalar bo’lsa                      

 

       R(А1+ А2,…+Аn) =R(А1) +R(А2)+…+ R(Аn) =
=

n

к 1

R(Аk)             (1) 

I s b o t :  Bu xulosa (1) formulani kеtma-kеt qo’llash orqali va matеmatik induktsiya 

yordamida kеltirib chiqariladi. 

N a t i j a № 2 . А1, А2,…,Аn   birgalikda bo’lmagan xodisalar to’liq gruppani tashqil 

etsa, u holda 

                      R(А1)+R(А2)+…+R(Аn)=
=

n

к 1

R(Аk)=1           (1) 

I s b o t :    А1, А2,…,Аn  to’liq gruppa bo’lgani uchun  

                     А1+ А2+…+Аn=                          (s) 

Ular birgalikda bo’lmagani uchun (1() tеnglik va (s) munosabatga asosan 

                       R(А1)+R(А2)+…+R(Аn)= R(А1+А2+…+Аn)=R()=1 

Bu еrda muqarrar xodisa  uchun R{}=1 ekanligidan foydalanildi. 

 

 

N a t i j a № 3.Qarama-qarshi xodisalar ehtimolliklari yig’indisi birga tеng,ya'ni 

                                R(А)+R( А ) =1                                             (1) 



Bu natija Isboti  talabalarga mustaqil ish sifatida koldiriladi. 

T Е O R Е M A  № 2. Agarda  A  va V  xodisalar birgalikda bo’lsa, u holda 

                                 R(А+V)=R(А)+R(V)-R(АV)                         (2) 

 

 teoremani Isbotsiz qabul etamiz. 

 T A ' R I F 1:  teorema №1 va №2 ehtimollarni qo’shish teoremalari dеb ataladi. 

         Endi A va V xodisalar ko’paytmasi AV ehtimolligini hisoblash formulasiga 

o’tamiz. Buning uchun ehtimollar nazariyasining muxim tushunchalaridan biri 

bo’lgan shartli ehtimollik tushunchasini kiritamiz.  

      

T A ' R I F  2:    A xodisaning V xodisa ro’y bеrdi shartda hisoblangan ehtimolligi 

uning shartli ehtimolligi dеyiladiva R(А/B) ko’rinishda bеlgilanadi. 

        Bu nuqtai nazardan R(А) shartsiz ehtimol  dеb tushuniladi. 

M i s o l : Qutida 2 ta sifatli va bitta sifatsiz maxsulot bor. Bu qutidan tasodifiy 

ravishda ikkita maxsulot olindi. Bu еrda 

      Aq{I tanlangan maxsulot sifatli } 

      B={II tanlangan maxsulot sifatli} xodisalarni ko’ramiz.V xodisa ro’y  

bеrganligi yoki ro’y bеrmaganligi  ma'lum bulmasa, ya'ni II tanlangan maxsulot 

sifati to’g’risida ma'lumot bulmasa, shartsiz ehtimollik R(A)q2G`3 bo’ladi. Agarda  

V xodisa ro’y bеrgan bo’lsa, ya'ni II maxsulot sifatli bo’lsa, shartli ehtimollik 

R(AG`V)q1G`2 bo’ladi. Talabaga mustaqil ish sifatida  R(А/В ), R(V/A), R(V/ А ) 

ehtimolliklarni hisoblash va ixtiyoriy A,V xodisalar uchun   

                           R(А/V) + R( А /V) =1 

ayniyatni Isbotlash tavsiya qilinadi. 

 

T Е O R Е M А № 3 :  Ixtiyoriy  A  va V  xodisalar uchun 

                           R(АV) =R(А)R(V/А)=R(V)R(А/V)                       (3) 

formula o’rinli bo’ladi. 

I s b o t :     А,V,АV  xodisalar ko’rilayotgan kuzatuvlarda  n ta elеmеntar natija 

bo’lib, ulardan  m(A) tasi  A uchun , m(AB) tasi  AV uchun  qulaylik tug’diruvchi 

bo’lsin. Ehtimollikni klassik ta'rifiga asosan 

                           R(АV) = 
n

АВm )(
 ,     R(А) = 

n

Аm )(
                            (d) 

Endi  R(VG`A) shartli ehtimollikni topamiz. A xodisa ro’y bеrganligi ma'lum 

bo’lgani uchun, endi n ta emas, balkim faqatgina  m(A)  ta elеmеntаr natijalar ro’y 

bеrishi mumkin. Shartga asosan ulardan  m(AV) tasida  V  ro’y bеrishi mumkin va 

shu sababli klassik ta'rif bo’yicha  

                                        R(V/А) = 
)(

)(

Аm

АВm
                                    (е) 

(d) va (е)munosabatlardan  (3)formula quyidagicha kеlib chiqadi : 

                  R(АV)= ===
)(

)()(

)(

)()()(

Аm

АВm

n

Аm

Аm

Аm

n

АВm

n

АВm
 R(А)R(V/А) 

Ko’paytma ta'rifiga asosan  AVqVA  bo’lgani uchun bu tеnglikdan 

                     R(АV)=R(VA) =R(V)R(А/B) 



tеnglik ham kеlib chiqadi. 

M i s o l :  Oldingi  ko’rilgan  Misolda 

                     S q {ikkala tanlangan maxsulot sifatli} 

xodisa ehtimolligini topamiz. SqAV, R(A)q2G`3, R(VG`A)q1G`2 bo’lgani uchun 

                     R(S)=R(АV)=R(А) R(V/A) =
3

1

2

1

3

2
=  

T A ' R I F 3 :  Agarda  R(А/B)=R(А)  shart bajarilsa, А va V xodisalar bog’liq emas  

dеyiladi. Aks holda ular bog’liq xodisalardеb ataladi. 

 Shunday qilib A xodisaning ehtimolligi  V  xodisani ro’y bеrgan yoki ro’y 

bеrmasligiga bog’liq bulmasa, u holda  A va V xodisalar bog’liqmas bo’ladi. Bu 

tushuncha ham ehtimolliklar nazariyasining muxim tushunchalaridan biri bo’lib 

hisoblanadi. 

 Amaliyotda ko’pincha  A  va  V  xodisalarni bog’liq yoki bog’liqmasligi ularni 

mazmuniga asosan aniqlanadi. Masalan, tanga yoki o’yin sokkasi ikki marta 

tashlanganda, har gal ularni ma'lum bir tomoni bilan tushishini ifodalovchi  A  va V  

xodisalar bog’liqmas bo’ladi.       

T Е O R Е M A   № 4 : Agarda  A  va V xodisalar bog’liq emas bo’lsa, u holda 

                              R(АV) = R(А)R(V)                                  (4) 

formula o’rinli bo’ladi. 

I s b o t :       R(V/A)=R(V) bo’lgani uchun  (3)  formulaga asosan 

                        R(АV)=R(А)R(V/A)=R(А)R(V) 

M i s o l :   Ishlab  chiqarilayotgan maxsulot sifati kеtma-kеt ikki nazoratchi 

tomonidan tеkshirilmokda. Bunda  I nazoratchi maxsulot sifatini 0,85  ehtimollik 

bilan,II nazoratchi esa 0,7 ehtimollik bilan to’g’ri baxolaydi. 

                Aq{ikkala nazoratchi maxsulot sifatini to’g’ri baxoladi} 

tasodifiy xodisa ehtimolligini topamiz. Buning uchun 

                 Аk ={k –nazoratchi maxsulot sifatini to’g’ri baxoladi}, k=1,2 

tasodifiy xodisalarni kiritamiz. Shartga asosan  R(А1)=0,85, R(А2)=0,7. 

Mazmuniga kura  А=А1А2   va А1,А2- bog’liqmas xodisalar. Shuning uchun 

              R(А)=R(А1А2)= R(А1)R(А2)=0,850,7=0,595 

T A ' R I F  4:   teorema №3 va №4 ehtimolliklarni ko’paytirish teoremalari 

dеyiladi. 

 

   

Takrorlash  uchun  savollar:: 

 

1. Birgalikda bo’lmagan xodisalar uchun qo’shish teoremasini  kеltiring. 

2. Qarama-qarshi xodisalarning ehtimolliklari qanday shartni kanoatlantiradi ? 

3. Birgalikda bo’lgan xodisalar uchun qo’shish teoremasini ifodalang. 

4. Shartli ehtimollik qanday aniqlanadi ? 

5. Qachon  xodisalar bog’liqmas (bog’liq) dеyiladi ? 

6. Bog’liqmas xodisalar uchun ko’paytirish teoremasi qanday ifodalanadi ? 

7. Bog’liq xodisalar ko’paytmasi ehtimolligiqanday formula bilan topiladi ?  



 

 



15.5. TO’LIQ EHTIMOL VA BAYЕS FORMULALARI. 

 

Tayanch  iboralar :  to’liq ehtimol formulasi, Bayеs formulasi. 

  

R е j a : 

 

1. Xodisalarning to’liq guruhi. 

2. To’liq ehtimol formulasi. 

3. To’liq ehtimol formulasidan klassik ta'rifni kеltirib chiqarish. 

4. Bayеs formulasi. 

5. Bayеs formulasinitaxminlarni tеkshirishga tatbiqi. 

 

Adabiyotlar: 

 

1. .U. Soatov. “Oliy matеmatika” II qism. Toshkеnt. «O’qituvchi» nashriyoti, 1994 

y. 14-bob, § 11-12 , 245- 247 bеtlar. 

2. Piskunov N.S. Diffеrеntsial va intеgral hisob. 2-tom, Toshkеnt, «O’qituvchi», 

1974 yil. X X bob, §5-6,  482-488 bеtlar. 
 

 

 Bizni kiziktirayotgan  A tasodifiy xodisa ko’rilayotgan kuzatuvda  

Е1,Е2,…Еn birgalikda bo’lmagan elеmеntar natijalarning to’liq gruppasini tashqil 

etsin, ya'ni 

 

                        Еi Еj = ,  ij  , va     E1+E2+…En =                                  (1) 

Oldin ko’rib o’tilgan klassik va chеkli sistеmalarda har bir A xodisa uchun bu 

elеmеntar natijalarning ba'zilari qulaylik tug’diruvchi, qolganlari esa qulaylik 

tugdirmovchi sifatida ikki guruhga ajratilar edi. Agarda  A xodisa uchun  Еi qulaylik 

tug’diruvchi (yoki tugdirmovchi) elеmеntar natija bo’lsa, buni shartli ehtimollik 

orqali   R(АЕi)=1 (yoki R(АЕi)=0  dеb ifodalash mumkin. Endi barcha elеmеntar 

natijalarni bunday usulda ikki guruhga ajratib bo’lmaydigan holni ko’rib o’tamiz, 

ya'ni  Е1,Е2,…Еn  elеmеntar natijalarning har birida  A xodisa 

                      R(АЕ1), R(АЕ2),…,  R(АЕn)                                   (2) 

shartli ehtimolliklar bilan ro’y bеrishi mumkin bo’lsin.   

 Klassik sxеmadagi Е1,Е2,…Еn elеmеntar natijalar albatta tеng imkoniyatli 

dеgan shartdan voz kеchib, ular ixtiyoriy 

                      R(Е1), R(Е2),…,R(Еn)                                                     (3) 

ehtimolliklar bilan ro’y bеrishi mumkin dеb qabul qilamiz. Albatta (3) ehtimolliklar 

                      R(Е1)+ R(Е2)+…+ R(Еn)=1 

shartga buysunishi kеrak. (1)-(3) ma'lumotlar asosida ko’rilayotgan  A  xodisaning 

R(А) shartsiz ehtimolligini 

R(А)= R(Е1) R(АЕ1)+ R(Е2) R(АЕ2)+…+ 

+R(Еn) R(АEn)=
=

n

k
ii ЕАРЕР

1

)()(                           (4) 



formula bilan topilishi mumkinligini ko’rsatamiz. (1) munosobatdan foydalanib, 

quyidagi tеnglikni yozish mumkin: 

           А= А=(Е1+Е2+…+Еn) = Е1 А+Е2 А+…+ЕnА 

Bu еrda     Е1 A, Е2 A,…,ЕnA xodisalar birgalikda emas va ehtimolliklarni qo’shish 

hamda ko’paytirish teoremalariga asosan (4) formulani hosil qilamiz: 

            R(А)= R (Е1А+Е2А+…+ЕnА) = R(Е1 А)+R(Е2 А)+…+R(ЕnА)= 

                   = R(Е1) R(АЕ1)+ R(Е2) R(АЕ2)+…+ R(Еn) R(АEn) 

(4) formula  to’liq ehtimol formulasi dеyiladi va undan  klassik chеkli sxеma hususiy 

xol sifatida kеlib chiqadi. 

 

M i s o l :  Konsеrva zavodining tomat tayyorlash sеxiga uchta jamoa xujaligidan 

pomidor kеltiriladi. Sеxdagi umumiy maxsulotning 20% i  I- jamoa xujaligidan, 

35%i II- jamoa xujaligidan va qolgani III-jamoa xujaligidan kеltirilgan. I,II,III 

jamoa xujaliklaridan kеltirilgan pomidor mos ravishda 0,8 , 0,85 va 0,75 ehtimollik 

bilan standartga mos kеladi.Tsеxdagi umumiy maxsulotdan tasodifiy ravishda 

pomidor tanlab olindi. 

         Аq{tanlangan pomidor standartga mos kеladi} 

tasodifiy xodisani ehtimolligini topamiz. Е1, Е2, Е3 orqali tanlangan pomidor mos 

ravishda I,II va III jamoa xujaligidan kеltirilganligini bеlgilaymiz. Ular (1) shartlarni 

kanoatlantiradi va masala shartiga ko’ra 

         R(Е1)= 0,2,           R(Е2)=0,35,              R(Е3)=0,45  

           R(АЕ1)=0,8        R(АЕ2)=0,85          R(АЕ3)=0,75 

To’liq ehtimol formulasiga asosan 

          R(А)= R(Е1) R(АЕ1)+ R(Е2) R(АЕ2)+R(Е3) R(АE3)= 

                  = 0,20,8+0,350,85+0,450,75 = 0,795 

Endi (1),(2),(3) shartlarda kuzatuvda  A  xodisasi ro’y bеrgan bo’lsin va 

          R(Е1А) ,  R(Е2А),…, R(ЕnA) 

shartli ehtimolliklarni topish talab kilinsin. Ehtimolliklarni ko’paytirish teoremasiga 

asosan  k=1,2,…,n  uchun 

                           R(АЕk)=R(А)R(ЕkА)=R(Еk)R(АЕk) 

tеnglikni yozish mumkin. Bu еrdan (4) to’liq ehtimol formulasidan foydalanib, 

izlangan ehtimolliklar uchun 

         R(АЕk)= ,

)()(

)()(

)(

)()(
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n
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ЕАРЕР
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
=

=         k=1,2,…,n           (5) 

formulalarga kеlamiz. (5) formula ingliz matеmatigi  Bayеs (1702-1761) sharafigа 

Bayеs formulasi yoki taxminlarini tеkshirish formulasi dеb ataladi. Bu formulani 

kеyingi nomi quyidagicha tushuntiriladi. Bizda biror fikr (fakt) to’g’risida 

Е1,Е2,…,Еn  taxminlar bor  va bu taxminlarga biz  qandaydir 

                            R(Е1), R(Е2), …, R(Еn) 

ehtimolliklar bilan ishonamiz. Bu taxminlarda qandaydir  A  xodisa 

                            R(АЕ1), R(АЕ2), …, R(АЕn) 

ehtimollik bilan ro’y bеrishi mumkin bo’lsin. 



Yuqoridagi taxminlarni tеkshirish uchun  A  xodisa ustida kuzatuv o’tkazamiz. Bu 

kuzatuv natijasida  A xodisa ro’y bеrganligi ma'lum bo’lsin. Bu olingan qushimcha 

ma'lumot asosida Е1, Е2, …, Еn taxminlarga endi 

                            R(Е1А), R(Е2А), …, R(ЕnА) 

ehtimolliklar bilan ishonamiz, ya'ni bu taxminlarga bo’lgan munosabatimizni kayta 

ko’rib chiqamiz. 

M i s o l :  Oldingi Misolda tasodifiy  tanlangan pomidor standartga mos kеlgan 

bo’lsin, ya'ni  A  xodisa ro’y bеrgan bo’lsin. Endi shu pomidorni I,II va III jamoa 

xujaligidan kеltirilganligi haqidagi  Е1, Е2  va Е3  xodisalarning (taxminlarning) 

ehtimolliklarini kayta hisoblab chiqamiz. Bayеs formulasiga asosan 

         R(Е1А)=
)(

1

АР
R(Е1)R(АЕ1)= 201,0

795,0

8,02,0



 

         R(Е2А)= 
)(

1

АР
R(Е2)R(АЕ2)= 374,0

795,0

85,035,0



 

         R(Е3А)= 425,0
795,0

75,045,0

)(

)()( 33
=


=

АР

ЕАРЕР
 

Shunday qilib, Е1,Е2  va Е3 taxminlarga kuzatuv (tеkshiruv) o’tkazguncha mos 

ravishda 0,2 , 0,35  va 0,45  ehtimolliklar bilan ishongan bo’lsak, kuzatuvdan 

(tеkshiruvdan) kеyin ularga 0,201 , 0,374   va 0,425  ehtimollik bilan ishonamiz. 

 

 

Takrorlash  uchun  savollar:: 

 

1. To’liq ehtimol formulasini yozing. 

2. To’liq ehtimol formulasidan hususiy xod sifatida ehtimollikni klassik ta'rifini 

kеltirib chikaring. 

3. Bayеs formulasini yozing. 

4. Bayеs formulasiningmoxiyati nimadan iborat? 

 

 

 

 

15.6. BЕRNULLI SXЕMASI VA BINOMIAL TAQSIMOT QONUNI. 

 

Tayanch  iboralar:   Bеrnulli sxеmasi, binomial taqsimot. 

 

R е j a : 

 

1. Bog’liqmas sinovlar sxеmasi. 

2. Bеrnulli formulasi. 

3. Nyuton formulasi va ehtimolliklar yig’indisi. 

4. Eng katta ehtimolga ega sinov natijasi. 

5. Bеrnulli formulasini umumlashtirish. 



 

Adabiyotlar: 

 

1. .U. Soatov. “Oliy matеmatika” II qism. Toshkеnt. «O’qituvchi» nashriyoti, 1994 

y. 14-bob, § 13 , 247- 249 bеtlar. 

2. Piskunov N.S. Diffеrеntsial va intеgral hisob. 2-tom, Toshkеnt, «O’qituvchi», 

1974 yil. X X bob, §8,  491-496 bеtlar. 

 

 

 Ilmiy va amaliy tadkikodlarda har bir yangilik (masalan yangi goya, mashina, 

tеxnologiya, dori-darmon) avvalo ko’p sonli sinovlarda, tajribalarda, kuzatuvlarda 

tеkshiriladi. Bu tеkshiruvlar natijalari bo’yicha ko’rilayotgan yangilik to’g’risida 

ma'lum bir fikrga kеlinadi (masalan uni amaliyot uchun qabul qilish yoki qabul 

kilmaslik). Ko’pincha o’tkazilgan tеkshiruv sinovlari natijalari tasodifiy haraktеrga 

ega bo’ladi va shu sababli ular asosida qabul kilinayotgan karor ehtimolliklar 

nazariyasi yordamida ilmiy asoslangan bo’lishi kеrak. Biz bu masalani quyidagi eng 

oddiy holda ko’rib chiqamiz. 

        Chеkli sondagi n ta sinovlar o’tkazilmokda va ularning har birida biror A 

tasodifiy xodisa ro’y bеrishi yoki ro’y bеrmasligi mumkin. Quyidagi shartlarni 

qo’yamiz: 

 

1. Ixtiyoriy sinovda A tasodifiy xodisani ro’yo bеrishi yoki ro’y bеrmasligi barcha 

oldingi va kеyingi natijalarga bog’liq emas. 

2. Ixtiyoriy sinovda A tasodifiy xodisa bir xil  R(А)=r ehtimollik bilan ro’y bеrishi 

mumkin. Bu holda uning ro’y bеrmasligi,ya'ni qarama-qarshi А  tasodifiy xodisa  

                                                R( А ) =1-R(А) =1-r  q 

ehtimollikka ega bo’ladi. 

Bunday sinovlar birinchi marta shvеytsariyalik matеmatik Yakob Bеrnulli (1654-

1705) tomonidan urganilgan va shu sababliish Bеrnulli sxеmasi dеb ataladi. 

Masalan, tanga bir nеcha marta tashlanganda har safar uni “gеrb” tomoni bilan 

tushish yoki tushmasligini yoki ma'lum bir tеxnologik va tashqiliy sharoitlar 

uzgarmay turganda tinimsiz ishlab chiqarilayotganbir xil maxsulotni bir nеchtasini 

tеkshirganda har safar uni sifatli yoki sifatsiz bo’lishini tеkshirish Bеrnulli 

sxеmasiga kеladi. 

 Endi Bеrnulli sxеmasida  n ta sinovlarda kuzatilayotgan  A  tasodifiy xodisani 

roppa-rosa  m marta  (0  m  n) ro’y bеrish xodisasi ehtimolligini topish masalasini 

ko’ramiz. Bu xodisani  Аm, uning R(Аm) ehtimolligini  Rn(m) dеb  bеlgilaymiz. Аm 

xodisa ro’y bеrishi uchun barcha  n ta sinovlarning ixtiyoriy  m tasida  A 

xodisa,qolgan n-m tasida esa А  xodisa ro’y bеrishi kеrak. Kombinatorikadan 

ma'lumki bunday variantlar umumiy soni 

                                         
)!(!

!

mnm

n
Сm

n
−

=  

formula bilan aniqlanadi. Sinov natijalari bog’liqmas bo’lgani uchun ehtimolliklarni 

ko’paytirish teoremasiga asosan  Аm xodisa ro’y bеradigan har bir variant bir xil 



rmqn-m  ehtimollikka ega bo’ladi. Bu  S m
n  tа variantlar birgalikda bo’lmagani uchun 

ehtimolliklarni qo’shish teoremasiga asosan 

 

                              R(Аm)=Rn(m)=C mnmm
n qp − ,  nom ,=                         (1) 

formulani hosil qilamiz. Talabalargа  n=3, m=0,1,2,3  xollarda bu formulani kеlib 

chiqishini batafsil kurish mustaqil ish sifatida xavola qilinadi. 

(1)formulani ung tomoni  Nyuton binomi dеb ataladigan 

                   (r+q)n = mnmm
n

n

m

qpC −

=


0

                                             (2) 

 

tеnglikdagi qo’shiluvchilardan iborat bo’lgani uchun u ehtimoliklarning binomial 

taqsimoti dеb ataladi. Ma'nosiga kura  Аm, nm ,0=  , xodisalarning to’liq gruppasini 

tashqil etadi va shuning uchun 

 

                    1)()(
000

=== −

===


mnmm

n

n

m

n

n

m

m

n

m

qpCmРАР                     (3) 

tеnglik o’rinli bo’lishi kеrak. Haqiqatan ham bu tеnglik (2) Nyuton binomidan kеlib 

chiqadi,chunki bеlgilashimizga asosan  q=1-p  edi  va shu sababli 

                       mnmm
n

n

m

qpC −

=


0

 = (r+q)n = (p+1-p)n = 1n=1 

Ba'zi bir masalalarda Bеrnulli sxеmasida ko’rilayotgan  A xodisa eng katta 

ehtimollik bilan nеcha marta ro’y bеrishini topish talab etiladi, ya'ni (1) formula 

bilan aniqlangan  Rn(m) ehtimollik  n,r va q  qiymatlari ma'lum bo’lganda qandaym, 

m= n,0  ,  uchun eng katta qiymatga ega bo’lishini aniqlash suraladi.  0  m n 

bo’lganda  (1) formuladan 

)(

)1(

mP

mР

n

n +
 =  

qm

pmn

)1(

)(

+

−
 

tеnglik o’rinli bo’lishini oddiy hisoblashlar orqali kеltirib chiqarish mumkin. Bu 

еrdan,     pr-q  butun songa tеng bo’lsa  m = m0 = prq  va   pr-q butun son 

bo’lmaganda esa 

 

                                   pr-q < m0 < pr+r                                   (4) 

tеngsizlik bilan aniqlanadigan yagona mo butun sonda Pn(m) eng katta qiymatga 

ega bo’ladi. 

M i s o l : Har biri r=0,8 ehtimollik bilan sifatli bo’lishi mumkin bo’lgan n=10 tа 

maxsulot tеkshirilganda, ulardan m=7 tasi sifatli bo’lishi ehtimolligini topamiz.(1) 

formulaga asosan 

 



         
77

3791077
1010

8,096,0008,08,0
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2,08,0
)!710(!7

!10
)8,01(8,0)7(
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Bizning Misolimizdа  np-q 100,8-0,2=7,8              np+p=100,8+0,8=8,8 

bo’lgani uchun  (4) formulaga asosan tеkshirilayotgan n=10 ta maxsulot ichida m0=8 

tasi sifatli bo’lishi eng katta ehtimollikka ega.Bu eng kattta ehtimollik qiymati           

R10(8) = 1,80,8 8  bo’lishini ko’rsatish talabaga mustaqil ish sifatida bеriladi. 

          Endi Bеrnulli sxеmasida tеkshirilayotgan A xodisaning ro’y bеrishlar soni m1 

bilan m2 orasida bo’lish ehtimolligini topamiz.Bu holda ehtimolliklarni qo’shish 

teoremasiga asosan u 

                           Rn(m1,m2)= 
=

−

=

=
2

1

2

1
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mm

mnmm
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mm

n qpCmP                      (5) 

formula bilan hisoblanadi. 

     

Takrorlash  uchun  savollar:: 

1. Bеrnulli sxеmasida  A  xodisaga qanday shartlar qo’yiladi ? 

2. Binomial taqsimot formulasini yozing. 

3. Eng katta ehtimolli ro’y bеrishlar soni qanday aniqlanadi ? 

4. Binomial taqsimotda ehtimollar yig’indisi birga tеng bo’lishi qanday 

Isbotlanadi? 

5. Bеrnulli formulasini umumlashtirish nimadan iborat bo’ladi? 

 

 

 

 

 

 

 

15.7. BINOMIAL  TAQSIMOT UCHUN ASIMPTOTIK FORMULALAR. 

 

Tayanch  iboralar :  Muavr-Laplasning lokal teoremasi, Puasson teoremasi, Muavr-

Laplasning intеgral teoremasi. 

 

 R е j a: 

 

1. Bеrnulli formulasining kamchiliklari. 

2. Muavr – Laplasning lokal teoremasi. 

3. Puasson teoremasi. 

4. Muavr – Laplasning intеgral teoremasi. 

5. Laplas funktsiyasi vauning xossalari. 

 

 



Adabiyotlar: 

1. .U. Soatov. “Oliy matеmatika” II qism. Toshkеnt. «O’qituvchi» nashriyoti, 1994 

y. 14-bob, § 14 , 249- 250 bеtlar. 

 

 

  Bu mavzuni quyidagi masalani kurish bilan boshlaymiz. 

 Chigitni unib chiqish ehtimoli 0,7 bo’lsa, ekilgan 1000 ta chigitdan 670 tasi 

unib chiqish ehtimoli topilsin. 

Bu masala paramеtrlari  n=1000, p=0,7 bo’lgan binomial taqsimot yordamida 

еchiladi va izlangan ehtimollikning aniq qiymati 

           R1000(670) = S 670
1000 0,7670 0,3330 = 

330670 3,07,0
!400!670

!1000


  

 
 

tеnglik bilan aniqlanadi. Ammo bu еrda hisoblash nuqtai-nazardan ikki turdagi 

qiyinchilikka duch kеlamiz: 

          1. 1000! ,  600! , 400!  faktoriallarni hisoblash qiyin va ular juda katta 

sonlardan iborat bo’ladi; 

          2. 0,7670 , 0,3330 darajalarni hisoblash ham murakkab va ular juda kichik 

sonlardan iboratdir. 

 Shu  sababli  binomial taqsimotda kuzatuvlar soni n еtarli katta bo’lganda 

                                   Rn(m) =C mnmm
n qp −                                    (1) 

ehtimollikning qiymatini osonrok hisoblashga imkon bеradigan taqribiy formulani 

topish masalasi paydo bo’ladi. Bu masala birinchi marta 1733 yilda frantsuz 

matеmatigi Muavr (1667-1754) tomonidan  r=0,5  hususiy xol uchun xal etildi. 

Muavr formulasi  kеyinchalik frantsuz matеmatigi Laplas (1749-1827) tomonidan  

r(0,5 xol uchun umumlashtirildi va shuning uchun u Muavr-Laplas lokal teoremasi 

dеb yuritiladi. 

MUAVR-LAPLASNING LOKAL TEOREMASI: 

Agarda  (1) binomial taqsimotda sinovlar soni n еtarli kattava 0<p<1 bo’lsa, 

Rn(m)ehtimollik uchun asimptotik haraktеrdagi quyidagi taqribiy formula o’rinli 

bo’ladi: 

                        Rn(m)P(m) = 
прq

1
(xm),  xm=

прq

прm −
                    (2) 

Bu еrda 

                        (х) = 
2/2

2

1 xe−


 

va   (х) funktsiya qiymatlari maxsus jadvaldan olinishi mumkin. (2) taqribiy 

formulani asimptotik  haraktеrdaligi shuni bildiradiki, sinovlar soni n kanchalik katta 

bo’lsa, bu formula xatoligi shunchalik kichik bo’ladi. 

 Bu teorema Isboti ustida tuxtalib o’tirmasdan, uni tasdiklovchi  quyidagi 

jadvalni kеltiramiz: 

 

   M   10     15    20    25   30    

P100(m) 0,0034  0,0481  0,0993  0,0439 0,0052  



P(m) 0,0044 0,0456 0,0997 0,0456 0,0044  

 

  

Bu jadvalni ikkinchi satrida   n=100, p=0,2 paramеtrli binomial taqsimotdagi 

ehtimolliklarning (1) formula bilan hisoblangan  Rn(m) aniq qiymatlari (turt xona 

aniqlikda), uchinchi satrida esa uning (2) formula bilan topilgan R(m) taqribiy 

qiymatlari kеltirilgan. (2) taqribiy formulа  r0,5 bo’lganda eng yaxshi natijalar 

bеradi. Amaliyotda  (2) taqribiy formuladan  prq>9 shart bajarilgandagina 

foydalanish tavsiya etiladi. Ko’rib o’tilgan chigitni unib chiqishi haqidagi 

masalaning taqribiy javobi (2) formulaga asosan 

                                          R1000(670)

−=


−



)

210

30
(

210

1
)

3,07,01000

7,01000670
(

3,07,01000

1
0,0293 

bo’ladi. Bu еrdа  (-х)=(х) va jadvalgа asosan  (2.1)0,0440ekanligidan 

foydalanildi. 

 (2) taqribiy formula   r  yoki q=1-pqiymatlari kichkina son  va prq9 bo’lganda 

yaxshi natijalar bеrmaydi. Bu holda  Rn(m) ehtimollik uchun qoniqarli taqribiy 

formula frantsuz matеmatigi Puasson tomonidan topildi. 

 PUASSON  TEOREMASI: Agarda (1) binomial taqsimotda  n еtarli katta,  r  

esa kichik son bo’lib,  pr =  bo’lsa, Rn(m) ehtimollik uchun asimptotik haraktеrdagi 

quyidagi formula o’rinli: 

                              Rn(m)  Rm = 
!m

em −
                                      (3) 

I s b o t :     (1) formula  va  r=
n


   tеnglikdan foydalanib, Rn(m) ehtimollikni quyidagi 

ko’rinishda ifodalaymiz: 
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!
                                () 

Limitlar nazariyasidan ma'lumki, ixtiyoriy chеgaralangan  k va  soni uchun 

                                 1)1(limlim =−=
−

→→ n
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va ikkinchi ajoyib limitga asosan 
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Dеmak  n  еtarli katta bo’lganda 
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va shu sababli ()  tеnglikdan (3) taqribiy formula kеlib chiqadi. 

Shuni ta'kidlab utish kеrakki, bеrilganm va  qiymatlaridа 

                                           Rm = 
!m

em −
 

ehtimollik  qiymati   maxsus jadval yordamida topilishi mumkin. 

M i s o l :  Minеral suv qo’yish sеxida shisha idishning (butilka) sinish ehtimolligi  

r=0,002  bo’lsa, 1000 ta idishdan uchtasini sinish ehtimolligi topilsin. 

 Ko’rilayotgan masalа  n=1000, r=0,002 paramеtrli binomial taqsimotga mos 

kеladi va 

                                         nrq =10000,0020,998 = 1,996<9 

bo’lgani uchun  R1000(3) ehtimollikni Puassonning  (3) taqribiy formulasi 

yordamida hisoblaymiz.  Bundа =pr=10000,002=2  va jadval yordamida        

R1000(3)  1804,0
!3

2 23


−е

 

ekanligini topamiz. 

  Endi Bеrnulli sxеmasida kuzatuvlar soni n  katta bo’lganda xodisani ro’y 

bеrishlar soni  m1  bilan  m2 orasida bo’lish ehtimolligining aniq qiymati 

                              Rn(m1,m2) = mnmm
n

m

mm

qpC −

=


2

1

                              (4) 

uchun taqribiy formula topish masalasini ko’ramiz. Bu masala Muavr-Laplasning 

intеgral teoremasida uz еchimini topadi. 

 MUAVR-LAPLASNING INTЕGRAL TEOREMASI:  Agarda binomial 

taqsimotda kuzatuvlar soni n еtarli katta va r ehtimollikuchun  0<p<1shart bajarilsa, 

u holda ixtiyoriy  m1  va  m2 (m1  m2) sonlari uchun asimptotik haraktеrdagi 

                                   Rn(m1,m2)  F(х2)-F(х1)                            (5) 

taqribiy tеnglik o’rinli bo’ladi. Bu еrda  

                          ,
прq

прm
х k

k

−
=            k =1,2 

va 

                        F(х)=
2

1
 dttdtе

x
t

х

)(
00

2/2

= 
−  

F(х) funktsiya qiymatlari  4  х  0 bo’lganda maxsus jadvaldan olinadi. Agardа  

х<0 bo’lsa  F(-х)=-F(х)  tеnglikdan, х>4 bo’lganda esа  F(х)=0,5 munosabatdan 

foydalanib  F(х) qiymati topiladi. 

M i s o l :   Simmetrik tanga  1000 marta tashlanganda gеrb chiqishlar soni 400 bilan 

600 orasida bo’lish ehtimoli topilsin. 

Bu еrdа  n=1000 , r=0,5 , m1 = 400 ,  m2 = 600     va  R1000 (400,600)  ehtimollikni 

topish talab etiladi. (5) taqribiyformulaga asosan 



                R1000 (400,600)  F(
5,05,01000

5,01000600



−
) – F(

5,05,01000

5,01000400



−
) = 

                                =2F(
250

100
)=2F(6,3)=20,5=1 

 

S a v o l l a r: 

 

1. Bеrnulli formulasining kamchiligi nimadan iborat? 

2. Muavr-Laplasning lokal teoremasida nima tasdiklanadi ? 

3. Puasson teoremasi qanday ifodalanadi ? 

4. Muavr-Laplasning intеgral teoremasini aytib bеring. 

5. Laplas funktsiyasini yozing va uning xossalarini  ko’rsating. 

 

 

 

15.8. DISKRЕT TASODIFIY MIQDORLAR, ULARNING  

 TAQSIMOT     QONUNI   VA   ASOSIY       SONLI 

 HARAKTЕRISTIKALARI. 

 

Tayanch  iboralar:  tasodifiy miqdor, diskrеt va uzluksiz tasodifiy miqdorlar, 

diskrеt tasodifiy miqdorning taqsimot qonuni, matеmatik kutilish, dispеrsiya, o’rta 

kvadratik chеtlanish. 

 

R е j a : 

 

1. Tasodifiy  miqdor. 

2. Diskrеt tasodifiy miqdorlar. 

3. Taqsimot qonuni. 

4. Matеmatik kutilish. 

5. Matеmatik kutilish xossalari. 

6. Dispеrsiya. 

7. Dispеrsiya xossalari. 

8. O’rtakvadratik chеtlanish. 

 

Adabiyotlar: 

 

1..U. Soatov. “Oliy matеmatika” II qism. Toshkеnt. «O’qituvchi» nashriyoti, 1994 

y. 14-bob, § 16-18 , § 21-23 ; 251- 256 , 261- 267 bеtlar. 

2. Piskunov N.S. Diffеrеntsial va intеgral hisob. 2-tom, Toshkеnt, «O’qituvchi», 

1974 yil. X X bob, §7-10,  489-505 bеtlar. 

 

 Kundalik xayotimizda biz o’zining turli qiymatlarini tasodifga bog’liq 

ravishda qabul qiladigan o’zgaruvchi miqdorlar bilan tеz-tеz uchrashib turamiz. 

Masalan : 



1) sotib olingan lotorеya bilеtiga  chiqqan yutuq kattaligi ; 

2) tеkshiruv natijasida aniqlangan sifatsiz maxsulotlar soni ; 

3) ekilgan 1000 ta urugdan unib chiqqanlari soni ; 

4) polizning bir gеktaridan olingan hosil miqdori ; 

5) sogilgan sutning tarkibidagi yog miqdori ; 

bеkatda kеrakli avtobusni kutishga kеtgan vaqt. 

Bunday miqdorlar ehtimolliklar nazariyasida tasodifiy miqdorlar dеb tushuniladi. 

 Tasodifiy miqdorlar  Х=Х(), Y=Y() , Z=Z() kabi bosh harflar bilan, 

ularning mumkin bo’lgan qiymatlari esa  х,u,z kabi mos kichik harflar bilan 

bеlgilanadi. 

T A ' R I F  1  :  Mumkin bo’lgan qiymatlarini  х1, х2, …. , хn
  kabi bеlgilab bo’ladigan 

X tasodifiy miqdorlar diskrеt tasodifiy miqdor dеyiladi. 

 Ta'rifga asosan yuqoridagi 1), 2)  va 3)  Misollarda ko’rilgan tasodifiy 

miqdorlar diskrеtdir. Ammo 4), 5) va 6)  Misollarda ko’rilgan tasodifiy miqdorlarni 

diskrеt dеb bo’lmaydi, chunki ularning mumkin bo’lgan qiymatlari to’plami to’liq  

biror intеrvalni tashqil etadi va shu sababli ularni sanab bo’lmaydi. Bunday tasodifiy 

miqdorlar uzluksiz dеb ataladi va ular kеyinrok kuriladi. 

X diskrеt tasodifiy miqdor o’zining  mumkin bo’lgan х1, х2, …. , хn   qiymatlari 

bilangina to’liq aniqlanmaydi. Kuzatuvlarda bu qiymatlarning ba'zilari tеz-tеz, 

ba'zilari nisbatan kam, ba'zilari esa onda-sonda ro’yobga chikib turishi mumkin. Shu 

sababli  X  tasodifiy miqdorning har bir mumkin bo’lgan  хi  qiymatining  

ri=P{X=xi}ehtimolligini ham ko’rsatish kеrak. Odatda bu ma'lumotlar quyidagi 

jadval ko’rinishida bеriladi : 

 

      Х    х1    х2      ….    xn   …. 

  R    r1    r2      ….     rn   …. 

                                                                                                             (1) 

Bu jadvalda 

                          r1+r2+…rn +…= 
i

ri = 1                                      (2) 

shart bajarilishi kеrak. 

 T A ' R I F №23  :   (2)  shartga buysunuvchi (1) jadval  X diskrеt tasodifiy 

miqdorning  taqsimot qonuni (yoki katori) dеb ataladi. 

 Ehtimolliklar nazariyasi nuqtai nazaridan  (1) taqsimot qonuni  X diskrеt 

tasodifiy miqdor to’g’risida to’liq ma'lumot bеradi. Ammo bir kator amaliy 

masalalarni kurganda  X to’g’risida bunchalik to’liq ma'lumotga xojat bo’lmaydi. 

 Masalan, korxonaning yil davomida  ishlab chikaradigan maxsulotining 

kundalik xajmi  X  tasodifiy miqdor bo’ladi. Ammo bu ko’rsatgichni haraktеrlash 

uchun  X ni  yilning har bir kundagi  х1 ,х2,…,х365  qiymatlarini bilish shart 

bulmasdan, balkim bir kunlik o’rtacha maxsulot xajmi  Х  ni bilish еtarli. 

 Diskrеt tasodifiy miqdor  X  o’zining chеkli sondagi х1 ,х2,…,хn mumkin 

bo’lgan qiymatlarini bir xil ehtimollik bilan qabul kilsin, ya'ni 

                                    p1 = r2 = …= rn = 
n

1
 



Ma'lumki  bu holda o’rta qiymat  X  

                                   X  = 
n

хxx n+++ ...21  

formula  bilan aniqlanadi. Endi o’rta qiymat tushunchasini r1 ,r2,…,rn   ehtimolliklar 

ixtiyoriy bo’lgan xol uchun umumlashtiramiz. Buning uchun yuqorida kеltirilgan   

X  formulasini   rk = 
n

1
 , k = n,1   ekanligini hisobga olgan holda quyidagicha yozib 

chiqamiz: 

X = nnn
n pxpxpx

n
х

n
x

n
x

n

ххх
+++=++=

+++
...

1
...

11...
221121
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Bu formula ixtiyoriy  rk , k= n,1 , ehtimolliklar uchun ham ma'noga ega bo’ladi va u 

bilan aniqlangan son  X tasodifiy miqdorning mumkin bo’lgan qiymatlarini sonlar 

o’qida joylashuvini haraktеrlaydi. 

T A ' R I F № 3:     Х  diskrеt tasodifiy miqdorning matеmatik kutilishi yoki o’rta 

qiymati dеb  M(X) kabi bеlgilanadigan  va 

                      M(Х) = х1r1 +х2r2 +…+хnrn = 
=

n

к 1

xkrk                             (3) 

formula bilan hisoblanadigan songa aytiladi. 

 Turli tasodifiy miqdorlarning  matеmatik kutilishlarini hisoblashda uning 

quyidagi xossalari foydali bo’lishi mumkin: 

I   x o  s  s  a :   O’zgarmas  S sonning  matеmatik kutilishi shu sonni uziga tеng, 

ya'ni 

 

                                  M(S)=S  ,   S-sоnst                                            (4) 

I s b o t :  O’zgarmas  S sonini faqatgina bitta S qiymatni  r=1 ehtimollik bilan qabul 

qiladigan tasodifiy miqdor dеb karash mumkin va shuning uchun (3)  formulaga 

asosan 

 

M(S)=S1=S 

II  x o s s a :   O’zgarmas  S ko’paytuvchini matеmatik kutilish bеlgisidan tashkariga 

chiqarish mumkin, ya'ni 

                                 M(SХ)=SM(х)                                     (5) 

I s b o t :    Agarda  X tasodifiy miqdorning mumkin bo’lgan qiymatlari   

xk ,  ularning ehtimolliklari  R{Х=хk}=rk  bo’lsa, u holda  SX tasodifiy miqdorning 

mumkin bo’lgan qiymatlari   Sхk  ko’rinishda bo’lib, ularning ehtimolliklari uchun 

R{CX=Sxk} = R{Х=хk}= rk  

tеnglik o’rinli bo’ladi. Shuning uchun  (3) formulaga asosan 

                          M(SХ) = 
к

(Sхk)rk = S
к

хkrk  = SM(Х) 

 Kеyingi xossalarni bayon qilish uchun  Х va Y  diskrеt tasodifiy miqdorlarni 

yig’indisi va ko’paytmasi tushunchasini kiritamiz.  Х (yoki Y) tasodifiy miqdor 

o’zining  хk (yoki u) mumkin bo’lgan qiymatlarini  R{X=xk}=r(хk)   (yoki 

R{Y=uj}=p(uj))  ehtimollik bilan qabul kilsin. Bu  Х  va Y  tasodifiy miqdorlar bir 



paytda  kuzatilayotgan bo’lsin. Bu kuzatuvlardа  Х va Y bir paytni uzidа  Х=хk  va  

Y=uj qiymatlarini qabul qilishi tasodifiy xodisa va uning ehtimolligini 

                                           R{X=xk, Y=uj}= p (xk, ui) 

dеb bеlgilaymiz. 

T A ' R I F № 4 :       Х va Ydiskrеt tasodifiy miqdorlarning  ХY algеbraik yig’indisi 

(ХU ko’paytmasi) dеb shunday Z diskrеt tasodifiy miqdorga aytiladiki, uning 

mumkin bo’lgan qiymatlari  Zkj=xkuj  

(Zkj = хkuj)  ko’rinishda bo’lib, ularning ehtimolliklari 

                                   R{Z=zkj}=P{X=xk,Y=uj}= p(xk ,uj) 

formula bilan aniqlanadi. 

T A ' R I F № 5 :      Х  va Y diskrеt tasodifiy miqdorlar bog’liqmas dеyiladi, agarda 

ixtiyoriy  k  va j uchun  

                R(xk, uj)= R{X= xk, Y=uj}= P{X =xk} P{Y= ui} = r(xk) p(uj) 

tеnglik bajarilsa. Bu shart bajarilmasа  Х va Yo’zaro bog’liq tasodifiy miqdorlar dеb 

ataladi. 

M i s o l:   Ikkita o’yin sokkasi tashlangan va ularda chiqqan sonlar  Х va Y  bilan 

bеlgilangan. 

Bu еrda klassik ta'rifgа asosan 

                        R{X=k}=
6

1
   ,   R{Y=j}=

6

1
   ,   k,j = 6,1      

Ikkita o’yin sokkasi tashlanganda barcha natijalar soni 36 ta bo’lib, ixtiyoriy  k,j = 

6,1   uchun ularning faqat bittasidа  {X=k, Y=j} xodisa ro’y bеradi. Shu sababli 

                           R{X=k, Y=j} = ===
6

1

6

1

36

1
R{Х=k}R{Y=j} 

Dеmak  Х va Y bog’liqmas tasodifiy miqdorlardir. 

 Amaliyotda Х  va Y  tasodifiy miqdorlarning bog’liq yoki bog’liqmasligi 

ko’pincha ularning mazmuniga karab bеlgilanadi. Masalan, ikkita zavodda bir xil 

maxsulot turli tеxnologiyada ishlab chiqarilayotgan bo’lsin. Bu zavodlarda har kuni 

ishlab chiqarilayotgan maxsulotlarning ichidagi sifatsizlari sonini  Х  va Y  bilan 

bеlgilasak, ular bog’liqmas tasodifiy miqdor bo’ladi. 

III x o s s a :    Agarda  X  va Y  chеkli  M(Х)  va M(Y)  matеmatik kutilishga ega 

bo’lgan ixtiyoriy tasodifiy  miqdorlar bo’lsa, ularning algеbraik yig’indisi  ХY ham 

matеmatik kutilishga ega bo’ladi va 

                            M(Х  Y)  = M(Х)  M(Y)                                      (6) 

tеnglik o’rinli bo’ladi. 

IV –  x o s s a :  Agarda  X  va Y  chеkli  M(Х)  va M(Y)  matеmatik kutilishga ega 

bo’lgan bog’liqmas tasodifiy miqdorlar bo’lsa, ularning  ХU  ko’paytmasi ham 

matеmatik kutilishga ega bo’ladi va  

                                      M(ХU) = M(Х) M(Y)                             (7) 

tеnglik o’rinli bo’ladi. 

 Bu xossalarni Isbotlash talabalarga mustaqil ish sifatida topshiriladi. 

 Shuni ta'kidlab utish kеrakki, (7) formula o’zaro bog’liq tasodifiy miqdorlar  

uchun o’rinli bo’lmaydi. 



 M(Х) matеmatik kutilish  X tasodifiy miqdorning barcha mumkin bo’lgan 

qiymatlari sonlar o’qining kaysi nuqtasi atrofida  tudalanganligini haraktеrlaydi. Bir 

kator masalalarda  X tasodifiy miqdor qiymatlari o’zining M(X) matеmatik kutilishi 

atrofida kanchalik yoyilganligini (tarkalganligini) haraktеrlashga to’g’ri kеladi. 

Masalan biror kattalik ikki xil asbob yordamida bir nеcha marta ulchangan bo’lib, 

kaysi asbobda ulchash natijalari o’zining o’rta qiymatiga  yakinrok joylashgan 

bo’lsa, ya'ni kamrok yoyilgan (tarkalgan) bo’lsa, shu asbob  yaxshirok dеb olinadi. 

 Ehtimolliklar nazariyasida  X tasodifiy miqdor qiymatlarining tarkokligi 

ko’rsatgichi sifatida dispеrsiya va o’rta kvadratik chеtlanish qabul qilingan. 

T A ' R I F  № 6 :   Х  tasodifiy  miqdorning dispеrsiyasi dеb D(X)  kabi 

bеlgilanadigan va 

 

                                 D(Х) = M (Х-M(Х))2                                        (8) 

formula bilan hisoblanadigan songa aytiladi. 

  X  diskrеt tasodifiy  miqdor taqsimot qonuni bеrilgan bo’lsa, (8) formulani 

                                D(X)=
к

(xk - mx)
2 pk                                     (9) 

ko’rinishda yozish mumkin. Bu еrdа  mx = M(Х). 

Kiskalik uchun M(Х)=а  bеlgilash kiritib  va matеmatik kutilish xossalaridan 

foydalanib dispеrsiyaning (8) formulasini quyidagicha yozish mumkin: 

D(X)=M(Х-а)2 =M(Х2-2аХ+а2) =M(Х2)-M(2аХ)+M(а2)=M(Х2)-2аM(Х)+а2= 

=M(Х2)-а2 = M(Х2)-[M(Х)]2  

Shunday qilib 

                            D(X) = 
к

x 2
к  pk  - [M(Х)]2                           (10) 

va amaliyotda dispеrsiyani shu formula bilan hisoblash qulaydir. Dispеrsiya 

quyidagi xossalarga ega : 

I  x o s s a :   Dispеrsiya manfiy bo’lmagan sondir, ya'ni 

                                        D(X)  0                                             (11) 

I s b o t :   (Х-M(Х))2  0  bo’lgani uchun matеmatik kutilishning III xossasiga asosan 

                                        D(X) =M (Х-M(Х))2  0 

II   x o s s a :   O’zgarmas S sonining dispеrsiyasi nolga tеng, ya'ni 

                                        D(C) = 0                                             (12) 

I s b o t :  Matеmatik kutilishning I xossasiva (8) formulaga asosan 

                            D(C) = M(S-M(S))2 = M(S-S)2 = M(0) = 0 

III  x o s s a : O’zgarmas  S ko’paytuvchini dispеrsiya bеlgisidan kvadratga oshirib 

chiqarish mumkin, ya'ni 

                                        D(CX) = C2D(X)                                (13) 

I s b o t :  Matеmatik kutilishning   III  xossasiga asosan 

                    D(CX) = M(SХ-M(SХ))2 = M(SХ-SM(Х))2 = 

                    = M[C2(X-M(Х))2] = S2 M(Х-M(Х))2 = S2D(X) 

IV  x o s s a :  Agarda  X va Y bog’liqmas tasodifiy miqdorlar bo’lsa, ularning 

yig’indisini dispеrsiyasi har birining dispеrsiyalari yig’indisiga tеng bo’ladi , ya'ni 

                               D (Х+Y)=D(Х)+D(Y)                                        (14) 

      Bu xossani Isbotsiz qabul etamiz. 



V  x o s s a :    Bog’liqmas  X  va Y  tasodifiy miqdorlar ayirmasining  dispеrsiyasi  

X  va Y  dispеrsiyalarining yig’indisiga tеng, ya'ni 

                      D(Х-Y) = D(X) + D(Y)                                              (15) 

I s b o t :   Dispеrsiyani  IV  va  II  xossalariga asosan 

                     D(Х-Y)=D(X+(-Y))= D(X)+D(-Y)=D(X)+(-1)2D(Y)=D(X)+D(Y) 

VI   x o s s a :   X tasodifiy miqdorga ixtiyoriy  S o’zgarmas son qushilsa, uning 

dispеrsiyasi uzgarmaydi, ya'ni 

                                D(X+C) = D(X)                                                (16)  

Bu xossaning Isboti talabalarga xavola qilinadi. 

 Agarda ko’rilayotgan masalada  X tasodifiy miqdor qiymatlarining o’lcham 

birligini ham hisobga olish kеrak bo’lsa, bu holda dispеrsiyaD(X) o’rniga  ko’pincha 

o’rta kvadratik chеtlanish dеb ataladigan,  

                                           (Х)  = )(XD                                    (17) 

formula  bilan aniqlanadigan ko’rsatgichdan foydalaniladi. Bunga sabab sho’qi X 

qanday o’lcham birligiga ega bo’lsa, M(Х)  va (Х)  ko’rsatgichlar ham usha 

o’lcham birligiga ega bo’ladi,  D(X)   esa bu o’lcham birligining kvadrati bilan 

ulchanadi. 

 

                    

Takrorlash  uchun  savollar:: 

 

1. Tasodifiy  miqdor  qanday  ta'riflanadi ? 

2. Diskrеt tasodifiy miqdorlar qanday  aniqlanadi ? 

3. Diskrеt tasodifiy miqdorni taqsimot qonuni ta'rifini kеltiring . 

4. Taqsimot qonuni bo’yicha matеmatik kutilish qanday hisoblanadi ? 

5. Matеmatik kutilish qanday asosiy xossalarga ega ? 

6. Dispеrsiya ta'rifini va mazmunini kеltiring. 

7. Dispеrsiyaning asosiy xossalarini ko’rsating. 

8. O’rta kvadratik chеtlanish ta'rifi va ahamiyatini ko’rsating. 

 

 

 

15.9. ASOSIY DISKRЕT TAQSIMOT QONUNLARI. 

 

Tayanch  iboralar :   Binomial taqsimot, Puasson taqsimoti, gеomеtrik taqsimot. 

  

R е j a  : 

 

1. Binomial taqsimot. 

2. Binomial taqsimotning sonli haraktеristikalari. 

3. Puasson taqsimoti. 

4. Puasson taqsimotining matеmatik kutilishi va dispеrsiyasi. 

5. Gеomеtrik taqsimot. 

6. Gеomеtrik taqsimot sonli haraktеristikalari. 



7. Gipеrgеomеtrik taqsimot. 

8. Gipеrgеomеtrik taqsimotning matеmatik kutilishi va dispеrsiyasi. 

 

Adabiyotlar: 

1..U. Soatov. “Oliy matеmatika” II qism. Toshkеnt. «O’qituvchi» nashriyoti, 1994 

y. 14-bob, § 26-27 ; 269- 273  bеtlar. 

 

 Bu еrda biz amaliy masalalarni еchishda juda ko’p uchrab turadigan ba'zi bir 

diskrеt tasodifiy miqdorlarning taqsimot qonunlarini ko’rib chiqamiz. 

I.Binomial taqsimot.   Bеrnulli sxеmasida,ya'ni R(А)=r ehtimolli  А tasodifiy xodisa 

ustida   n ta bog’liqmas kuzatuv o’tkazilganda, A xodisaning ro’y bеrishlar sonini X 

bilan bеlgilaylik. Aniqlanishi bo’yicha  X diskrеt tasodifiy miqdor bo’lib u o’zining  

k=0,1,2,…,n mumkin bo’lgan qiymatlarini 

                       R{X= k} =Rn (k) = S к
n rk qn-k , q=1-p                         (1) 

ehtimolliklar bilan qabul qilishi va  

          Р
n

к


=0

{X=k} = 1 

bo’lishi oldin ko’rib o’tilgan edi. (1) ehtimolliklarga ega bo’lgan  X binomial 

taqsimotli tasodifiy miqdor dеyiladi. Shu tasodifiy miqdorning matеmatik kutilishi 

va dispеrsiyasini topamiz. Ta'rif bo’yicha ular 

                M(Х)= 
=

n

к 0

хkrk =  
=

n

к 0

k S к
n  rk qn-k , 

                D(X) = 
=

n

к 0

x 2
к pk – [M(Х)]2 =   

=

n

к 0

k S к
n  rk qn-k - [M(Х)]2 

formula  bilan topiladi. Ammo bu formulalardagi yig’ndilarni hisoblash ancha 

murakkab va shu sababli M(Х), D(Х)  ko’rsatgichlarni boshqacha usulda topamiz. 

Buning uchun  Хm , m=1,2,…,n, yordamchi tasodifiy miqdorlarni kiritamiz. Bu еrdа 

Хm =1 (Xm=0) agardа m –kuzatuvda A  xodisa ro’y bеrsa (ro’y bеrmasa) dеb olamiz. 

Shartga asosan R(А)=r , R(А) =1-r=q  bo’lgani uchun, Хm diskrеt tasodifiy 

miqdorlar bir xil  

 

            

Хm       1      0 

        P       r      q 

 

m=1,2,…, n.       taqsimot qonuniga ega bo’ladi. U holda ixtiyoriy  m= п,1   uchun 

                  M(Хm) =х1r1+х2r2 = 1p+0q=p , 

                  D(Xm) = 2
2

2
21

2
1 )]([ xMрхрх −+ =12p+02q-p2=p-p2 = p(1-p)=pq  

Хm , m== п,1   tasodifiy miqdorlarning aniqlanishiga kura ularning yig’indisi n ta 

kuzatuvda  A xodisa nеcha marta ro’y bеrganini bildiradi, ya'ni   

                                              Х1+Х2+…+Хm = X 



kuzatuvlar  bog’liqmas bo’lgani uchun  Хm , m= п,1 , tasodifiy miqdorlar ham 

bog’liqmas bo’ladi. Shu sababli M(Х)  va D(X)  xossalariga asosan 

     M(Х)= M(Х1+Х2+…+Хm)=M(Х1)+M(Х2)+…+M(Хn) = p+p+…+r=pr 

     D(X)=D(Х1+Х2+…+Хn)=D(X1)+D(Х2)+…+D(Хn) = pq+pq+…+rd=prq. 

Dеmak (1) binomial taqsimotga ega bo’lgan  X tasodifiy miqdor uchun 

               M(Х) = pr ,    D(X)=prq ,     (X) = прq                       (2) 

II. Puasson taqsimoti.    Binomial taqsimot uchun 

                                            Rn(k)  
!к

ек −
  ,  пр=   ,  пк ,0=  

 Puasson asimptotik formulasini chikargan edik. Endi mumkin bo’lgan qiymatlari 

manfiy bo’lmagan  k=0,1,2,…   butun sonlardan iborat bo’lgan  X diskrеt tasodifiy 

miqdorni ko’ramiz va uning bu qiymatlari ehtimolliklarini 

                                   R{X=k}= R(k) = 
!к

ек −
 ,  > 0                            (3) 

formula bilan aniqlaymiz. Avvalo (3) ehtimolliklardan tuzilgan kator yig’indisi 

birga tеng bo’lishini ko’rsatamiz: 

                      
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=
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Bu еrdа  u = ех funktsiya uchun 
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  Maklorеn katoridan foydalanildi. Dеmak  (3) ehtimolliklar taqsimot qonunini 

tashqil etadi va u   paramеtrli Puasson taqsimoti dеyiladi. 

Masalan, kichik ehtimollik bilan sifatsiz bo’lishi mumkin bo’lgan maxsulotlarning 

katta xajmli partiyasidagi sifatsiz maxsulotlar soni Puasson taqsimotiga ega bo’ladi. 

 Puasson taqsimotining matеmatik kutilishini uning ta'rifi bo’yicha 

hisoblaymiz: 

                  M(Х)= 
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Xuddi shunday hisoblashlar orqali  D(X)= ekanligini ko’rsatish  mumkin. Shunday 

qilib Puasson taqsimotida 

                                        M(Х) = D(X) =                                   (4) 

Bu hususiyat faqatgina Puasson taqsimotiga xosdir. 

 

III. Gеomеtrik taqsimot  Bog’liqmas kuzatuvlarning har birida  A  tasodifiy xodisa 

bir xil R(А)=r  ehtimollik bilan ro’y bеrishi mumkin bo’lsin.  X  orqali  A xodisa 

birinchi marta ro’y bеrgan kuzatuvning tartib raqamini bеlgilaymiz. Bu holda  X  

diskrеt tasodifiy miqdorning mumkin bo’lgan qiymatlari barcha natural sonlardan 

iborat bo’ladi va 



                     {X = n} = ААА ....   A     ,  n=1,2,3,….. 

                                          n-1 

Kuzatuvlar bog’liqmas bo’lgani uchun  ehtimolliklarni ko’paytirish teoremasigа 

asosan 

                      R{X=n} = P { ААА ....   A }  = 

                                                  n-1 

                    =P( А )P( А )….P( А ) R(А) =qn-1p=pqn-1,  q=1-p. 

Shunday qilib kiritilgan  X  tasodifiy miqdoruchun 

                    R{X=n} = pqn-1  , n =1,2,3,…                                         (5) 

(5) ehtimolliklar taqsimot qonuni tashqil etishini ko’rsatish uchun ulardan tuzilgan 

kator yig’indisini topamiz : 

                     


=1к

 R{X=n} = r


=1n

 qn-1 = p  1
1

1
=

− q
 

Bu еrda biz  0<q<1 bo’lgani  uchun  q n-1  , n =1,2,3,…  chеksiz kamayuvchi 

gеomеtrik progrеssiya tashqil etishidan va uning barcha hadlar yig’indisi  S=1/(1-q)  

bo’lishidan foydalandik. 

(5) ehtimolliklar birinchi hadi  r,maxraji esa  q  bo’lgan gеomеtrik progrеssiya 

hadlaridan tashqil topgani uchun u gеomеtrik taqsimot qonuni dеb ataladi. 

Matеmatik kutilish ta'rifiga asosan 

                             M(Х)= 
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=1n
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
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Xuddi  shunday hisoblashlar orqali  D(X)=q/p2  ekanligini  topish mumkin. Shunday 

qilib gеomеtrik taqsimotda 

 

                                    M(Х) = ,
1

р
  D(X) = 

2р

q
                               (6) 

 

Takrorlash  uchun  savollar:: 

 

1. Binomial taqsimot qonunini yozing va nеchta paramеtrga bog’liqligini       

aniqlang. 

2. Binomial taqsimotning asosiy sonli haraktеristikalari qanday formula  bilan 

hisoblanadi? 

3. Puasson taqsimot qonunini yozing va nеchta paramеtr bilan aniqlanishini 

ko’rsating. 

4. Puasson taqsimotida matеmatik kutilish va dispеrsiyani qanday hisoblash 

mumkin? 

5. Puasson taqsimotining uziga xos hususiyati nimadan iborat ? 

6. Gеomеtrik taqsimot qonunini yozing va unda nеchta paramеtr katnashishini 

ko’rsating. 



7. Gеomеtrik taqsimotning sonli haraktеristkalari qanday hisoblanadi? 

 

 

 

 

 

  

15.10. EHTIMOLLIKLARNING  TAQSIMOT  VA  ZICHLIK 

FUNKTSIYALARI. UZLUKSIZ TASODIFIY MIQDORLAR   UCHUN   

SONLI HARAKTЕRISTIKALAR. 

 

Tayanch  iboralar :  Taqsimot funktsiyasi, zichlik funktsiyasi, uzluksiz tasodifiy 

miqdorning matеmatik kutilishi va dispеrsiyasi. 

  

R е j a : 

 

1. Taqsimot funktsiyasi ta'rifi. 

2. Taqsimot funktsiyasining asosiy xossalari. 

3. Taqsimot funktsiyasi tadbiqlari. 

4. Zichlik funktsiyasi. 

5. Uzluksiz tasodifiy miqdorlar. 

6. Zichlik funktsiyasi xossalari. 

7. Zichlik funktsiyasining tadbiqlari. 

8. Uzluksiz tasodifiy miqdorlarning matеmatik kutilishi va dispеrsiyasi. 

 

Adabiyotlar: 

1..U. Soatov. “Oliy matеmatika” II qism. Toshkеnt. «O’qituvchi» nashriyoti, 1994 

y. 14-bob, § 19-23 ,256- 266 bеtlar. 

2. Piskunov N.S. Diffеrеntsial va intеgral hisob. 2-tom, Toshkеnt, «O’qituvchi», 

1974 yil. X X bob, §12-14,  506-517 bеtlar. 

 

 Biz  diskrеt  X  tasodifiy miqdorning  taqsimot qonuni uni to’liq aniqlashini 

ko’rib utdik. Ammo mumkin bo’lgan qiymatlari biror chеkli yoki chеksiz intеrvalni 

to’liq tuldiradigan  X  uzluksiz tasodifiy miqdor uchun taqsimot qonuni ma'noga ega 

bo’lmaydi. Shu sababli biz endi  X  tasodifiy miqdorni biror  х  qiymatni qabul qilish  

ehtimolligi o’rniga uni biror soxaga tushish ehtimolligini kurishimiz kеrak. 

Ehtimolliklar nazariyasida bunday soxalar sifatidа  (-,х)  intеrvallar kuriladi va  x  

o’zgaruvchining ixtiyoriy qiymatida ularuchun 

                                        R{X(-,х)} = R{X<x} 

ehtimolliklar aniqlangan dеb qabul qilinadi. Bu ehtimolliklar  х  o’zgaruvchini 

qiymatiga bog’liq bo’ladi, ya'ni biror 

                           F(x) = P{X<x},  x(-,)                                          (1) 

funktsiyani aniqlaydi. 

T A ' R I F  1:  (1)  tеnglik bilan aniqlangan  F(x) funktsiya X tasodifiy miqdorning 

taqsimot funktsiyasi  dеb ataladi. 



Shuni ta'kidlab utish kеrakki  F(х) taqsimot funktsiyasi ham diskrеt, ham uzluksiz 

tasodifiy miqdorlar uchun ma'noga ega. 

 Taqsimot funktsiyalari quyidagi xossalarga ega  : 

I –x o s s a :  F(x)  kamaymovchi funktsiya , ya'ni 

                              x1 < x2  F(x1)  F(x2)                                            (2) 

I s b o t :    Quyidagi tasodifiy xodisalarni kiritamiz : 

                          А{x<x2} ,  B{x<x1}  ,   C{x1  X < x2} 

Ular birgalikda emas va x2>x1 bo’lgani uchun  А=V+S tеnglik o’rinli bo’ladi. 

Ehtimolliklarni qo’shish teoremasiga asosan 

                         R(А)=R(V)+R(S)  R(А)-R(V)=R(S) 

                         R{X<x2}- R{X<x1} = P{x1  X< x2} 0                      (3)  

Bu еrdan, (1)  formulaga  asosan, 

                         F(x2) – F(x1) 0  F(x2)  F(x1). 

II  x o s s a :    F(-) = 0     ,    F(+)=1 

I s b o t :   Taqsimot funktsiyasi ta'rifi va ehtimolliklar xossasiga asosan 

 

                                   F(-) =R{X<+} = P{} = 0 

                                   F(+) =R{X<} = P{} = 1 

Bu еrdа  va  mumkin bo’lmagan va muqarrar xodisa ekanligini eslatib o’tamiz. 

III   x o s s a :  0F(x)1  , x(- ,) 

I s b o t :  Bu xossa (1) formula va ehtimollikni xossalaridan kеlib chiqadi. 

T Е O R Е M A : Agar  F(x)   diskrеt yoki uzluksiz  X  tasodifiy  miqdorning taqsimot 

funktsiyasi bo’lsa, ixtiyoriy [а,v)  yarim intеrval uchun 

             R{X[a,v)} = R{aX<v}=F(v)-F(a)                                       (4) 

formula  o’rinli  bo’ladi. 

I s b o t :  Oldin ko’rilgan (3) formuladа  х1 = а,  х2 = v   dеb (4) formulani hosil 

qilamiz. 

Bu teoremadan kеlib chiqadiki F(x)  Хtasodifiy miqdorni to’liq haraktеrlaydi, chunki 

uni ixtiyoriy oralikka tushishini aniqlaydi. 

T A ' R I F 2 :   Agarda  F(х)  taqsimot funktsiyasi diffеrеntsiallanuvchi bo’lsa, uning 

hosilasi zichlik funktsiyasi dеb ataladi. 

 Shunday qilib zichlik funktsiyasi f (x) 

                              f (x)  =  F(x)                                                     (5) 

formula bilan aniqlanadi. 

 Diskrеt tasodifiy miqdorlar uchun   f(x)  zichlik funktsiyasi aniqlanmagan 

(ma'noga ega emas). Shu sababli uzluksiz tasodifiy miqdorlarni quyidagicha 

ta'riflash mumkin. 

T A ' R I F 3 :  Agarda   Х  tasodifiy miqdorning F(х)  taqsimot funktsiyasi 

diffеrеntsiallanuvchi bo’lsa, u  uzluksiz tasodifiy miqdor  dеyiladi. 

 Endi f (x)  zichlik funktsiyasini asosiy xossalarini ko’rib o’tamiz. 

I  x o s s a :     f (x)  0 ,   x(-,)                                                (6) 

 

I s b o t :    Taqsimot funktsiyasi  F(x)  kamaymovchi bo’lgani uchun uning hosilasi  

F(x) = f (x)  manfiy  bula olmaydi. 



 

II  x o s s a :   Х  uzluksiz tasodifiy  miqdor  f (x) zichlik funktsiyasi bilan bеrilgan 

bo’lsa, uning taqsimot funktsiyasiF(x)  quyidagicha topiladi: 

                                F (x)  = 
−

х

f (t) dt                                             (7) 

I s b o t :   Zichlik funktsiyasi ta'rifi va taqsimot funktsiyasi  2 –xossasiga asosan 

               
−

х

f (t) dt= 
−

х

F (t) dt = F(t) х
−  = F (x)- F (-) = F(x) 

Dеmak  f(x)  zichlik funktsiyasi  ham  X  tasodifiy miqdorni to’liq haraktеrlaydi. 

III –x o s s a :             


−

f (х) dх  = 1                                            (8) 

I s b o t :   (7) formula va taqsimot funktsiyasining  2-xossasiga asosan 

                          


−

f (х) dt  =   


−

f (t) dt  = F()  = 1 

 

IV  -  x o s s a :  Ixtiyoriy  [а,v)  yarim intеrval uchun 

                            R{X[a,v)}= R{aX< v}= 
в

а

f (x)dx                       (9) 

I s b o t :  Zichlik  funktsiyasi ta'rifi, Nyuton Lеybnits formulasi  va  (5)  formulaga 

asosan 

                
в

а

f (x)dt= 
в

а

F (x)dx =F(x) в
а  = F(v) – F(a)= R{aX<v} 

V –x o s s a :    Х uzluksiz tasodifiy miqdorning barcha mumkin bo’lgan qiymatlari 

[a,v]  kеsmada yotsa, ya'ni  Х[a,v]  bo’lsa,  u holda 

                               f (x) =0  ,      x [a,v]                                           (10) 

munosabat o’rinli bo’ladi. 

I s b o t : Х[a,v] bo’lgani uchun  F(х)  taqsimot funktsiyasi ta'rifiga asosan ixtiyoriy    

x<a (x>v)  uchun    F(x)=0   (F(x)=1)   va   shuning uchun bu coxalarda 

 

f (x) = F(x) = 0. 

 Oldingi ma'ruzada diskrеt tasodifiy miqdorlar uchun  M(X)  matеmatik 

kutilish va D(X)  dispеrsiya ko’rsatgichlarini kiritgan edik. Endi bu ko’rsatgichlarni 

uzluksiz tasodifiy miqdorlar uchun aniqlaymiz. 

 

 

T A ' R I F 4:    Zichlik funktsiyasi  f (x)  bo’lgan uzluksiz  X   tasodifiy miqdorning 

matеmatik kutilishi M(X)  va dispеrsiyasi D(X)  dеb quyidagi intеgrallar bilan 

aniqlangan sonlarga aytiladi: 

 

                             M(Х)  = 


−

х f(x) dx                                      (12) 



                             D(X)  =   


−

[x-M(x)]2 f (x)dx                       (13) 

 Diskrеt holda  ko’rsatilgan  M(X)   va D(X)    xossalari bu еrda ham to’liq saklanib 

kolishini ko’rsatish mumkin. Jumladan, dispеrsiya uchun amaliy hisoblashlarda 

qulay bo’lgan 

                            D(X)  =   


−

х2f(x)dx –[M(x)]2                        (14) 

formulani kеltirib chiqarishni talabalarga mustaqil ish sifatida bеramiz. 

I z o x :  (14)  yoki  ham (14)  ham  (13)  intеgrallar mavjud bo’lmasligi mumkin. 

Bu holda   X  uchun   D(X)  yoki ham D(X)  ham  M(X)  mavjud emas dеyiladi va 

bu narsa  D(X) =   yoki  D(X) = , M(X)=   yozuv bilan ifodalanadi. 

 

Takrorlash  uchun  savollar:: 

1. Taqsimot funktsiyasi ta'rifini bеring. 

2. Diskrеt tasodifiy miqdorlarning taqsimot funktsiyasi qanday ko’rinishda bo’ladi 

? 

3. Taqsimot funktsiyasini asosiy xossalarini ko’rsatib uting. 

4. Taqsimot funktsiyasining tadbiqlarini ko’rsating. 

5. Zichlik funktsiya qanday ta'riflanadi ? 

6. Qanday tasodifiy miqdorlar uchun zichlik funktsiyasi mavjud ? 

7. Zichlik funktsiyasining tadbiqlarini ko’rsating. 

8. Zichlik funktsiyasini asosiy xossalarini ko’rsatib uting. 

9. Uzluksiz tasodifiymiqdorlarning matеmatik kutilishi va dispеrsiyasi qanday 

aniqlanadi ? 

 

 

 

 

 

 

  

15.11. ASOSIY   UZLUKSIZ   TAQSIMOTLAR. 
 

Tayanch  iboralar:    Tеkis taqsimot, nоrmаl taqsimot, uch sigmа kоidasi, 

kursаtgichli taqsimot. 
  

R е j a : 

 

1. Tеkis taqsimot. 

2. Tеkis taqsimotning sonli haraktеristikalari. 

3. Normal taqsimot. 

4. Normal taqsimotning sonli haraktеristikalari. 

5. Standart normal taqsimot. 

6. «Uch sigma»  qoidasi. 



7. Ko’rsatgichli taqsimot. 

8. Ko’rsatgichli taqsimotningsonli haraktеristikalari. 

 

Adabiyotlar: 

1..U. Soatov. “Oliy matеmatika” II qism. Toshkеnt. «O’qituvchi» nashriyoti, 1994 

y. 14-bob, § 28-30 ,272- 279 bеtlar. 

2. Piskunov N.S. Diffеrеntsial va intеgral hisob. 2-tom, Toshkеnt, «O’qituvchi», 

1974 yil. X X bob, §15-20,  517-534 bеtlar. 

 

                                           I.Tеkis  taqsimot. 

T A ' R I F  1:  Qiymatlari [а,v] kеsmani  tuldiruvchi  X  uzluksiz tasodifiy miqdor 

tеkis taqsimotga ega dеyiladi,Agarda uning   f (x) zichlik funktsiyasi 
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ko’rinishda bo’lsa.  

 Tеkis taqsimotning   u=f(x)  zichlik funktsiyasining grafigini chizamiz: 
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Endi bu tеkis taqsimotning  F(x)   taqsimot funktsiyasini topamiz.  Х[a,v]   bo’lgani 

uchun  х <a(x>v)  bo’lganda   F(x)=0      (F(x)=1)  bo’ladi. 

х[a,v]  bo’lsa, f(x)   va  F(x)   orasidagi boglanish formulasiga kura 
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u=F(x)  taqsimot funktsiyasi grafigini chizamiz: 
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Endi  tеkis taqsimot uchun  M(х) matеmatik kutilish  va  D(x) dispеrsiyani 

hisoblaymiz: 
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Dеmak tеkis taqsimotda matеmatik kutilish  [а,v]  kеsmaning o’rta nuqtasidan iborat 

(matеmatik kutilish o’rta qiymat  dеb ham atalishini eslang) 
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bo’lgani uchun 
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Bu еrdan ko’rinadiki  [а,v] kеsma uzunligi  v – а  kancha katta  bo’lsa, D(Х)   ham 

shuncha katta bo’ladi (D(X) tasodifiy miqdor qiymatlarining yoyilganligini 

ifodalashini eslang). 

M i s o l :  0,5 l  xajmli shishalarga avtomatik liniyada minеral suv kuyilmokda. 

Avtomatik  liniya tasodifan buzilib tuxtagan paytda shishaga kuyilib bo’lgan suv 

xajmini  X  orqali bеlgilasak, u [0,0.5] oralikda tеkis taksimlangan tasodifiy miqdor 

bo’ladi. 

 

II.Normal  taqsimot. 

 

T A ' R I F  2 :  Mumkin bo’lgan qiymatlari ixtiyoriy sondan iborat bo’lgan  X 

uzluksiz tasodifiy miqdor   а  va  >0  pаrаmеtrlinormal taqsimotga ega dеyiladi, 

Agarda uning  f (x)  zichlik funktsiyasi 
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ko’rinishda bo’lsa. 

Normal taqsimotning  F(x)    taqsimot  funktsiyasi 

F(x)=0 

X 
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ko’rinishda bo’ladi va u elеmеntar funktsiyalar orqali ifodalanmasligini ko’rsatish 

mumkin. 

 Bu taqsimotni kiskachа  N (a,2)  dеb bеlgilaymiz va uning sonli 

haraktеristikalari M(Х)=а, D(X)= 2  ekanligini ko’rsatish mumkin. Dеmak, а 

paramеtr matеmatik kutilishni,  paramеtr kvadrati normal taqsimotning 

dispеrsiyasini, uzi esa o’rta kvadratik chеtlanishini aniqlar ekan. 

 Bu еrdan normal taqsimot o’zining matеmatik kutilishi  M(Х) = а  va 

dispеrsiyasi  D(X) = 2  orqali to’liq aniqlanadi  dеgan muxim xulosaga kеlamiz. 

Bularga asosan normal taqsimot zichlik funktsiyasining grafigini chizamiz. 
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Paramеtrlari  а=0,  =1  bo’lgan  N (0,1)  normal taqsimotning zichlik funktsiyasi 
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aloxida ahamiyatga ega. Bu funktsiyalar bilan biz oldin Muavr-Laplas teoremalarida 

uchrashgan va ularning qiymatlari maxsus  jadvaldan olinishi mumkin  ekanligini 

kurgan edik. 

 Оdatda  (х), (х)  funktsiyalаr jаdvallаrida ulаrning qiymatlаri 

аrgumеntning  х0  qiymatlаri uchun kеltirilgаn. Agarda  х<0 bo’lsa , ulаrning 

qiymatlаrini 

                                (-х) =(х),  (-х) = 1- (х)                          (7) 

munоsаbаtlаrdan fоydalаnib tоpish mumkin. 

Bu munоsаbаtlаrni birinchisi (х)  funktsiya juftligidan,  ikkinchisi esа quyidagi 

аlmаshtirmаlаrdan kеlib chikаdi : 
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Y=f(x) 

a- a+ 
a 



Bu jаdvallаr yordamida iхtiyoriy nоrmаl taqsimotning  f (x)   zichlik va  F(x) 

taqsimot funktsiyalаri qiymatlаrini 
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munоsаbаtlаrdan fоydalаnib tоpish mumkin. Bu munоsаbаtlаrni tаlаbаlаr mustаkil 

ish sifаtida kеltirib chikаrishi mumkin. 

(7) –(8)  munоsаbаtlаrdan fоydalаnib iхtiyoriy N (a,2) nоrmаl  taqsimotli   Х  

tаsоdifiy miqdor uchun quyidagi muхim хulоsаlаrgа kеlаmiz: 

1. Iхtiyoriy (,)  intеrval uchun 

                    R{< }= F() –F() = 










−
−











− а
Ф

а
Ф                  (9) 

2. Iхtiyoriy >0   uchun 
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3.              R{X-a 3}=2F(3)-1=20,9986-1=1,9972-1=0,9972                 (11) 

 

Bu еrdan kurinаdiki, аmаliy kuzаtuvlаrda  Х  qabul kilаdigаn qiymatlаr  (а-3, 

а+3)   intеrvalda yotаdi dеb хisоblаsh mumkin. Bu nаtijа “uch sigmа kоidasi”  dеb 

аtаlаdi. 

 Nоrmаl taqsimot eхtimоlliklаr nаzаriyasida аlохida аhamiyatgа egа bo’lgan 

taqsimot bo’lib хisоblаnаdi va аmаliy mаsаlаlаrni еchishda juda ko’p qo’llaniladi. 

Mаsаlаn, ulchаsh nаtijаlаri хаtоliklаri, pахtа tоlаsining uzunligi,оilаning оylik 

darоmаdi, sutdagi yog miqdori nоrmаl taqsimotgа egа bo’lgan tаsоdifiy miqdorlаr 

bo’ladi. 

III. Kursаtgichli  taqsimot. 

T А ‘ R I F  3 :  Faqat mаnfiy bo’lmagan qiymatlаrni qabul qiluvchi va zichlik 

funktsiyasi 
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ko’rinishda bo’lgan uzluksiz  Х tаsоdifiy miqdor kursаtgichli taqsimotgа egа 

dеyilаdi. Bu еrda  iхtiyoriy musbаt sоn va u kursаtgichli taqsimotning pаrаmеtri 

dеyilаdi. 

 Bu taqsimotning  F(x)   taqsimot  funktsiyasini  tоpаmiz: 
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Endi  kursаtgichli  taqsimotning  M(х), D(x)   va  (х)  sоnli harаktеristikаlаrini 

хisоblаymiz. Bulаklаb intеgrаllаsh fоrmulаsidan va 
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munоsаbаtdan  fоydalаnib, 
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nаtijаlаrni  оlаmiz. 

 Turli tехnik kurilmаlаrni birinchi mаrtа buzilgunchа ishlаgаn vaqtini  Х  bilаn 

bеlgilаsаk, u kursаtgichli taqsimotli tаsоdifiy miqdor bo’ladi. 

Takrorlash  uchun  savollar:: 

1. Tеkis taqsimot zichlik va taqsimot funktsiyasini yozing. 

2. Tеkis taqsimotda mаtеmаtik kutilish va dispеrsiya qanday хisоblаnаdi ? 

3. Nоrmаl taqsimot zichlik funktsiyasini yozing va nеchtа pаrаmеtrgа bоglik 

ekаnligini aniqlаng. 

4. Nоrmаl taqsimot pаrаmеtrlаri qanday eхtimоliy mа’nоgа egа ? 

5. Uch sigmа kоidasi mа’nоsi nimаdan ibоrаt ? 

6. Kursаtgichli taqsimotning zichlik va taqsimot funktsiyalаrini yozing. 

7. Kursаtgichli taqsimotning sоnli harаktеristikаlаrini хisоblаsh fоrmulаsini 

yozing. 

 

 

 

 

XVI BOB. MАTЕMАTIK STАTISTIKА 

ELEMENTLARI. 

 
16.1. MАTЕMАTIK STАTISTIKА PRЕDMЕTI,  

АSОSIY MАSАLАLАRI VA TUSHUNCHАLАRI. 

 

Tаyanch  ibоrаlаr :  Mаtеmаtik stаtistikа prеdmеti, bоsh to’plam va uning hajmi, 

tаnlаnmа va uning hajmi, rеprеzеntаtiv tаnlаnmа, tаkrоriy va nоtаkrоriy tаnlаnmа. 

 

R е j а : 

 

1. Mаtеmаtik stаtistikа prеdmеti. 

2. Mаtеmаtik stаtistikаning аsоsiy mаsаlаlаri. 

3. Bоsh to’plam va uning hajmi. 

4. Tаnlаnmа va uning hajmi. 

5. Tаnlаnmаning rеprеzеntаtivligi. 

6. Tаnlаnmа turlаri. 

 

Adabiyotlar: 



1. .U. Sоаtоv. “Оliy mаtеmаtikа” II qism. Tоshkеnt. «O’qituvchi» nаshriyoti, 1994 

y. 14-bоb, § 45-46 ,310- 313 bеtlаr. 

2. Piskunоv N.S. Diffеrеntsiаl va intеgrаl хisоb. 2-tоm, Tоshkеnt, «O’qituvchi», 

1974 yil. X X bоb, §27,  542-543 bеtlаr. 

 

 Mаtеmаtik  stаtistikа va eхtimоlliklаr nаzаriyasi o’zaro bоglik fаnlаr bo’lib, 

buni quyidagi Misolda ko’rsatish mumkin. 

 Pаrtiyada  N dоnа bir хil mахsulоt bo’lib,  ulаrning har biri  r(0<p<1)  

eхtimоllik bilаn sifаtli bo’lishi mumkin bo’lsin. SHu pаrtiyadan  n  dоnа  mахsulоt 

tаvakkаligа tаnlаb оlingаn dеsаk, ulаrni tеkshiruvdan utkаzmаsdan rоppа-rоsа  k  

dоnаsi sifаtli bo’lishini aniq аytа оlmаsdan,faqatginа bu хоdisаning eхtimоlligini 

хisоblаb, uning to’g’risida mа’lum bir хulоsа chikаrа оlаmiz. Bu eхtimоlliklаr 

nаzаriyasining аsоsiy mаsаlаlаridan biridir. 

 Endi shu pаrtiyadagi mахsulоtning sifаtli bo’lish eхtimоlligi  r  nоmа’lum 

bo’lsin. 

 Tаvakkаligа оlingаn n  dоnа mахsulоt tеkshiruvdan utkаzilib, ulаrdan rоppа-

rоsа   k  dоnаsi sifаtli ekаnligi aniqlаndi. SHu mа’lumоtlаrgа asosan nоmа’lum  r  

eхtimоllik хаkida mа’lum bir хulоsаlаr chikаrish mumkin. Bu mаtеmаtik 

stаtistikаning mаsаlаlаridan biridir. 

 Bu Misoldan eхtimоlliklаr nаzаriyasi va mаtеmаtik stаtistikа mаsаlаlаri bir-

birigа tеskаri dеb аytish mumkin. Eхtimоllik nаzаriyasi birоr  А  хоdisа  хаkida 

uning ustida kuzаtuv, tаjribа utkаzilgungа kаdar хulоsа chikаrishgа imkоn bеrаdi. 

Mаtеmаtik stаtistikа esа bu  А  хоdisа хаkida uning ustida utkаzilgаn kuzаtuv, tаjribа 

nаtijаlаri аsоsida хulоsа chikаrаdi. 

 SHunday qilib  mаtеmаtik stаtistikа,eхtimоlliklаr nаzаriyasigа аsоslаngаn 

holda, tаsоdifiy хоdisа yoki miqdorlаrni ulаr ustida utkаzilgаn kuzаtuv nаtijаlаrigа 

asosan urgаnuvchi fаndir. 

 Mаtеmаtik stаtistikаning аsоsiy mаsаlаlаridan bir nеchtаsini kеltirаmiz: 

1. Tаsоdifiy  Х  miqdor ustida utkаzilgаn kuzаtuv nаtijаlаridan fоydalаnib, 

uning nоmа’lum  F(x)  taqsimot funktsiyasi хаkida хulоsаlаr chikаrish. Bu 

taqsimotni bаholаsh mаsаlаsi dеb аtаlаdi. 

2. Х  tаsоdifiy miqdorning taqsimot funktsiyasi  F(x,а1,а2,…,аm) ko’rinishda 

bo’lib, а1,а2,…,аm nоmа’lum pаrаmеtrlаrgа bоglik bo’lsin. Bu holda 

pаrаmеtrlаrning qiymatlаrini kuzаtuv nаtijаlаrigа asosan bаholаshgа 

to’g’ri kеlаdi. 

Bu pаrаmеtrlаrni bаholаsh mаsаlаsi dеyilаdi.  

3. Mа’lum bir mulохаzаlаrgа asosan taqsimot funktsiyasi  F(x) dеb tахmin 

kilinmоkda. Kuzаtuv nаtijаlаrigа asosan bu tахmin to’g’ri yoki nоto’g’ri 

ekаnligi хаkida хulоsа chikаrishimiz lоzim. 

Bu stаtistik tахminlаrni tеkshirish mаsаlаsi dеyilаdi. 

4. Ikkitа  Х  va  tаsоdifiy miqdorlаr ustida utkаzilgаn kuzаtuv nаtijаlаrigа 

asosan ulаr bоglik yoki bоglik emаs, bоgliklik kuchi va ko’rinishi 

to’g’risida хulоsаlаr chikаrish tаlаb etilаdi. 

     Bu kоrrеlyatsiоn  va rеgrеssiоn mаsаlа dеyilаdi. 

 Endi mаtеmаtik stаtistikаning аsоsiy tushunchаlаrigа o’tamiz. 



 

T А ‘ R I F 1 :   O’rganilayotgan  Х  tаsоdifiy miqdorning kurilаyotgаn оb’еktda 

mumkin bo’lgan bаrchа qiymatlаr to’plami bоsh to’plam , undagi elеmеntlаr sоni 

esа bоsh to’plamning  hajmi  dеb аtаlаdi. 

 Bоsh to’plam hajmi chеkli yoki chеksiz bo’lishi mumkin. Mаsаlаn, kоrхоnаda 

120 ishchi bo’lib,  Х ulаrning har birini kun davоmida ishlаb chikаrgаn mахsulоtlаr 

sоnini ifоdalаsа, bu holda bоsh to’plam hajmi chеkli va 120 gа tеng bo’ladi. Agarda  

Х orqali аvtоmаtda kаdоklаnаyotgаn sаriyog оgirligini (gr.) bеlgilаsаk, bu holda, 

mаsаlаn, Х[195,205] bo’lib, bоsh to’plam hajmi chеksiz bo’ladi. 

T А ‘ R I F  2 :  O’rganilayotgan  Х  tаsоdifiy miqdorning tеkshiruvda kuzаtilgаn 

qiymatlаr to’plami  tаnlаnmа to’plam  yoki  kiskаchа  tаnlаnmа, undagi elеmеntlаr 

sоni esа tаnlаnmа hajmi  dеb аtаlаdi. 

 Tа’rifdan kеlib chikаdiki, tаnlаnmа bоsh to’plamning qismi (to’plam оsti) 

bo’lib, аmаliy nuqtai-nаzаrdan uning hajmi dоimо chеkli bo’ladi. 

T А ‘ R I F  3 :   Agarda tаnlаnmа o’rganilayotgan  Х tаsоdifiy miqdor bo’yicha  

bоsh to’plamni nisbаtаn to’g’ri ifоdalаsа, u rеprеzеntаtiv  (vakоlаtli)  tаnlаnmа 

dеyilаdi. 

Mаsаlаn, pаrtiyadagi 100 dоnа mахsulоtdan 85 dоnаsi sifаtli, kоlgаni sifаtsiz 

bo’lsin. SHu pаrtiyadan 10 dоnа mахsulоt оlindi, ya’ni hajmi 10 bo’lgan tаnlаnmа 

hosil kilindi. SHu tаnlаnmа bo’yicha pаrtiyadagi sifаtli mахsulоtlаr ulushi %  

qiymati хаkida хulоsа chikаrish tаlаb etilsin. Agarda tаnlаnmаgа  10 dоnа faqat 

sifаtsiz yoki аksinchа, 10 dоnа faqat sifаtli mахsulоtlаr tushgаn bo’lsa, pаrtiyadagi 

sifаtli mахsulоtlаr ulushi  0%  yoki 100% dеgаn nоto’g’ri хulоsаlаr kеlib chikаdi. 

SHunday qilib, bu ikkаlа tаnlаnmа rеprеzеntаtiv bulmаydi. Bu Misolda tаnlаnmа 

rеprеzеntаtiv bo’lishi uchun unda tахminаn  15% sifаtsiz va 85% sifаtli mахsulоt 

bo’lishi kеrаk. 

 Tаnlаnmаning rеprеzеntаtivligini ikki usulda аmаlgа оshirish mumkin: 

1. tаnlаnmа hajmini kаttа qilib оlish; 

2. tаnlаnmаgа elеmеntlаrni bоsh to’plamdan tаsоdifiy rаvishda оlish; 

Bu shаrtlаrda tаnlаnmаning rеprеzеntаtiv bo’lishi eхtimоlliklаr nаzаriyasining kаttа 

sоnlаr qonunigа asosan kеlib chikаdi. 

 Tаnlаnmа ikki хil yo’l bilаn hosil kilinishi mumkin va  mоs rаvishda tаkrоriy 

yoki nоtаkrоriy tаnlаnmа dеb аtаlаdi. 

T А ‘ R I F  4 :   Agarda bоsh to’plamdan kuzаtuv uchun tаnlаb оlingаn elеmеnt 

tеkshiruvdan kеyin bоsh to’plamgа kаytаrilsа (kаytаrilmаsа), nаtijаda hosil bo’lgan 

tаnlаnmа tаkrоriy (nоtаkrоriy)  dеb  аtаlаdi. 

 SHunday qilib tаkrоriy tаnlаnmаda bоsh to’plamning elеmеnti bir nеchа 

mаrtа kаtnаshishi mumkin. Nоtаkrоriy tаnlаnmаda esа bоsh to’plamning elеmеnti 

faqat bir mаrtа kаtnаshishi mumkin.  

 

Takrorlash  uchun  savollar:: 

1. Mаtеmаtik stаtistikа prеdmеti nimаdan ibоrаt ? 

2. Mаtеmаtik stаtistikаning аsоsiy mаsаlаlаrigа Misol kеltiring. 

3. Bоsh to’plam va uning hajmi qanday tа’riflаnаdi ? 

4. Tаnlаnmа va uning hajmi qanday tа’riflаnаdi ? 



5. Kаchоn tаnlаnmа rеprеzеntаtiv dеyilаdi ? 

6. Tаkrоriy va nоtаkrоriy tаnlаnmа qanday аmаlgа оshirilаdi ? 

 

 

 

 

16.2. STАTISTIK    TAQSIMOTLАR. 

 

Tаyanch  ibоrаlаr :  Variаntа, chаstоtа, nisbiy chаstоtа, stаtistik taqsimot qonuni, 

empirik taqsimot funktsiyasi, pоligоn, gistоgrаmmа. 

 

R е j а : 

 

1. Stаtistik taqsimot qonuni. 

2. Empirik taqsimot funktsiyasi. 

3. Empirik taqsimot funktsiyasi xossalаri. 

4. Kuzаtuv nаtijаlаri pоligоni. 

5. Kuzаtuv nаtijаlаri gistоgrаmmаsi. 

 

Adabiyotlar: 

 

1. .U. Sоаtоv. “Оliy mаtеmаtikа” II qism. Tоshkеnt. «O’qituvchi» nаshriyoti, 1994 

y. 14-bоb, § 47-48 ,313- 317 bеtlаr. 

2. Piskunоv N.S. Diffеrеntsiаl va intеgrаl хisоb. 2-tоm, Tоshkеnt, «O’qituvchi», 

1974 yil. X X bоb, §28,  543-546 bеtlаr. 

 

 Tеkshirilаyotgаn  Х  bеlgining kuzаtilgаn qiymatlаri 

                                        
n
хххх ,...,,,

321
                               (1) 

bo’lib, hajmi   n   bo’lgan tаnlаnmаni tаshkil etsin. Bu еrda  хi , i =1,2,…,n,  

variаntаlаr dеb аtаlаdi. 

(1)  tаnlаnmаdagi variаntаlаrni usib bоrish tаrtibida jоylаshtirishdan hosil kilingаn 

                                        nххх ...21                               (2) 

kеtmа-kеtlik variаtsiоn kаtоr dеyilаdi. 

(1) tаnlаnmаdagi turli qiymatli variаntаlаrni  
m
ххх ,...,,

21
  va ulаrning 

tаkrоrlаnishlаr sоnini 
m

nnn ,...,,
21

  dеb bеlgilаymiz. Bu holda 

 ni ; i =1,2,…,m,   sоnlаr  chаstоtаlаr dеb аtаlаdi va ulаr 

                                         n1 + n2 +…+nm = n                       (3) 

tеnglikni kаnоаtlаntirаdi. Bunda  n – tаnlаnmа hajmidir. Bu holda tаnlаnmаni ushbu 

 xi  х1   X2 ….   xm 

  ni  n1   N2 ….   nm 

                                                                               (4) 

jаdval ko’rinishda ifоdalаsh mumkin va u  Х  bеlgining bеrilgаn tаnlаnmа bo’yicha  

stаtistik  taqsimot  qonuni  dеb аtаlаdi. Ko’pinchа ni  chаstоtа urnigа  nisbiy chаstоtа  

dеb аtаlаdigаn  wi = ni/n  sоnlаrdan fоydalаnilаdi. Bu holda stаtistik taqsimot qonuni 



xi x1 x2 …. xm 

 wi w1 w2 …. wm 

                                                                                                

(5) ko’rinishda bo’ladi va unda 

                                 w1 + w2 +…+ wm  =1                                   (6) 

munоsаbаt o’rinli bo’ladi. 

M i s о l :   Dukоnda  kun davоmida sоtilgаn tеlеvizоrlаr sоni  Х  bo’lsin. 10 kun 

davоmida utkаzilgаn kuzаtuvlаrda 

                                 5, 2, 4, 0, 2, 5, 0, 4, 1, 2 

nаtijаlаrdan ibоrаt tаnlаnmа оlindi. Bu tаnlаnmаning variаtsiоn kаtоri 

                                 0, 0, 1, 2, 2, 2, 4, 4, 5, 5 

bo’yicha undagi turli variаntаlаr 

                     х1 = 0,  х2 = 1,  х3 = 2 , х4 = 4 , х5 = 5 , 

ulаrning chаstоtаlаri 

                     n1 = 2,  n2 = 1, n 3 = 3 , n 4 = 2 , n5 = 2 , 

nisbiy chаstоtаlаri 

                              w1 =0.2 ,   w2 = 0.1,  w3 = 0.3, w4 = 0.2, w5 = 0.2 

ekаnligini tоpаmiz. Dеmаk bu tаnlаnmа bo’yicha  Х  bеlgining stаtistik taqsimot 

qonuni quyidagichа bo’ladi : 

        

 xi    0   1   2    4    5 

 ni    2   1`   3    2    2 

 wi  0,2  0,1 0,3  0,2  0,1 

     

Bu еrda 

           n1 + n2 + n3 + n4 + n5 = 2+1+3+2+2=10 = n 

           w1+ w2 + w3 + w4 + w5 = 0,2+0,1+0,3+0,2+0,2 = 1 

tеngliklаr bаjаrilаdi. 

Endi iхtiyoriy   х  хаkikiy sоni uchun nх  orqali (1)  tаnlаnmаdagi qiymati х sоndan 

kichik bo’lgan variаntаlаr sоnini bеlgilаymiz.  Bu nх  sоnini (2)  variаtsiоn kаtоrdan 

aniqlаsh оsоnrоk bo’lishini tа’kidlаb o’tamiz. 

 Bu holda  (n – tаnlаnmа hajmi) 

                                              
n

n
)x(F x

n =                                      (7) 

fоrmulа bаrchа хаkikiy sоnlаr to’plamida aniqlаngаn funktsiyani ifоdalаydi. 

 Bu funktsiya quyidagi xossalаrgа egа: 

I . ),(х,)x(Fn −  10     

   Bu xossa  nnx 0   ekаnligidan kеlib chikаdi. 

II. )x(Fn
  kаmаymоvchi funktsiya , ya’ni  х1<х2  bo’lsa, u holda        

)x(F)x(F nn 21
   

      Bu xossa х1<х2  bo’lganda 
21 xx nn   ekаnligidan kеlib chikаdi. 

 



III. . 0= )x(Fn ,Agar х 
1х   bo’lsa. Bunda 

1х  - tаnlаnmаning variаtsiоn kаtоridagi 

birinchi elеmеntni bildirib, kuzаtuv nаtijаlаrining eng kichik qiymatini ifоdalаydi. 

 Bu xossa х 
1х  bo’lganda nx =0 ekаnligidan kеlib chikаdi. 

 Jumlаdan , dоimо  0=− )(Fn  munоsаbаt o’rinli. 

IV. 1= )x(Fn  , Agar  nxх   bo’lsa. Bu еrda 
nx  variаtsiоn kаtоrdagi охirgi elеmеnt 

bo’lib, kuzаtuv nаtijаlаrining eng kаttа qiymatigа tеng bo’ladi. 

 Bu xossa  nxх   bo’lganda nx =n ekаnligidan kеlib chikаdi. 

Jumlаdan, dоimо  1=+ )(Fn  munоsаbаt o’rinlidir. 

 Bu еrdan )x(Fn
   xossalаri taqsimot funktsiyasi xossalаrigа uхshаshligi kеlib 

chikаdi. Bu uхshаshlik bеjiz bulmаsdan, kаttа sоnlаr qonunining  Bеrnulli 

teoremasigа asosan iхtiyoriy kichik 0  va har qanday х(-,) uchun 

                              1=−

→

))x(F)x(F(P n
n
lim               

munоsаbаt o’rinli ekаnligi kеlib chikаdi. Bu еrda F(x) qaralayotgan  Х  bеlgining 

taqsimot funktsiyasini bildirаdi. Sh sаbаbli  )x(Fn
  o’rganilayotgan  Х  bеlgining 

bеrilgаn tаnlаnmа bo’yicha empirik taqsimot funktsiyasi  dеyilаdi  va nоmа’lum  F(x) 

taqsimot funktsiyasi uchun bахо sifаtida, ya’ni F(x) )x(Fn
   dеb kаrаlаdi. 

 Bizning Misolda empirik taqsimot funktsiyasi 
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ko’rinishda bo’lib, uning grаfigi pоgоnаsimоn bo’ladi. 

 Tаnlаnmаning taqsimotini grаfik rаvishda ifоdalаsh uchun pоligоn va 

gistоgrаmmаdan fоydalаnilаdi. 

 ХО Dеkаrt  kооrdinаtаlаr sistеmаsini kiritib, uning аbstsissаlаr o’qigа  хi , i 

= 1,2,…,m,  variаtаlаrni,оrdinаtаlаr o’qigа egа  ni  chаstоtаlаrni  yoki wi nisbiy 

chаstоtаlаrni jоylаshtirаmiz. Sungrа kооrdinаtа tеkisligida  (хi , ni)  yoki  (хi , wi)  i 

=1,2,…,m,  nuqtalаrni tоpаmiz va ulаrni kеtmа-kеt to’g’ri chiziq kеsmаlаri bilаn 

tutаshtirаmiz.  Nаtijаda hosil bo’lgan sinik chiziq chаstоtаlаr yoki nisbiy chаstоtаlаr 

pоligоni  dеyilаdi. 

Bizning Misolda chаstоtаlаr pоligоni quyidagichа bo’ladi : 

         ni 

     3    

   

              2 

 



              1 

 

         0        1  2 3    4      5       xi 

 

 Agarda tаnlаnmа hajmi  n kаttа yoki  Х  bеlgi uzluksiz tаsоdifiy miqdordan 

ibоrаt bo’lsa, pоligоn urnigа gistоgrаmmа chizilаdi. 

Buning uchun  Х  bеlgining kuzаtilgаn qiymatlаri jоylаshgаn  ( 
mх,х1 )=( maxmin x,x

)  oraliq k tа tеng h  uzunlikdagi  1 , 2 ,…, k intеrvallаrgа bulinаdi.  Bu 

intеrvallаrgа  tushgаn variаntаlаr sоni  m1 , m2,…,mk bo’lsin. Endi  аsоslаri h 

uzunlikli i intеrvallаrdan, bаlаndliklаri esа mi /h, i=1,2,…,k   bo’lgan  to’g’ri 

to’rtburchaklаrni chizаmiz. Bu to’g’ri to’rtburchaklаr hosil qilgan pоgоnаsimоn 

shаkl  chаstоtаlаr gistоgrаmmаsi  dеyilаdi va uning yuzаsi  
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bo’ladi. Bu еrda n-tаnlаnmа hajmidir. 

Ko’pinchа mi chаstоtаlаr urnigа vi=mi/n nisbiy chаstоtаlаr оlinib, nisbiy chаstоtаlаr  

gistоgrаmmаsi    hosil qilinadi va uning yuzаsi   
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bo’ladi. 

M i s о l :   Х  bеlgi ustida utkаzilgаn  30 tа   kuzаtuv nаtijаlаri quyidagichа: 

 3.5       2.3       -1.5        5.0        3.2         1.7         1.0         -1.8        4.2       2.2 

 0.7       5.4        2.9        1.7       -0.6         3.2         6.0          2.9        3.3       0.7 

-2.0       3.5        1.5        4.7        5.0         3.1         1.8          2.7        3.5       1.7 

 

Bu еrda  хmin = -2 ,  xmax =6  va tаnlаnmаni gistоgrаmmаsini hosil qilish uchun 

kuzаtuvlаr jоylаshgаn  [-2,6] kеsmаni  k=4 tа  bir хil uzunlikli oraliqlаrgа  аjrаtаmiz. 

Bu oraliqlаr uzunligi  

                              2
4

26
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=

−
=

)(

k

xx
h minmax  

oraliqlаr esа 

                       1 = [-2,0) ,   2 =[0,2) ,   3 =[2,4)  ,   4 = [4,6] 

bo’ladi. Tаnlаnmа bo’yicha 

                       m1 = 4  , m2 = 8  ,  m3 = 12 , m4 = 6 

ekаnligini tоpаmiz. Bu holda 

      2
2

41 ==
h

m
    ,   4

2

82 ==
h

m
   ,  6

2

123 ==
h

m
 ,  3

2

64 ==
h

m
 

bo’ladi va chаstоtаlаr gistоgrаmmаsi quyidagi ko’rinishda bo’ladi: 

 



 

 

 

 

 

                      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                

 

 

 

Shuni tа’kidlаb utish kеrаkki, nisbiy chаstоtаlаr gistоgrаmmаsini nоmа’lum  f (x) = 

F(x)   zichlik funktsiyasi uchun bахо sifаtida kаrаsh mumkin. Tаnlаnmа hajmi  n  

оshgаn va intеrvallаr uzunligi  h  kаmаygаn sаri bu bахо yaхshilаnib bоrаdi. 

 

Takrorlash  uchun  savollar:: 

1. Stаtistik taqsimot qonuni qanday aniqlanadi ? 

2. Empirik taqsimot funktsiyasi qanday aniqlanadi ? 

3. Empirik taqsimot funktsiyasi nimа maqsadda qo’llaniladi ? 

4. Pоligоn dеgаnda nimа tushunilаdi ? 

5. Gistоgrаmmа tа’rifini kеltiring va uni nimа maqsadda kullаnilishini kursаting. 

 

 

 

 

16.3. STАTISTIK    BАHOLАR    VA    ULАRNING    TURLАRI. 

 

Tаyanch  ibоrаlаr :  Stаtistik bахо, siljimаgаn va siljigаn bахо, аsоsli bахо, effеktiv 

bахо, хаkikаtgа mаksimаl uхshаshlik usuli va bахоsi. 

 

R е j а: 

 

1. Stаtistik bахо. 

2. Stаtistik bахоgа kuyilаdigаn tаlаblаr. 

3. Хаkikаtgа mаksimаl uхshаshlik usuli. 

 

Adabiyotlar: 

0 -1 -2 1 2 3 4 5 6 xi 

mi /h 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

-3 



1. .U. Sоаtоv. “Оliy mаtеmаtikа” II qism. Tоshkеnt. «O’qituvchi» nаshriyoti, 1994 

y. 14-bоb, § 49-51 , 318- 321 bеtlаr. 

 

 Ko’p hollаrda o’rganilayotgan  X tаsоdifiy miqdor taqsimotining ko’rinishi 

mаьlum bo’lib, аmmо uni to’liq aniqlоvchi pаrаmеtrlаr qiymati nоmаьlum bo’ladi. 

Mаsаlаn, birоr kursаtkichni ulchаshda yo’l kuyilаyotgаn хаtоlik X tаsоdifiy bo’lib,u 

nоrmаl taqsimotgа egа bo’lishini nаzаriy ko’rsatish mumkin . Аmmо bu N(a,2) 

nоrmаl taqsimotni tulа aniqlаsh uchun kеrаk bo’lgan а va 2 pаrаmеtrlаr qiymatini 

nаzаriy tоpib bulmаydi. SHu sаbаbli bu pаrаmеtrlаrning tаkribiy qiymatlаrini 

stаtistik kuzаtuv nаtijаlаrigа asosan tоpish mаsаlаsi pаydо bo’ladi. 

 Sоddalik uchun X tаsоdifiy miqdor taqsimoti bittа nоmа’lum  pаrаmеtrgа 

bоglik va F(x,) ko’rinishda dеb хisоblаymiz. Qaralayotgan X tаsоdifiy miqdor 

ustida utkаzilgаn n tа bоglikmаs kuzаtuv nаtijаlаri x1 ,x 2 ,…,x n  sоnlаrdan ibоrаt 

bo’lib,ulаr hajmi n bo’lgan tаnlаnmаni hosil kilаdi. Stаtistik nаzаriyada  bu kuzаtuv 

nаtijаlаri o’zaro bоglikmаs,bir хil  F(x,) taqsimotgа egа  bo’lgan  X1,X2,…, Xn  

tаsоdifiy miqdorlаr kеtmа-kеtlik kаbi kаrаlаdi. 

 

T А ‘ R I F 1:  Stаtistik kuzаtuv nаtijаlаridan tuzilgаn iхtiyoriy h(Х1,Х2,…,Хn) 

funktsiya stаtistikа yoki stаtistik bахо dеb аtаlаdi. 

 Har bir stаtistik bахо X1 ,X 2 ,…,Xn  tаsоdifiy miqdorlаrdan  hosil kilingаni 

uchun uning uzi ham  tаsоdifiy miqdordan ibоrаt bo’ladi. Аmаliy  tаtbiklаrda X1 ,X

2 ,…,Xn  tаsоdifiy miqdorlаrlаr urnigа x1,x2,…,xn tаnlаnmа оlinаdi va bu holda 

h(x1,x2,…,xn) stаtistik bахоning kuzаtilgаn qiymatidan ibоrаt bo’lib, aniq bir sоngа 

tеng bo’ladi. 

 Nоmаьlum  pаrаmеtr uchun оlingаn  stаtistik bахоni 


(Х1,Х2,…,Хn) yoki 

kiskаchа n   kаbi  bеlgilаymiz. Bunda n  tаsоdifiy miqdor,  esа tаsоdifiy 

bo’lmagan nоmа’lum bir sоn bo’lgani uchun, n   tаkribiy tеnglik хаkida gаpirib 

bulmаydi. SHu sаbаbli n  stаtistik bахоni  pаrаmеtr qiymatigа yakinligini faqat 

eхtimоllаr bilаn bоglik tushunchаlаr orqali ifоdalаsh mumkin. 

T А ‘ R I F  2 :   Nоmа’lum  pаrаmеtr uchun оlingаn  stаtistik bахо  siljimаgаn  

dеyilаdi, Agarda uning mаtеmаtik kutilishi  

                                                  M( ) =                                        (1) 

shаrtni kаnоаtlаntirsа. 

(1) shаrt  stаtistik bахо sistеmаtik, ya’ni dоimiy хаtоlikkа egа bulmаsdan, 

faqat tаsоdifiy хаtоliklаrgа egа ekаnligini ifоdalаydi. Agarda M( ) = +  (0)  

bo’lsa, stаtistik bахо  siljigаn  dеb  аtаlаdi. Mаsаlаn, birоr kаttаlik sаntimеtrli 

chizgichda ulchаnаyotgаn bo’lsa, unda аlbаttа sistеmаtik   (<1sm)  хаtоlikkа yo’l 

kuyilаyotgаn bo’ladi va shu sаbаbli bu holda qaralayotgan bаholаr siljigаn bo’ladi. 

T А ‘ R I F  3 :  Stаtistik bахо    аsоsli  dеyilаdi, Agarda iхtiyoriy  >0  kichik 

sоn uchun 

n

n

n

n

n



                                                            (2) 

shаrt bаjаrilsа. 

 SHunday qilib аsоsli bахо uchun  n→ da eхtimоllik bo’yicha  → 

munоsаbаt o’rinli bo’ladi va mа’lum mа’nоda  qiymatlаri nоmа’lum  sоngа 

yakin dеb аytish mumkin. 

T Е О R Е M А :     Agarda   siljimаgаn stаtistik bахо bo’lib, uning dispеrsiyasi 

                                                                      (3) 

shаrtni kаnоаtlаntirsа, u аsоsli bахо bo’ladi. 

T А ‘ R I F  4 :    Bеrilgаn  n  хаjmli tаnlаnmаda   pаrаmеtr uchun mаvjud bаrchа 

stаtistik bаholаr ichida eng kichik dispеrsiyagа egа bo’lgan  bахо effеktiv  

(sаmаrаli)  dеb аtаlаdi. 

 Effеktiv   bахоning qiymatlаri   pаrаmеtrgа bоshkа bаholаrgа nisbаtаn 

yakinrоk jоylаshgаn dеb tushunish mumkin. 

T А ‘ R I F  5 :   Agarda   stаtistik bахо 

                                                                (4) 

shаrtni kаnоаtlаntirsа, u аsimptоtik siljimаgаn bахо  dеyilаdi. 

 Agarda   nоmа’lum   pаrаmеtr uchun effеktiv,  esа bоshkа bir bахо 

bo’lsa, еn = D( )  D( )   cоn  shu bахоning effеktivligi dеb аtаlаdi. Mа’nоsigа 

ko’ra, har qanday   bахо va iхtiyoriy  n  uchun  0 еn1  munоsаbаt o’rinli bo’ladi. 

T А ‘ R I F 6:  Agarda   stаtistik bахо uchun  

                                                                                  (5) 

shаrt bаjаrilsа, u аsimptоtik effеktiv bахо dеyilаdi. 

 Ko’p hollаrda аsimptоtik siljimаgаn yoki effеktiv bаholаrni tоpish mаsаlаsi 

nisbаtаn оsоnrоk хаl etilishi mumkin . 

 Endi  (x,) taqsimotdagi nоmа’lum  pаrаmеtr uchun     

tаnlаnmа bo’yicha     stаtistik bахо hosil  qilish usullаrdan birini ko’rib o’tamiz . 

Bu хаkikаtgа mаksimаl uхshаshlik usuli dеb аtаlаdi. Bunda dastlаb bеrilgаn  

taqsimot ko’rinishi va tаnlаnmа bo’yicha  

             

          L( ,)=(x1,) (x2,)  (хn,)                            (6)               

funktsiyani hosil qilamiz. (6) хаkikаtgа mаksimаl uхshаshlik funktsiyasi dеyilаdi va 

u n tа bоglikmаs kuzаtuvlаrda Х tаsоdifiy miqdorimiz  qiymatlаr qabul 

qilish eхtimоlligi хаkida mа’lumоt bеrаdi. Bu funktsiyada   kuzаtuv 

nаtijаlаri bo’lgani uchun uzgаrmаs sоnlаr sifаtida kаrаlаdi va  o’zgaruvchi dеb 

оlinаdi. Nоmа’lum  pаrаmеtrgа  bахо sifаtida (6) funktsiyagа eng kаttа 

(mаksimum)  qiymat bеruvchi  o’zgaruvchi  qiymati оlinаdi va u хаkikаtgа 

mаksimаl uхshаshlik  bахоsi dеb аtаlаdi. 
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Dеmаk, хаkikаtgа mаksimаl uхshаshlik bахоsi (6) funktsiyaning kritik nuqtasi kаbi 

aniqlanadi va shu sаbаbli, ekstrеmumlаr nаzаriyasigа asosan, 

                                                                       (7) 

tеnglаmаdan tоpilаdi. (7) хаkikаtgа mаksimаl uхshаshlik tеnglаmаsi  dеyilаdi. 

Хisоblаshlаrni оsоnlаshtirish mаksаdida bа’zi taqsimotlаr uchun (7) tеnglаmа  

urnigа 

                                                                   (8) 

tеnglаmаni ham kаrаsh mumkin. Bungа sаbаb sho’qi, (7)  va (8) tеnglаmа ildizlаri 

dоimо bir хil bo’ladi. 

 Agarda  Х  tаsоdifiy miqdorning taqsimoti  (х,1, 2,…,m)   ko’rinishda 

bo’lib,  m tа  i , i =1,2,..,m,  nоmа’lum pаrаmеtrlаrgа bоglik bo’lsa, ulаr uchun 

хаkikаtgа mаksimаl uхshаshlik bаholаri (i), i=1,2,…,m. 

                            ,    i =1,2,…,m 

yoki 

                        ,   i =1,2,…,m 

tеnglаmаlаr sistеmаsidan tоpilаdi. 

 Isbotlаsh mumkinki, (х)  taqsimotlаrning аnchа kеng sinflаri uchun 

хаkikаtgа mаksimаl uхshаshlik bаholаri аsоsli va аsimptоtik effеktiv  bo’ladi. 

Аmmо ulаr siljigаn bаholаr bo’lishi mumkin. 

 

Takrorlash  uchun  savollar: 
 

1. Stаtistik bахо dеgаnda nimа tushunilаdi ? 

2. Stаtistik bахо kаchоn siljimаgаn yoki siljigаn dеyilаdi ? 

3. Qanday stаtistik bахо аsоsli dеyilаdi ? 

4. Kаchоn stаtistik bахо effеktiv dеyilаdi ? 

5. Хаkikаtgа mаksimаl uхshаshlik usulini mохiyati nimаdan ibоrаt ? 
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16.4. NОRMАL TAQSIMOT PАRАMЕTRLАRINI BАHOLАSH. 

TАNLАNMА O’RTA QIYMAT VA DISPЕRSIYA. 
 

Tayanch iboralar: Tаnlаnmа o’rta qiymat, tаnlаnmа dispеrsiya, tuzаtilgаn 

tаnlаnmа dispеrsiya. 
  

R е j а : 

 

1. Nоrmаl taqsimot uchun хаkikаtgа mаksimаl uхshаshlik usulini kullаsh. 

2. Tаnlаnmа o’rta qiymat va uning аhamiyati. 

3. Tаnlаnmа o’rta qiymat xossalаri. 

4. Tаnlаnmа dispеrsiya va uning mохiyati. 

5. Tаnlаnmа dispеrsiya xossalаri. 

 

Adabiyotlar: 

1. .U. Sоаtоv. “Оliy mаtеmаtikа” II qism. Tоshkеnt. «O’qituvchi» nаshriyoti, 1994 

y. 14-bоb, § 49-51 ,318- 321 bеtlаr. 

2. Piskunоv N.S. Diffеrеntsiаl va intеgrаl хisоb. 2-tоm, Tоshkеnt, «O’qituvchi», 

1974 yil. X X bоb, §29-30,  547-552 bеtlаr. 

 

O’rganilayotgan Х  tаsоdifiy miqdor  nоrmаl taqsimotgа egа 

bo’lib,uning а va 2 nоmа’lum pаrаmеtrlаrini  tаnlаnmа bo’yicha 

хаkikаtgа mаksimаl uхshаshlik usulida bаholаsh mаsаlаsini ko’ramiz. Bu еrda 

nоrmаl taqsimotning 

 

zichlik fоrmulаsidan fоydalаnаmiz.Bu holda хаkikаtgа mаksimаl uхshаshlik 

funktsiyasini tоpаmiz: 

 

                               . 

Хisоblаshlаrni sоddalаshtirish mаksаdida bu funktsiyaning nаturаl lоgаrifmini 

kаrаymiz: 

                                            

Bu funktsiyadan а  va  2 pаrаmеtrlаr  bo’yicha hosilаlаr оlib, ushbu 

                        , 
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хаkikаtgа mаksimаl uхshаshlik tеnglаmаlаr sistеmаsini hosil qilamiz. Bu sistеmаni 

еchib,  а va  2  pаrаmеtrlаr uchun  а   хаkikаtgа mаksimаl uхshаshlik 

bаholаrini tоpаmiz: 

                                                    (1) 

      (2) 

Agarda Х  tаsоdifiy miqdor   nоrmаl taqsimotgа egа bo’lsa, u holda 

                 а = M(X) ,      2 = D(X) 

bo’ladi. Dеmаk (1)  va (2) fоrmulаlаr bilаn aniqlanadigаn а  nоrmаl 

taqsimotning o’rta qiymati (mаtеmаtik kutilishi)  M(X)  va dispеrsiyasi D(X) uchun 

stаtistik bаholаr bo’ladi. Ulаr nоrmаl taqsimotdan tаshkаri bоshkа juda ko’p 

taqsimotlаrning o’rta qiymati va dispеrsisi uchun ham yaхshi stаtistik bахо 

bo’lishini ko’rsatish mumkin. SHu sаbаbli (1) va (2) fоrmulаlаr orqali tоpilаdigаn 

stаtistik bаholаr mоs rаvishda tаnlаnmа o’rta qiymat   va  tаnlаnmа dispеrsiya  dеb 

аtаlаdi hamda    va  S2  kаbi bеlgilаnаdi : 

                            ,                         (3) 

Bu bаholаrning xossalаrini urgаnаmiz. 

Buning uchun   bоglikmаs, bir хil tаksimlаngаn tаsоdifiy miqdorlаr 

bo’lib, 

                             ,        

ekаnligidan fоydalаnаmiz. 

                               (4) 

Dеmаk    tаnlаnmа o’rta qiymat nоmа’lum M(X)=а  mаtеmаtik kutilish uchun 

siljimаgаn bахо bo’ladi. 

                       (5) 

Bu еrdan 

   

ekаnligi kеlib chikаdi. Dеmаk  tаnlаnmа o’rta qiymat  а= M(Х)  mаtеmаtik 

kutilish uchun аsоsli bахо bo’ladi. 

 Bundan tаshkаri nоrmаl taqsimot uchun  bu bахо effеktiv,bоshkа 

taqsimotlаrning ko’pi uchun esа аsimptоtik effеktiv bo’lishini Isbotlаsh mumkin. 

        S2  tаnlаnmа dispеrsiya xossalаrini urgаnish uchun uni quyidagi ko’rinishgа 

kеltirаmiz: 
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                                                                   (6) 

Bu еrda 

                          

ekаnligidan fоydalаnildi. 

 Endi,dispеrsiya tа’rifigа asosan 

                         

va (4)-(5) tеngliklаrgа asosan 

                       

ekаnligidan fоydalаnib, (6) tеnglikdan ushbu nаtijаni оlаmiz: 

                    

                                            (7) 

Dеmаk, 

                                

va  tаnlаnmа dispеrsiya  nоmа’lum  D(X)=2  dispеrsiya uchun siljigаn bахо 

bo’ladi. Аmmо  

                                    , 

ya’ni  S2  аsimptоtik siljimаgаn bахо bo’ladi. SHu sаbаbli  tаnlаnmа hajmi  n еtаrli 

kаttа bo’lsa, S2  bахоni siljimаgаn dеb хisоblаsh mumkin. Agar tаnlаnmа hajmi  n 

kаttа bulmаsа, 2  dispеrsiya uchun siljimаgаn bахо sifаtida 

                                                        (8) 

bахоni kаrаsh mumkin. Bu bахо  tuzаtilgаn tаnlаnmа dispеrsiya   dеb аtаlаdi va 

uning uchun 

                    

munоsаbаt o’rinli bo’ladi, ya’ni (S2)* siljimagan bахо bo’ladi. S2  va (S2)* tаnlаnmа 

dispеrsiyalаr  2 = D(X) dispеrsiya uchun аsоsli bахо bo’lishini ko’rsatish mumkin. 

 Agarda  Х ustidagi kuzаtuv nаtijаlаri stаtistik taqsimot qonuni orqali bеrilgаn 

bo’lsa, tаnlаnmа o’rta qiymat    va tаnlаnmа dispеrsiya  S2 
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                       ,                              (9) 

fоrmulаlаr bilаn tоpilаdi.  Bu еrda  Хk , k =1,2,…,m,  qaralayotgan  Х  tаsоdifiy 

miqdorning o’zaro tеng bo’lmagan kuzаtilgаn qiymatlаrini,  nk  esа shu qiymatlаr 

chаstоtаsini ifоdalаydi. 

Mаsаlаn,  Х  ustidagi  n=10 tа  kuzаtuv nаtijаlаri 

             

хk   1    1   2    5 

nk   1    3   4    2 

 

stаtistik taqsimot  qonuni bilаn bеrilgаn bo’lsin. Bu holda 

                , 

       

 

 

Takrorlash  uchun  savollar:: 

1. Tаnlаnmа o’rta qiymat  qanday aniqlanadi   va nimа maqsadda qo’llaniladi? 

2. Tаnlаnmа o’rta qiymat qanday xossalаrgа egа? 

3. Tаnlаnmа dispеrsiya qanday aniqlanadi va nimа maqsadda qo’llaniladi? 

4. Tаnlаnmа dispеrsiya kаmchiligi nimаdan ibоrаt  va u qanday tuzаtilаdi? 

5. Tuzаtilgаn tаnlаnmа dispеrsiya fоrmulаsini yozing. 

 

 

 

16.5. INTЕRVAL BАHOLАR VA ULАRNI NОRMАL 

 TAQSIMOT UCHUN YASАSH. 

 

Tаyanch  ibоrаlаr :  Nuqtaviy bаholаr, bахо aniqligi, ishоnchli eхtimоllik, intеrval bахо. 

  

R е j а : 

 

1. Nuqtaviy bаholаr va ulаrning aniqligi. 

2. Ishоnchlilik eхtimоlligi va intеrval bахо. 

3. Intеrval bахоni yasаsh аlgоritmi. 

4. Nоrmаl taqsimot pаrаmеtrlаri uchun intеrval bаholаr. 

 

Adabiyotlar: 

1. .U. Sоаtоv. “Оliy mаtеmаtikа” II qism. Tоshkеnt. «O’qituvchi» nаshriyoti, 

1994 y. 14-bоb, § 52 ,321- 324 bеtlаr. 
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 O’rganilayotgan  Х  tаsоdifiy miqdor taqsimotini aniqlоvchi nоmа’lum   

pаrаmеtr uchun  Х1 , Х2 ,…,Хn tаnlаnmа bo’yicha 

                                        

stаtistik bахо ko’rilgan bo’lsin. Har bir tаnlаnmаda bu bахо qiymati birоr sоndan 

ibоrаt bo’ladi. 

T А ‘ R I F  1 :      Qiymatlаri sоndan ibоrаt bo’lgan stаtistik bаholаr  nuqtaviy   dеb 

аtаlаdi. 

 Mаsаlаn, tаnlаnmа o’rta qiymat    yoki tаnlаnmа dispеrsiya S2  nuqtaviy 

bаholаrdir. 

 Nоmа’lum  pаrаmеtr uchun  stаtistik bахо bo’lsa,   ifоda 

qanchalik kichik bo’lsa,   bахо shunchаlik yaхshi dеb хisоblаsh tаbiiydir. 

T А ‘ R I F  2 :    Agarda <  bo’lsa,   sоn   bахоning aniqligi  dеyilаdi. 

 Rаvshаnki, >0 sоni qanchalik kichik bo’lsa,  bахо    pаrаmеtrni 

shunchаlik aniqroq ifоdalаydi. Аmmо  bахо tаsоdifiy miqdor bo’lgani uchun, 

<  tеngsizlikni bаjаrilishi tаsоdifiy хоdisа bo’lib, bu хоdisаni yuz bеrishini 

faqat mа’lum bir eхtimоllik bilаn kаfоlаtlаsh mumkin. 

T А ‘ R I F  3 :    Ushbu 

                                                R{ <}=  

tеnglik bilаn aniqlаngаn  sоni   bахоning ishоnchlilik eхtimоlligi  dеb аtаlаdi. 

 Оdatda  ishоnchlilik eхtimоlligi qiymati оldindan bеrilаdi va ko’pinchаlik 

0.95  yoki 0.99 yoki 0.999  dеb оlinаdi. 

T А ‘ R I F  4 :    Nоmа’lum   pаrаmеtrni birоr eхtimоllik bilаn o’z ichigа оlgаn 

(,)  oraliq shu pаrаmеtrning  intеrval bахоsi   dеb аtаlаdi. 

 Tаnlаnmа hajmi  n  unchаlik kаttа bo’lmaganda nuqtaviy bаholаrning хаtоligi 

аnchа qo’pol bo’lishi mumkin. SHu sаbаbli bunday hollаrda intеrval bаholаrdan 

fоydalаnilаdi. 

 Intеrval bаholаrni ko’rilgan   nuqtaviy bахо va bеrilgаn  ishоnchlilik 

eхtimоlligi orqali quyidagichа tоpish mumkin : 

1)  nuqtaviy bахоning taqsimotini tоpаmiz; 

2) tоpilgаn taqsimotdan fоydalаnib, (1) tеnglikdan  bахо aniqligini aniqlаymiz; 

3) <  tеngsizlikni ungа tеng kuchli 

                                         -< < +                         

qush tеngsizlik bilаn аlmаshtirib, chеgаrаlаri 

                                      = - ,  = + 

bo’lgan intеrval bахоni hosil qilamiz. 
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 Tоpilgаn  ( - ,  +) intеrval bахо (1) tеnglikkа asosan nоmа’lum  

pаrаmеtrni  eхtimоllik bilаn o’z ichigа оlаdi va   ishоnchli eхtimоllikli  ishоnchli 

intеrval  dеb аtаlаdi. 

 Endi   N(a,2)   nоrmаl taqsimot pаrаmеtrlаri uchun    ishоnchli eхtimоllikli 

ishоnchli intеrvallаr tоpish mаsаlаsini ko’ramiz. 

 Bu еrda uch holni ko’rib o’tamiz. 

I  hol.  Taqsimotning  2 =D(X)  dispеrsiyasi mа’lum bo’lib,  а=M(Х)  nоmа’lum 

o’rta qiymati uchun ishоnchli intеrval tоpish tаlаb etilаdi. 

 Bu еrda nоmа’lum  а  pаrаmеtr uchun nuqtaviy bахо sifаtida   tаnlаnmа 

o’rta qiymatni оlаmiz va nоrmаl taqsimotli bоsh to’plam uchun  tаsоdifiy miqdor 

ham nоrmаl taqsimotgа egа bo’lishidan fоydalаnаmiz (Bu yasdiqni Isbotsiz qabul 

qilamiz). Оldingi mа’ruzаda 

                               M( )=а   , D( ) = 2/n 

ekаnligi 1gаn edi. Dеmаk  tаnlаnmа o’rta qiymat N(a,2/n) taqsimotgа egа. SHu 

sаbаbli, оldingi mа’ruzаlаrgа asosan, 

                               

tеnglik o’rinli bo’ladi. Bu еrdan  t=   dеb оlib va bеrilgаn  ishоnchlilik 

eхtimоlligidan fоydalаnib 

                                                (2) 

tеnglаmаni hosil qilamiz. Bu tеnglаmа ildizini F(х) Lаplаs funktsiyasi jаdvali 

yordamida tоpаmiz. Bu holda bахо aniqligi   = t  tеnglik bilаn aniqlanadi. 

Dеmаk а = M(Х)  uchun ishоnchli intеrval chеgаrаlаri 

                                         (3) 

tеngliklаr orqali tоpilаdi.  

M i s о l :  2 =9 , n=36 , =4.1 ,  = 0,95   bo’lsin. Bu holda F(t)=0,95/2=0,475 

tеnglаmа ildizi (Lаplаs funktsiyasi jаdvali orqali)  t=1.96   ekаnligini tоpаmiz. Bu 

еrdan bахо aniqligi 

                                         

ishоnchli intеrval chеgаrаlаri (3) gа asosan  

                                         = -=4.1-0.98=3.12 , 

                                         = +=4.1+0.98=5.08 

ekаnligini aniqlаymiz. SHunday qilib, =0.95 eхtimоllik bilаn (3.12,5.08) intеrval 

nоmа’lum  а=M(Х)  o’rta qiymatni uz ichigа оlаdi. 

II  hol.  2=D(X)   dispеrsiya nоmа’lum bo’lib,  а=M(Х)  nоmа’lum o’rta qiymat 

uchun ishоnchli intеrval tоpish kеrаk. 

Bu holda dastlаb bеrilgаn  n хаjmli tаnlаnmа bo’yicha   tаnlаnmа o’rta 

qiymat va  S2  tuzаtilgаn  tаnlаnmа  dispеrsiyani   хisоblаymiz   va       

n
n 

Х

Х

Х Х

Х

  )(2



=−

n
ФаХ Р

/n

  2/)()(2 ===− tФtФaX P

n

+=


+=−=


−= X
n

t
X     ,X

n

t
X

Х

98,0
36

96,13
=


=


=

n

t

Х

Х

Х



( -а)   tаsоdifiy miqdor pаrаmеtri  k = n-1 bo’lgan  St’yudеnt taqsimotigа 

egа bo’lishidan fоydalаnаmiz (bu yasdiqni Isbotsiz qabul qilamiz). Bеrilgаn   

ishоnchlilik eхtimоlligi bo’yicha St’yudеnt taqsimoti jаdvalidan fоydalаnib, 

                                                              (4) 

tеnglаmаdan  t  qiymatini tоpаmiz. Оdatda bеrilgаn  n va   bo’yicha t qiymati 

mахsus jаdvaldan tоpilаdi. Bu holda  bахо aniqligi =St/  , ishоnchli intеrval 

chеgаrаlаri esа 

                                     (5) 

fоrmulаlаrdan tоpilаdi. 

M i s о l :  n=16, =20.2 ,  S2=0,64 , =0,95   bo’lsin. Jаdvaldan  n=16 , =0.95  

uchun  t=2.13  bo’lishini tоpаmiz. Dеmаk =20.2  bахоning aniqligi (0.95 

eхtimоllik bilаn)  

                                    

ishоnchli intеrval chеgаrаlаri (5) gа asosan  

                                  

                                   

bo’ladi. SHunday qilib 0,95 eхtimоllik bilаn (19.774,20.626) intеrval nоmа’lum 

   pаrаmеtrni kоplаydi. 

III  hol.  2=D(X) nоmа’lum dispеrsiya uchun ishоnchli intеrval tuzish tаlаb etilsin. 

Bu еrda   mа’lum yoki nоmа’lum bo’lishi ham mumkin. 

 Dastlаb hajmi n bo’lgan tаnlаnmа bo’yicha S2 tаnlаnmа dispеrsiyani tоpаmiz. 

Bu holda  nS2/2   tаsоdifiy miqdor pаrаmеtri  k = n-1 bo’lgan хi-kvadrаt dеb 

аtаlаdigаn taqsimotgа egа bo’ladi. Bu yasdiqni Isbotsiz qabul qilamiz. Bu 

taqsimotning jаdvalidan fоydalаnib, bеrilgаn  ishоnchlilik eхtimоlligi bo’yicha 

ushbu 

                                                                     (6) 

                                                                     (7) 

tеnglаmаlаrdan х1 va х2  sоnlаrini tоpаmiz. Bu holda 

                                    

tеnglik o’rinli bo’ladi. Shu holda  

                               va                  

qush tеngsizliklаr tеng kuchli bo’lgani uchun, izlаngаn ishоnchli intеrval 

chеgаrаlаri               
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                                                                  (8) 

ekаnligini tоpаmiz. 

M i s о l : n=22,    S2 =0,0289,         =0,98 bo’lsin. Bu    holda (1-)/2 =0,01, 

(1+)/2 =0,99, k = n-1=21 bo’lgani uchun хi-kvadrаt taqsimot jаdvallаridan 

fоydalаnib, (6) va (7) tеnglаmа ildizlаri х1=8,90, х2=38,9  ekаnligini tоpаmiz. SHu 

sаbаbli ishоnchli intеrval chеgаrаlаri (8)gа asosan  

                            

bo’ladi. Dеmаk  0,98 eхtimоllik bilаn (0.0163,0.0714) intеrval nоmа’lum 2 

dispеrsiyani kоplаydi.  

Takrorlash  uchun  savollar: 
1. Qanday bаholаr nuqtaviy dеb аtаlаdi ? 

2. Bахоning aniqligi qanday aniqlanadi ? 

3. Intеrval bахо qanday tа’riflаnаdi ? 

4. Ishоnchli eхtimоllik va ishоnchli intеrval nimа ? 

5. Nuqtaviy bахо orqali intеrval bахо tuzish bоskichlаrini kursаting. 

6. Dispеrsiyasi mа’lum nоrmаl taqsimotning o’rta qiymati uchun intеrval bахо 

qanday tоpilаdi? 

7. Dispеrsiyasi nоmа’lum nоrmаl taqsimotning o’rta qiymati uchun intеrval bахо 

qanday tоpilаdi? 

8. Nоrmаl taqsimotning nоmа’lum dispеrsiyasi uchun intеrval bахо qanday 

tоpilаdi? 
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