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КИРИШ (фалсафа доктори (PhD) диссертацияси аннотацияси) 

 Диссертация мавзусининг долзарблиги ва зарурати. Жахон 
миқёсида олиб борилаётган кўплаб илмий-амалий тадқиқотлар аксарият 
холларда хусусий ҳосилали дифференциал тенгламалар учун нокоррект 
чегаравий масалаларни тадқиқ қилишга келтирилади. Эллиптик типдаги 
тенгламаларни шартли корректликка текшириш ва тақрибий ечимини 
топиш гидродинамика, геофизика, электродинамика каби соҳалардаги 
амалий тадқиқотларнинг объектидир. Нокоррект масалаларни ечишда 
регулярлашган ечимлар оиласи корректлик синфи компактга қадар 
торайтирилганда турғун ечимни тадқиқ қилишга асос сифатида хизмат 
қилади. Шунинг учун Гельмгольц тенгламасининг матрицавий 
факторизацияси учун нокоррект масалаларни тадқиқ қилиш хусусий 
ҳосилали дифференциал тенгламалар назариясининг муҳим вазифаларидан 
бири бўлиб қолмоқда.  
 Ҳозирги кунда жахонда биринчи тартибли чизиқли эллиптик типдаги 
тенгламалар ситемаси учун қўйилган нокоррект чегаравий масалаларнинг 
регурярлашган ечимини қуриш, ечимнинг мавжудлик критериясини 
аниқлаш билан боғлиқ муаммоларни тадқиқ қилиш муҳим масалалардан 
бири ҳисобланади. Бу борада, Карлеман матрицасини аниқ кўринишда 
қуриш; масала ечимининг шартли турғунлик бахоларини олиш, ҳамда 
чегараси компакт бўлмаган чексиз соҳаларда коэффициентлари ўзгармас 
бўлган Гельмгольц оператори билан факторизацияланувчи биринчи 
тартибли эллиптик типдаги тенгламалар системаларининг интеграл 
ифодасини қуриш мақсадли илмий тадқиқотлардан ҳисобланади. 
 Мамлакатимизда фундаментал фанларнинг илмий ва амалий татбиққа 
эга бўлган дифференциал тенгламалар ва математик физиканинг долзарб 
йўналишларига эътибор кучайтирилди. Жумладан, эллиптик типдаги хусусий 
ҳосилали дифференциал тенгламалар ва уларнинг системаси учун турли хил 
нокоррект чегаравий масалаларни тадқик этишга алоҳида эътибор берилди. 
Бунинг натижасида хусусий ҳосилали дифференциал тенгламалар учун 
нокоррект чегаравий масалаларни тадқиқ килиш ҳамда уларнинг тақрибий 
ечимларини махсус соҳаларда Карлеман матрицаси асосида қуриш, шартли 
турғунлик баҳоларини олиш ва ечимнинг мавжудлик критериясини топишга 
доир салмоқли натижаларга эришилди. «Функционал анализ, динамик 
системалар назарияси, дифференциал тенгламалар, математик физика ва 
математик моделлаштириш» фанларининг устувор йўналишлари бўйича 
халқаро стандартлар даражасида илмий тадқиқотлар олиб бориш асосий 
вазифалар ва фаолият йўналишлари этиб белгиланди.

1. Қарор ижросини 
таъминлашда хусусий ҳосилали дифференциал тенгламалар назарияси ва 
шартли турғун коррект масалалар назариясини ривожлантириш муҳим 
аҳамиятга эга.  
                                        
1 Ўзбекистон Республикаси Вазирлар Маҳкамасининг 2017 йил 18 майдаги №292 «Ўзбекистон Республикаси 
Фанлар академиясининг янгидан ташкил этилган илмий-тадқиқот муассасалари фаолиятини ташкил этиш 
чора-тадбирлари тўғрисида»ги қарори 
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 Ўзбекистон Республикаси Президентининг 2017 йил 7 февралдаги № 
ПФ-4947 “Ўзбекистон Республикасини янада ривожлантириш бўйича 
харакатлар стратегияси тўғрисида”ги Фармони, 2017 йил 17 февралдаги № 
ПҚ-2789 “Фанлар академияси фаолияти, илмий тадқиқот ишларини ташкил 
этиш, бошқариш ва молиялаштиришни янада такомиллаштириш чора-
тадбирлари тўғрисида”ги, 2017 йил 20 апрелдаги № ПҚ-2909 “Олий таълим 
тизимини янада ривожлантириш чора-тадбирлари тўғрисида”ги ва 2018 йил 
27 апрелдаги № ПҚ-3682 “Инновацион ғоялар, технологиялар ва 
лойиҳаларни амалиётга жорий қилиш тизимини янада такомиллаштириш 
чора-тадбирлари тўғрисида”ги қарорлари ҳамда мазкур фаолиятга тегишли 
бошқа норматив-ҳуқуқий хужжатларда белгиланган вазифаларни амалга 
оширишда ушбу диссертация тадқиқоти муайян даражада хизмат қилади. 
 Тадқиқотнинг республика фан ва технологиялари ривожланиши- 
нинг устувор йўналишларига боғлиқлиги. Мазкур тадқиқот республика 
фан ва технологиялар ривожланишининг IV. «Математика, механика ва 
информатика» устувор йўналиши доирасида бажарилган. 
 Муаммонинг ўрганилганлик даражаси. Нокоррект масалаларни 
амалий жихатдан муҳим эканлиги кўрсатилиб, мумкин бўлган ечимлар 
синфи компактга қадар торайтирилса бу масала турғун бўлишига доир 
биринчи натижалар А.Н.Тихонов ишларида келтирилган. Лаплас тенгламаси 
учун Коши масаласи ва математик физиканинг шу қатори бошқа нокоррект 
масалалари тўғри цилиндр ҳамда чегараси силлиқ бўлган ихтиёрий фазовий 
соҳада М.М.Лаврентьев ва сфера ичида С.Н.Мергеляннинг ишларида 
ёритилган. Ихтиёрий ўзгарувчи коэффициентли эллиптик тенгламалар учун 
Е.М.Ландис; ёпик йўлак кўринишидаги чексиз соҳада В.К.Ивановлар 
томонидан ўрганилган. 
 Ш.Ярмухамедов Лаплас ва Гельмгольц тенгламалари учун Коши 
масаласини соҳа чегарасининг қисми конусни сирти бўлганда, фундаменгал 
ечимни соҳа чегарасининг коник қисмида аппроксимация килиш; 
А.А.Шлапунов томонидан Лаплас тенгламаси учун Коши масаласи соҳа 
чегарасининг қисми сфера сирти бўлганда, фундаментал ечимни соҳа 
чегарасининг сферик қисмида бир жинсли гармоник кўпхад билан 
аппроксимация қилиш орқали Карлеман функциясини қуриш асосида 
ечилган. Карлеман функцияси иккиланган ортогоналлик базис терминида 
умумий эллиптик системалар учун Н.Н.Тарханов ва А.А.Шлапуновлар 
томонидан, текисликда Гельмгольц тенгламаси ва электродинамика 
тенгламалари системаси учун эса А.Л.Бухгейм ва Э.В.Арбузовлар 
томонидан қурилган. Кўп ўлчовли фазода эластиклик назарияси 
тенгламалари системаси учун Коши масаласи Т.Ишанкулов, О.И.Махмудов 
ва И.Э.Ниёзовлар томонидан ўрганилган.  
 Силлиқ соҳаларда эллиптик операторлар учун чегаравий масалалар 
назарияси йигирманчи асрнинг иккинчи ярмида И.Г.Петровский, 
Я.Б.Лопатинский, М.И.Вишик, С.Агмон, A.Дуглис, Л.Ниренберг, 
И.Н.Векуа, М.З.Соломяк, А.В.Бицадзе, А.А.Дезин, А.П.Солдатов, 
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В.С.Виноградов, Г.К.Моисил, Н.Теодореско, Ш.Ярмухамедов, 
И.Р.Шафаревич, А.Д.Джураев, Н.Н.Тарханов, А.А.Шлапунов, 
А.Н.Полковников, Т.Ишанкулов, О.И.Махмудов, И.Э.Ниёзов ва 
бошқаларнинг тадқиқотларида ривож топди.  
 Республикамизда Лаплас ва Гельмгольц тенгламалари учун қўйилган 
Коши масаласини ўрганиш Ш.Ярмухамедов ва унинг ўқувчилари 
томонидан ХХ-асрнинг етмишинчи йилларидан бошланган. 
 Диссертация тадқиқотининг диссертация бажарилган олий таълим 
муассасасининг илмий-тадқиқот ишлари режалари билан боғлиқлиги. 
Диссертация тадқиқоти Қарши давлат университети илмий-тадқиқот 
режасидаги ОТ-Ф-4-03 «Узлуксиз ҳамда дискрет вақтли аниқ динамик 
системалар, қисмий интеграл операторлар спектрлари» (2017 ва ҳ.к.) 
мавзусидаги илмий тадқиқот лойиҳаси доирасида бажарилган. 
 Тадқиқотнинг мақсади Гельмгольц тенгламасининг матрицавий 
факторизацияси учун Карлеман формуласини қуриш ва шу асосда нокоррект 
Коши масаласининг чекли ва чексиз соҳаларда регулярлашган ечимини 
топишдан иборат. 
 Тадқиқотнинг вазифалари:  
 Гельмгольц тенгламасининг матрицавий факторизацияси учун икки 
ўлчамли ва уч ўлчамли чексли соҳаларда Карлеман матрицасини қуриш; 
 Гельмгольц тенгламасининг матрицавий факторизацияси учун икки 
ўлчамли ва уч ўлчамли чексиз соҳаларда ўсувчи ечимлар учун интеграл 
формулаларни ҳосил қилиш;  
 Гельмгольц тенгламасининг матрицавий факторизацияси учун икки 
ўлчамли чекли ва чексиз соҳаларда Коши масаласининг регулярлашган 
ечимини қуриш; 
 Гельмгольц тенгламасининг матрицавий факторизацияси учун уч 
ўлчамли чекли ва чексиз соҳаларда Коши масаласининг регулярлашган 
ечимини қуриш. 
 Тадқиқотнинг объекти коэффициентлари ўзгармас бўлган Гельмгольц 
оператори билан факторизацияланувчи биринчи тартибли эллиптик типдаги 
тенгламалар системасидан иборат. 
 Тадқиқотнинг предмети Гельмгольц тенгламасининг матрицавий 
факторизацияси учун Коши масаласинининг регуляризациясидан иборат.  
 Тадқиқотнинг усуллари. Тадқиқот ишида ҳақиқий на комплекс анализ, 
математик физика ва дифференциал тенгламаларни ечиш усулларидан 
фойдаланилган.  
 Тадқиқотнинг илмий янгилиги қуйидагилардан иборат:  
 Гельмгольц тенгламасининг матрицавий факторизацияси учун икки 
ўлчамли ва уч ўлчамли чексли соҳаларда Карлеман матрицаси қурилган; 
 Гельмгольц тенгламасининг матрицавий факторизацияси учун икки 
ўлчамли ва уч ўлчамли чексиз соҳаларда интеграл формулалар ҳосил 
қилинган;  
 Гельмгольц тенгламасининг матрицавий факторизацияси учун икки 
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ўлчамли чекли ва чексиз соҳаларда Коши масаласининг регулярлашган 
ечими қурилган; 
 Гельмгольц тенгламасининг матрицавий факторизацияси учун уч 
ўлчамли чекли ва чексиз соҳаларда Коши масаласининг регулярлашган 
ечими қурилган. 
 Тадқиқотнинг амалий натижалари қуйидагилардан иборат:  
 Гельмгольц тенгламасининг матрицавий факторизацияси учун ҳосил 
қилинган тақрибий ва аниқ ечимлардан чегаравий масалаларни тадқиқ 
қилишда қўлланилган; 
 эллиптик типдаги тенгламалар системаси учун чекли ва чексиз 
соҳаларда нокоррект Коши масаласининг регулярлашган ечимини топишда 
фойдаланилган. 
 Тадқиқот натижаларининг ишончлилиги хусусий ҳосилали 
дифференциал тенгламалар назарияси, нокоррект масалалар назарияси, 
матрицавий анализ усулларидан фойдаланилганлиги ҳамда математик 
мулоҳазаларнинг ва исботларнинг қатъийлиги билан асосланган.  
 Тадқиқот натижаларининг илмий ва амалий аҳамияти. Тадқиқот 
натижаларининг илмий аҳамияти Гельмгольц тенгламасининг матрицавий 
факторизацияси учун Коши масаласининг регулярлашган ечимини топишда 
турғунлик баҳоларини олинганлиги билан изоҳланади.  
 Тадқиқот натижаларининг амалий аҳамияти Гельмгольц тенгламасининг 
матрицавий факторизацияси учун қўйилган нокоррект Коши масалалари 
геофизик моделларини кузатишда, физик жараён ва ҳодисаларнинг 
моделларини тадбиқ этиши билан изоҳланади.  
 Тадқиқот натижаларининг жорий қилиниши. Гельмгольц 
тенгламасининг матрицавий факторизацияси учун Коши масаласининг 
регуляризациясига оид олинган натижалар асосида: 
 Гельмгольц операторининг матрицавий факторизацияси учун нокоррект 
Коши масаласининг регуляризацияси Сибир федерал университети 
Математика ва фундамаентал информатика институти функциялар назарияси 
кафедраси илмий тадқиқотларида эллиптик ва параболик типдаги хусусий 
ҳосилали дифференциал тенгламаларнинг бошланғич ва чегаравий 
масалаларни тадқиқ қилишда фойдаланилган (Сибир федерал 
университетининг 2018 йил 01 июндаги 33/11-3634 сонли маьлумотномаси, 
Красноярск). Илмий натижанинг қўлланилиши эллиптик ва параболик 
типдаги хусусий ҳосилали дифференциал тенгламаларнинг бошланғич ва 
чегаравий масалаларинининг ечимини топиш имконини берган; 
 Гельмгольц тенгламасининг матрицавий факторизацияси учун 
нокоррект Коши масаласининг регуляризацияси диссертация иши 
натижаларидан ОТ-Ф-044 «Биринчи ва иккинчи тартибли чизиқли ўзгармас 
коэффициентли эллиптик системалар учун Коши масаласи» номли илмий 
тадқиқот лойиҳасида чегаравий масалаларни ечишда фойдаланилган 
(Ўзбекистон Республикаси Олий ва ўрта махсус таълим вазирлигигинг 2018 
йил 6 июндаги 89-03-2210 сонли маълумотномаси). Илмий натижаларнинг 
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қўлланилиши чекли ва чексиз соҳаларда нокоррект Коши масаласининг 
регулярлашган ечимини топиш имконини берган. 
 Тадқиқот натижаларининг апробацияси. Мазкур тадқиқот 
натижалари, 15 та илмий-амалий анжуманларда, жумладан 11 та халқаро ва 4 
та республика илмий-амалий анжуманларида муҳокамадан ўтказилган.  
 Тадқиқот натижаларининг эълон қилинганлиги. Диссертация мавзуси 
бўйича жами 20 та илмий иш чоп этилган, шулардан, Ўзбекистон 
Республикаси Олий Аттестация комиссиясининг физика-математика фанлари 
бўйича фалсафа докторлик диссертацияси (PhD) асосий илмий натижаларини 
чоп этиш тавсия этилган илмий нашрларда 5 та мақола, жумладан, 3 таси 
хорижий ва 2 таси республика илмий журналларида нашр этилган. 

 Диссертациянинг ҳажми ва тузилиши. Диссертация кириш, учта 
боб, хулоса ва фойдаланилган адабиётлар рўйхатидан ташкил топган. 
Диссертациянинг ҳажми 88 бетни ташкил этган.  

 ДИССЕРТАЦИЯНИНГ АСОСИЙ МАЗМУНИ  

 Кириш қисмида диссертация мавзусининг долзарблиги ва зарурати 
асосланган, тадқиқотнинг республика фан ва технологиялари 
ривожланишининг устивор йўналишларига мослиги кўрсатилган, мавзу 
бўйича хорижий илмий-тадқиқотлар шарҳи, муаммонинг ўрганилганлик 
даражаси келтирилган, тадқиқот мақсади, вазифалари, объекти ва предмети 
тавсифланган, тадқиқотнинг илмий янгилиги ва амалий натижалари баён 
қилинган, олинган натижаларнинг назарий ва амалий аҳамияти очиб 
берилган, тадқиқот натижаларининг жорий қилиниши, нашр этилган ишлар 
ва диссертация тузилиши бўйича маълумотлар келтирилган. 
 Диссертациянинг биринчи боби «Гельмгольц тенгламасининг 
матрицавий факторизацияси учун интеграл формула» деб номланади.  
 Биринчи бобнинг биринчи параграфида дастлабки тушунчалар ва 
Гельмгольц тенгламасининг матрицавий факторизацияси учун Коши 
масаланинг қўйилиши ҳақида сўз боради.  
 Фараз қиламиз 2 икки ўлчовли ҳақиқий евклид фазоси, 

.),(=,),(= 2

21

2

21   yyyxxx  

  2G бирбоғламли чекли соҳа бўлиб, унинг чегараси 
GSGGS  ,  бўлакли силлиқ эгри чизиқдан иборат бўлсин.  

 Қуйидаги белгилашларни киритамиз: 

11=,= xyxyr   , ,= 2

22 yuiw   0,u   

,,=
21

T

xxx 
















,T

x





,=
2

1












 T   векторнинг транспонирлангани,  

,1),...(1,=,))(,...),((=)( 0

1

nT

n uxUxUxU  2,=,2= mn m

 
)(zE диагонал матрица, n

nzzz ),...,(= 1 . 
 Фараз қиламиз 3 уч ўлчовли ҳақиқий евклид фазоси, 

,),,(=,),,(= 3

321

3

321   yyyyxxxx .),(=,),(= 2

21

2

21   yyyxxx  



10 

  3G бирбоғламли чекли соҳа бўлиб, унинг чегараси 
GSGGS  ,  бўлакли силлиқ сиртдан иборат бўлсин.  

 Худди шундай қуйидаги белгилашларни киритамиз: 

,=,= xyxyr   ,= 3

22 yuiw   0,u ,,,=
321

T

xxxx 



















  

,T

x





,=

3

2

1





















 T   векторнинг транспонирлангани, 

,1),...(1,=,))(,...),((=)( 0

1

nT

n uxUxUxU  3,=,2= mn m  

)(zE диагонал матрица, n

nzzz ),...,(= 1 .  

 Фараз қиламиз  )(),( nnD T матрица элементлари комплекс 
текисликдан олинган ўзгармас коэффициентли чизиқли функциялар 
тўпламидан иборат бўлиб, қуйидаги шартни қаноатлантирсин:  

),)((=)()( 022* uEDD TT    

бу ерда ,)(* TD  )( TD  га қўшма эрмит матрица,  ҳақиқий сон. 
G  соҳада қуйидаги биринчи тартибли хусусий ҳосилали дифференциал 

тенгламалар системасини қараб чиқамиз: 

0,=)(xU
x

D 









                                                (1) 

бу ерда 








x

D биринчи тартибли матрицавий дифференциал оператор. 

 ( )A G  билан GGG =  да узлуксиз ва (1) системани қаноатлантирувчи 
G  соҳадаги вектор-функциялар синфини белгилаймиз. 
 Масаланинг қўйилиши. Фараз қиламиз )()( GAyU   ва  

.),(=)( SyyfyU
S

                                                 (2) 

бу ерда, ,)(yf  S  эгри чизиқда берилган узлуксиз вектор-функция. 
 )(yf  нинг S  даги берилганларига кўра G  соҳада, )(yU  вектор-
функцияни тиклаш талаб қилинади. 
 Биринчи бобнинг иккинчи параграфида икки ва уч ўлчамли соҳаларда 
Гельмгольц тенгламасининг фундаментал ечимлари оиласи қаралган.  
 Фараз қиламиз  ivuwwK ),( бутун функция, w  ҳақиқий бўлганда 
ҳақиқий қийматларни қабул қилиб ( vu, ҳақиқий сонлар), қуйидаги 
шартларни қаноатлантирсин: 

2  да,  
1

0, sup ( ) ( , ) , , 0,1,2.p p

v
K u v K w u p u p


                    (3) 

3  да, .3,2,1,0,,),()(sup,0)(
1




pupuwKvuK pp

v

      (4) 

  xy,  функцияни xy   бўлганда қуйидаги тенгликлар орқали 
аниқлаймиз: 
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2  да, 2 20
22 2

2 20

1 ( ) ( )
( , ) Im ,

2 ( )

K w u I u
y x du w i u y

K x w x u

 
 



     
  ,    (5) 

бу ерда  uI 0 нолинчи тартибли биринчи тур Бессель функцияси. 

3  да, 2 2
32 2 2

3 30

1 ( ) cos
( , ) Im ,

2 ( )

K w u
y x du w i u y

K x w x u

 
 



     
  .   (6) 

 Биринчи бобнинг учинчи параграфида икки ва уч ўлчамли чекли 
соҳаларда Гельмгольц тенгламасининг матрицавий факторизацияси учун 
интеграл формулалар келтирилган. Даставвал икки ўлчамли чекли соҳада 
интеграл формулани қараб чиқамиз.  
 Агар G  чекли соҳа ва )()( GAyU   бўлса, у ҳолда қуйидаги Коши 
типидаги интеграл формула ўринлидир 





G

y GxdsyUxyNxU ,,)(),(=)(                                    (7) 

бу ерда 

  ,)(),(=),( *0 TtD
y

DuxyExyN 


















  

,),(= 21 ttt  G  эгри чизиқдаги y  нуқтага ўтказилган ташқи бирлик нормал.  

 Энди 3  фазодаги чекли соҳада интеграл формулани қараб чиқамиз. 
 Агар G  чекли соҳа ва )()( GAyU   бўлса, у ҳолда қуйидаги Коши 
типидаги интеграл формула ўринлидир 





G

y GxdsyUxyNxU ,,)(),(=)(                                    (8) 

бу ерда 

  ,)(),(=),( *0 TtD
y

DuxyExyN 


















  

,),,(= 321 tttt G  сиртдаги y  нуқтага ўтказилган ташқи бирлик нормал.  
 Диссертациянинг «Текисликда Гельмгольц тенгламасининг 
матрицавий факторизацияси учун Коши масаласи», деб аталувчи 
иккинчи бобида Гельмгольц тенгламасининг матрицавий факторизацияси 
учун текисликда Коши масаласининг регулярлашган ечими топилган.  
 Иккинчи бобнинг биринчи парагарафида Гельмгольц тенгламасининг 
матрицавий факторизацияси учун икки ўлчамли чекли соҳада Коши 
масаласининг ечими ошкор кўринишда топилган.  
  2G бирбоғламли чекли соҳа 0>2y  яримфазода ётган бўлиб, унинг 
чегараси bya  1  кесма ва S  бўлакли силлиқ эгри чизиқдан иборат бўлсин, 
яъни, TSG = . 
 Масала 1. Фараз қиламиз )()( GAyU   ва  

.),(=)( SyyfyU
S

                                             (9) 

 )(yf  нинг S  даги берилганларига кўра G  соҳада, )(yU  вектор-
функцияни тиклаш талаб қилинади. (5) формулада 
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0,>),(exp=)(),(exp=)( 2

22

2  xxKwwK                            (10) 
деб олиб, қуйидагини ҳосил қиламиз: 

2
2 2

0
0 02 2

20

exp( ) ( )
( , ) = Im , , > 0.

2

xe w uI u
y x du

w x u




     

 



   
             (11) 

 У ҳолда (7) интеграл формула қуйидаги кўринишни олади:  
( ) = ( , ) ( ) , .y

G

U x N y x U y ds x G


                                      (12) 

 Теорема 1. Фараз қиламиз )()( GAyU   бўлиб, 

,1,)( TyyU                                                   (13) 

тенгсизликни қаноатлантирсин. Агар 

 
S

y GxdsyUxyNxU ,,)(),(=)(                                      (14) 

бўлса, у ҳолда қуйидаги баҳолаш ўринлидир 
.1,>,),()()(

2
2 GxexCxUxU x    

                              (15) 

 Бу ерда ва пастроқда G  қисмтўпламдаги компактда чегараганлан 
функцияларни ),( xC   билан ифодалаймиз. 
 Натижа 1. Ушбу лимитик тенглик  

lim ( ) = ( )U x U x
 

G  соҳанинг ҳар бир компактида текис бажарилади. 
 Теорема 2. Фараз қиламиз ( ) ( )U y A G  бўлиб, (13) шартни ва S  силлиқ 
эгри чизиқда эса  

,<<0,)(
2
2yeyU                                          (16) 

тенгсизликни қаноатлантирсин, бу ерда 2

2

2

2 max= yy
Sy

. 

 У ҳолда қуйидаги баҳолаш ўринлидир 

.1,>,),()(
2
2

2
2

GxxCxU y

x

                                   (17) 

 Фараз қиламиз )()( GAyU   ва )(yU  нинг ўрнига S  да унинг узлуксиз 

яқинлашиши ,)(yf  мувофиқан, 
2
2<<0 ye    хатолик билан берилган 

бўлсин, max ( ) ( )
S

U y f y   . 

,,)(),(=)()(  
S

y GxdsyfxyNxU                                  
(18) 

деб оламиз. 
 Теорема 3. Фараз қиламиз )()( GAyU   бўлиб, 0=2y  текисликнинг 
қисмида (13) шартни қаноатлантирсин. У ҳолда қуйидаги баҳолаш 
ўринлидир 

.1,>,),()()(
2
2

2
2

)( GxxCxUxU y

x

                              (19) 

 Натижа 2 Ушбу лимитик тенглик 

( )0
lim ( ) = ( )U x U x 
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G  соҳанинг ҳар бир компактида текис бажарилади. 
 Иккинчи бобнинг иккинчи параграфида йўлак типидаги соҳа учун 
интеграл формуланинг ўринлиги келтирилган.  
 Фараз қиламиз,  2G бирбоғламли чексиз соҳа бўлиб, чегараси G  
қисм бўлакли эгри чизиқдан иборат бўлсин. ( G  чексизликгача давом этади). 

RG  билан маркази нол ва радиуси R  га тенг бўлган доиранинг ичида ётган G  
соҳанинг бир қисмини белгилаймиз:  

  0.>,\=,<,:= RGGGRyGyyG RRR

  

 Tеорема 4. Фараз қиламиз )()( GAyU   бўлсин. Агар ҳар бир 
фиксирланган Gx  учун  

,0=)(),(lim 

RG

y
R

dsyUxyN                                          (20) 

тенглик бажарилса, у ҳолда (7) формула ўринли бўлади. 
 )(GA  билан )(GA  дан олинган ва қуйидаги ўсиш шартини 

қаноатлантирувчи вектор-функциялар синфини белгилаймиз:  
   .,,expoexp)(),()(:)(=)( 1 GyyyyUGAyUyUGA      (21) 

 Иккинчи бобнинг учинчи параграфида йўлак типидаги соҳада 
Гельмгольц тенгламасининг матрицавий факторизацияси учун 
регулярлашган Коши масаласининг ечими топилган. (5) формулада  

2
2 2

2

exp( ) exp( )
( ) = , ( ) = , 0 < < , = ,

3 3

w x
K w K x x h h

w x h h

  
 

              (22) 

деб олиб, қуйидагини ҳосил қиламиз:  







0
22

0

22

.
)(

))(3(

)(exp
Im

)(32
=),(

2

du
u

uIu

xwhxw

w

h

e
xy

x








               (23) 

 Уҳолда (7) интеграл формула қуйидаги кўринишни олади:  
( ) = ( , ) ( ) , .y

G

U x N y x U y ds x G


                                   (24) 

 Фараз қиламиз,  2G бирбоғламли чексиз соҳа 
0>,=,<<0 2 hhy  йўлак ичида ётган бўлиб, чегараси 0=: 2yT  

текислик ва S  силлиқ эгри чизиқдан иборат бўлсин, ҳамда )(= 12 yy   
тенглама билан берилган ва қуйидаги шартни қаноатлантирсин  

.)(,)(0 11  constyhy                                    (25) 

 Масала 2. Фараз қиламиз )()( GAyU   ва  

.),(=)( SyyfyU
S

                                           (26) 

 )(yf  нинг S  даги берилганларига кўра G  соҳада, )(yU  вектор-
функцияни тиклаш талаб қилинади. 
 Tеорема 5. Фараз қиламиз )()( GAyU   бўлиб, 

.1,)( TyyU                                               (27) 

тенгсизликни қаноатлантирсин. Агар  
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.,)(),(=)( GxdsyUxyNxU
S

y                                  (28) 

бўлса, у ҳолда қуйидаги баҳолаш ўринлидир 
.1,>,),()()( 2 GxexCxUxU x    

                         (29) 

 Бу ерда ва пастроқда G  қисмтўпламдаги компактда чегараганлан 
функцияларни ),( xC   билан ифодалаймиз. 

 Натижа 3. Ушбу лимитик тенглик  
lim ( ) = ( )U x U x

 

G  соҳанинг ҳар бир компактида текис бажарилади. 
Tеорема 6. Фараз қиламиз )()( GAyU   бўлиб, 0=2y  текисликнинг 

қисмида (27) чегаравий шартни ва S  силлиқ эгри чизиқда эса  
( ) , 0 < < 1,U y                                                (30) 

тенгсизликни қаноатлантирсин. У ҳолда қуйидаги баҳолаш ўринлидир 

.1,>,),()(
2

GxxCxU h

x

                                  (31) 

 Фараз қиламиз )()( GAyU   ва )(yU  нинг ўрнига S  да унинг узлуксиз 

яқинлашиши ,)(yf  мувофиқан, 1<<0   хатолик билан берилган бўлсин, 

max ( ) ( )
S

U y f y   .                                           (32) 

.,)(),(=)()( GxdsyfxyNxU
S

y                                 (33) 

деб оламиз. 
 Tеорема 7. Фараз қиламиз )()( GAyU   бўлиб, 0=2y  текисликнинг 

қисмида (27) шартни қаноатлантирсин. У ҳолда қуйидаги баҳолаш 
ўринлидир 

.1,>,),()()(
2

)( GxxCxUxU h

x

                        (34) 

 Натижа 4. Ушбу лимитик тенглик 

( )0
lim ( ) = ( )U x U x 

 

G  соҳанинг ҳар бир компактида текис бажарилади. 
 Диссертациянинг «Фазода Гельмгольц тенгламасининг матрицавий 
факторизацияси учун Коши масаласи», деб аталувчи учинчи бобида 3  
фазода Гельмгольц тенгламасининг матрицавий факторизацияси учун 
регулярлашган Коши масаласининг ечими қурилган.  
 Учинчи бобнинг биринчи парагарафида уч ўлчамли чексиз соҳада 
Гельмгольц тенгламасининг матрицавий факторизацияси учун Коши 
масаласининг ечими ошкор кўринишда топилган.  
 Масала 3. Фараз қиламиз )()( GAyU   ва  

.),(=)( SyyfyU
S

                                             (35) 

 )(yf  нинг S  даги берилганларига кўра G  соҳада, )(yU  вектор-
функцияни тиклаш талаб қилинади. (6) формулада 

0,>),(exp=)(),(exp=)( 2

33

2  xxKwwK                       (36) 
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деб олиб қуйидагини ҳосил қиламиз:  







0
22

3

2

2
.

cos)(exp
Im

2
=),(

2
3

du
u

u

xw

we
xy

x








                                (37) 

 У ҳолда (8) формула қуйидаги кўринишни олади:  
( ) = ( , ) ( ) , .y

G

U x N y x U y ds x G


                                    (38) 

 Теорема 8. Фараз қиламиз )()( GAyU   бўлиб, 

( ) 1, ,U y y T                                                  (39) 

тенгсизликни қаноатлантирсин. Агар 
,,)(),(=)( GxdsyUxyNxU

S
y                               (40) 

бўлса, у ҳолда қуйидаги баҳолаш ўринлидир 
.1,>,)()()(

2
3 GxexCxUxU x    

                              (41) 

 Бу ерда ва пастроқда G  қисмтўпламдаги компактда чегараганлан 
функцияни )(xC  билан ифодалаймиз.  
 Натижа 5. Ушбу лимитик тенглик 

lim ( ) = ( )U x U x
 

G  соҳанинг ҳар бир компактида текис бажарилади. 
 Теорема 9. Фараз қиламиз )()( GAyU   бўлиб, (39) чегаравий шартни ва 
S  силлиқ сиртда эса  

,<<0,)(
2
3yeyU                                         (42) 

тенгсизликни қаноатлантирсин, бу ерда 2

3

2

3 max= yy
Sy

.  

 У ҳолда қуйидаги баҳолаш ўринлидир.  

.1,>,)()(
2
3

2
3

GxxCxU y

x

                                    (43) 

 Фараз қиламиз )()( GAyU   ва )(yU  нинг ўрнига S  да унинг узлуксиз 

яқинлашиши )(yf , мувофиқан, 
2
3<<0 ye    хатолик орқали берилган 

бўлсин, max ( ) ( )
S

U y f y   . 

.,)(),(=)()( GxdsyfxyNxU
S

y                                (44) 

деб оламиз. 
 Теорема 10. Фараз қиламиз )()( GAyU   бўлиб, 0=3y  текисликнинг 
қисмида (39) шартни қаноатлантирсин. У ҳолда қуйидаги баҳолаш 
ўринлидир 

.1,>,)()()(
2
3

2
3

)( GxxCxUxU y

x

                             (45) 

 Натижа 6. Ушбу лимитик тенглик 

( )0
lim ( ) = ( )U x U x 

 

G  соҳанинг ҳар бир компактида текис бажарилади  
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 Учинчи бобнинг иккинчи параграфида қатлам типидаги соҳа учун 
интеграл формуланинг ўринлиги келтирилган. 
 Фараз қиламиз,  3G бирбоғламли чексиз соҳа бўлиб, чегараси G  
қисм бўлакли сиртдан иборат бўлсин ( G чексизликгача давом этади). RG  
билан маркази нол ва радиуси R  га тенг бўлган доира ичида ётган G  
соҳанинг бир қисмини белгилаймиз:  

  0.>,\=,<,:= RGGGRyGyyG RRR

  

 Теорема 11. Фараз қиламиз )()( GAyU   бўлсин. Агар ҳар бир 
фиксирланган Gx  учун  

0,=)(),(lim 

RG

y
R

dsyUxyN                                        (46) 

тенглик бажарилса, у ҳолда (8) формула ўринли бўлади. 
 )(GA  билан )(GA  дан олинган ва қуйидаги ўсиш шартини 

қаноатлантирувчи вектор-функциялар синфини белгилаймиз:  
   .,,expoexp)(),()(:)(=)( GyyyyUGAyUyUGA           (47) 

 Учичнчи бобнинг учинчи параграфида чексиз соҳада Гельмгольц 
тенгламасининг матрицавий факторизацияси учун регулярлашган Коши 
масаласи ечими қаралган. (6) формулада  

3
3 32 2

3

exp( ) exp( )
( ) = , ( ) = , 0 < < , = ,

( 3 ) (3 )

w x
K w K x x h h

w x h h

  
 

          (48) 

деб олиб, қуйидагини ҳосил қиламиз:  
3

2 2 2 2 2
3 30

exp( ) cos
( , ) = Im .

2 (3 ) ( 3 ) ( )

xe w u
y x du

h w x h w x u




 

 



 
                  (49) 

 Уҳолда (8) интеграл формула қуйидаги кўринишни олади:  
( ) = ( , ) ( ) , .y

G

U x N y x U y ds x G


                                   (50) 

 Фараз қиламиз,  3G бирбоғламли чексиз соҳа 
0>,=,<<0 3 hhy  қатлам ичида ётган бўлиб, чегараси 0=: 3yT  

текислик ва S  силлиқ сиртдан иборат бўлсин, ҳамда ),(= 213 yyy   тенглама 
билан берилган ва қуйидаги шартни қаноатлантирсин  

.),(,),(grad,),(0 2

212121  yyconstyyhyy                (51) 

 Масала 4. Фараз қиламиз )()( GAyU   ва  

.),(=)( SyyfyU
S

                                           (52) 

 )(yf  нинг S  даги берилганларига кўра G  соҳада, )(yU  вектор-
функцияни тиклаш талаб қилинади. 
 Теорема 12. Фараз қиламиз )()( GAyU   бўлиб, 

( ) 1, ,U y y T                                                 (53) 

тенгсизликни қаноатлантирсин. Агар  
.,)(),(=)( GxdsyUxyNxU

S
y                                   (54) 
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бўлса, у ҳолда қуйидаги баҳолаш ўринлидир 
.1,>,)()()( 3 GxexCxUxU x    

                               (55) 

 Бу ерда ва пастроқда G  қисмтўпламдаги компактда чегараганлан 
функцияларни )(xC  билан ифодалаймиз. 

 Натижа 7. Ушбу лимитик тенглик  
lim ( ) = ( )U x U x

 

G  соҳанинг ҳар бир компактида текис бажарилади. 
 Теорема 13. Фараз қиламиз )()( GAyU   бўлиб, 0=3y  текисликнинг 

бир қисмида (53) чегаравий шартни ва S  силлиқ сиртда  
1.<<0,)( yU                                              (56) 

тенгсизликни қаноатлантирсин. У ҳолда қуйидаги баҳолаш ўринлидир 

.1,>,)()(
3

GxxCxU h

x

                                   (57) 

 Фараз қиламиз )()( GAyU   ва )(yU  нинг ўрнига S  да унинг узлуксиз 

яқинлашиши ,)(yf  мувофиқан, 1<<0   хатолик билан берилган бўлсин,  

max ( ) ( )
S

U y f y   .                                         (58) 

.,)(),(=)()( GxdsyfxyNxU
S

y                                 (59) 

деб оламиз. 
 Теорема 14. Фараз қиламиз )()( GAyU   бўлиб, 0=3y  текисликнинг 

қисмида (53) шартни қаноатлантирсин. У ҳолда қуйидаги баҳолаш 
ўринлидир 

.1,>,)()()(
3

)( GxxCxUxU h

x

                             (60) 

 Натижа 8. Ушбу лимитик тенглик 

( )0
lim ( ) = ( )U x U x 

 

G  соҳанинг ҳар бир компактида текис бажарилади. 
 Шундай қилиб, )()( xU   функционал масала ечимининг регуяризацияси 

деб айтилади. 
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ХУЛОСА 

 Диссертация иши Гельмгольц тенгламасининг матрицавий 
факторизацияси учун Коши масаласи ечимининг регуляризацияси ҳақида 
бағишланган.  
 Тадқиқотнинг асосий натижалари қуйидагилардан иборат: 
 1. Ики ўлчамли чекли соҳада Гельмгольц тенгламасининг матрицавий 
факторизацияси учун регулярлашган Коши масаласи ечими топилган.  
 2. Икки ўлчамли чексиз соҳада Гельмгольц тенгламасининг матрицавий 
факторизацияси учун интеграл формуланинг ўринлиги исботланган. 
 3. Йўлак типидаги соҳада Гельмгольц тенгламасининг матрицавий 
факторизацияси учун регулярлашган Коши масаласи ечими топилган. 
 4. Уч ўлчамли чекли соҳада Гельмгольц тенгламасининг матрицавий 
факторизацияси учун регулярлашган Коши масаласи ечими топилган. 
 5. Уч ўлчамли чексиз соҳада Гельмгольц тенгламасининг матрицавий 
факторизацияси учун интеграл формуланинг ўринлиги исботланган. 

 6. Уч ўлчамли чексиз соҳада Гельмгольц тенгламасининг матрицавий 
факторизацияси учун регулярлашган Коши масаласи ечими топилган. 
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ВВЕДЕНИЕ (аннотация диссертации доктора философии(PhD)) 

 Актуальность и востребованность темы диссертации. Многие 
научно-прикладные проблемы, исследуемые на мировом уровне, во многих 
случаях сводятся к изучению некорректных краевых задач для 
дифференциальных уравнений в частных производных. Прикладные 
исследования на условную корректность и построение приближённого 
решения по заданным значениям на части границы области, для уравнений 
эллиптического типа, особенно важны в гидродинамике, геофизике и 
электродинамике. Изучение семейства регуляризирующих решений 
некорректных задач послужило импульсом для начала исследований класса 
корректности при сужении до компакта. Поэтому исследование 
некорректных задач для линейных эллиптических систем первого порядка 
является одной из актуальных задач теории уравнений в частных 
производных. 

В настоящее время в мире, при исследовании некорректных краевых 
задач для линейных эллиптических систем первого порядка важной задачей 
является построение регуляризованного решения и исследование 
проблемы, связанной с получением критерия разрешимости. В этом 
направлении построение матрицы Карлемана в явном виде, получение 
оценок условной устойчивости решений задач, а также получение в 
бесконечной области с некомпактной границей интегрального 
представления для матричных факторизаций уравнения Гельмгольца 
являются целевыми научными исследованиями. 

В нашей стране уделяется особое внимание актуальным аспектам 
дифференциальных уравнений и математической физики, имеющим 
научное и практическое применение в фундаментальных науках. В том 
числе особое внимание уделено исследованию различных некорректных 
краевых задач для дифференциальных уравнений в частных производных 
эллиптического типа, которые имеют практическое применение в 
прикладных науках. В итоге были получены результаты в исследованиях 
некорректных краевых задач для эллиптических уравнений, то есть, 
построены приближенные решения при помощи матриц Карлемана в явном 
виде по приближенным данным в специальных областях, установлены 
оценки условной устойчивости и критерии разрешимости. Проведение 
научных исследований по приоритетным направлениям математических 
наук на уровне международных стандартов «По функциональному анализу, 
теории динамических систем, дифференциальным уравнениям, 
математической физике и математическому моделированию» является 
одной из основных задач1. Развитие теории дифференциальных уравнений в 
частных производных и теории условно корректных задач играет важную 
роль при исполнении этого постановления. 

                                        
1 Постановление Кабинета Министров Республики Узбекистан от 18 мая 2017 года №292 «О мерах по 
организации деятельности вновь созданных научно-исследовательских учреждений академии Наук 
Республики Узбекистан» 
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Тема и объект исследования настоящей диссертации находится в русле 
задач, обозначенных в Указах Президента Республики Узбекистан № УП-
4947 от 7 февраля 2017 года «О стратегии действий по дальнейшему 
развитию Республики Узбекистан», № ПП-2789 от 17 февраля 2017 года «О 
мерах по дальнейшему совершенствованию деятельности Академии наук, 
организации, управления и финансирования научно-исследовательской 
деятельности», № ПП-2909 от 20 апреля 2017 года «О мерах по дальнейшему 
развитию системы высшего образования» и № ПП-3682 от 27 апреля 2018 
года «О мерах по дальнейшему совершенствованию системы практического 
внедрения инновационных идей, технологий и проектов», а также в других 
нормативно-правовых актах, касающихся фундаментальной науки. 

Соответствие исследования приоритетным направлениям развития 
науки и технологий республики. Данное исследование выполнено в 
соответствии с приоритетным направлением развития науки и технологий в 
Республике Узбекистан IV. «Математика, механика и информатика». 
 Степень изученности проблемы. Первые результаты, с точки зрения 
практической важности, для некорректных задач и сужению класса 
возможных решений до компакта и приведению задач к устойчивым 
получены в работах А.Н.Тихонова. В работах М.М.Лаврентьева получены 
оценки, характеризующие устойчивость пространственной задачи в классе 
ограниченных решений задачи Коши для уравнения Лапласа и некоторых 
других некорректных задач математической физики в прямом цилиндре, а 
также для произвольной пространственной области с достаточно гладкой 
границей. Аналогичные результаты были получены С.Н.Мергеляном в 
случае шара. Е.М.Ландис получил оценки, характеризующие устойчивость 
пространственной задачи для произвольного эллиптического уравнения, а 
затем В.К.Ивановым был разработан новый подход для получения оценок 
в бесконечной полосе.  
 Функция Карлемана для уравнений Лапласа и Гельмгольца построена 
Ш.Ярмухамедовым в случае, когда часть границы области является 
поверхностью конуса, и А.А.Шлапуновым, когда часть границы есть 
поверхность сферы. В работе Н.Н.Тарханова и А.А.Шлапунова построены 
функции Карлемана для общих эллиптических систем в терминах базисов с 
двойной ортогональностью, а в работе А.Л.Бухгейма и Э.В.Арбузова - для 
уравнения Гельмгольца и для системы уравнений электродинамики на 
плоскости. В работах Т.Ишанкулова, О.И.Махмудова и И.Э.Ниёзова - для 
системы уравнений теории упругости в многомерном пространстве изучена 
задача Коши.  
 Теория краевых задач для эллиптических операторов в гладких 
областях была развита во второй половине двадцатого века в работах 
И.Г.Петровского, Я.Б.Лопатинского, М.И.Вишика, С.Агмона, A.Дуглиса, 
Л.Ниренберга, И.Н.Векуа, М.З.Соломяка, А.В.Бицадзе, А.А.Дезина, 
А.П.Солдатова, В.С.Виноградова, Г.К.Моисила и Н.Теодореско, 
И.Р.Шафаревича, А.Д.Джураева, Н.Н.Тарханова, А.Н.Полковникова, 
А.А.Шлапунова, Т.Ишанкулова, О.И.Махмудова, И.Э.Ниёзова и других. 
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 Изучение задачи Коши для уравнения Лапласа и Гельмгольца в нашей 
республике началось в семидесятых годах XX столетия и развивалось в 
работах Ш. Ярмухамедова и его учеников.  

Связь темы диссертации с научно – исследовательскими работами 
высшего учебного заведения, в которой выполнена диссертация. 
Диссертационная работа выполнена в соответствии с плановой темой 
научно-исследовательских работ ОТ-Ф-4-03 “Конкретные динамические 
системы с непрерывными и дискретными временами, спектры частично 
интегральных операторов” (2017 и н.в.) Каршинского государственного 
университета.  

Целью исследования является построение формулы Карлемана и на их 
основе получение регуляризованных решений некорректной задачи Коши 
для матричных факторизаций уравнения Гельмгольца в ограниченных и 
неограниченных областях. 

Задачи исследования:  
 построение матрицы Карлемана для матричных факторизаций уравнения 
Гельмгольца в двумерных и трехмерных ограниченных областях;  
 получение интегральных формул для матричных факторизаций 
уравнения Гельмгольца в двумерных и трехмерных неограниченных 
областях с растущими решениями;  
 построение регуляризованных решений задачи Коши для матричных 
факторизаций уравнения Гельмгольца в двумерных ограниченных и 
неограниченных областях;  
 построение регуляризованных решений задачи Коши для матричных 
факторизаций уравнения Гельмгольца в трехмерных ограниченных и 
неограниченных областях.  
 Объектом исследования являются системы линейных уравнений 
эллиптического типа первого порядка с постоянными коэффициентами, 
факторизующими оператор Гельмгольца. 

Предметом исследования является регуляризация задачи Коши для 
матричных факторизаций уравнения Гельмгольца. 

Методы исследования. В диссертации использованы методы 
действительного, комплексного анализа, методы теории дифференциальных 
уравнений и уравнений математической физики. 

Научная новизна исследования состоит в следующем:  
 построены матрицы Карлемана для матричных факторизаций уравнения 
Гельмгольца в двумерных и трехмерных ограниченных областях;  
 получены интегральные формулы для матричных факторизаций 
уравнения Гельмгольца в двумерных и трехмерных неограниченных 
областях с растущими решений;  
 построены регуляризованные решения задачи Коши для матричных 
факторизаций уравнения Гельмгольца в двумерных ограниченных и 
неограниченных областях;  
 построены регуляризованные решений задачи Коши для матричных 
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факторизаций уравнения Гельмгольца в трехмерных ограниченных и 
неограниченных областях. 
 Практические результаты исследования состоит в следующем: 
 полученные приближенные и точные решения для матричных 
факторизаций уравнения Гельмгольца были использованы для решений 
краевых задач; 
 полученные результаты использованы при нахождение 
регуляризованных решений некорректной задачи Коши для системы 
эллиптических уравнений в ограниченных и неограниченных областях. 

Достоверность результатов исследования обоснована строгостью 
математических рассуждений и доказательств, использованием методов 
теории дифференциальных уравнений с частными производными, теории 
некорректных задач, матричного анализа. 

Научная и практическая значимость результатов исследования. 
Научная значимость результатов исследования заключается в том, что 
получены оценки устойчивости для матричных факторизаций уравнения 
Гельмгольца при нахождение регуляризованных решений задачи Коши.  

Практическая значимость диссертации состоит в том, что результаты 
диссертации можно применить к моделям геофизических исследований, в 
задачах физических процессов, описываемых при помощи некорректных 
задач для матричных факторизаций уравнения Гельмгольца. 
 Внедрение результатов исследования. Результаты, полученные для 
регуляризации задачи Коши для матричных факторизаций уравнений 
Гельмгольца, были внедрены на практике в следующих направлениях: 
 результаты исследования по регуляризации некорректной задачи Коши 
для матричных факторизаций оператора Гельмгольца используются в 
научных исследованиях кафедры теории функций Института математики и 
фундаментальной информатики Сибирского федерального университета при 
изучении начально-краевых задач для эллиптических и параболических 
дифференциальных уравнений в частных производных (Сибирский 
федеральный университет, Красноярск, справка от 01 июня 2018 года под 
номером 33/11-3634). В частности, они применяются для исследования 
задачи Коши для эллиптических и параболических дифференциальных 
уравнений в частных производных; 
 полученные результаты диссертационной работы относительно о 
регуляризации некорректной задачи Коши для матричных факторизаций 
уравнения Гельмгольца были использованы в рамках научных исследований 
проекта ОТ-Ф-044 «Теория задачи Коши для линейных эллиптических 
систем первого и второго порядков с постоянными коэффициентами» при 
решений краевых задач (справка Министерства высшего и средне-
специального образования Республики Узбекистан, справка от 6 июня 2018 
года под номером 89-03-2210). Применение этих результатов позволило 
получить регуляризованное решение некорректной задачи Коши в 
ограниченных и неограниченных областях. 

Апробация результатов исследования. Результаты данного 
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исследования были обсуждены на 15 научно-практических конференциях, в 
том числе на 11 международных и 4 республиканских научно - практических 
конференциях. 

Публикация результатов исследования. По теме диссертации 
опубликовано 20 научных работ, из них 5 входят в перечень научных 
изданий, предложенных Высшей аттестационной комиссией Республики 
Узбекистан для защиты диссертаций на соискание ученой степени доктора 
философии (PhD), в том числе 3 опубликованы в зарубежных журналах и 2 в 
республиканских научных изданиях. 

Объём и структура диссертации. Диссертация состоит из введения, 
трех глав, заключения и списка использованной литературы. Объем 
диссертации составляет 88 страниц. 

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ 

 Во введении обоснованы актуальность и востребованность темы 
диссертации, определено соответствие исследования приоритетным 
направлениям развития науки и технологий республики, приведены обзор 
зарубежных научных исследований по теме диссертации и степень 
изученности проблемы, сформулированы цели и задачи, выявлены объект и 
предмет исследования, изложены научная новизна и практические 
результаты исследования, раскрыта теоретическая и практическая 
значимость полученных результатов, даны сведения о внедрении результатов 
исследования, об опубликованных работах и о структуре диссертации. 
 Первая глава диссертации называется «Интегральная формула для 
матричных факторизаций уравнения Гельмгольца». 
 В первом параграфе первой главы речь идет о предварительных 
сведениях и постановке задачи Коши для матричных факторизаций 
уравнения Гельмгольца. 
 Пусть 2 двумерное вещественное евклидово пространство, 

.),(=,),(= 2

21
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21   yyyxxx  

  2G ограниченная односвязная область с кусочно-гладкой 
границей, состоящей из гладкой кривой GSGGS  , . 
 Введем следующие обозначения: 
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 Пусть 3 трехмерное вещественное евклидово пространство,  
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  3G ограниченная односвязная область с кусочно-гладкой 
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границей, состоящей из гладкой поверхности GSGGS  , . 

 Аналогично введем следующие обозначения: 
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3,=,2=,1),...(1,=,))(,...),((=)( 0

1 mnuxUxUxU mnT

n   

)(zE диагональная матрица, n

nzzz ),...,(= 1 .  

 Пусть  )(),( nnD T матрица с элементами, состоящими из множества 
линейных функций с постоянными коэффициентами комплексной плоскости, 
для которых выполняется условие:  

),)((=)()( 022* uEDD TT    

где )(* TxD эрмитово сопряженная матрица )( TxD ,  вещественное число. 
 Рассмотрим в области G  систему дифференциальных уравнений в 
частных производных первого порядка  

0,=)(xU
x

D 









                                                (1) 

где 








x

D матрица дифференциальных операторов первого порядка. 

 Обозначим через ( )A G  класс вектор-функций в области G , 

непрерывных на GGG =  и удовлетворяющих системе (1). 
 Постановка задачи. Пусть )()( GAyU   и  

.),(=)( SyyfyU
S

                                                 (2) 

Здесь )(yf заданная непрерывная вектор-функция на S . 
 Требуется восстановить вектор-функцию )(yU  в области G , исходя из 
ее значений )(yf  на S . 
 Во втором параграфе первой главы рассмотрено семейство 
фундаментальных решений уравнения Гельмгольца в двумерных и 
трехмерных областях.  
 Обозначим через  ivuwwK ),( целую функцию, принимающую 
вещественные значения при вещественном w  ( vu, действительные числа) и 
удовлетворяющую условиям: 

В 2 ,    
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0, sup ( ) M , , , 0,1,2.p p
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K u v K w u p u p
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В 3 , .3,2,1,0,,),()(sup,0)(
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      (4) 

 Функцию  xy,  при xy   определим следующими равенствами: 
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здесь  uI 0 функция Бесселя первого рода нулевого порядка. 
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 В третьем параграфе первой главы приведены интегральные формулы 
для матричных факторизаций уравнения Гельмгольца в двумерных и 
трехмерных ограниченных областях. Сначала рассмотрим интегральную 
формулу в двумерной ограниченной области. 
 Если G  ограничена и )()( GAyU  , то верна следующая интегральная 
формула типа Коши  
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 Здесь ),(= 21 ttt единичная внешняя нормаль, проведенная в точке y , 
кривой G . 
 Теперь рассмотрим интегральную формулу в трехмерной ограниченной 
области пространства 3 . 
 Если G  ограничена и )()( GAyU  , то верна следующая интегральная 
формула типа Коши  
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 Здесь ),,(= 321 tttt единичная внешняя нормаль, проведенная в точке y , 
поверхности G . 
 Во второй главе диссертации, названной «Задача Коши для 
матричных факторизаций уравнения Гельмгольца на плоскости», 
найдены регуляризированные решения задачи Коши для матричных 
факторизаций уравнения Гельмгольца в двумерных ограниченных и 
неограниченных областях на плоскости. 
 В первом параграфе второй главы найдено в явном виде 
регуляризованное решение задачи Коши для матричных факторизаций 
уравнения Гельмгольца в ограниченной области. 
 Пусть  2G ограниченная односвязная область, граница которой 
состоит из отрезка bya  1  и некоторой гладкой кривой S , лежащей в 
полуплоскости 0>2y , т.е. TSG = . 
 Задача 1. Пусть )()( GAyU   и  
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.),(=)( SyyfyU
S

                                            (9) 

 Требуется восстановить вектор-функцию )(yU  в области G , исходя из 
её значений )(yf  на S . 
 В формуле (5) выбирая 
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 Тогда интегральная формула (7) имеет вид:  
( ) = ( , ) ( ) , .y

G

U x N y x U y ds x G


                                      (12) 

 Теорема 1. Пусть )()( GAyU   удовлетворяет неравенству  

( ) 1, .U y y T                                                   (13) 

Если 
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y GxdsyUxyNxU ,,)(),(=)(                                      (14) 

 то справедлива оценка 
.1,>,),()()(

2
2 GxexCxUxU x    

                              (15) 

 Здесь и ниже функции, ограниченные на компактных подмножествах 
области G , обозначим через ),( xC  .  
 Следствие 1. Предельное равенство  

lim ( ) = ( )U x U x
 

имеет место равномерно на каждом компакте из области .G  
 Теорема 2. Пусть )()( GAyU   удовлетворяет условию (13), а на гладкой 
кривой S  неравенству  
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 Пусть )()( GAyU   и вместо )(yU  на S  заданы ее непрерывные 

приближения )(yf  соответственно, с погрешностью 
2
2<<0 ye   , 

max ( ) ( )
S

U y f y   . 

 Положим  
.,)(),(=)()(  

S
y GxdsyfxyNxU                                   (18) 

 Теорема 3. Пусть )()( GAyU   на части плоскости 0=2y  удовлетворяет 
неравенству (13). Тогда справедлива оценка  
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.1,>,),()()(
2
2

2
2

)( GxxCxUxU y

x

                              (19) 

 Следствие 2. Предельное равенство  

( )0
lim ( ) = ( )U x U x 

 

имеет место равномерно на каждом компакте из области .G  
 Во втором параграфе второй главы построена интегральная формула в 
области типа полосы. 
 Пусть,  2G неограниченная односвязная область с кусочно-гладкой 
границей G  ( G  простирается до бесконечности). Обозначим через RG  
часть G , лежащую внутри круга радиуса R  с центром в нуле:  

  0.>,\=,<,:= RGGGRyGyyG RRR

  

 Tеорема 4. Пусть )()( GAyU  . Если при каждом фиксированном Gx  
имеет место равенство  

,0=)(),(lim 

RG

y
R

dsyUxyN                                          (20) 

то верна формула (7). 
 Обозначим через ( )A G  класс вектор-функций из )(GA , 

удовлетворяющих следующему условию роста:  
   .,,expoexp)(),()(:)(=)( 1 GyyyyUGAyUyUGA      (21) 

 В третьем параграфе второй главы рассмотрено регуляризированное 
решение задачи Коши для матричных факторизаций уравнения Гельмгольца 
в области типа полосы. В формуле (5) выбирая  

2
2 2

2

exp( ) exp( )
( ) = , ( ) = , 0 < < , = ,

3 3

w x
K w K x x h h

w x h h

  
 

          (22) 

получим  
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22
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))(3(

)(exp
Im

)(32
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2

du
u

uIu

xwhxw

w

h

e
xy

x








               (23) 

 Тогда интегральная формула (7) имеет следующий вид:  
( ) = ( , ) ( ) , .y

G

U x N y x U y ds x G


                                   (24) 

 Пусть  2G неограниченная односвязная область лежит внутри 
полосы 0>,=,<<0 2 hhy , граница которой состоит из плоскости 

0=: 2yT  и гладкой кривой S , заданной уравнением )(= 12 yy   и 
удовлетворяющей условиям 

.)(,)(0 11  constyhy                                    (25) 

 Задача 2. Пусть )()( GAyU   и  

.),(=)( SyyfyU
S

                                           (26) 

 Требуется восстановить вектор-функцию )(yU  в области G , исходя из 
её значений )(yf  на S . 
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 Tеорема 5. Пусть )()( GAyU   удовлетворяет неравенству  

.1,)( TyyU                                               (27) 

Если  
( ) = ( , ) ( ) , ,y

S

U x N y x U y ds x G                                  (28) 

то справедлива оценка  
.1,>,),()()( 2 GxexCxUxU x    

                         (29) 

 Здесь и ниже функции, ограниченные на компактных подмножествах 
области G , обозначим через ),( xC  .  

 Следствие 3. Предельное равенство  
lim ( ) = ( )U x U x

 

имеет место равномерно на каждом компакте из области .G   
 Tеорема 6. Пусть )()( GAyU   удовлетворяет на части плоскости 0=2y  

условию (27), а на гладкой кривой S  неравенству  
1.<<0,)( yU                                              (30) 

Тогда верна оценка  

.1,>,),()(
2

GxxCxU h

x

                                  (31) 

 Пусть )()( GAyU   и вместо )(yU  на S  заданы ее непрерывные 

приближения )(yf  соответственно, с погрешностью 1<<0  ,  

max ( ) ( )
S

U y f y   .                                       (32) 

 Положим  
.,)(),(=)()( GxdsyfxyNxU

S
y                                 (33) 

 Tеорема 7. Пусть )()( GAyU   удовлетворяет на части плоскости 

0=2y  условию (27). Тогда справедлива оценка  

.1,>,),()()(
2

)( GxxCxUxU h

x

                        (34) 

 Следствие 4. Предельное равенство  

( )0
lim ( ) = ( )U x U x 

 

имеет место равномерно на каждом компакте из области G .  
 В третьей главе диссертации, названной «Задача Коши для матричных 
факторизаций уравнения Гельмгольца в пространстве», построены 
регуляризированные решения задачи Коши для матричных факторизаций 
уравнения Гельмгольца в пространстве 3 . 
 В первом параграфе третьей главы найдено регуляризированное 
решение задачи Коши для матричных факторизаций уравнения Гельмгольца 
в трехмерной ограниченной области.  
 Пусть  3G ограниченная односвязная область с кусочно-гладкой 
границей, состоящей из плоскости T : 0=3y  и гладкой поверхности S , 
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лежащей в полупространстве 0>3y , т.е. TSG = . 
 Задача 3. Пусть )()( GAyU   и  

.),(=)( SyyfyU
S

                                          (35) 

 Требуется восстановить вектор-функцию )(yU  в области G , исходя из 
её значений )(yf  на S . 
 В формуле (6) выбирая 

0,>),(exp=)(),(exp=)( 2

33

2  xxKwwK                            (36) 
получим  

2
3 2

2 2 2
30

exp( ) cos
( , ) = Im .

2

xe w u
y x du

w x u




 

 



 
                               (37) 

 Тогда интегральная формула (8) имеет вид  
( ) = ( , ) ( ) , .y

G

U x N y x U y ds x G


                                  (38) 

 Теорема 8. Пусть )()( GAyU   удовлетворяет неравенству  

.1,)( TyyU                                                  (39) 

Если  
,,)(),(=)( GxdsyUxyNxU

S
y                               (40) 

то справедлива оценка  
.1,>,)()()(

2
3 GxexCxUxU x    

                              (41) 

 Здесь и ниже функции, ограниченные на компактных подмножествах 
области G , обозначим через )(xC .  
 Следствие 5. Предельное равенство  

lim ( ) = ( )U x U x
 

имеет место равномерно на каждом компакте из области G . 
 Теорема 9. Пусть )()( GAyU   удовлетворяет условию (39), а на гладкой 
поверхности S  неравенству  

,<<0,)(
2
3yeyU                                         (42) 

где 2

3

2

3 max= yy
Sy

. Тогда верна оценка  

.1,>,)()(
2
3

2
3

GxxCxU y

x

                                    (43) 

 Пусть )()( GAyU   и вместо )(yU  на S  заданы ее непрерывные 

приближения )(yf , соответственно, с погрешностью 
2
3<<0 ye   , 

max ( ) ( )
S

U y f y   .  

 Положим  
.,)(),(=)()( GxdsyfxyNxU

S
y                                (44) 

 Теорема 10. Пусть )()( GAyU   на части плоскости 0=3y  
удовлетворяет условию (39). Тогда справедлива оценка  
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.1,>,)()()(
2
3

2
3

)( GxxCxUxU y

x

                             (45) 

 Следствие 6. Предельное равенство  

( )0
lim ( ) = ( )U x U x 

 

имеет место равномерно на каждом компакте из области .G  
 Во втором параграфе третьей главы приведена интегральная формула 
для матричных факторизаций уравнения Гельмгольца в области типа слоя. 
 Пусть,  3G неограниченная односвязная область с кусочно-гладкой 
границей G  ( G  простирается до бесконечности). Обозначим через RG  
часть G , лежащую внутри круга радиуса R  с центром в нуле:  

  0.>,\=,<,:= RGGGRyGyyG RRR

  

 Теорема 11. Пусть )()( GAyU  . Если при каждом фиксированном 
Gx  имеет место равенство  

0,=)(),(lim 

RG

y
R

dsyUxyN                                        (46) 

то верна формула (8).  
 Обозначим через ( )A G  класс функций из )(GA , удовлетворяющих 

следующему условию роста:  
   .,,expoexp)(),()(:)(=)( GyyyyUGAyUyUGA        (47) 

 В третьем параграфе третьей главы найдено регуляризированное 
решение задачи Коши для матричных факторизаций уравнения Гельмгольца 
в трехмерной неограниченной области. В формуле (6) выбирая  

,=,<<0,
)(3

)(exp
=)(,

)3(
)(exp

=)( 32

3
32
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             (48) 

получим  
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               (49) 

 Тогда интегральная формула (8) имеет следующий вид:  
( ) = ( , ) ( ) , .y

G

U x N y x U y ds x G


                                 (50) 

 Пусть  3G неограниченная односвязная область лежит внутри слоя 
0>,=,<<0 3 hhy , граница которой состоит из плоскости 0=: 3yT  и 

гладкой поверхности S , заданной уравнением ),(= 213 yyy   и 
удовлетворяющей условиям 

.),(,),(grad,),(0 2

212121  yyconstyyhyy                (51) 

 Задача 4. Пусть )()( GAyU   и  

.),(=)( SyyfyU
S

                                          (52) 

 Требуется восстановить вектор-функцию )(yU  в области G , исходя из 
её значений )(yf  на S . 
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 Теорема 12. Пусть )()( GAyU   удовлетворяет неравенству  

.1,)( TyyU                                                 (53) 

Если  
.,)(),(=)( GxdsyUxyNxU

S
y                                   (54) 

то справедлива оценка  
.1,>,)()()( 3 GxexCxUxU x    

                               (55) 

 Здесь и ниже функции, ограниченные на компактных подмножествах 
области G , обозначим через )(xC .  

 Следствие 7. Предельное равенство  
lim ( ) = ( )U x U x

 

имеет место равномерно на каждом компакте из области .G   
 Теорема 13. Пусть )()( GAyU   удовлетворяет на части плоскости 

0=3y  условию (53), а на гладкой поверхности S  неравенству  

1.<<0,)( yU                                              (56) 

Тогда верна оценка  

.1,>,)()(
3

GxxCxU h

x

                                   (57) 

 Пусть )()( GAyU   и вместо )(yU  на S  заданы ее непрерывные 

приближения )(yf , соответственно, с погрешностью 1<<0  , 

max ( ) ( )
S

U y f y   .                                           (58) 

 Положим  
.,)(),(=)()( GxdsyfxyNxU

S
y                                 (59) 

 Теорема 14. Пусть )()( GAyU   удовлетворяет на части плоскости 

0=3y  условию (53). Тогда справедлива оценка  

.1,>,)()()(
3

)( GxxCxUxU h

x

                             (60) 

 Следствие 8. Предельное равенство  

( )0
lim ( ) = ( )U x U x 

 

имеет место равномерно на каждом компакте из области G .  
 Таким образом, функционал )()( xU   является регуляризацией решения 

задачи. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 Диссертационная работа посвящена регуляризации некорректной задачи 
Коши для матричных факторизаций уравнения Гельмгольца. 
 Основные результаты исследования состоят в следующем: 
 1. Найдено регуляризованное решение задачи Коши для матричных 
факторизаций уравнения Гельмгольца в двумерной ограниченной области. 
 2. Доказана интегральная формула для матричных факторизаций 
уравнения Гельмгольца в двумерной неограниченной области. 
 3. Найдено регуляризованное решение задачи Коши для матричных 
факторизаций уравнения Гельмгольца в области типа полосы. 
 4. Найдено регуляризованное решение задачи Коши для матричных 
факторизаций уравнения Гельмгольца в трехмерной ограниченной области. 
 5. Доказана интегральная формула для матричных факторизаций 
уравнения Гельмгольца в трехмерной неограниченной области. 
 6. Найдено регуляризованное решение задачи Коши для матричных 
факторизаций уравнения Гельмгольца в трехмерной неограниченной 
области. 
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INTRODUCTION (abstract of PhD thesis) 

The aim of the research work is to construct the Carleman formula and, on 
its basis, to obtain regularized solutions of the ill-posed Cauchy problem for the 
matrix factorization of the Helmholtz equation in bounded and unbounded 
domains. 

The object of the research work are systems of linear equations of elliptic 
type of the first order with constant coefficients, factorizing the Helmholtz 
operator. 

The scientific novelty of the research work is as follows: 
a Carleman matrices for matrix factorizations of the Helmholtz equation in 

two-dimensional and three-dimensional bounded domains are constructed; 
the validity of integral formulas for matrix factorizations of the Helmholtz 

equation in two-dimensional and three-dimensional unbounded domains with 
growing solutions are proved; 

a regularized solution of the Cauchy problem for matrix factorizations of the 
Helmholtz equation in two-dimensional bounded and unbounded domains is 
constructed; 

a regularized solution of the Cauchy problem for matrix factorizations of the 
Helmholtz equation in three-dimensional bounded and unbounded domains is 
constructed. 

Implementation of the research results. The results obtained in the thesis 
were implemented in practice in the following areas: 

the results on the regularization of an ill-posed Cauchy problem for matrix 
factorizations of the Helmholtz operator are used in the scientific research of the 
Department of Function Theory of the Institute of Mathematics and Fundamental 
Informatics of the Siberian Federal University in the study of initial-boundary 
value problems for elliptic and parabolic partial differential equations (Siberian 
Federal University, Krasnoyarsk, June 1 2018, Russia). In particular, they are used 
to study the Cauchy problem for elliptic and parabolic partial differential 
equations; 

the obtained results of the thesis on the regularization of the ill-posed Cauchy 
problem for matrix factorizations of the Helmholtz equation were used in the 
framework of the scientific research OT-F-044 "Theory of the Cauchy problem for 
linear first-order and second-order linear elliptic systems with constant 
coefficients" in 2007-2011 (reference Ministry of Higher and Secondary Special 
Education of the Republic of Uzbekistan dated June 6, 2018 under the number 89-
03-2210). The application of these results made it possible to solve the regularized 
solution of the Cauchy problem for the matrix factorization of the Helmholtz 
equation. 

The structure and volume of the thesis. The thesis consists of an 
introduction, three chapters, conclusion and bibliography. The volume of the thesis 
is 88 pages.  
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