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KIRISH

Masalaning qo‘yilishi. Ishda

& = ax + bx + a,x? + 2b;xy + ¢, y?

at (0.3)

% = cx + dy + a,x? + 2b,xy + ¢, y?

sistema analitik ko‘rinishdagi integralga ega bo‘lgan holda trayektoriyalari
o‘rganilgan.

Mavzuning dolzarbligi. Chizigli differensial tenglamalar sistemasi

holida yechimning analitik ko‘rinishda toppish mumkin. Chiziqli bo‘lmagan
sistemalar holida esa bu ifodalar shunchalik murakkab bo‘lishi mumkinki,
ularni bevosita tahlil etish murakkab masala bo‘ladi. Shuning uchun
tenglamalarning ko‘rinishi bo‘yicha differensial tenglamalar yechimlarini
o‘rganishga yordam beradigan nazariyani yaratish zaruriyati paydo bo‘ldi.
Bunday nazariya bo‘lib analitik nazariya bilan bir qatorda differensial
tenglamalarning sifat nazariyasi hisoblanadi.

Birinchi bo‘lib ikkita differensial tenglamalar

dx

E = P(xiy)

(0.1)
2 =Qxy)

sistemasining eng soda holi uchun sifat tadgiqot masalasi XI1X - asirning
oxirida A. Puankare [7] tomonidan qo‘yilgan edi, keyinchalik Puankare
tadqgiqotlari 1. Bendikson [3] tomonidan to‘ldirildi va Dj.D.Birkgof [4]
tomonida aniqglashtiradi. Differensial tenglamalar sifat nazariyasini masalalarida

biri umuman olganda

P(x,y), Q (x,y)- analitik funksiyalar bo‘lganda fazoviy tekislikda (0.1)

dinamik siistemaning traektoriyalar holatini o‘rganishdan iborat.



Ishning maqgsad va vazifalari.

% = ax + bx + a;x* + 2b;xy + ¢, y*
(0.3)
% =cx +dy + a,x? + 2b,xy + ¢,y

differensial tenglamalar sistemasi garalgan.. Mazkur ishda ikkita
x3 + a;x%y + byixy? + g,v3 + ayx? + byxy + g,y*
+b;x +g;y+d =0 (0.4)
mx+ny+p=20 (0.5)

Xususiy integralga ega bo‘gan shartda (0.3) sistemaning

trayektoriyalari o‘rganilgan. Bundan tashqari

limiy tadaigot metodlari.

dy _ Q(xy)
dx  P(x,y) (0'2)

tenglama uchun

N.N.Bautin [1] va N.N.Serebryakov [8] lar to‘g‘ri chiziq ko‘rinishdagi
ikkita algebraik integralga ega bo‘lganda traecktoriyalarning holati to‘la
o‘rganilgan. A.Cherkas [10] bunday tadgigotni uchunchi tartibli egri chiziq
ko‘rinishidagi xususiy integral mavjudligida (0.2) tenglama uchun
bajargan.Yablonskiy A.l. [11] va Filiptsov V.F [9] lar xususiy integrali 4-
tartibli algebraik egri chiziglardan iborat bo‘lgan holda kvadratik differensial
tenglamalar sistemasi o‘rganilgan.

Ishda shu usuldan foydalanib ma’lum integralga ega bo‘lgan differensial

tenglamalar sistemasi to’la o’rganilgan.



Ishning _ilmiy ahamiyati. Limitik davralarning sonini aniglashda

olingan natijalardan foydalanish mumkin.

Ishning _amaliy _ahamiyati. Differensial tenglamalar nazariyasi

yo‘nalishi bo‘yicha tahsil olayotgan magistrlar uchun metodik qo‘llanma
sifatida foydalanish mumkin.

Ishning tuzilishi. Magistrlik dissertatsiyasi kirish gismi, uchta bob, 10

ta paragraf, xulosa, 16 ta chizma va foydalanilgan adabiyotlar ro’yxatidan
iborat.

Kirish gismida masalaning qo‘yilishi, dolzarbligi va olingan natijalar
to‘g‘risida ma’lumot berilgan.

Birinchi bob turta paragrafdan iborat.

Birinchi paragrafda Uchinchi tartibli egri chiziq ko‘rinishidagi xususiy
integralli differensial tenglama sistemasi tuzilgan.

Ikkinchi paragrafda To‘g‘ri chiziq ko rinishidagi xususiy integralga ega
bo‘lgan kvadratik differensial tenglama sistemasi tuzilgan.

Uchinchi paragrafda esa yopiq trayektoriya atrofini o‘rganish. Oddiy va
murakkab limitik davralar hagida ma’lumotlar keltirilgan.

Turtinchi paragrafda cheksizlikda integral egri chiziglar holatini
o‘rganish. Puankare sferasi hagidagi ma’lumotlar keltirilgan.

Ikkinchi bob ikkita paragrafdan tashkil topgan.

Birinchi paragrafda Chekli tekislikda koeffisentlari (1.35) formulalar
bilan berilgan (1.1) sistemani tekshirilgan..

Ikkinchi paragrafda Tenglamalar sistemasini tekislikning cheksiz
o‘zoglashgan gismida tekshirish masalasi garalgan.

Uchinchi bob turta paragrafdan tashkil topgan.

Birinchi paragrafda  Berilgan integral egri chizigga ega bo‘lgan
differensial tenglamalar sistemasini tuzilgan.

Ikkinchi  paragrafda x%+y%?—1=0 integral egri chizigga ega
bo‘lgan polinomial differensial tenglamalar sistemasini tuzish masalasi

tuzilgan.



Uchinchi paragrafda Sistemani cheksizlikning chekli gismida tekshirish
masalasi yechilgan.

Turtinchi paragrafda  Sestemani cheksizlikda tekshirish masalasi
yechilgan.

Olingan natijalarning gisgacha mazmuni.

Bu magistrlik dissertatsiyasining asosiy masalasi

dx

—=ax +bx + a,x?+ 2b;xy + ¢, y?
t (1.1)

% = cx + dy + a,x% + 2b,xy + ¢, y?

sistema uchun

F(x,y) € x3 + a;x%y + byxy? + g,v3 + a,x? +
+b,xy + g2+ bsx + g3y +d =0 (1.4)
ko‘rinishdagi integral egri chiziqqa ega bo‘lgan sistema tuzilgan.
Koeffitsent shartlar aniglangan.
mx+ny+p=20 (1.18)

ko‘rinishdagi yechimga ega bo‘lgan tenglamalar sistemasi tuzilgan. (1.1)

va (1.2) teoremalar keltirilgan.

1.1-teorema. (1.1) sistema uning koeffisentlari (1.16), (1.17)
munosabatlar  bilan bog’langan va ¢; =a, =0, ¢, =3b; shartda
koeffisentlari  (1.15) formulalar bilan ifodalanuvchi (1.4) ko’rinishdagi

Xususiy integralga ega.

1.2-teorema. (1.1) sistema koeffisentlari (1.28) munosabat bilan
bog’langan va ¢; =a, =0, ¢, =3b; shartda (1.26), (1.27) koeffisentlari

bilan ifodalanadigan (1.18) xususiy integralga ega.



(1.4) integral chiziqga ega bo‘lgan tenglamalar sistemasining turta maxsus

nugtalar tekshirilgan. Bu nugtglar egar, tugun, egar va tugun. Xuddi

shunday cheksizlikdagi holati o‘rganilgan.

x?+y2—1=0 integralga ega bo‘lgan

3

dx o
i Z a;jx'y! = P(x;y)
i+j=1
3
dy i
i Z bijx'yl = Q(x;y)
iY7=1

(1)

sistema tuzilgan. Bu holda sistema fazoning chekli gismida beshta maxsus

nugtalarga ega. Bular A, O, B, —markazlar, C, D —egar. Cheksizlikda ham

o‘rganilgan.



I-BOB. Berilgan integralga ega bo’lgan differensial tenglama sistemasini

tuzish.

1.1 -§. Uchinchi tartibli egri chiziq ko’rinishidagi xususiy integralli

differensial tenglama sistemasini tuzish.

% = ax + bx + a;x* + 2b,xy + ¢, y?
(1.1)
Z—Jt/ = cx + dy + a,x? + 2b,xy + ¢, y?

Differensial tenglamalar sistemasini garaymiz. [10,s. 1752-1760] ga

ko’ra agar o’ng qismlari n — chi darajali polinomlar bo’lgan sistema

;cl=0 Fk(xl y) =0 (12)

ko’rinishdagi xususiy integralga ega bo’lsa, u holda
OF OF
EP-I_@Q =FL (1.3)

tenglik bajariladi. Bu yerda F,(x,y) — x va y ning k —chi darajali
bir jinsli polinomlari (1.2) xususiy integral

F(x,y) € x3 + ay;x%y + byxy? + g,v3 + a,x? +

+byxy + g,v* + bsx + g3y +d =0 (1.4)
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ko’rinishga ega bo’lsin. (1.1) sistemaning (1.4) integrali uchun (1.3)
munosabat o’rinli, bu yerda Lx,y)=fx+gy+k, f,9.k—

o’zgarmaslar:

(3x, + 2a;xy + byy? + 2a,x + b,y + b3)(ax + by + a;x* + 2byxy +
cly2+alx2+201xy+3g1y2+02x+2g2y+g3cx+ay+aZx2+202xy+c2y2=
(x3 + a;x?y + byxy? + g,y3 + ayx? + byxy + g,y? + bsx + g3y + d)(fx +
gy + k) (1.5)

(1.5) da o’ngda va chapdagi x™y™ ifodalarda birxil darajalar

koeffisentlarni tenglashtirib (1.4) egri chiziq va (1.1) sistema

koeffisentlari orasidagi qo’ydagi bog’lanishni olamiz.

3a4 +aqa, — f =0, (1.64)

(2a, + 2b, — f)a, + 2a,b; — g+ 6b; =0, (1.65)
2a,¢, + (2by + 2¢, — g)by + (6b, — f)g, =0, (1.63)
(4b; + c; — g)ay + (a; +4b, — )by + 3a,9, + 3¢, =0, (1.64)
c1by + (B3¢, —9)g, =0; (1.65)

ca; + 2a, — f)a, +a,b, —k+3a =0, (1.71)

(2a+d —k)a, + 2cb; + (4b; — g)a, +
+(ay + 2b, — )b, + 2a,9, +3b =0 (1.7,)
2ba; + (a 4+ 2d — k)b, + 3cg, + 2c,a, +
(2by +c, —g)b, + (4b, — f)g, =0 (1.75)
bb, + 3d —k)g, + c1b, + (2¢, — g)g, =0; (1.7,)

(Za - k)az + Cb2 + (a1 - f)b3 + azg3 = 0 ) (181)
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Zbaz + (a + d - k)bz + chz + (2b1 - g)b3 + (sz - f)g3 = O , (182)

bb, + (2d —k)g, + ¢1b3 + (¢, — g)g3 =0; (1.83)
(a—k)bs +cg;—df =0, (1.99)

bb; + (d —k)g; —dg =0, (1.9,)

dk = 0. (1.93)

(1.4) egri chizig va (1.1) sistema koeffisentlar haqigiy va egri chiziq
koordinata boshidan o’tmaydi deb faraz qilamiz,uholda d =0. (1.93)
ga ko’ra bu holda k=0.

(1.1) sistemaning xususiy holini ya’ni a, =c¢; =0 deb (1.4) integral

egri chizig a,,b;,g, koeffisentlarni nolga aylanadi deb faraz gilamiz.

Bu farazlarda (1.6,) —(1.95) tenglamalar

3a,—f =0, (1.10,)

g+6b,=0; (1.10,)

(2a; —g)a, +3a =0, (1.11,)

(4b; — g)a, + (a; + 2b, — f)b, +3b =0, (1.11,)

(2by +c; —g)b, + (4b, — f)g, =0, (1.115)

(2¢,—9)g9, =0; (1.11,)

2aa, + cb, + (a; — f)b; =0, (1.12,)

2ba, + (a +d)b, + 2cg, + (2by — g)bs + (2b, — f)g; =0, (1.12,)
bb, + 2dg, + (c; —g)g; =0; (1.125)

abs +cg; —df =0, (1.13,)

11



ko’rinishga ega bo’ladi. (1.10,) va (1.10,) shartlardan

f=2a,, g=6b; ni olamiz. (1.11,) shartdan (2¢,—9)g, =0
g> #0 Dbo’lsin, u holda 2c,—g=0 va g =2c, ikkinchi tomondan
g = 6b,, demak ¢, =3b, f =2a,, g=6b;, c,=3b; shartlarga ega
bo’lib, (1.11,) — (1.11,), (1.12,), (1.12;) va  (1.13))
munosabatlardan (1.4) egri chizig koeffisentlarini (1.1)  sistema

koeffisentlari orqali ifodalalarini qo’ydagi ko’rinishda topamiz.

Q. = 3a __ 3(2aby—ba,) b. = 12a?(b,—a,)+3c(2ab,—ba,)
2 a,’ 2 2a,(by—ay) * 3 4a%(by-a,) ’
_ 3b1(2ab1—ba1) _ (Zabl—bal)(4bb2—3a1b+2ab1)
g2 2a;(by—a)(4b—3a,)’ g3 2a1b1(by—a,)(4b,—3a,) ’

12a3b1 (bz—al)(4b2—3a1)+(2ab1—ba1) [3acb1(4b2—3a1)+2ca1(4bb2—3ba1+2db1)]
12aib1 (bz—al)(4b2—3a1)

(1.15)
(1.12,) va (1.13,) tenglamalar olingan (1.15) ifodalari hisobga olganda
a,b,c,d,a;,b,,b, koeffisentlari bog’lovchi ikkita shartni beradi.

(2ab1 - bal)[3(32a1b1b2 - 15a%b1 - 16b1b22)a + (8a1b§ - 18a%b2 +
9al13b6+24a1p/12-01262c+16alb1p/2—15a12614=0 (1.16)

(2ab1 - bal)[12(7a1b1b2 - 3a%b1 - 4b1b22)a2 + 6(3a1bf - 4‘b12b2)ac +
3al2b1-4alblb2bc+24a12h62— 3al136d— Balbll2cad+4allh1ad2=0
(1.17)

shunday qilib, quydagi teorema isbotlandi:

1.1-teorema. (1.1) sistema uning koeffisentlari (1.16), (1.17) munosabatlar
bilan bog’langan va c¢; =a, =0, c, = 3b; shartda koeffisentlari (1.15)

formulalar bilan ifodalanuvchi (1.4) ko’rinishdagi xususiy integralga ega.

12



1.2 -§. To‘g‘ri chiziq ko’rinishdagi xususiy integralga ega bo‘lgan

kvadratik ikki ulchovli statsionar sistemani tuzish.

(1.2) xususiy integral sifatida
mx+ny+p=0 (1.18)

birinchi tartibli egri chiziqga ega bo’lgan (1.1) sistemani garaymiz. (1.1)

sistemada oldingi paragrafga kura
a, =€ = 0 , Cp = 3b1 (119)

(1.1) sistemaning (1.18) integrali uchun (1.19) ni hisobga olganda (1.3)

munosabat o’rinli, bu yerda
L(x,y)=ax+by+g, a,b,g— o’zgarmaslar:

m(ax + by + a;x* + 2byxy ) + n(cx + dy + 2b,xy + 3b;y?) =
(mx +ny +p)(ax + by + g) (1.20)

(1.20) da x™y™ bir xil darajalar oldidagi koeffisentlarni tinglashtirib
(1.18) egri chizig va (1.1) sistema koeffisentlar orasida quyidagi

bog’lanishni olamiz:

(a,—aym=0, (1.21,)
(2b; —b)ym+ (2b, —a)n=0, (1.21,)
(3b, —b)n =0; (1.215)
(a—gm+cecn—-—pa=0, (1.22;)
bm+(d—-gn—bp=0, (1.22,)

pg=0. (1.225)
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faraz qilaylik, egri chiziq koordinata boshidan o’tmasin, ya’'ni p # 0. U
holda (1.225) shartdan g = 0 ni olamiz. (1.22,), (1.22,) shartlar

am+cn—pa=0, (1.23,)
bm+dn—bp =0. (1.23,)
ko’rinishda yoziladi. (1.21;) va (1.2153) shartlardan
(aq—a)ym=0, (3b;—b)n=0.
ga ega bo’lamiz. m # 0 bo’lsin, u holda
aa—a=0 vaa=aq (1.24)
3b —b=0 va b=23b, (1.25)

(1.24) va (1.25) ni hisobga olib, (1.21,) shartdan m koeffisent

iifodasini topamiz.

m =222y, (1.26)
b,

(1.23,) munosabat esa p koeffisent giymatini beradi:

p = a(2b2—a1)+cb1n (1.27)

aibq

(1.23,) tenglikdan olingan (1.26) va (1.27) ifodalarni hisobga olib,

(1.1) sistema koeffisentlariga shartni topamiz:
[3(a1b1 - Zblbz)a + (2a1b2 - a%)b - 3b12C + albld]n = 0 (1.28)
Shunday qilib quyidagi teorema isbotlandi.

1.2-teorema. (1.1) sistema koeffisentlari (1.28) munosabat bilan
bog’langan va ¢; =a, =0, c¢, =3b; shartda (1.26), (1.27) koeffisentlari

bilan ifodalanadigan (1.18) xususiy integralga ega.
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(1.3) (1.1) sistemaning ikkita (1.4), (1.18) xususiy inyegrallari
mavjudligining zarur va yetarli shartlari 1, 2-bo’limlarda (1.1) sistema

uning koeffisentlari

9al136+24al1p12-H1262c+16alb1b/2—1521261d=0

(2ab1 - bal)[12(7a1b1b2 - 3a%b1 - 4‘b1b22)a2 + 6(3a1b12 - 4‘b12b2)ac +
3al2pl—4alblb2bc+24al1202— 3al3bad—8albl2cd+4al2b1d2=0

[3(a1b1 - Zblbz)a + (2a1b2 - a%)b - 3b12C + albld]n = 0

munosabatlar bilan bog’langan shartda uchinchi va birinchi tartibli egri

chiziglar ko’rinishda ikkita xususiy integralga ega ekanligiga ega bo’ldik.
Bunda b; #0,a; # 0,2bja—ba; #0

Xususiy holni qaraymiz, ya’ni

a, = % , by =1, b, =0 lar deb garaymiz.

Demak, birinchi munosabatlar

2a—=b—-3c+:d=0 (1.30)
4 16 4
“2a+Zb+6c-2d=0 (1.31)
16 64 16
a2 +iq2 4+ 2ac+ b —2bd = 2¢d = 0 (1.32)
4 4 2 16 32

ko’rinishda yoziladi. (1.30) shartdan c koeffisentni ifodalaymiz
c=%a—ﬁb+%d (1.33)
(1.33) ni (1.31) tenglikka qo’yib, d koeffisentni topamiz
1 1
d=: (—21a + Zb) (1.34)

15



(1.32) shartdan (1.33) va (1.34) hisobga olib

b =%a ni topamiz. (1.1) sistemaning koeffisentlari quyidagi formulalar

bo’yicha aniqlanishini olamiz:

63

b=—aqa,
8(1
9

CcC = 64a,
87

- T3%

alziJ b1:1,a2:0,C1:O,b2:0,C2=3,b1=3 (135)

(1.15), (1.26) va (1.27) tengliklar (1.35) formulalar o’rinli bo’lgan

shartda (1.4) va (1.18) integrallar koeffisentlari uchun ifodalarni beradi:

3 6171 o 121 5
a, = 12a, bzz—za, g, =a, b3=—128a » 93 =——5;a%,

33275 1 25
d= a>, m=—--n, p=—=an (1.36)
512 4 16

1.3-teorema. (1.1) sistema koeffisentlari parameterlari orgali (1.35)
formulalar bilan ifodalanadi. Shartda (1.36) formulalar bilan aniglangan

koeffisentlarga ega (1.4) va (1.18) ko’rinishdagi xususiy integralga ega.
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1.3-§. Yopiq trayektoriya atrofini o‘rganish. Oddiy va murakkab

limitik davralar.

Bu paragrfda yopiq trayektoriya atrofini biror sof nazariy tadqgigoti
bayon etiladi. Bu tadgiqot sof nazariy xarakterga ega bo‘lsada, shunga
garamasdan yopiq tirayektoriyalarning ganday mumkin bo‘lgan xarakteri
hagida juda foydali ma’lumotlarni beradi. Bu ma’lumotlar parametr
o‘zgarganda limitik davralar xolatini tushunishi uchun birinchi darajali

qgizigish uyg‘otadi.
L, — yopig trayektoriya,
x=9), y=y@)

T davrli davriy bo‘lgan unga moskeluvchi gandaydir harakat bo‘lsin.

Agar

l — L, trayektoriyaning gandaydir @ nuqgtasidan o‘tkazilgan kontaktsiz
yoy bo‘lsa, u holda bu yoyning @ nugtaga yetarlicha yagin gismida
ketma - ketlik funksiyasi aniglanadi. s —1 yoydagi parameter, s, — L,
yopiqg trayektoriyaga mos keluvchi bu parametrning giymati va s =
f(s) — ketma — ketlilik funksiyasi.

P(s) =f(s)—s
P(se) =0

funksiyani kiritamiz. y(s) ni (s —s,) darajalari bo‘yicha qatorga

yoyamiz:

Y(s) =a;(s—sg) +a(s—sg)*+ ...,

a=f(s)) =1 a;= L E!SO)
Quyidagi hollar bo‘yicha mumkin:
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L. f(so) #1

W(s) funksiyaning s, ildizi ravshanki, ajralgan yopiq trayektoriya

oddiy limitik sikl hisoblanadi.
f(sg) <1, vyani YP'(sy) <0,
bo‘lganda turg‘un,
f(sg)>1, vyani YP'(sy) >0,
bo‘lganda turg‘unmas bo‘ladi.
2. flso)=1 yani (s =0,

lekin 1 (s) funksiya hosilalaridan hech bo‘lmaganda bittasi s = s, da

nolga aylanmaydi, ya’ni shunday k mavjudki
P'(sp) = ..=YP*1(sy) =0, kla, =1y*(s,) # 0.
o‘rinli bo‘ladi.
Demak, biz
Y(s) = (s — so)¥[ay + aps1(s —sg)+. . .].

ga ega bo‘lamiz. Y¥(s,) funksiyaning s, ildizi 1-holdagi kabi

ajralgan.
L, yopiq traektoriya murakkab k — karralli limitik sikl deb ataladi.

a) k —toq. Faraz qilaylik

Yp®(s)) =k! a, <0 bo‘lsin. U holda
s<s, da Y(sy) >0, ya’'ni f(s)>s
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s>s, da  P(sp) <0, ya'ni f(s)<s

Demak, keyingi har bir nugta [ kesmada oldingisiga qaraganda Q@
nugtaga yagin (unda yopiq L, yarim trayektoriya [ kesmani kesib
o‘tadi). Ketma - ketlik funksiya tuzilishiga ko‘ra  keyingi nugta
oldingisidan katta bo‘lgan t qiymatga mos kelganligi uchun L, —
garalayotgan kesma qismini [ bilan kontaksiz kesib o‘tadigan yagona
yopiq trayektoriya ekanligini hisobga olib, L dan fargli [ kesmani Q
nugtaga etarlicha yaqgin kesib o‘tadigan har ganday trayektoriya t —
+oo da L, limitik siklga intilishini oson Kko‘rsatish mumkin. L, da

limitik sikl turg‘un (tog-karrali) limitik sikldan iborat. (1 —rasm)

|

1—rasm.



Agar Y& (s,) >0 bo‘lsa xuddi shunday [ kesmani vyetarlicha
Q nugtaga yagin kesib o‘tuvchi har ganday trayektoriya t— —oo da
Lo, limitik siklga intilishini  ko‘rsatish mumkin. L, limitik sikl

turg‘unmas (tog-karrali) limitik sikl bo‘ladi.

o)

2— rasm.



b) k—juft. U holda s#s, da kla,=1*(s,) ishorasiga bog"lig
ravishda yo ¥(s) >0, yani f(s)>0 (agar yYp®(s,) >0 bo‘lsa)
yoki

P(s) <0, yani f(s)<s (agar ¥ (s,) <0 bolsa).

P®(s,) >0 bo‘lgan holda s <s, giymatlarga mos keluvchi I
kesma nuqgtalaridan o‘tuvchi barcha trayektoriyalar t —- 4+ da L, ga
intiladi, s > s, giymatlarga mos keluvchi [ kesma nuqgtalaridan
o‘tuvchi barcha trayektoriyalar esa t— —o da L, ga intiladi va

P (s,) <0 bo‘lganda aksincha

3 —rasm.
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Ravshanki, garalayotgan holda (k — juft) L, limit sikl

turg‘unmas.

Lekin ko‘pincha bu tipdagi limit siklni t - —o da barcha yetarlicha
yaqin trayektoriyalar intiladigan sikl uchun ,, turg‘unmas “ atamasini

saglab turg‘un (juft—karrali) deb atashadi.

3. Y(s) funksiyaning barcha tartibli funksiyalari s =s, da nolga
teng, ya’ni barcha i larda Y@ (s,) =0. U holda ¥(s) =0, ya’ni
ketma — ketlik funksiyasi

%]
Il
©

ko‘rinishga ega. Bu holda
L, ga yetarlicha yaqin nugtalardan o‘tuvchi barcha trayektoriyalar

yopig (bu hol markaz holiga o‘xshash)

4 — rasm.
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5

S|

5—rasm

4 va 5-rasmlarda toq—karrali limitik sikl (2- rasm.) va juft karrali
limitik sikl (1- rasm) holi uchun Lamerey diagrammalari berilgan.

Ketma — ketlik funksiyasini, xususan yopiq trayektoriya Kkarraligi
shartlari kontaktsiz yoyni ma’lum tanlash orqali amalga oshiriladi.
Lekin bu shartlar kontaktsiz yoyning tanlanishiga va bu yoyda
parametrning tanlanishiga bog‘lig emasligini ko‘rsatish mumkin ( albatta
garalayotgan yoylar parametrik tenglamalari analitik funksiyalardan
iborat bo‘lgan shartda ).

Ketma — ketlik funksiyasini tadqiq gilishdan, bunda bu funksiya
analitik funksiya ekanligidan foydalanilgan edi, ravshanki, o‘ng tomonlari

analitik bo‘lgan sistemada:
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1) Yopiq trayektoriyaga to‘planuvchi cheksiz ko‘p limit sikllar

mavjud
bo‘lishi mumkin emas;

2) Tashqarida barcha trayektoriyalar yopiq bo‘lmagan, ichida
(tashgarida) - yopiq bo‘lgan yopiq trayektoriya mavjud bo‘lishi mumkin

emas, ya’ni masalan, 6-rasmda tasvirlangan hol bo‘lishi mumkin emas.

6 —rasm

24



Ko‘rsatilgan xossalar quyidagi muloxaza ko‘rinishida bayon
etilishi mumkin:

1- Teorema. Agar o‘ng tomonlari analitik funksiyalar bo‘lgan (A),
sistemada yopiq traektoriya mavjud bo‘lsa, u holda u yo ajralgan bo‘ladi,
yoki uning atrofidagi barcha traektoriyalar yopig.

Qator holllarda juda foydali bo‘lgan yana bitta eslatmani bayon

etamiz:

Lo — limitik sikl —turg‘un, turg‘unmas (oddiy yoki murakkab ) yoki
yarim turg‘un bo‘lsin. Uning ixtiyoriy yetarlicha kichik atrofida ya’ni
na muvozanat holatini na undan fargli limit sikllarni o‘z ichiga
olmagan ixtiyoriy bunday atrofda L, dan tashgarida (ichida L, ni o‘z

ichiga oluvchi)

yotuvchi ham, L, ichida yotuvchi kontaktsiz sikllar hamma vaqt

yasalishi mumkin.

/“—_“\\\ V\\Iv
K B s V\
v - \ |
- \ ’,
y
y, {
" / / 4
: /
/ /,
/ /
\ \\ // 7 Y A
\ y /
\ > /
7 —rasm

25



1.4 -§. Cheksizlikda integral egri chiziqlar holatini o‘rganish.

Puankare sferasi.

Ko‘p hollarda yopiq traektoriyalar mavjudligi hagidagi masalani tadqgiq
etish uchun cheksizlikka uzoglashganda trayektoriyalar holati hagidagi
ma’lumotlar, ya’ni tekislikning ,, cheksiz uzoqlashgan “ qismlarini tadqiq
etish juda foydali hisoblanadi. Dinamik sistemaning o‘ng qismlari —
ko‘phadlar holida, buning uchun fazoviy tekislikka ,, Puankare sfera “ si
deb ataluvchi, ya'ni x,y tekislikka koordinata boshida urunuvchi
sferaga akslantirishdan foydalaniladi. x,y tekislikning har bir nugtasiga
sferaning sfera markazidan va tekislikning bu nugtasidan o‘tuvchi
to‘g‘ri chiziqda yotuvchi sferaning ikki nuqgtasi mos qo‘yiladi.
Ekvatorga (x,y tekislikka parallel katta dira) tekislikning cheksiz

uzoglashgan nugtalari akislantiriladi (8 — rasm).

8 —rasm

Tekislikning integral egri chiziglari buyich sferaning mos egri
chiziglariga o‘tadi, bunda egar, tugun va fokuslar o‘z ko‘rinishini

saglaydi.
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Lekin sferada ekvatorida yotuvchi yangi maxsus nugtalar paydo
bo‘ladi. Ko‘pincha bunday maxsus nuqtalar yuqori tartibli bo‘ladi.
Sferaga o‘rinma quyi urinish shar orthogonal proyeksiyasi butun x,y

tekislikni doira ichiga qulay yakuniy akislantirishni beradi.

(A) sistemada P(x,y) va Q(x,y) o‘ng gismlar- x va y
bo‘yicha ko‘phadlar bo‘lsin.

X = i, y == almashtirish y o‘qi ., uchlari“ ga mos keluvchi

Z

nuqtalardan tashgari, Puankare sferasi ekvatorida yotuvchi maxsus
nugtalarni o‘rganishga imkon beradi. z va u to‘g‘ri burchakli dekart
koordinatalari bo‘lib xizmat qilgan tekislikni qurish mumkin: bu x,y
tekislikka perpendikulyar sferaga urinma tekislik bo‘ladi. u o‘qi
ekvator tekisligida yotuvchi to‘g‘ri chizig bo‘ladi (y o°‘giga parallel).
Bunday ikkita tekislik o°‘tkazish mumkin. z va u o‘glar yo‘nalishlari

urnini tekislikning joylashishiga bog‘lig bo‘ladi.

\——j/ l

1

\
.
\ <N
N O
;.\\\‘
~_

[~
<]

~
{;

9 —rasm

y o‘qi uchlarini tadgiq etish uchun x=§, y=§ deb olish lozim.

Bu holda z, t tekislik x o‘giga parallel joylashadi.



almashtirish (A4) sistemani

sistemaga yoki

Q/zu/z) _
d_u _ __PQ/zu/z)
dz z

tenglamaga olib keladi. Agar (1) sistemada o‘ng qismlari umumiy

maxrajga keltirsak, u holda biz ravshanki

dz _ P*(zu) du _ Q*(zu)
at~ zn ’ at  zn (2)

sistemani olamiz (n—P(x,y) va Q(x,y) ko‘phadlarning eng katta

darajasi ).

Yangi

parametrni kiritib  (2) sistemani

Z=P(zu), T=0Guw

d‘r_ T_

ko‘rinishida (P* (z,u) va Q*(z,u), ravshanki, - ko‘phadlar) yoki

du _ Q' (zw)
dz P*(z,u)

bitta tenglama shaklida ifodalay olamiz. Maxsus nuqgtalar (ekvatorida)
P*(0,bu) =0, Q*(0,u)=0 3)

tenglamalardan yoki
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0W/zn/n) g (g

z=0, P(1/zu/z)

tenglamalardan topiladiki (bu tenglamalardan ikkinchisi z =0 da
go‘shimcha aniqglanadi ). Agar tenglamalarning ikkinchisi aynan
ganoatlantirmasa, u holda Puankare sferasi ekvatori integral egri
chizigdan iborat. Agar P(x,y), Q(x,y) — bir xil darajali kuphadlar

bo‘lsa, u holda ekvatordan maxsus nuqgtalar koordinatalari
Q,(1,u) —uP,(1,u) =0

tenglama ildizlari sifatida topiladi, bu yerda Q, va P,— Q va P
lardagi eng yo‘qori darajali hadlari har bir ildiz diametrikal garama —

garshi joylashgan ekvatordagi ikkita maxsus nuqgtaga mos keladi.

Ekvatordagi ixtiyoriy sodda maxsus nugta yo tugun yo egar
bo‘ladi.

Puankare alomati. Agar Q va P bir xil darajali bo‘lsa, u holda
oddiy z=0, u=u, maxsus nuqtaegar bo‘ladi, agar u uy, —& dan

uy, + & gacha o‘zgarganda

Qn(1,u) _
Ph(1u)

ifoda manfiy giymatlardan musbat giymatlarga o‘tsa va tugun bo‘ladi,

agar ko‘rsatilgan ifoda musbat giymatlardan manfiy giymatlarga o‘tsa.
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I1-BOB. Tekislikda sistema trayektoriyalarini tekshirish

2.1 -§. Chekli tekislikda koeffisentlari (1.35) formulalar bilan

berilgan (1.1) sistemani tekshirish.
Koeffisentlari (1.35) formulalar bilan aniglanuvchi (1.1) sistema

berilgan bo’lsin. (1.4), (1.18) integral egri chiziglar (1.36) formulalarga

ko’ra

33275 5

3 2 3 2 6171 o 121 5 _

x° + 12ax Jaxy tay®+——a'x ——a‘y+——a 0 (2.2)
1 25

—an+ny—1—6an—0 (2.3)

ko’rinishga ega.

(2.1) sistemaning muvozanat holatini topamiz. Sistemaning o’ng
gismlarini nolga tenglab va x o’zgaruvchini chiqarib, muvozanat holatlari

ordinatalarini aniglash uchun quydagi tenglamani olamiz:

8192y* — 11776ay? + 5480a?y? — 825a3y = 0 (2.4)
(2.4) dan
5 15 11
3’0:0;3’12551,)’2:501,}73:501 (2.5)

ni olamiz. Sokinlik nugtalari absissalari

15 35 33
Xo=0, x, = —a, X S a4, X3=——a (2.6)

ko’rinishga ega. (2.5) va (2.6) ga ko’ra (2.1) sistema

15 5 35 15 33 11
O(OIO)I A(_:a,ga), B(—?a,3—2a), C(_?a'?’_za)
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to’rtta muvozanat holatiga ega. O ,A,B,C muvozanat holatlar atroflarida

trayektoriyalar holatini tadgiq etamiz.

1. 0(0,0) nugtani tadgiq etamiz 0(0,0) nuqtada xarakteristik
tenglamani tuzamiz [10,s. 1760-1765]

63 1
P(x,y) = ax + gy +Zx2 + 2xy

87

9
—_— — 2
Q(x,y) = 64ax 32ay+3y

, 1
P.(x,y) = a+§x+ 2y

bundan

' 63
Py =?a+2x,

Q;c(ny) = _69_4_‘1:

Qx(x,y) = ——a + 6y (2.7)

Demak, xarakteristik tenglama

63
P-4 B | |24 Fa 4
Q: Q-4 |[_°% 87 |
62% 33274
2,55 825
322 T512% T

ko’rinishni oladi. (2.1) sistemaning 0(0,0) nugta uchun xarateristik

sonlari

_ 55++/385
12 = 64 -

lardan iborat.
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Ay, A, ildizlar - haqgiqiy, turli ishorali, a parametrga bog’liq emas. Demak

0(0,0) nugtg - egar.
15 5 . . .
2. A(—:a, ga) nugtani tadqiq etamiz.

A nugtada xarakteristik tenglamani tuzamiz. (2.7) tengliklarga ko’ra

xarakteristik tenglama

3 1 3
8" 8" |_,
9 33 3
64% 329
2 45 /1+225 2 ¢
32 T512% T
1 - 45a +V225a? B 45a + 15a
Lz = 64 T 64
Ko’rinishni oladi, ya’ni
/11 - Ea ) /12 - 1_5a

Ay, A, ildizlar —hagiqiy, bir xil ishorali, a parametrga bog’liq emas. Agar
a < 0 bo’lsa, A(—ljsa,ga) nugta — turg’un, agar a > 0 bo’lsa
A(—Z—Sa,ga) nuqta noturg’un tugun.

5 5 . . .
3. B(—%a,;—za) nuqtgni tadqiq etamiz.

(2.7) tenglikni qo’llab, B nuqtada xarakteristik tenglamani tuzamiz

1 7
2° 8% |_,
9 3
62t 32¢
5 75
2 - Ry
A SZCM 512a 0



Ay, A, ildizlar — hagigiy va bir xil ishorali. Demak, B(—%Sa,ga) nuqta —

Ixtiyorily a parametrda egar.
4, C(—%a,%a) nuqtani tadgiq etamiz.

(2.7) ifodani hisobga olib nugtada xarakteristik tenglamani tuzamiz:

3 3
—ga—/l —ga _ )
9 21
et TxpeA
A2 +£a,/1+£a2 =0
32 512

(2.1) sistemaning C(—%a,%a) nugtasi uchun xarakteristik sonlar

B —33 4+ 3v33
1,2 — 64 a

lar bo’ladi. A, ildizlar — xagiqiy va bir xil ishorali. Demak C(-=a,-a)

nugta —agar a > 0 bo’lsa turg’un tugun, a < 0 bo’lsa noturgun tugun.
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2.2- §. Tenglamalar sistemasini tekislikning cheksiz o’zoqlashgan

gismida tekshirish.

Yopiq trayektoriyalar mavjudligi hagidagi masalani tadqiq etishuchun
cheksizlikka uzoqlashganda trayektoriyalar holati haqgidagi ma’lumotlar
ya’ni  tekislikning cheksiz uzoqlashgan qismlarini tadqiq etishjuda
muhimhisoblanadi.

Buning uchun Puankare almashtirishidan [7] foydalanamiz
_1 —
X=-,y=- (2.8)

u Puankare sferasi ekvatorida OY o’qi uchlaridan tashqarida joylashgan

maxsus nuqtalarini o’rganishga imkon beradi.

1 z%(-az —%auz —%— 2u)

N
Il
I
|
=
Il

x2 72

2_1 63 ~, 119
u=—1x+ly=u U~ g au’z — 55 auz
x2 X

ZZ

ga ega bo’lamiz. Demak, (2.8) almashtirish (1.1) sistemani

dz _ z(—az—%auz—%—Zu)
at 1 632 9 119 (2'9)
du UW—u—>au?z-—az-——auz
au _ 4 8 64 32
dt z
sistemaga o’tkazadi. Yangi t = 2t vaqt kiritamiz. (2.9) sistema
dz 63 1
= z(—az—gauz—Z—Zu)
du 5 1 63 - 9 119 (2.10)
—=u‘—-Uu——au‘z——az——auz
dt 4 8 64 32

ko’rinishni oladi. u o’qida cheksiz uzoqglashgan nuqtalarni, ya’ni z = 0 da

organamiz.

34



dz

dr (2.11)

du 2 1
—=u-—-u
dt 4

ni olamiz. (2.11) sistemaning ikkinchi tenglamasini nolga tenglab

ni olamiz. Shunday qilib muvozanat holatlari bo’lib ikkita N (0,0), N2(0,%)

hisoblanadi.
N; , N, nuqgtalar xarakterik tadgiq etamiz.
1. N,(0,0) nugtani tadqig etamiz.

(2.10) sistemaning N; nuqgtada xarakteristik tenglamasini tuzamiz.

1
PZ’=—2az—Tauz—2u—Z,
, 63
uz—gaz —ZZ,
o 882 2, 119
Q, = S au” ——a——au, (2.12)
s 1 63 119
Q, =2u 2 4a,uz 32az

(2.12) ifodalarga ko’ra xarakteristik tenglama olamiz.

Bundan A== Ay=—=

larni olamiz. A,,1, — haqgiqgiy va bir xil ishorali. Demak N, (0,0) nugta—

turg’un tugun.
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2. NZ(O&) nugtani tadqiq etamiz.

(2.12) ifodani hisobga olib N, nuqgtada xarakteristik tenglamani tuzamiz.

> A 0
4 =0
25 1 1
16"
(-3-7)G-)=0
4 4 B
mos ravishda xarakteristiksonlar A; = —%, Ay =% larga teng bo’ladi.

A4, A, — ildizlar haqiqiy, turli ishorali. Demak, NZ(O,%) nugta — egar.

0Y o’qi oxirida tekislikning cheksiz uzoqlashgan qismini
— V —

=z VT3
[7] almashtirish yordamida tadgiq etamiz. Bu almashtirish (2.1) sistemani

9 87
dz _ Z(aavz+5az—3)

at z (2.14)

1 9 63 119
dv  Vi-v+—aviz+=az+—avz
av _ i 64 8 32

dt z

sistemaga o’tkazadi. t = 2t yangi vaqt kiritamiz, u holda (2.14) sistema

dz 9 87
= 2(6—4avz+3—2a2 — 3)
2.15)
v 1 9 63 119 (2.
—==vi—v+=aviz+=az+—avz
dt 4 64 8 32
ko’rinishni oladi. z =0 da
dz _
dat o
. (2.16)
—=-p%—vy
dat 4

ni olamiz. (2.16) sistemaning ikkinchi tenglamasini nolga tenglab
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ni olamiz. OY o’qi uchlarida muvozanat holatlarni tadqgiq etish uchun
fagat N5;(0,0) nugtani tadgiq etish zarur. (2.16) sistemani N; nugtada
xarakteristik tenglamasini tuzamiz.
-3-1 0
63

i -1-4

=0

(-3-)(-1-A) =0
mos Xarakteristik sonlar
/11 = -3 ) /12 =-1

lardan iborat. A;, 4, — ildizlar haqiqiy, bir xil ishorali. Demak, N5(0,0) -
turg’un tugun. Endi (2.1) sistemaning muvozanat holat tagsimanitini 1-

jadvalko’rinishida beramiz.

N1 N2 | N3

(-0;0) |c Y+ |c V- Y+ |c Y+

(0;+0) |c V- |c V+ Y+ v V+

10-Jadval.

Eslatma. ¢,y*,y~ —lar orqali mos ravishda egar, turg’un tugun, noturg’un
tugunlar belgilangan (1.4),(1.18) egri chiziglar olati va ularga nisbatan
a>0 va a <0 da muvozanat holatlarning joylashishi mos ravishda
1(a,b) rasmlarda tasvirlangan.
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11-Rasm. a) (a > 0)
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11-Rasm. b) (a < 0)
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I11- BOB. Berilgan integral egri chiziqqa ega bo‘lgan differensial

tenglamalar sistemalarini tuzish.

3.1-§ Berilgan integral egri chiziqqa ega bo‘lgan differensial

tenglamalar sistemalarini tuzish.
1=Q(xy),  y=Ply) (1)
sistema uchun
W(x;y) =0 (2)
egri chiziq integral chiziq bo‘lsin. Ya’ni (1) sistema
x=x(), y=y() 3)
yechimga ega bo‘lib, uning uchun
W(x(t),y(t) =0 (4)
shart bajariladi. Bundan (3) funksiyalar uchun yoki (2) shartda
aw aw
EQ + EP =0 (5)
o‘rinli ekanligi kelib chiqadi.
ow ow . _
5 ¢ +EP=T(w,x,y) (6)

deb bilgilash kiritamiz. Bu yerdan
F,x,y) =0 (7)
ni hosil gilamiz.

Demak, agar biz (1) sistema (2) integral egri chiziqga ega bo‘lishini
hohlasak, u holda (7) shartni ganoatlantiruvchi F - ixtiyoriy funksiyani o‘z
ichiga olgan (6) tenglikni ganoatlantiruvchi @ va P larni topishimiz
kerak. Bundan tashgari, masalan, Q ni
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0 y) = Fi(w,x,y) = 5T M (x,y) ®)

ko‘rinishda olish mumkin. Bu yerda F; (7)- xossaga ega bo‘lgan funksiya

M (x;y) - ixtiyoriy (8) dagi Q ni (6) ga quyib
ow

PRy oW

PTTaw T
dy

M

ni topamiz. Bu yerda birinchi qo‘shiluvchi (7) xossaga ega. Shuning

uchun
d
P=BW%w—£MUw)ﬂ®mw=0

deb yozish mumkin.

1-Teorema. (1) sistema(2) integral egri chiziqga ega bulishi uchun u

¢ = Fy( )——WM( )
x=F,(w,x, X;
1 y 3y y

y = Fa(w,x,y) + 5 M(x;) (9)

ko‘rinishga ega bo‘lishi zarur va yetarli. Bu yerda F; va F, lar (7)
Xossaga ega. M (x;y) -ixtiyoriy funksiya. F;,F,, M va W funksiyalarni (1)
sistemaning (2) ko‘rinishdagi yechimi mavjudligi shartini qanoatlantiruvchi

funksiyalar.

Bu yerda W differensiallanuvchi funksiya. Masalan, (2) egri chiziq
nuqgtalari atrofida P va Q lardan uzluksiz hosilalarining mavjudligini talab
qilish yetarli. Agar biz (2) egri chiziq uchun qo‘shimcha xossalarini talab
gilsak, u holda mos ravishda P va @ wuchun ba’zi qo‘shimcha

shartlarning bajarilishini talab qilishga to‘g‘ri keladi.
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Masalan. Agar (2) egri chizigning (x,,v,) hugtasida M (x,,v,) =0 ga
ega bo‘lsak, u holda (x,,y,) nhugta (1) sistemaning muvozanzt nugtasi
bo‘ladi. Berilgan integral egri chiziglar to‘plami yoki parametrik shakilda

berilgan
W(x,y,t) =0, W,(x,y,t)=0

egri chiziq uchun (1) ko‘rinishdagi sistemani tuzish mumkin. Shuningdek
bu masalalarni n ta tenglamalar sistemasi uchun yechish mumkin, bundan
tashgari  berilgan integral sirtlarga ega tenglamalar sistemalarini tuzish

mumKin.
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3.2.§ x*+y?—1=0 integral egri chiziqqa ega bo‘lgan polinomial

differensial tenglamalar sistemasini tuzish.

dx - D
T 2 a;jx'y! = P(x;y)

itj=1

(1)

d 3
y o
== ) byxiyi =05 )

dt £
i+j=1

Sistema Dberilgan bo‘lsin, bu yerda P,Q haqiqiy koeffisientli funksiyalar.
Bu sistemalar uchun

W=x?>+y2—1=0 aylana (2) sistemaning trayiktoriyasidan iborat

bo‘Isin.
W,P + W, Q = WM (2)
Ayniyatni garaymiz, bu yerda M  biror ikkinchi darajali ko‘phad.

2x(a10X + A1V + Apox? + ay Xy + agyy? + azx® + ay X%y + a,xy?
+ ap3y°)
+ 2y(bygx + bg1y + baox? + byyxy + boyy? + bygx3 + by x2y
+ byxy% + by3y3) = (x2 + y?2 — 1)(Ax? + Bxy + Cy?)

kelib chigadi. Birhadlar bir xil darajalarni koeffisentlarini tenglashtirish

natijasida
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x? 2a,0 = —A

Xy 2a,y9 + 2byy = —B
y? 2byy = =C

2050 =0

x%y|  2a;1+2by,y =0
xy? 2a9, + 2by; =0
y? 2by; =0

x' 2050 = A

x3y|  2a,; +2b3y =B
x%y3d  2a;,+2by; =0
xy3|  2ay3 +2b3y =B

y4 2b03 = C

ni hosil gilamiz. Bundan

A3z0 = —Qqp bso = —(ap; + az; +byg), az =0,
b1 = —(ayo + asz + bg1), b1, = —(ap1 + agz + byp),
boz = —by1, byo = —ay;, by, =0 (3)

ni topamiz. (3) shartlar bajarilganda (1) sistema
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dx _ 2 3 2
— = Aq0X T Ap1Y + A11XY + QoY " — Q10X~ + A1 XY+

dt
+a1,xy% + ag3y® = P(x,)
(4)
dy
ar bioX + bg1y — a11X* — agaxy — (g1 + az1 + byo)x*
— (ay0 + @12 + bo1)x%y — (agq + Aoz + b1g)xy* — bo1y°
=Q(x)
ko‘rinishga keladi.
Natijada w(x;y) =0 yechimga ega bo‘lgan uchinchi darajali

differensial tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. w(x;y) =x% +y? —1
funksiya (4) sistemaning integrallovchi ko‘paytuvchisi bo‘lishini talab

etamiz. U holda
WP +W,Q = -W (P +0Q,) (5)
ayniyatdan

2x(ag0x + g1y + a11xXy + agzy? — a10x° + az1x*y + appxy? + ag3y”)
+ 2y(byoX + b1y — ay1x% — agaxy — (@gq + azq + byg)x®
— (@10 + ayz + bo1)x?y — (ag1 + ag3 + b1g)x*y — by1y?)
= (-1 —x% —y?)(ayo + a11y — 3a10x? + 2a,xy + a;,y°
+ bo1 — Aopx — (@10 + a1z + bo1)x? — 2(ag; + agz + byg)xy
= 3bo1y?)

ga ega bo‘lamiz. Birhadlar bir xil darajalari koeffisintlarni tenglashtirib
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0 == a10 +b01

0 = —ap,
0 = all
2a19 = —3a,9 — a19 — (ay9 + 42 + by1) — by

2by; = —ay9 + a1, — bgy — 3by

2a91 + 2byg = 2a31 — 2(ag; + ag3 + byp)

0 = aop,

2ay17 —2ay7 = —aqq

2002 — 2002 = Aoy

0=—-ay

—2a19 = 3a19 — (ay0 + @12 + bo1)

2a31 — 2(agq + az1 + byg) = —2a3, — 2(agq + g3 + byg)

2a12 - 2(&10 + a12 + b01) == _alz + 3b01 + 3a10 +
(a10 + a1z + by1)

—2(agy + ag3 + b1g) + 2a93 = —2a,; — 2(agq + agz + byg)

_2b01 = _a12 + 3b01
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tengliklarni hosil gilamiz. Bundan

a0 + Doy =0, ap2 =0, a;; =0, 6ayg+2ap; = —a13, 4a19 = —Qy2,
4ay, +4by, = 2a51 — 2043, 3a19 — a2 =0, —2a,1 — 2a43 =0,

6a,, + 6by; =0, 2ay3 = —2a,,, 5by; — a5, = 0.

a10 = —bo1, a;; =0, ag; =0, 12 = 5byq, Qo3 = —azq,

Az1 = Aoz + 2(ag1 + b1o), g1 +b1p =0, az =0. (6)
ga ega bo‘lamiz. ay; Vva by, ixtiyoriy parametrlar bo‘lgani uchun ularni
ag1 + byp =0 (7)

tenglik bajariladigan qilib tanlaymiz. (6) shartda ma’lumki (4) sistema
holatlar fazosining chekli qismida fagat markaz va egarlar tipidagi

muvozanat nuqtalarga ega bo‘lishi mumkin.

dy _Q(xy)
dx  P(x;y)

tenglamani umumiy integralini topamiz. Tenglamani
Q(x;y)dx —P(x;y)dx =0

Simmetirik  ko‘rinishda yozib olamiz va Wisy)=x?+y2—-1

tenglamaning integrallovchi ko‘paytuvchisi bo‘lgani sababli u

(x% +y2 —1)Q(x; y)dx — (x* + y?> — 1)P(x; y)dx = 0
shakilda bo‘ladi. hosil bo‘lgan tenglama
to‘liq differensialli tenglama. (6) va (7) larni hisobga olsak bu tenglama

(x% +y? = 1)(b1oX + bo1y — ag3x® — agsxy® — b°'y3)dx — (x? + y? —

1)(=bo1x — b1y + bo1 %3 + ag3x?y + agzy®)dy = 0
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ko‘rinishga ega bo‘ladi. To‘liq differensial sharti bajarilishini tekshiramiz.
Q:1(x;y) = (x? + y? = 1)(b1oXx + bo1y — ag3x® — ag3xy? — bo1y°)
Pi(x;y) = —(x* + y? = D)(—bo1x — byoy + bo1%° + ag3x?y + agsy°)

0
diyl = 2y(bo1x + bg1y — Agzx> — ag3xy? — bo1y?) + (x* + y* — 1) X

X (bo1 — 2a93xy — 3by1¥?)

P,

ox —2x(=bo1X — byoY + bo1x* + ag3x?y + ag3y*®) —

—(x% + y? = 1)(=bo1 + 3bg1x* + 2ay3xy)

Umumiy integralni topish uchun aniglanish sohasida (0;0) nugtani

tanlaymiz va integrallab topamiz.

x y
j Py (x; y)dx +f Q1(0;y)dy =C
0 0

X
j (x% +y? = 1)(bo1Xx + bg1y + ag3x® — ag3xy* — by1y>)dx —
0

— ] % = D(bioy + agsy®)dy =C (8)
va natijada
—borxy(x® +y? = 1) =GP +yH (P +y? - 2) = C (8)

Umumiy integralga ega bo‘lamiz.  ay3; dan tashgari (4) ning barcha
koeffesentlarini tayinlaymiz. U holda a,; bu parametrning bifurkatsiya

qiymati bo‘ladi, chunki ay; = a,,; da sistema konservativ.

g3 Ning a,; qiymatdan ortish yoki kamayishida (2) ga ko‘ra sistemaning

konservativligini buzadi.
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3.3-§ Sistemani tekislikning chekli gismida tekshirish.
0o > 0 — shunday yetarlicha kichik son bo‘lsinki
(ay, + 80)T% + 6bg1T+ay; =0
tenglama haqiqiy ildizlarga ega bo‘lmasin va

|6bg1 £ 2a,1| = 6y, tengsizlik o‘rinli bo‘lsin. &, ning bunday tanlanishi
keyingi mulohazalardan aniq bo‘ladi. ayg3 = a,; +38 deb olamiz, bu yerda
|6] < & .

(6), (7) shartlarni hisobga olganda (4) sistemani

dx
dt
)

. _
d_Jt’ = —bg1y(x? + y? — 1) — x(ap; + az;x* + 4bg1xy + (az1 + 8)y?) = Q(x;y)

= bo1x(x% + y2 — 1) + y(ag; + ap1x? + 4bgyxy + (ay; + 6)y?) = P(x;y)

ko‘rinishda yozish mumkin.
Bu sistemani tekshirish uchun quydagi shartlarni qo‘yamiz.
1 (0;0) maxsus nugta xaraktiristik tenglamasi sof mavhum ildizlarga ega.

2 (0;0) dan fargli maxsus nugtalar T:x?+yZ—1=0, yopiq

trayektoriya ustida ham, ichida ham yotmaydi.
U holda
ag, — bg; >0 (10)

tengsizlik bajarilishi kerak. (2) ayniyatga ko‘ra (9) sistemaning < ga

tegishli bo‘lmagan maxsus nuqtalari M = 2by, (x? —y2) =0 egri

chizigda joylashgan.
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(9) sistemaning I:x?+y?=1 egri chiziqga tegishli bo‘lmagan

muvozanat holatlarini topamiz. Malumki bu nugtalar 2by,(x? —y?) =0

egri chizigda joylashgan. Shunday qilib, (9) sistemaning maxsus nugtalari

170195(752 + 3’2 —1) +y(ap; + a21x2 + 4by xy + (az, + 5)3’2) =0
_b01)’(x2 + )’2 —1) —x(ap; + az1x2 + 4bg xy + (a, + 5)}’2) =0 (11)
x2—y2=0

algebraik tenglamalar sistemasining yechimlari bo‘ladi. Bu sistemani ikki

sistemaga ajratamiz.

190195(952 + yz — 1) +y(ap;, + 0121952 + 4byxy + (az, + 5)3’2) =0
_19013’(952 + 3’2 —1) —x(ap; + a21x2 + 4by1xy + (a1 + 5)3’2) =0
X=y

va

b01x(x2 + }’2 —1) +y(ap; + 0121952 + 4boxy + (az, + 5)3’2) =0
—b01y(x2 + 3’2 —1) —x(ap; + a21x2 + 4by1xy + (a1 + 5)3’2) =0
X ==y
ag; >0, by; > 0; holni garaymiz:
Sistemani yechib:
b01X(2x2 - 1) + X(a01 + a21x2 + 4‘b01x2 + (a21 + 5)3(2 = O

x[b01(2x2 - 1) + a01 + (a21 + 4‘b01 + a21 + 5))(,'2] = O

_b01 + aoq + (26121 + 6b01 + 5)3(,'2 = 0, x=0

x2 = bo1—0o1 x =+ bo1—001
2a21+6b01_6 2a21+6b01+6

larni topamiz va natijada quydagi nuqgtalarni topamiz: (0;0)
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— Qo1 bo1 — apq
Za21 + 6by, + 5’ 6bg, + 2a,, +6 [

— Qo1 bo1 — ao1
6b01 + 2a,, + 5 6bg, + 2a,, +6 |
Qo1 +bo1 _ Qo1 + Doy
6b01 - 2a21 - 5, 6b01 - 2a21 - 6 ’

ol - ao1 +bo1 Qo1 + bo1
6b01 - 2a21 - 6, 6b01 - 2a21 - 6 .

murakkab bulmagan hisoblashlar yo‘li muvozanat nuqtalari A,B,C,D, & Z

va agar ag; +a,; #0 bo‘lsa, Z egri chiziq bilan chegaralangan

sohadan tashqarida yotadi.

ag1+2a,1+6 ag1t+2a,1+6 2a,1+6 2a,1+6
b01 ]_ 01 521 ;_ 01 521 [n] 261 . 21 [n

~

]_ \/(a01+a21;-6)(a21+6) : \/(a01+a21;-6)(a21+6)[ = (12)
® to‘plam bo‘sh emas.
Masalan, ao; =8, @ =—- bo‘lsa, uholda

B ]—1 +6 1-6

1 6 " 6
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1- Eslatma. Agar ay; <0, by; <0 bo‘lsa, (12) oraliglarning chetki
qiymatlarini o‘rni almashadi.

2- Eslatma. Agar ay; >0, bg; >0 bo‘lsa, uholda 2a,; +6 <0,
chunki aks holda A, B, C, D - maxsus nuqtalar bo‘Imaydi.

3- Eslatma. Agar (10), (12) shartlar tanlansa, u holda ay; >, by; > 0
shartlarda ay; + a,; > 0 tengsizlikga ega bo‘lamiz.

4- Eslatma. (10) va (12) shartlardan 3by; + a,; < 0 kelib chigadi.

1-Lemma. (9) differensial tenglamalar sistemasi cheksiz uzoglashgan
nuqtalarga ega bo‘lmaydi, agar (10), (12) va ag; >0, by; > 0 shartlar

o‘rinli bo‘lsa.

6 =0 da bu tasdigning o‘rinliligi Puankare sferasi ekvatorli maxsus

nugtalari.
Z = O, (1 + TZ)(a21T2 + 6b01T + a21) =0 (13)

sistemani ganoatlantirishidan kelib chigadi, u 4- eslatmaga ko‘ra birgalikda

emas. Agar 6 # 0 bo‘lsa, u holda cheksizlikdagi maxsus nugqtalar
zZ = 0, (a21 + 6)T2 + 6b01T + a1 = 0
sistemani ganoatlantiradi, bu ham 4- eslatmaga ko‘ra birgalikda emas.

(9) sistemaning trayektoriyalari holatini 6 = 0 da garaymiz. Buning uchun

x=0, y=0 tog‘ri chiziglardagi fazoviy tezligi komponinti ishoralarini

garaymiz.
d d
d_: = y(aps + azy?), d_{ = by1y(1 —y?)
x=0 x=0
dx _ 2 dy — 2
atlo_ = boyx(x* — 1), il = —x(ap1 + az1x°) (14)
y=0 y=0

3- eslatmadan va (14) munosabatlardan
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nugtalarda (9) sistemaning trayektoriyalari vertukal (gorizantal) urunmaga
ega, va koordinata o‘qlarida vektor maydoni 1- rasimda tasvirlangan.
1-lemma, 1- rasimni va qaralayotgan holda sistema fazoviy tekislikning
chekli gismida fagat markaz va egar tipidagi muvozanat nugtalarga ega
ekanligini hisobga olib A, O, B, —markazlar, C,D —egar nugqtalar tipida

bo‘lishini aniqlaymiz.

Fazoviy tasvir 2- rasimda keltirilgan.
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3.4-§ Sistemani cheksizlikda tekshirish.

ekanligini ko‘rsatish mumkin. [1] ga ko‘ra Puankare sferasining z =0
ckvatori sistemaning integral chizig‘idan iborat bo‘ladi. Endi (9) sistemani
barcha parametrlarni ma’lum deb qabul qilamiz va sistemaning birinchi

(ikkinchi) tenglamasi o‘ng qismiga
@(x) = px — px°;
W(x) = =px*y)

funksiyalarni qo‘shamiz, bu yerda p —yetarlicha kichik haqgigiy son, uning

tanlanishini keying mulohazalarda aniglashtiramiz.

Natijada (6), (7),(10),(12) shartlarni ganoatlantiruvchi (4) sistema
uchun a,q ni aj, = —b;, bifurkatsion giymatga bo‘lgan parameter sifatida

garaymiz.

(9) dan yuqorida ko‘rsatilgan qo‘shimchalar yordamida olingan sistemani

(9) nomirlaymiz.

2-lemma. Agar (10),(12) shartlar bajarilsa va (0;0) — (9)
sistemaning oddiy turg‘un (noturg‘un) fokusi bo‘lsa, u holda ¥ - trayektoriya

oddiy noturg‘un (turg‘un) limitik sikildan iborat.

Hagigatdan, (10),(12) shartlarga ko‘ra T ichida yagona muvozanat holati
Agar B <0(B>0) bo‘lsa (0;0) - turg‘un (turg‘unmas) fokus tipidagi
muvozanat xolati bo‘ladi. Bundan tashqari ¥ da maxsus nuqtalar yo‘q va

¥ ning xarakteristik ko‘rsatkichi.
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1 (T
h =7f0 (P; + Qy)dt = =38 > 0(< 0)

shuning uchun T- noturg‘un (turg‘un) limitik siklni tashkil etadi.

3-lemma. (7),(10),(12), by; >0,ay; >0, 0< 6 <6, shartlar

bajarilgan bo‘lsin.
U holda T aylana (9) sistemaning yarimturg‘un limitik sikli bo‘ladi.

A va B maxsus nugtalar oddiy fokus tipidagi maxsus nuqtalardan iborat,
ularning har biri atrofida hech bo‘lmaganda bitta noturg‘un limitik sikl

mavjud.
Isbot. Koordinatalar sistemasini buramiz:

VI B _E T
X=X ==y, y=_X+y (15)
Natijada (x,y o‘zgaruvchilar belgilashlarini o‘zgartirmasdan)

dx
E ==Yy {(xz +y2 — 1)bo; — (ap; + 5121(952 +y2) + 2b01(x2 - 3’2)

0 ~
+§(x+y)2)} = P(x;y)
_ —X {(xz + 3’2 — 1)by1 + (ap1 + a21(x2 + 3’2) + 21901(952 + yz) +

dt

S2v+y2)= 0y (16)
sistemaga ega bo‘lamiz.
Bundan ko‘rish mumkinki

P(—x;—y) =—P(x;y), Q(—x—y) =—-Q(x;y)

ya’ni  (16) sistemaning fazoviy tasviri koordinatalar boshiga nisbatan
simmetrik.
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Bundan yana & =0 da (9) sistemaning vektorlar maydoni y = +x
to‘g‘ri chiziglarga nisbatan simmetrikligi kelib chigadi va 2- rasm buni

to‘la tasdiqlaydi.

Endi  (16) sistema trayektoriyalariga urinmalar og‘ish  burchaklari

tangenislarini absissalar o°‘qiga nisbatan simmetrik nugqtalarda taqqoslaymiz.

P(x;—y) = y{(x® + y* = Dbg; — (a1 + a1 (x* +y?) +

6
+2by; (62 = y?) + 5 (x = y))]
Q(x; —y) = —x{(x* + y* — Dbg1 + (ag1 + ap; (x* + y?)
2 2y 4§ 2
+2bos (2 =) +5 (=)D} (17)
(15) dan ko‘rinadiki
PG =) > |P(x;y)),
Q0 -] <[QCs )], (x>0y>0)

va demak

Q(x;—y) Q(x;y)
P(x;—y) < P(x;y) (18)

(16) sistema vector maydonining koordinata  boshiga  nisbatan
simmetrikligidan va (18) dan D va C egarlar a —separatrisalari aylanaga
intilishi va D(C) egar wr -separatrisalaridan pastda (yugorida) joylashgani
kelib chigadi. (3-rasm). Bundan tashqari, koordinata boshi murakkab turg‘un
fokus bo‘ladi, chunki [2]

bg16m

f 2 32
2a01 |a51—bgq

az = — <0 [2]
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(10),(12) shartlarga ko‘ra ¥ da maxsus nuqtalar yo‘q va bu aylana fagat

yarim turg‘un limitik sikl bo‘lishi mumkin. Yana (9) uchun
o(x:¥)) = Pe(x,y) + Qy(x; y) = —2bg1x* + 2by1y? — 28xy

ekanligini takidlaymiz. <A va B muvozanat holatlari y=x, to‘g‘ri
chiziqga tegishli bo‘lgani uchun, (A) = a(B) = —26xy <0 ya’ni A va
B turg‘un fokuslar. 1- lemmani va (9) sistemaning trayekyoriyalari
joylashishini e’tiborga olsak ¢ va t, w — separatrissalar A turgun

fokusdan o‘raladi.

Xalga prinsipiga ko‘ra A ni hech bo‘lmaganda bitta turg‘unmas
limitik sikl o‘raydi. Xuddi shunday m, va S, w — separatrissalar B
turg‘'un fokusdan o‘raladi va demak uni hech bo‘lmaganda bitta

turg‘unmas limitik sikl o‘raydi. Lemma isbotlandi.

Shunday qilib, biz “ markaz “ tipidagi muvozanat holatidan limitik sikl
paydo bo‘lish holiga duch keldik. (9) sistemaning koordinata boshini o‘rab
turuvchi limitik  sikllari hagidagi teorimani bayon etishdan oldin bizga
kerak bo‘ladigan [2] bifurkatsiya nazariyasidan ba’zi ma’lumotlarni

keltiramiz.
k — (9) sitemaning murakkab limitik sikl karraligi bo‘lsin. U holda
[2] - teorima ko‘ra:

Teotima -[2] [1] (murakkab limitik davradan limitik davralar paydo bo‘lishi
hagidagi teorima)
Agar

dx

2 = P(x,y) 2= Q(xy) (4)

N > 1 sinfli yoki dinamik sistema bo‘lib ¥, - uning k karrali (2 <k <N)
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Murakkab limitik davrasi bo‘lsa, u holda
1) Shunday &, >0 va 6, >0 mavjudki harganday (A4) sistemaga

k ranggacha &, yaqin bo‘lgan

dx d_y_ —
—=P+MQ, —=pP+Q (4)

harganday  sistema U, (L,) sohada k dan ortmaydigan yopiq

trayektoriyaga ega bo‘ladi;
2) Harganday musbat e <e, va 6 <§, uchun (A4) sistemaga k

ranggacha & yaqin N sinfli (yoki analitik) (A4) sistema mavjudki bu
sistema U, (L,) sohada k —ta yopiq trayektoriyaga ega bo‘ladi.

bu yerda u = tga maydonni «a burchakka burish.

Shunday ¢, > 0,8, >0 sonlar mavjudki, (9) sistemaga k ranga yaqin
ixtiyoriy B, U, (2) atrofida k tadan ko‘p bo‘lmagan yopiq trayektoriyalarga
ega bo‘ladi. Demak, &, > 0 bo‘lsin S, >0 -teorimaning birinchi sharti
bilan aniglanuvchi sonlar. U holda shunday &,B; sonlar topiladiki, bu

yerda
0<e<eg, 0<pB; <P, (19)

lar shunday shundayki , sistema 2 rangacha (9) sistemaga f; —yaqin,

U.(z) da aniq ikkita ajralgan yopiq trayektoriyalarga ega bo‘ladi [2].

[2] ga ko‘ra, (9) sistemaning (0;0) murakkab fokusning 7 bilan
kontaksiz sikl bilan chegaralangan yetarlicha kichik atrofi mavjud.
Ravshanki, a,, parametrning bifurkatsion giymat orqali o‘tishadi. (0;0)
murakkab fokus oddiyga aylanadi.

B, > 0 shunday kichik tanlaymizki, (9') sistema uchun 7 kontaksiz

bo‘lsin. Buyerda |B| < B
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2- teorema. (4) dinamik sistema (7),(10),(12),
a;; =392 =0,
Q12 =5bo1, Qo3 =0az +6
by; >0, apg; >0,a,9 = —by, + 5,

shartlarni ganoatlantirsin, bu yerda 0 < g < min{f;,5,} uholda (0;0)
koordinata boshini hech bo‘lmaganda ikkita (uchta) (9) ning limitik
sikli o‘rab turadi, agar -8, <6<0 (0<85<§,) bolsa. Bu
teoremaning musbat ¢ larda o‘rinliligi 2 va 3-lemmalardan kelib chigadi.
Lekin § > 0 da 3- lemma isbotidagi kabi o‘xshash mulohazalar yuritib,

z —urin turg‘un limitik sikl ekanligiga ishonch hosil gilish mumkin.

z g@a tashgi tomondan t— —oo, da trayektoriyalar asimptotik

yaqginlashadi, ichki tomondan esa t — 4o, da yaqginlashadi, chunki

by 6m
ay = — o1 >0

2 2
2a91+/ a5y — byy

[2] ga ko‘ra T egri chizig bilan chegaralangan sohada (0;0) atrofida

limitik sikl paydo bo‘lmaydi, lekin u U.(z) da tashgi tomonidan

murakkab z limitik gismdan paydo bo‘ladi. Bu sikl noturg‘un bo‘lad.

Teorema isbotlandi.

-6, <6 <0 da A va B maxsus nuqtalar turg‘un fokuslar bo‘lib,
turg‘un limitik sikllar bilan o‘ralgan. Buni 0 < 6 < §, holga o‘xshash
ko‘rsatish mumkin. (9) vektor maydonining Kkichik deformatsiyalash
yordamida turg‘un (noturg‘un) sikl atrofida osha turg‘unlikdagi sikl
mavjud bo‘lgan vektor maydonni olish mumkin. Shunday qilib,
1-teorema shartlarida yetarlicha kichik B >0 da (9) sistema yoki juft
sondagi (kam deganda to‘rtta), yoki toq sondagi (kam deganda beshta)
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limitik siklga ega. Bu hollarning har birida fazoviy ko‘rinish bir
giymatli quriladi. 4.(5) -rasm
0<86<8,(—6,<6<0)

holga mos keladi.
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»

12 —rasm
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v

13-rasm
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14-rasm
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16-rasm
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XULOSA

Bu bitiruv malakaviy ishda uchinchi wva birinchi tartibli egri
chiziglar ko’rinishida, ikkita xususiy integralga ega kvadratik ikki ulchovli
statsionar sistema qurilgan. Bunda egri chiziglar koeffisientlari sistemaning
ixtiyoriy parametrik orgali ifodalanadi. Olingan sistemaning sifat tadgiqoti
o’tkazilgan, uchta muvozanat holati topilgan, ulardan uchtasi A,B,C lar
integral egri chiziglarga tegishli. Tekislikning cheksiz uzoglashgan gismi
tadqiq etildi, limitik sikllar yo’qligi isbotlandi, egarlar separatrisalar holati
aniglanadi va umuman sistema trayektoriyalari holatining sifat tasviri

yasaldi.
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