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So`z boshi 
 

So`nggi yillarda mamlakatimizda oliy ta’lim sifatini oshirishga qaratilgan 

bir qancha chora-tadbirlar amalga oshirilmoqda. Chunki, jahon talablari 

darajasidagi raqobatbardosh kadrlar tayyorlash maqsadida talabalarga dunyo 

standartlariga javob beradigan bilim va ko`nikmalar berish bugungi kunning eng 

dolzarb masalalaridan biri bo`lib qolmoqda. 

Mazkur Ma‘ruzalar matni “Matematik analiz” fani bo`yicha tayyorlangan 

bo`lib, u “5130100-Matematika”  yo`nalishi talabalari uchun 1-semestrga 

mo`ljallangan va Namangan davlat universiteti “Matematika” kafedrasi 

o`qituvchilari tomonidan tayyorlangan. Ushbu Ma‘ruzalar matni 

mamlakatimizda “Matematik analiz” fanini o`qitish bo`yicha uzoq yillardan beri 

to`plangan boy tajriba, O’zbekiston Milliy universiteti professor-

o’qituvchilarining ma’ruzalari hamda rivojlangan xorijiy davlatlarning yetakchi 

Oliy ta’lim muassasalarining tajribalaridan foydalangan holda, shuningdek, 

ularning o`quv dasturlaridagi asosiy adabiyotlardan foydalangan holda yaratildi.  

Matematik analiz fani oliy matematikaning fundamental bo`limlaridan 

biri bo`lib, u matematikaning poydevori hisoblanadi. Matematik analiz kursi 

davomida ko`pgina tushuncha va tasdiqlar, shuningdek, ularning tatbiqlari 

keltiriladi.  

Matematik analiz fanining asosiy vazifasi shu fanning tushuncha, 

tasdiqlar va boshqa matematik ma’lumotlar majmuasi bilan tanishtirishgina 

bo`lmasdan, balki talabalarda mantiqiy fikrlash, matematik usullarni amaliy 

masalalarni yechishga qo`llash ko`nikmalarini shakllantirishdan iborat. 

Ushbu Ma‘ruzalar matnida dastlab har bir mavzu bo`yicha materiallar 

batartib berilgan. Bunda har bir mavzu bo`yicha ma’ruza matnlari, nazorat 

savollari, mashqlar, glossariy, amaliy mashg`ulot materiallari, test savollari va 

keyslar banki keltirilgan. 
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Mavzu. To‘plamlar. To‘plamlar ustida amallar 
1-ma’ruza 

Reja 

10. To‘plam tushunchasi. 
20. To‘plamlar ustida amallar. 
30. Matematik belgilar. 

 

10. To‘plam tushunchasi. 

To‘plam matematikaning boshlang‘ich, ayni paytda muhim tushunchalaridan 

biri. Uni ixtiyoriy tabiatli narsalarning (predmetlarning) ma’lum belgilar bo‘yicha 

birlashmasi (majmuasi) sifatida tushuniladi. Masalan, javondagi kitoblar to‘plami, bir 

nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqlar to‘plami, 2 5 6 0x x    tenglamaning ildizlari 

to‘plami deyilishi mumkin. 

To‘plamni tashkil etgan narsalar uning elementlari deyiladi. 

Matematikada to‘plamlar bosh harflar bilan, ularning elementlari esa kichik 

xarflar bilan belgilanadi. Masalan, , ,A B C  – to‘plamlar, , ,a b c  – to‘plamning 

elementlari. 

Ba’zan to‘plamlar ularning elementlarini ko‘rsatish bilan yoziladi: 

 

 

Agar a  biror A  to‘plamning elementi bo‘lsa, a A  kabi yoziladi va « a  element A  

to‘plamga tegishli» deb o‘qiladi. Agar a  shu to‘plamga tegishli bo‘lmasa, uni a A  

kabi yoziladi va « a  element A  to‘plamga tegishli emas» deb o‘qiladi. Masalan, 

yuqoridagi A  to‘plamda 10 , 15A A  . 

Agar A  chekli sondagi elementlardan tashkil topgan bo‘lsa, u chekli to‘plam, 

aks holda cheksiz to‘plam deyiladi. Masalan, {2, 4, 6, 8, 10, 12}A   chekli to‘plam, 

bir nuqtadan o‘tuvchi barcha to‘g‘ri chiziqlar to‘plami esa cheksiz to‘plam bo‘ladi. 

1-ta’rif.[3, Defenition 3.1.15, 39-bet] A  va B  to‘plamlari berilgan bo‘lib, A  

to‘plamning barcha elementlari B  to‘plamga tegishli bo‘lsa, A  to‘plam B  ning 

qismi (qismiy to‘plam) deyiladi va  

 
 
 . ... ,2 ,1 ,0 ,1- ,2- ,...   Z

, .... ,n ,... ,3 ,2 ,1  N
, 12 ,10 ,8 ,6 ,4 ,2  A 




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BA  (yoki AB  )  

kabi yoziladi. 
A  to‘plamning elementlari orasida biror xususiyatga (bu xususiyatni P  bilan 

belgilaymiz) ega bo‘ladiganlari bo‘lishi mumkin. Bunday xususiyatli elementlardan 

tuzilgan to‘plam quyidagicha 

 PAx   

belgilanadi. Ravshanki, 

  APAx   

bo‘ladi. 

Agar A  to‘plam elementlari orasida P  xususiyatli elementlar bo‘lmasa, u 

holda 

 PAx   

bitta ham elementga ega bo‘lmagan to‘plam bo‘lib, uni bo‘sh to‘plam deyiladi. Bo‘sh 

to‘plam   kabi belgilanadi. Masalan, 012  xx  tenglamaning haqiqiy 

ildizlaridan iborat A  bo‘sh to‘plam bo‘ladi: 

 012  xxAx . 

Har qanday A to‘plam uchun  

AAA  ,  

deb qaraladi. 

Odatda, A  to‘plamning barcha qismiy to‘plamlaridan iborat to‘plam  F A  

kabi belgilanadi. Masalan,  cbaA ,,  to‘plam uchun 

                 ,,,,,,,,,,,, cbacbcabacbaAF  
bo‘ladi. 

2-ta’rif. [3, Defenition 3.1.15, 39-bet] A  va B  to‘plamlari berilgan bo‘lib,  

ABBA  ,  

bo‘lsa, A  va B  bir biriga teng to‘plamlar deyiladi va  

BA   
kabi yoziladi. 
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Demak, BA   tenglik A  va B  to‘plamlarning bir xil elementlardan tashkil 

topganligini bildiradi. 

20. To‘plamlar ustida amallar. 

Ikki A  va B  to‘plamlar berilgan bo‘lsin. 

3-ta’rif. [3, Axiom 3.4, 37-bet] A  va B  to‘plamlarning barcha elementlaridan 

tashkil topgan E  to‘plam A  va B  to‘plamlar yig‘indisi (birlashmasi) deyiladi va 

BA  kabi belgilanadi: 

BAE  . 

Demak, bu holda BAa   dan Aa , yoki Ba , yoki bir vaqtda Aa , 

Ba  bo‘lishi kelib chiqadi. 

4-ta’rif. [3, Definition 3.1.23, 41-bet] A  va B  to‘plamlarning barcha umumiy 

elementlaridan tashkil topgan F  to‘plam A  va B  to‘plamlar ko‘paytmasi 

(kesishmasi) deyiladi va BA  kabi belgilanadi: 

BAF  . 

Demak, bu holda BAa   dan bir vaqtda Aa , Ba  bo‘lishi kelib 

chiqadi. 

5-ta’rif. [3, Definition 3.1.27, 42-bet] A  to‘plamning B  to‘plamga tegishli 

bo‘lmagan barcha elementlaridan tashkil topgan G to‘plam A  to‘plamdan B  

to‘plamning ayirmasi deyiladi va BA \  kabi belgilanadi: 

BAG \ . 

Demak, BAa \  dan Aa , Ba  bo‘lishi kelib chiqadi. 

6-ta’rif.  A  to‘plamning B  ga tegishli bo‘lmagan barcha elementlaridan va B 

to‘plamning A  ga tegishli bo‘lmagan barcha elementlaridan tuzilgan to‘plam A  va B  

to‘plamlarning simmetrik ayirmasi deyiladi va BA  kabi belgila-nadi: 

   ABBABA \\  . 

Demak, BAa   bo‘lishidan Aa , Ba  yoki Ba , Aa  bo‘lishi kelib 

chiqadi. 

7-ta’rif. Aytaylik, Aa , Ba  bo‘lsin. Barcha tartiblangan  ,a b   
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ko‘rinishidagi juftliklardan tuzilgan to‘plam A  va B  to‘plamlarning dekart 

ko‘paytmasi deyiladi va BA  kabi belgilanadi. Demak, 

 BbAabaBA  ,),( . 

Xususan, BA   bo‘lganda 2AAA   deb qaraladi. 

8-ta’rif. Aytaylik, S  va A  to‘plamlar berilgan bo‘lib, A S  bo‘lsin. Ushbu  

AS \  

to‘plam A  to‘plamni S  ga to‘ldiruvchi to‘plam deyiladi va CA  yoki SC A  kabi 

belgilanadi: 

ASCA \ . 

To‘plamlar ustida bajariladigan amallarning ba’zi xossalarini keltiramiz. 

A , B  va D  to‘plamlari berilgan bo‘lsin. 

1) DBBA  ,  bo‘lsa, DA  bo‘ladi; 

2) AAAAAA   ,  bo‘ladi;  

3) BA  bo‘lsa, ABABBA   ,  bo‘ladi; 

4) ABBAABBA   ,  bo‘ladi; 

5) )()(,)()( DBADBADBADBA    bo‘ladi; 

6) SA  bo‘lsa, CAA  ; 

7) CBCABAC  )( , bunda SBSA  ,  ; 

8) CBCABAC  )( , bunda SBSA  ,  . 

Bu xossalarning isboti yuqorida keltirilgan ta’rif-lardan kelib chiqadi. 

1-misol.  Ushbu    

)(\)()\()\( BABAABBA                      (1)   

tenglik isbotlansin. 

◄ )\()\( ABBAa   bo‘lsin. U holda 

BaAaBAa  ,:)\(  

yoki  

AaBaABa  ,:)\(  
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bo‘ladi. Bundan esa 

)(),( BAaBAa      
bo‘lib,  

)(\)( BABAa   
bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, 

)(\)()\()\( BABAABBA   .                 (2) 

Aytaylik,     BABAa  \  bo‘lsin. 

U holda  

 :   a A B a A yoki a B   , 

  : , , ,a A B a A a B yoki a A a B yoki a A a B        

bo‘ladi. 

Bundan esa 

\ \a A B yoki a B A   

bo‘lib, 

)\()\( ABBAa   

bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, 

)\()\()(\)( ABBABABA   .                 (3) 

(2) va (3) munosabatlardan (1) tenglikning o‘rinli bo‘lishi topiladi. ► 

To‘plamlar ustida bajariladigan amallarni bayon etishda to‘plamlarning qanday 

tabiatli elementlardan tuzilganligiga e’tibor qilinmadi. 

Aslida, keltirilgan amallar  biror universal to‘plam deb ataluvchi to‘plamning 

qismiy to‘plamlari ustida bajariladi deb qaraladi. Masalan, natural sonlar to‘plamlari 

ustida amallar bajariladigan bo‘lsa, universal to‘plam sifatida barcha natural sonlardan 

iborat N  to‘plamni olish mumkin. 
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30. Matematik belgilar. 

Matematikada tez-tez uchraydigan so‘z va so‘z birikmalari o‘rnida maxsus 

belgilar ishlatiladi. Ulardan muximlarini keltiramiz: 

1) «agar ... bo‘lsa, u holda ... bo‘ladi» iborasi «» belgi orqali yoziladi; 

2) ikki iboraning ekvivalentligi ushbu « » belgi orqali yoziladi; 

3) «har qanday», «ixtiyoriy», «barchasi uchun» so‘zlari o‘rniga «» belgi 

ishlatiladi; 

4) «mavjudki», «topiladiki» so‘zlari o‘rniga «» mavjudlik belgisi ishlatiladi. 

Mashqlar 

1. Ushbu  
)\()\(\)( DBDADBA    

tenglik isbotlansin. 
2. Agar A  va B  chekli to‘plamlar bo‘lib, ularning elementlari soni mos 

ravishda    BnAn ,  bo‘lsa,  
)()()()( BAnBnAnBAn    

bo‘lishi isbotlansin. 
3. Agar A  chekli to‘plam bo‘lib, uning elementlarining soni n  ga teng bo‘lsa, 

bu to‘plamning barcha qismiy to‘plamlari to‘plami  AF  ning elementlari soni n2  ga 
teng ekani isbotlansin. 

Adabiyotlar 

1. Xudoyberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A. 

Matematik analizdan ma’ruzalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.  

2. Fixtengols G. M. Kurs differentsial’nogo i integralnogo ischislenie, 1 t. M. 

«FIZMATLIT», 2001.  

3. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014. [33-44 betlar] 

 

Nazorat savollari 

1. To‘plam deganda nimani tushunasiz? 

2. Qism to‘plam nima? Misollarda tushuntiring. 

3. Ikki to‘plamning yig‘indisi va ko‘paytmasi nima? 

4. Ikki to‘plamning ayirmasi va simmetrik ayirmasi nima? 

5. To‘plamlar ustida bajariladigan amallarning asosiy xossalarini keltiring. 
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Glossariy 
 

To’plam – ixtiyoriy tabiatli narsalarning ma’lum belgilari bo’yicha birlashmasi. 
Cheksiz to’plam – elementlari soni cheksiz bo’lgan to’plam cheksiz to’plam 

deyiladi. 
Bo’sh to’plam – birorta ham elementga ega bo’lmagan to’plam bo`sh to`plam 

deyiladi. 
Simmetrik ayirma – ikki to’plamning bir-biriga tegishli bo’lmagan elementlari 

to’plami. 
Qarama qarshi sonlar – faqat ishorasi bilan farq qiladigan sonlar.  
Natural sonlar to’plami –sanoqda ishlatiladigan sonlar. 
Butun sonlar to’plami – natural sonlar va ularga qarama-qarshi sonlar hamda 

0 sonidan tashkil topgan to’plam. 

Keys banki 
1-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: agar A  va B  chekli toplamlar bo`lib, 

ularning elementlari soni mos ravishda  n A ,  n B  bo`lsa, 

       n A B n A n B n A B     

bo`lishi isbotlansin. 
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va 
tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

 to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual).  

 
1-amaliy mashg‘ulot 

Na’muna uchun misollar yechimi 

3 – m i s o l .  Ushbu 
A B B    A A B   A B  

tenglik isbotlansin. 
◄ a A  B B  A  bo`lsin. U holda 

a A B      a A , a B  
yoki 

a B A      a B , a A  
bo`lib, bulardan a A B  , a A B   bo`lishi kelib chiqadi.  
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Demak,  a A B   A B  va  

A B B    A A B   A B               (3) 

bo`ladi. 
 a A B   A B  bo`lsin. U holda 

 a A B       a A , yoki a B , 
a A B   a A , a B , yoki a A a B,   yoki a A a B,   

bo`lib, bulardan a A B  yoki a B A  bo`lishi kelib chiqadi.  

Demak, a A  B B  A  va 

 A B  A B A  B B  A              (4) 

bo`ladi.  (3) va (4) munosabatlardan topamiz: 

A B B    A A B   A B .► 

 

Misollar 
Ixtiyoriy A B C D, , ,  to`plamlar uchun quyidagi munosabatlar isbotlansin. 

35.    A B C A B C    . 

36.    A B C A B C    . 

37.      A B C A C B C     . 

38. A   B C A C   B C . 

39. A B C A  C B C . 

40. A B B  C C    A A B C A B C     . 

41.        A C B D A B C D      . 

42.                . 

 

43. A  B C A  B C . 

44.  A B C A B   C . 
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45.  A C B A  B C . 

46. A B A A B   . 

47.  A A B A  . 

48. Agar A B C  bo`lsa, A B C   ning o`rinli bo`lishi kelib chiqadimi? 

49. Agar A B C   bo`lsa, A B C  ning o`rinli bo`lishi kelib chiqadimi? 

50.  A B  A C A B   C . 

51.  A B C A  C B  C . 

52. A  B C A  B A  C . 

53. Agar  A  va B  chekli to`plamlar bo`lib, ularning elementlari soni mos ravishda 

 n A ,  n B  bo`lsa, 

       n A B n A n B n A B     

bo`lishi isbotlansin. 

54. Agar A   chekli to`plam bo`lib, uning elementlari soni m  ga teng bo`lsa,  bu 

to`plamning barcha qismiy to`plamlari to`plamining elementlari soni m2  ta bo`lishi 

isbotlansin. 

 
Test 

 

№ Savol to`g’ri javob muqobil javob muqobil javob 

1. Quyidagi 
to`plamlardan 
qaysilari bo`sh 
to`plam? 

2{ : 1 0};x x    { : 3};x x   3{ : 1};x x   

2. Faqat butun sonlarni 
aniqlaydigan 
to`plamni ko`rsating 

2{ : 3 0};x N x x    3

2: 0 ;x N x
x

 
   

 
 2{ : 3 7 0};x N x x     

3. Qanday to`plamga 
bo`sh to`plam 
deyiladi? 

Birorta ham 
elementga ega 

bo`lmagan to`plamga; 

Elementlari soni 
cheksiz bo`lgan 

to`plamga; 
 

Elementlari soni chekli 
bo`lgan to`plamga; 
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4. Qanday 
to`plamlarga teng 
to`plamlar deyiladi? 

Ayni bir xil 
elementlardan tashkil 
topgan to`plamlarga; 

Elementlari soni aynan 
teng bo`lgan 
to`plamlarga; 

Chekli to`plamlarga; 

5. { , , , , , }a b c d e f   va 
{ , , , , }B b d e g h  

to`plamlarning 
kesishmasi B ni 
toping. 

{ , , }B b d e   { , , , }B b d e f   { , , , }B b d e g   

6. 2 7{ : }
3 4

x x      

va 
1{ : 2}
4

B x x     

to`plamlarning 
kesishmasini toping. 
 

1 7{ : }
4 4

B x x      1{ : 2}
4

B x x      2 7{ : }
3 4

B x x      

7. 2 7{ : }
3 4

x x      

va 
1{ : 2}
4

B x x     

to`plamlarning 
birlashmasini toping. 

2{ : 2}
3

B x x      2 1{ : }
3 4

B x x       1{ : 2}
4

B x x      

8. 2 7:
3 4

x x      
 

 

va 
1: 2
4

B x x     
 

 

to`plamlar berilgan.  
\A B  ni toping. 

2 1\ :
3 4

A B x x      
 

2\ : 2
3

A B x x     
 

 1\ { : 2}
4

A B x x     

9. A  to`plamning B  
to`plamga tegishli 
bo`lmagan 
elementlari to`plami 
A  va B  to`plamning 
… deyiladi. 

ayirmasi simmetrik ayirmasi yig’indisi 

10. ?A B       \ \A B B A     \ \A B B A     \ \ \A B B A  
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2-mavzu. Akslantirishlar va ularning turlari 
2-Ma’ruza.  

Reja 

10. Akslantirish tushunchasi. 
20. Akslantirishning turlari. 
30. Ekvivalent to‘plamlar. Sanoqli to‘plamlar. 

10. Akslantirish tushunchasi. 

E  va F  to‘plamlar berilgan bo‘lsin. 

1-ta’rif. [3, Definition 3.3.1, 49-bet] Agar E  to‘plamdan olingan har bir x  

elementga biror f  qoida yoki qonunga ko‘ra F  to‘plamning bitta y  elementi 

 Fy  mos qo‘yilgan bo‘lsa, E  to‘plamni F  to‘plamga akslantirish berilgan 

deyiladi va  

Ff:E   yoki yx
f
 ,      FyEx  ,  

kabi belgilanadi. Bunda E  to‘plam f  akslantirishning aniqlanish to‘plami deyiladi. 

1-misol. Ushbu   ...3,2,1,N  va 






 ...,

3
1,

2
11,N  to‘plamlar berilgan 

bo‘lsin. 

1) har bir natural  Nnn   songa  
n
1

 





 N

n
1

sonni  mos qo‘ysak, unda 

n
n,NNf

f 1:   

akslantirish hosil bo‘ladi. Uni  
n

nf 1
  kabi ham yoziladi. 

2) har bir natural son  Nnn   songa 2
1
n

  





 N

n 2
1

sonni  mos qo‘ysak, 

unda  

2
1:

n
n,NN


   

akslantirishga ega bo‘lamiz:  
2

1)(
n

n  . 

3) har bir natural  Nnn   songa )1(1 N   sonini  mos qo‘yish natijasida 
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1:
g

n,NNg   
akslantirish hosil bo‘ladi: 1)( ng . 

Aytaylik,  

FEf :  

akslantirish berilgan bo‘lsin. Ex  elementga mos qo‘yilgan Fy  element x  ning 

aksi (obrazi) deyiladi va  xfy    kabi belgilanadi. 

Endi  Fy  elementni olaylik. E  to‘plamning shunday x  elementlarini 

qaraymizki,   yxf   bo‘lsin. Bunday Ex  elementlar Ey  ning asli (proobrazi) 

deyiladi va )(1 yf   kabi belgilanadi: 

 .yxf|Exyf  )()(1  

[Definition 3.4.1, 56-bet] Agar EA  bo‘lsa, ushbu  

 Ax|xf )(  

to‘plam A  to‘plamning F  dagi aksi deyiladi va  Af  kabi belgilanadi: 

    AxxfAf  . 

[Definition 3.4.4, 57-bet] Agar FB   bo‘lsa, ushbu 

})({ Bxf|Ex   

to‘plam B  to‘plamning E  dagi asli deyiladi va  Bf 1  kabi belgilanadi: 

   Bxf|ExBf  )(1 . 

2-misol. Faraz qilaylik, ...},,...,3,2,1{ nN  va }1,1{ M  to‘plamlar 

berilgan bo‘lib, ushbu 

MNf :  

akslantirish quyidagi 
nnf )1()(   

ko‘rinishda bo‘lsin.  

Ravshanki, N5  ning aksi   15 f ; M1  ning asli esa 

...},6,4,2{)1(1 f  bo‘ladi. Shuningdek, NA  }4,3{  to‘plamning aksi 
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MAf  }1,1{)( , MB  }1{  to‘plamning asli esa  

  ...},5,3,1{1  Bf  

bo‘ladi. 

Faraz qilaylik, A  va B  to‘plamlari F  to‘plamning qismiy to‘plamlari bo‘lsin: 

FBFA  , . Unda 

       111 ffBAf  .               (1) 

bo‘ladi. 

◄ Aytaylik,  BAfx 1  bo‘lsin. Unda   BAxf   bo‘lib, Axf )(  va 

Bxf )(  bo‘ladi. Keyingi munosabatlardan    BfxAfx 11 ,    bo‘lishi kelib 

chiqadi. Demak,    BfAfx 11   . Bundan esa 

)()()( 111 BfAfBAf            (2) 

bo‘lishini topamiz. 

Aytaylik, )()( 11 BfAfx    bo‘lsin. Unda )(1 Afx   va )(1 Bfx   

bo‘lib, BxfAxf  )(,)(  bo‘ladi. Natijasi BAxf )(  bo‘lib, undan 

)(1 BAfx   bo‘lishini topamiz. Bu esa 

)()()( 111 BAfBfAf               (3) 

bo‘lishini bildiradi. 

(2) va (3) munosabatlardan (1) tenglikning o‘rinli bo‘lishi kelib chiqadi. ► 

Yuqoridagidek, 

)()()( 111 BfAfBAf    , 

)()()( BfAfBAf    

tengliklarning o‘rinli bo‘lishi isbotlanadi. 

20. Akslantirishning turlari. 

Aytaylik,  

FEf :              (4) 

akslantirish berilgan bo‘lib, )(Ef  esa E  to‘plamning aksi bo‘lsin: 
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 .|)()( ExxfEf   

2-ta’rif. Agar (4) akslantirishda  

FEf )(  

bo‘lsa, (4) akslantirish E   to‘plamni F  to‘plamning ichiga akslantirish deyiladi. 

Masalan, 







 ...,

3
1,

2
1,1...},,3,2,1{ NN  

to‘plamlari uchun ushbu 

n
nNNf

f

3
1,:   

akslantirish N  to‘plamni N   to‘plamning ichiga akslantirish bo‘ladi. 

3-ta’rif. [Definition 3.3.17, 53-bet] Agar (4) akslantirishda 

FEf )(  

bo‘lsa, (4) akslantirish E to‘plamni F  to‘plamning ustiga akslantirish (syur’ektiv 

akslantirish) deyiladi. 

Masalan,  

}1,1{,...},3,2,1{  MN  

to‘plamlari uchun 

n
f

n )1(  

akslantirish N  to‘plamni M  to‘plamning ustiga akslantirish bo‘ladi. 

4-ta’rif. Agar (4) ustiga akslantirish bo‘lib, bu akslantirish E  to‘plamning turli 

elementlarini F  to‘plamning turli elementlariga akslantirsa, (4) in’ektiv akslantirish 

deyiladi. 

5-ta’rif. [Definition 3.3.14, 54-bet] Agar (4) ustiga akslantirish bo‘lib, u 

in’ektiv akslantirsh ham bo‘lsa, (4) o‘zaro bir qiymatli akslantirish (moslik) 

deyiladi. 

Masalan,  







 ...,

3
1,

2
1,1...},,3,2,1{ NN . 
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to‘plamlar uchun ushbu  

n
nNNf

f 1,:  . 

akslantirish o‘zaro bir qiymatli akslantirish bo‘ladi. 

6-ta’rif. FEf :  akslantirish o‘zaro bir qiymatli akslantirish bo‘lsin. F  

to‘plamning har bir y , )( Fy  elementiga E  to‘plamning bitta x  elementini 

)( Ex  mos qo‘yadigan va  

xxfgyg  ))(()( . 

munosabat bilan aniqlanadigan 

EFg :  

akslantirish FEf :  ga nisbatan teskari akslantirish deyiladi va 1f  kabi 

belgilanadi:  

EFf  :1 . 

Demak, FEf :  ga teskari akslantirish mavjud bo‘lishi uchun: 

a) f  ustiga akslantirish, 

b) F  to‘plamdan olingan har bir y  elementning E  to‘plamdagi asli 

xxffyf   ))(()( 11  

yagona bo‘lishi kerak. 

 

30. Ekvivalent to‘plamlar. Sanoqli to‘plamlar. 

Ko‘p holda to‘plamlarni ularning tashkil etgan elementlari soni bo‘yicha o‘zaro 

solishtirishga to‘g‘ri keladi. Chekli to‘plamlar solishtirilganda bir to‘plamning 

elementlari soni ikkinchisidan ko‘p, yoki kam, yoki ularning elementlarining soni bir-

biriga teng degan hulosaga kelinadi. Bu holda elementlari soni ko‘p bo‘lgan to‘plamni 

«quvvati» ko‘proq deyish mumkin.  

Cheksiz to‘plamlarni solishtirishda vaziyat boshqacharoq bo‘ladi. Cheksiz 

to‘plamlar ekvivalentlik tushunchasi yordamida solishtiriladi. 

7-ta’rif. Agar FEf :  o‘zaro bir qiymatli akslantirish (moslik) bo‘lsa, E  va 
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F  ekvivalent to‘plamlar deyiladi va E F  kabi belgilanadi. 

Demak, E  va F  to‘plamlarning ekvivalentligi  FE ~   ularning elementlari 

o‘zaro bir qiymatli moslikda ekanligini bildiradi. 

Masalan,  

...},8,6,4,2{},...,4,3,2,1{ 1  NN  

to‘plamlar uchun  

nn
f

2  ,     )2,( 1NnNn   

akslantirish o‘zaro bir qiymatli. Binobarin,  

1~ NN  

bo‘ladi. (Bu holda nn 2  kabi yoziladi). 

Aytaylik DBA ,,  to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Unda 

 1)  AA ~ , 

 2)  ABBA ~~  , 

 3)  DADBBA ~~,~   

bo‘ladi. Bu xossalarning isboti yuqorida keltirilgan ta’rifdan kelib chiqadi. 

Ikki A  va B  to‘plamlari o‘zaro ekvivalent bo‘lsa, ularni bir xil quvvatli 

to‘plamlar deb qaraladi. 

Demak, quvvatni ekvivalent to‘plamlarning miqdoriy xarakteristikasi sifatida 

tushunish mumkin. 

Chekli to‘plamlarning o‘zaro ekvivalentligi ularning tashkil etgan 

elementlarining sonini bir-biriga tengligini bildiradi. 

Umuman, A  va B  chekli to‘plamlarning o‘zaro ekvivalent bo‘lishi uchun 

ularning elementlari soni bir xil bo‘lishi zarur va etarli: 

   BnAnBA ~ ,  

bunda   GGn   to‘plamning elementlari soni. 

8-ta’rif.  Natural sonlar to‘plami N  ga ekvivalent  bo‘lgan har qanday to‘plam 

sanoqli to‘plam deyiladi. 

Masalan, ushbu 

...},,2...,,8,6,4,2{1 nN   
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,...},,...,64,27,8,1{ 3
2 nN   

,...}1,...,
3
1,

2
1,1{3 n

N   

to‘plamlar sanoqli to‘plamlar bo‘ladi, chunki 

1~,2 NNnn  ;   

2
3 ~, NNnn  ; 

3~,1 NN
n

n  .   

Natural sonlar to‘plami N  ga ekvivalent bo‘lgan barcha to‘plamlar sanoqli 

to‘plamlar sinfini tashkil etadi. Bu sinf to‘plamlarining quvvati bir xil bo‘ladi. 

Ravshanki,  

NNNNNN  321 ,,  

bo‘ladi. Ayni paytda, yuqorida ko‘rdikki,  

321 ~,~,~ NNNNNN . 

Bunday vaziyat (to‘plamning qismi o‘ziga ekvivalent bo‘lishi) faqat cheksiz 

to‘plamlardagina sodir bo‘ladi. 

Matematik analiz kursida tayin E  va F  to‘plamlar uchun FEf :  

akslantirishlar  va ularning xossalari o‘rganiladi.  

Dastavval yuqoridagi to‘plamlar sifatida haqiqiy sonlar to‘plamini olamiz va 

uning xossalarini o‘rganamiz. 

 

Mashqlar 

 

1. Agar     ,,,,  BbaA . bo‘lsa, A to‘plamning B  to‘plamga 

akslantirishlari soni 9 ga teng bo‘lishi isbotlansin. 

2. Aytaylik, A  sanoqli to‘plam bo‘lib, Ax  bo‘lsin. U holda    AxA ~  

bo‘lishi isbotlansin. 
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Nazorat savollari. 

1. Akslantirish nima? 

2. To`plam elementining hamda to`plamning aksi va asli deganda nimani 

tushunasiz? 

3. Akslantirishlarning qanday turlari mavjud? 

4. O`zaro bir qiymatli akslantirish nima? 

5. Qanaday to`plamlar ekvivalent to`plamlar deyiladi? 

6. Sanoqli to`plam nima? 

 

Glossariy 
 

Akslantirish – Agar E  to‘plamdan olingan har bir x  elementga biror f  qoida yoki 

qonunga ko‘ra F  to‘plamning bitta y  elementi  Fy  mos qo‘yilgan bo‘lsa, E  

to‘plamni F  to‘plamga akslantirish berilgan deyiladi. 

To`plmning aksi – Agar EA  bo‘lsa, ushbu  

 Ax|xf )(  

to‘plam A  to‘plamning F  dagi aksi deyiladi. 

To`plmning asli – Agar FB   bo‘lsa, ushbu 

})({ Bxf|Ex   

to‘plam B  to‘plamning E  dagi asli deyiladi. 

Ichiga akslantirish – Agar FEf : akslantirishda  

FEf )(  
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bo‘lsa, bu akslantirish E   to‘plamni F  to‘plamning ichiga akslantirish deyiladi. 

Ustiga akslantirish (syur’ektiv akslantirish) – Agar FEf :  akslantirishda 

FEf )(  

bo‘lsa, bu akslantirish E to‘plamni F  to‘plamning ustiga akslantirish (syur’ektiv 

akslantirish) deyiladi. 

In’ektiv akslantirish – Agar FEf :  ustiga akslantirish bo‘lib, bu akslantirish E  

to‘plamning turli elementlarini F  to‘plamning turli elementlariga akslantirsa, u 

in’ektiv akslantirish deyiladi. 

O‘zaro bir qiymatli akslantirish (moslik) – Agar FEf : ustiga akslantirish 

bo‘lib, u in’ektiv akslantirsh ham bo‘lsa, u o‘zaro bir qiymatli akslantirish (moslik) 

deyiladi. 

Ekvivalent to‘plamlar – Agar FEf :  o‘zaro bir qiymatli akslantirish (moslik) 

bo‘lsa, E  va F  ekvivalent to‘plamlar deyiladi. 

Sanoqli to‘plam – Natural sonlar to‘plami N  ga ekvivalent bo‘lgan har qanday 

to‘plam sanoqli to‘plam deyiladi 

Keys banki 

 

2-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Aytaylik, A  sanoqli to‘plam bo‘lib, Ax  bo‘lsin. 

U holda    AxA ~  bo‘lishi isbotlansin. 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va 

tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

 to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual). 

2-amaliy mashg’ulot 

1.   natural sonlar to’plamida ( ) 3f n n  akslantirish berilgan bo’lsin. 

( ) :f n    akslantirish qanday akslantirish bo’ladi.  

Yechish: Ikkita 1 2,n n   sonlarni qaraylik.  1 2n n ekanligidan 1 2( ) ( )f n f n  

ekanligi kelib chiqadi. Haqiqatdan ham, 1 2n n  bo’lsa, 1 23 3n n . Demak, ( )f n  
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akslantirish bir qiymatli akslantirish ekan ya’ni, ( )f n  akslantirish ineksiya .  

Hisoblashlardan ko’rinadiki, { ( )}f   , ammo { ( )}f   shuning uchun 

bu akslantirish sureksiya emas. 

2.   natural sonlar to’plamida 2( )f n n  akslantirish berilgan bo’lsin. 

( ) :f n    akslantirish qanday akslantirish bo’ladi.  

3.   natural sonlar to’plamida 2( ) 2f n n n   akslantirish berilgan bo’lsin. 

( ) :f n    akslantirish qanday akslantirish bo’ladi.  

4.   natural sonlar to’plamida ( ) 2f n n  akslantirish berilgan bo’lsin. 

( ) :f n    akslantirish qanday akslantirish bo’ladi.  

5. { : 1}A x x    va { :0 1}B x x     to’plamlar berilgan bo’lsin. 

2( )f x x  ya’ni ( ) :f x A B akslantirish  qanaqa akslantirish bo’ladi. 

6. { : 1}A x x    to’plam berilgan bo’lsin. 3( )f x x  ya’ni 

( ) :f x A A akslantirish  qanaqa akslantirish bo’ladi. 

7.    haqiqiy sonlar to’plamida 
2( ) arctgxf x


  akslantirish berilgan bo’lsin. 

( ) :f x B  bo’lsa, B  to’plamni toping. 

8. { : 1}A x x    to’plamda ( )
2
xf x tg   akslantirish berilgan bo’lsin. 

( ) :f x A B  bo’lsa, B  to’plamni toping. 

9. ( ) arcsinf x x  akslantirish  { : 1}A x x    to’plamni qaysi to’plamga 

akslantirishini toping.  

10. ( ) sinf x x  akslantirish    haqiqiy sonlar to’plamini qaysi to’plamga 

akslantirishini toping.  

11. 3( )f x x  akslantirish 2{ :3 9}B x x     to’plamni qaysi to’plamga 

akslantirishini toping.  

12. ( ) sinf x x  akslantirish { :0 10}A x x      to’plamni qaysi 

to’plamga akslantirishini toping.  
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Test 

 

№ Savol to`g’ri javob muqobil javob 
muqobil 

javob 

1. 
5x   nuqtaning  

2 5 29
30

xf x 
   

akslantirish orqali aksini toping. 
30 25 35 

2. 
x   nuqtaning ( ) sinf x x  akslantirish 

orqali aksini toping 
0 1 -1 

3. 
1
2

 sonning ( ) cosf x x akslantishdagi 

asli(proobrazi)ni toping 
3
    

6
  

4. 1 sonning 31 800( )
x

xf x e   akslantishdagi 

asli(proobrazi)ni toping 
0 1 2 

5. 
1
2

sonning ( ) 2xf x  akslantish orqali 

proobrazini toping 
-1 1 2 

6. Inektiv akslantirishni ko’rsating ( ) 4xf x   2( )f x x  ( ) sinf x x  

7. 
0x   nuqtaning ( ) sin

1 88
xf x

x



 

akslantirish orqali aksini toping 
0 1 -1 

8. 

{1, 2, 3, ...}N   va { 1,1}M    to`plamlar 

berilgan. N  ni M  ga syur’ektiv 

akslantiruvchi akslantirishni ko`rsating. 

 

 1 nn     21 nn     2 11 nn    

9. 

{1, 2, 3, ...}N   va { 1,1}M    to`plamlar 

berilgan. N  ni M  ning ichiga 

akslantiruvchi akslantirishni ko`rsating. 

 

 21 nn     1 nn    1n
n

  
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10.

{1, 2, 3, ...}N   va 1 11, , ,...
2 3

M    
 

 

to`plamlar berilgan. N  ni M  ga o`zaro bir 

qiymatli akslantiruvchi akslantirishni 

ko`rsating. 

 

1n
n

  2

1n
n

  1
2

n
n

  
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Mavzu. Haqiqiy sonlar 
3-Ma’ruza 

Reja 

1. Ratsional sonlar va cheksiz davriy o‘nli kasrlar. 

3. Haqiqiy son tushunchasi. 

 

Son tushunchasi uzoq o‘tmishdan ma’lum. Odamlar sanash taqozosi bilan 

dastlab 1, 2, 3, ... – natural sonlarni qo‘llaganlar. So‘ngra manfiy son, ratsional son va 

nihoyat, haqiqiy son tushunchasi kiritilgan va o‘rganilgan. 

Biz o‘quvchiga o‘rta maktab, kollej va litseylarda matematika kursidan natural, 

butun, ratsional sonlarni, ular ustida bajariladigan amallarni, amallarning xossala‘rini, 

shuningdek to‘g‘ri chiziqda (sonlar o‘qida) geometrik ifodalanishini ma’lum deb 

hisoblaymiz. 

Haqiqiy sonlarning matematik analiz kursida muhimligini e’tiborga olib, ular 

haqidagi ma’lumotlarni talab darajasida bayon etamiz. 

1. Ratsional sonlar va cheksiz davriy o‘nli kasrlar. 

Ta’rif. [3, Definition 4.2.1, 82-bet] 
a
b

 qisqarmas kasr ko`rinishda tasvirlash 

mumkin bo`lgan sonlar ratsional sonlar deyiladi. Bunda ,a b  – butun sonlar va 0b  .  

Faraz qilaylik, 
q
p

 biror musbat ratsional son bo‘lsin. Bo‘lish qoidasidan 

foydalanib p  butun sonni q  ga bo‘lamiz. Agar p  ni q  ga bo‘lish jarayonida biror 

qadamdan keyin qoldiq nolga teng bo‘lsa, u holda bo‘lish jarayon to‘xtab, 
q
p

 kasr 

o‘nli kasrga aylanadi. Odatda, bunday o‘nli kasr chekli o‘nli kasr deyiladi. Masalan, 

40
59

 kasrda 59 ni 40 ga bo‘lib, uni 1,475 bo‘lishini topamiz: 

475,1
40
59

 . 
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Agar p  ni q  ga bo‘lish jarayoni cheksiz davom etsa, ma’lum qadamdan keyin 

yuqorida aytilgan qoldiqlardan biri yana bir marta uchraydi, so‘ng undan oldingi 

raqamlar mos tartibda takrorlanadi. 

Odatda bunday kasr cheksiz davriy o‘nli kasr deyiladi. Takrorlanadigan 

raqamlar (raqamlar birlashmasi) o‘nli kasrning davri bo‘ladi. 

Masalan, 
3
1

 kasrda 1 ni 3 ga bo‘lib, 0,333... bo‘lishini topamiz; 

...333,0
3
1
  

 

Ushbu 

0,333... ,  1,4777... ,  2,131313... 

kasrlar cheksiz davriy o‘nli kasrlardir. Ularning davri mos ravishda 3, 7, 13 bo‘ladi va 

bu cheksiz davriy o‘nli kasrlar quyidagicha  

0,(3),  1,4(7),  2,(13) 

yoziladi; 

0,333...  (3)0,   

1,4777...  1,4(7)   

.2,131313..  (13)2,   . 

Shuni ta’kidlaymizki, davri 9 ga teng bo‘lgan cheksiz davriy o‘nli kasrni chekli 

o‘nli kasr qilib yoziladi.  

Masalan,  

, 0,5  0,4(9)  0,4999...   

2,72  2,71(9)  2,71999...  . 

Har qanday chekli o‘nli kasrni nollar bilan davom ettirib cheksiz davriy o‘nli 

kasr ko‘rinishida yozish mumkin. 

Masalan, 

1,4(0)  1,4000...  1,4   

0,75(0)  0,75000...  0,75  . 
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Demak, har qanday 
q
p

 ratsional son cheksiz davriy o‘nli kasr ko‘rinishida 

ifodalanadi. Aksincha, har qanday cheksiz davriy o‘nli kasrni 
q
p

 ko‘rinishida yozish 

mumkin. 

Masalan, ushbu   

...7,31060606  7,31(06)  ,  0,333...  (3)0,   

cheksiz davriy o‘nli kasrlarni qaraylik. Avvalo ularni  

...
10

3
10

3
10
30)3(,0 32   , 

...
10

6
10

6
10

1
10
37)06(31,7 642   

ko‘rinishda yozib, so‘ng cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya yig‘indisi 

formulasidan foydalanib topamiz: 

3
1

9
10

10
3

10
11

10
3

...333,0)3(,0 


  ,   

.
132
965

33
2731

100
1                        

99
6

100
1

100
731

10
11

10
1

100
731...31060606,7)06(31,7

2

4







 





 

Demak, ixtiyoriy ratsional son cheksiz davriy o‘nli kasr orqali va aksincha, 

ixtiyoriy cheksiz davriy o‘nli kasr ratsional son orqali ifodalanadi. 

 

2. Haqiqiy son tushunchasi. 

Cheksiz davriy bo‘lmagan o‘nli kasrlar ham bo‘ladi. Bu kesmalarni o‘lchash 

jarayonida yuzaga kelishini ko‘rsatamiz. 

Faraz qilaylik, biror J  kesma hamda o‘lchov birligi, masalan metr berilgan 
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bo‘lsin. J  kesmaning uzunligini hisoblash talab etilsin. 

Aytaylik, 1 metr J  kesmada 5 marta butun joylashib, kesmaning 1J  qismi ortib 

qolsin. Ravshanki 1J  ning uzunligi 1 metrdan kam bo‘ladi. Bu holda J  kesmaning 

uzunligini taxminan 5 m. ga teng deb olish mumkin: 

J  uzunligi 5 m. 

Agar bu aniqlik etarli bo‘lmasa, o‘lchov birligining 
10
1

 qismini, ya’ni 1 dm. ni 

olib, uni J1 kesmaga joylash-tiramiz. Aytaylik, 1 dm. 1J  kesmada 7 marta butunlay 

joylashib, 1J  kesmaning 2J  qismi ortib qolsin. Bunda 2J  ning uzunligi 1 dm. dan 

kichik bo‘ladi. Bu holda J  kesmaning uzunligi taxminan 5,7 m ga teng deb olinishi 

mumkin: 

J uzunligi 5,7 m. 

Bu jarayonni davom ettira borish natijasida ikki holga duch kelamiz: 

1) biror qadamdan keyin, masalan 1n  qadamdan keyin o‘lchov 

birligining n10
1

 qismi nJ  kesmaga n  marta butunlay joylashadi. Bu holda o‘lchov 

jarayoni to‘xtatilib,  

J  uzunligi 
ракамта

...7,5
n

n . 

bo‘lishi topiladi. 

2) o‘lcham jarayoni to‘xtovsiz davom (cheksiz davom) etadi. Bu holda J 

kesmaning uzunligining aniq qiymati deb ushbu  

n...7,5 ... 

cheksiz o‘nli kasr olinadi: 

J  uzunligi n...7,5 ... 

Aytaylik, to‘g‘ri chiziqda biror O  nuqta (koordinata boshi) hamda o‘lchov 

birligi tayinlangan bo‘lsin. U holda O  nuqtadan o‘ngda  joylashgan har bir P  

nuqtaga, OP  kesmani o‘lchash natijasida hosil bo‘lgan ushbu ......, 210 n  

cheksiz o‘nli kasrni mos qo‘yish mumkin. Bunda  
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},0{0 N .1},9,8,7,6,5,4,3,2,1,0{  nn  

Bu moslik o‘zaro bir qiymatli moslik bo‘ladi. Ravshanki, yuqoridagi cheksiz 

o‘nli kasrlar orasida cheksiz davriy o‘nli kasrlar bo‘lib, ular manfiy bo‘lmagan 

ratsional sonlar bo‘ladi. Qolgan kasrlar esa ratsional sonlar bo‘lmaydi. 

1-ta’rif.  Ushbu 

......, 210 na  . , 

ko‘rinishidagi cheksiz o‘nli kasr manfiy bo‘lmagan haqiqiy son deyiladi, bunda 

},0{0 N  .1},9,8,7,6,5,4,3,2,1,0{  nn  

Agar 0;0  nn   bo‘lsa, u musbat haqiqiy son deyiladi. 

Manfiy haqiqiy sonning «–» ishora bilan olingani musbat haqiqiy son sifatida 

ta’riflanadi.  

Barcha haqiqiy sonlardan iborat to‘plam   harfi bilan belgilanadi. 

Barcha natural sonlar to‘plami N , ratsional sonlar to‘plami Q , haqiqiy sonlar 

to‘plami R  uchun RQN   bo‘ladi. 

2-ta’rif.  Ushbu  

QR \  

to‘plam elementi (son) irratsional son deyiladi.  

Biz yuqorida, davri «9» ga teng bo‘lgan cheksiz davriy o‘nli kasrni chekli o‘nli 

kasr qilib olinishini aytgan edik. Buning oqibatida bitta son ikki ko‘rinishga, masalan, 

2
1

 soni  

...5000,0
2
1
  

...4999,0
2
1
  

ko‘rinishlarga ega bo‘lib qoladi. 

Umuman,  0...,,, 210 nn   ratsional son ushbu, 

1)   ...,9991...,,, 1210  nn   

2) ...,000...,,, 210 n  ikki ko‘rinishda yozilishi mumkin. Haqiqiy sonlarni 
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solishtirishda ratsional sonning 1)- ko‘rinishidan foydalanamiz. 

Ikkita manfiy bo‘lmagan  

......, 210 na  . , 

......., 210 nb   

haqiqiy sonlar berilgan bo‘lsin. 

3-ta’rif. Agar 0n  da nn   ,ya’ni  

,... ..., ,  ,  , 221100 nn    

bo‘lsa, a  va b sonlar teng deyiladi va ba   kabi yoziladi. 

4-ta’rif. Agar  

,... ..., ,  ,  , 221100 nn    

tengliklarning hech bo‘lmaganda bittasi bajarilmasa va birinchi bajarilmagan tenglik 

kn   da sodir bo‘lsa, u holda: 

kk    bo‘lganda a  soni b sonidan katta deyiladi va ba   kabi 

belgilanadi. 

kk    bo‘lganda a  soni b sonidan kichik deyiladi va  ba   kabi 

belgilanadi. 

Aytaylik, to‘g‘ri chiziq, unda tayin olingan O  nuqta (koordinata boshi) va 

o‘lchov birligi berilgan bo‘lsin. 

Haqiqiy sonlar to‘plami R  bilan to‘g‘ri chiziq nuqtalari orasidagi bir qiymatli 

moslik o‘rnatish mumkin: 

O  nuqtadan o‘ngda joylashgan P  nuqtaga OP  kesmaning uzunligiga teng x  

soni mos qo‘yiladi ( x  son P  nuqtaning koordinatasi deyiladi); 

O  nuqtadan chapda joylashgan Q  nuqtaga QO  kesmaning uzunligiga teng x  

sonining minus ishorasi bilan olingan  x  soni mos qo‘yiladi; 

O  nuqtaga nol soni mos qo‘yiladi. 

Arximed aksiomasi. Ixtiyoriy chekli haqiqiy a soni uchun shunday natural m   

soni topiladiki,  

am   

bo‘ladi. 
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◄ Aytaylik,  

0......, 210  na  ,     

 

bo‘lsin. Nmm  ,10  deb olinsa, unda 3-ta’rifga binoan ma   bo‘ladi ► 

Kurs davomida tez-tez uchrab turadigan haqiqiy sonlar to‘plamlarini keltiramiz.  

Aytaylik, baRbRa  ,,   bo‘lsin: 

   }|{, bxaRxba   – segment deyiladi, 

   }|{, bxaRxba   – interval deyiladi, 

   }|{, bxaRxba   – yarim interval deyiladi, 

   }|{, bxaRxba   – yarim interval deyiladi. 

Bunda a  va b sonlar        babababa ,,,,,,,  larning chegaralari deyiladi. 

Shuningdek, 

  },|{, axRxa   

  },|{, axRxa   

  R ,  

deb qaraymiz. 

Faraz qilaylik, a  va b ixtiyoriy haqiqiy sonlar bo‘lib, ba   bo‘lsin. U holda 

  ba,  

bo‘ladi. 

◄ Haqiqatdan ham, 

0......, 210  na       

......., 210 nb   

bo‘lib, 0m  uchun 

111100 ,...,   mm    va mm    

bo‘lsin. Agar k natural son m dan katta sonlar ichida eng kichigi bo‘lsa,  9k  unda 

 1......, 1210   kmmr   

ratsional son uchun bra   bo‘ladi. Demak,    ba,  ► 
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Mashqlar 

1. Ushbu 32 x  tenglikni qanoatlantiruvchi ratsional sonning mavjud emasligi 

isbotlansin. 

2. Agar QRQr \,    bo‘lsa, QRr \  bo‘lishi ko‘rsatilsin. 

3. RcRbRa  ,,  sonlari uchun  

cacbba  ,  

bo‘lishi isbotlansin. 

Adabiyotlar 

1. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014. [3, 81–90, 96–110] 

2. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A. 

Matematik analizdan ma’rizalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.  

3. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t. M. 

«FIZMATLIT», 2001.  

 

Nazorat savollari 

 1. Ratsional son nima? 

 2. Cheksiz davriy va cheksiz davriy bo`lmagan davriy o`nli kasrlar nima? 3. 

Haqiqiy son deganda nimani tushunasiz? 

 4. Arximed aksiomasini ayting. 

5. Tez-tez uchrab turadigan haqiqiy sonlar to‘plamlarini keltiring va ularni 

izohlab tushuntiring. 

Glossariy 

Ratsional son – 
a
b

 qisqarmas kasr ko`rinishda tasvirlash mumkin bo`lgan sonlar 

ratsional sonlar deyiladi. Bunda ,a b  – butun sonlar va 0b  . 

Manfiy bo‘lmagan haqiqiy son – ushbu ......, 210 na  . , ko‘rinishidagi 

cheksiz o‘nli kasr manfiy bo‘lmagan haqiqiy son deyiladi, bunda },0{0 N  

.1},9,8,7,6,5,4,3,2,1,0{  nn  

Irratsional son – Ushbu  \ Q  to‘plam elementi (son) irratsional son deyiladi. 
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Arximed aksiomasi – Ixtiyoriy chekli haqiqiy a  soni uchun shunday natural m soni 

topiladiki, am   bo‘ladi. 

Keys banki 

3-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Ushbu 32 x  tenglikni qanoatlantiruvchi ratsional 

sonning mavjud emasligi isbotlansin. 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va 

tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

 to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual). 

3-amaliy mashg’ulot 
 

Ma’lumki, N - barcha natural sonlar to‘plamini, Z - barcha butun sonlar 

to‘plamini, Q - barcha ratsional sonlar to‘plamini ifodalaydi: 

 1,2,3,... ,...N n , 

 ..., 2, 1,0,1,2,...Z    , 

: , ,pQ r r p Z q N
q

 
    
 

. 

Cheksiz davriy bo‘lmagan o‘nli kasr bilan ifodalanadigan son irratsional son 

deyiladi. Uni  ,p p Z q N
q

   ko‘rinishida yozib bo‘lmaydi. 

Ratsional va irratsional sonlar umumiy nom bilan haqiqiy son deyiladi. Barcha 

haqiqiy sonlar to‘plami R  harfi bilan belgilanadi. 

1 – m i s o l . Agar   va   irratsional son bo‘lsa, ,      sonlar 

irratsional bo‘ladimi? 

Yechim. Faraz qilaylik 2   va 1 2    bo`lsin, u holda 1    

bo`ladi. Xuddi shunday, 2   va 1 2     bo`lsin, u holda 1    bo`ladi. 

Demak, agar   va   irratsional son bo‘lsa, ,      sonlar irratsional bo‘lishi 
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shart emas. 

 

1. Kvadrati 3 ga teng bo‘lgan ratsional sonning mavjud emasligi isbotlansin. 

2. Agar r - ratsional son,  - irratsional son bo‘lsa, r   ning irratsional son bo‘lishi 

isbotlansin. 

3. Agar   va   irratsional son bo‘lsa, ,      sonlar irratsional bo‘ladimi? 

4. Agar   va   irratsional son bo‘lib,     esa ratsional son bo‘lsa,     va 

2   sonlarning irratsional bo‘lishi isbotlansin. 

5. Ushbu 

 1 2 ... , 2n n N n        

sonning irratsional bo‘lishi isbotlansin. 

6. Ushbu 

2log2, log 3 

sonlarning irratsional son bo‘lishi isbotlansin. 

 

Quyidagi to‘plamlar chegaralanganlikka tekshirilsin: 

7.  21 6 :E x n n n N     .  

8. 2 :
1

nE x n N
n

    
 

.      

9. 
 

2

1 10
:

1

n n
E x n N

n

       
  

. 

10. : , 1n
nE x n N a
a

     
 

.  

11.    1 1
1 1 :

n
nE x n n N

n

              
. 

12. x R  sonning absolyut qiymati x  quyidagicha ta’riflanadi: 
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, 0

, 0

x агар xx
x агар x

  
 

 

Ixtiyoriy x  haqiqiy son uchun 

0,x   ,x x   x x x    

bo‘lishi isbotlansin. 

13. Ixtiyoriy x  va y  haqiqiy sonlari uchun 

1) ,x y x y    

2) ,x y x y    

3) x y x y    

bo‘lishi isbotlansin. 

14. Ixtiyoriy  x  va y  haqiqiy sonlari ushbu 

 2 21
2

x y x y    

tengsizlikni qanoatlantirishi isbotlansin. 

15. Ushbu  

 : , 0E x x a a   , 

 : , 0F x a x a a      

to‘plamlarning o‘zaro tengligi isbotlansin. 

16. Ushbu 

 :E x x a  , 

 : ,F x x a x a     

to‘plamlarning tengligi isbotlansin. 

Quyidagi tengsizliklarning echimlar to‘plami topilsin: 

1.  3 1 2 1x x x     2.  2 3x    

3.  3 2x    4.  1x x   

5.  
1 1

x x
x x


 
 6.  2 5 2x    
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7.  2 22 3 2 3x x x x      8.  3 1 2x x     

9.  2 22 2x x x x    10.  2 2 12x x     

11.  4 4 10x x      

 

Quyidagi tenglamalarning echimlar to‘plami topilsin: 

1.  22 3x x  . 

2.  sin sin 2x x  . 

3. 1 1
1 1

x x
x x
 


 

. 

4.   2 25 6 5 6x x x x      . 

5.  2 6x x  . 

6.    2 22 5 5 2 5 5x x x x x x         . 

7.     4 2 4 24 2 4 2x x x x       . 

 

Test 

 

№ Savol to`g’ri javob muqobil javob 
muqobil 

javob 

muqobil 

javob 

1.  

a
b

 qisqarmas kasr 

ko`rinishda tasvirlash 

mumkin bo`lgan sonlar 

… sonlar deyiladi. 

ratsional irratsional butun natural 

2.  
Irratsional sonni 

ko’rsating 
2  2,2(3322) 1297

2
 2,5 

3.  
Ratsional sonni 

ko’rsating 
1
2

   e  2  
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4.  Butun sonni ko’rsating 2 100
3

 2  3  

5.  
Ratsional sonni 

ko’rsating 
2,88(3)    e  5

2
 

6.  Butun sonni ko’rsating 234
3

 4
5

 7  11  

7.  
Irratsional sonni 

ko’rsating 
3  4,(27) 522

6
 2,9 

8.  

2 33 0x    tenglamaning 

yechimlari … sonlardan 

iborat! 

irratsional butun natural ratsional 

9.  |50|=? 50 -50 25 -25 

10.  |-(-75)|=? 75 -75 7,5 -7,5 
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4-mavzu. Haqiqiy sonlar to‘plamining 
chegaralari 

4-Ma‘ruza 

Reja 

1. Sonlar to‘plamining aniq chegaralari. 

2. Aniq chegaraning mavjudligi. 

Haqiqiy sonlar to‘plamining chegaralanganligi, to‘plamning aniq chegaralari 

tushunchalari matematik analiz kursida muhim rol o‘ynaydi. 

 

1. Sonlar to‘plamining aniq chegaralari. 

Biror RЕ   to‘plam berilgan bo‘lsin.  

1-ta’rif. Agar E  to‘plamning shunday 0x  elementi )( 0 Ex   topilsaki, E  

to‘plamning ixtiyoriy x elementlari uchun  

0xх   

tengsizlik bajarilsa, ya’ni  

00 :, xxExEx   

bo‘lsa, 0x soni E  to‘plamning eng katta elementi deyiladi va  

Ex max0   

kabi belgilanadi. 

2-ta’rif. Agar E  to‘plamning shunday 0x elementi )( 0 Ex   topilsaki, E   

to‘plamning ixtiyoriy x  elementlari uchun  

0xх   

tengsizlik bajarilsa, ya’ni  

00 :, xxExEx   

bo‘lsa, 0x  soni E  to‘plamning eng kichik elementi deyiladi va  

Ex min0   

kabi belgilanadi. 

 Masalan, 
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  1...,,...,3,2,1min

1...,1,...,
3
1,

2
1,1max












n
n  

bo‘ladi. 

3-ta’rif. [1, definiyion 5.5.1, 116-bet] Agar shunday M  soni )( RM   

topilsaki, E  to‘plamning ixtiyoriy x  elementlari uchun 

Мх   

tengsizlik bajarilsa, ya’ni 

MxExRМ  :,  

bo‘lsa, E  to‘plam yuqoridan chegaralangan deyiladi, M  soni to‘plamning yuqori 

chegarasi deyiladi. 

4-ta’rif. Agar shunday m  soni )( Rm  topilsaki, E  to‘plamning ixtiyoriy x  

elementlari uchun  

mx   

tengsizlik bajarilsa,  ya’ni  

mxExRm  :,  

bo‘lsa, E  to‘plam quyidan chegaralangan deyiladi, m  soni to‘plamning quyi 

chegarasi deyiladi. 

Ravshanki, to‘plam yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, uning yuqori chegaralari 

cheksiz ko‘p, shuningdek quyidan chegaralan-gan bo‘lsa, uning quyi chegaralari 

cheksiz ko‘p bo‘ladi. 

5-ta’rif. Agar RE   to‘plam ham quyidan, ham yuqoridan chegaralangan 

bo‘lsa, E  chegaralangan to‘plam deyiladi. 

6-ta’rif. Agar ixtiyoriy M  soni )( RM   olinganda ham shunday 0x elementi 

)( 0 Ex   topilsaki,  

Мх 0  

tengsizlik bajarilsa, ya’ni 

MxExRМ  00 :,  

bo‘lsa, E  to‘plam yuqoridan chegaralanmagan deyiladi. 
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7-ta’rif. Agar ixtiyoriy m  soni  )( Rm  olinganda ham shunday 0x  elementi 

)( 0 Ex   topilsaki,  

mx 0  

tengsizlik bajarilsa, ya’ni 

mxExRm  00 :,  

bo‘lsa, E  to‘plam quyidan chegaralanmagan deyiladi. 

Masalan, 

1) }0,1,2{...,1 E  to‘plam yuqoridan chegaralangan; 

2) ...},3,2,1{2 E  to‘plam quyidan chegaralangan; 

3) 






 ...,

3
1,

2
1,13E  to‘plam chegaralangan; 

4)  04  xRxE  to‘plam yuqoridan chegaralanmagan; 

5)  05  xRxE  to‘plam quyidan chegaralanmagan bo‘ladi. 

Endi sonlar to‘plamining aniq yuqori hamda aniq quyi chegaralari 

tushunchalarini keltiramiz. 

Aytaylik, RE   to‘plam va Ra  soni berilgan bo‘lsin. 

8-ta’rif. [1, definition 5.5.5, 117-bet] Agar 

1) a  soni E  to‘plamning yuqori chegarasi bo‘lsa, 

2) E  to‘plamning ixtiyoriy yuqori chegarasi M  uchun Мa   tengsizlik 

bajarilsa, a  soni E  to‘plamning aniq yuqori chegarasi deyiladi va Esup  kabi 

belgilanadi:  

Ea sup . 

Demak, E  to‘plamning aniq yuqori chegarasi, uning yuqori chegaralari orasida 

eng kichigi bo‘ladi. 

9-ta’rif. Faraz qilaylik, RE   to‘plam va Rb  soni berilgan bo‘lsin.  Agar 

1) b son E  to‘plamning quyi chegarasi bo‘lsa, 

2) E  to‘plamning ixtiyoriy quyi chegarasi m  uchun mb   tengsizlik bajarilsa, 

b soni E  to‘plamning aniq quyi chegarasi deyiladi va Einf  kabi belgilanadi:  
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Eb inf . 

Demak, E  to‘plamning aniq quyi chegarasi, uning quyi chegaralari orasida eng 

kattasi bo‘ladi. 

“sup” va “inf” lar lotincha “supremum” va “infimum” so‘zlaridan olingan 

bo‘lib, ular mos ravishda eng yuqori, eng quyi degan ma’nolarni anglatadi. 

1-teorema. Faraz qilaylik, RE   to‘plam va Ra  soni  berilgan bo‘lsin. a 

soni  E   to‘plamning aniq yuqori chegarasi bo‘lishi uchun 

1) a  soni E  to‘plamning  yuqori chegarasi, 

2) a  sonidan kichik bo‘lgan ixtiyoriy )( a  uchun E  to‘plamda x  

tengsizlikni qanoatlantiruvchi x  sonining topilishi zarur va yetarli. 

◄  Zarurligi. Aytaylik, 

Ea sup  

bo‘lsin. 8-ta’rifga binoan: 

1) Ex  uchun ax  ,  ya’ni a  soni E  to‘plamning yuqori chegarasi; 

2)  a  soni yuqori chegaralar orasida eng kichigi. Binobarin, a  dan kichik   

soni uchun x  bo‘lgan  Ex  soni topiladi. 

Yetarliligi. Teoremaning ikkala sharti bajarilsin. Bu holda, ravshanki, a  

shartni qanoatlantiruvchi har qanday    soni E  to‘plamning yuqori chegarasi 

bo‘lolmaydi. Demak, a - to‘plamning yuqori chegaralari  orasida eng kichigi. Unda 

ta’rifga ko‘ra 

Ea sup  

bo‘ladi. ► 

Xuddi shunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi. 

2-teorema. Faraz qilaylik, RE   to‘plam va Rb  soni berilgan bo‘lsin. b 

soni  E   to‘plamning aniq  quyi  chegarasi bo‘lishi uchun 

1)  b soni E  to‘plamning quyi chegarasi, 

2) b sonidan katta bo‘lgan ixtiyoriy )( b  uchun E  to‘plamda  x  

tengsizlikni qanoatlantiruvchi x  sonining topilishi zarur va etarli.       

Eslatma. Agar RE   to‘plam yuqoridan chegaralanmagan bo‘lsa, u holda 
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Esup , 

quyidan chegaralanmagan bo‘lsa, u holda 

Einf  

deb olinadi. 

 

20.  Aniq chegaralarning mavjudligi. 

Aytaylik,  

......, 210 n   

musbat haqiqiy son bo‘lsin, bunda 

.1},9,8,7,6,5,4,3,2,1,0{,}0{ 00  nNN n   

Ushbu 

n
n

nn

n
n

nn

b

a

10
1

...
1010

)1...(,

,
10

...
1010

...,

2
21

0210

2
21

0210












 

ratsional sonlar uchun 

nn ba   

bo‘ladi. 

Demak, ixtiyoriy haqiqiy son olinganda shunday ikkita ratsional son topiladiki, 

ulardan biri shu haqiqiy sondan kichik yoki teng, ikkinchisi esa katta bo‘ladi. 

Endi sonlar to‘plamining aniq chegaralarining mavjudligi haqidagi teoremalarni 

keltiramiz. 

3-teorema. [1, theorem 5.5.9, 117-bet] Agar bo‘sh bo‘lmagan to‘plam 

yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, uning aniq yuqori  chegarasi mavjud bo‘ladi. 

Bu teoremani 

 EЕ ),,0[  

to‘plam uchun isbotlaymiz. 

◄ E  to‘plam yuqoridan chegaralangan bo‘lsin: 

.:, MxExRM   
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Arximed aksiomasini e’tiborga olib, NM  deyish mumkin. 

Endi E  to‘plam  

)(..., 210 Е   

elementlarining butun qismlaridan, ya’ni 0 laridan iborat to‘plamni 0F  deylik: 

 ENF  ...,|,}0{ 21000   . 

Bu to‘plam ham yuqoridan M soni bilan chegaralangan va .0 F  Ravshanki, 

}0{0 NF  . Bundan 0F  to‘plamning chekli ekanligini topamiz. Demak, 0F  

to‘plamning eng katta elementi mavjud. Uni 0c  deylik: 

00max cF                                         (1) 

E  to‘plamning  

..., 210 c  

ko‘rinishdagi barcha elementlaridan iborat to‘plamni 0E  deb olamiz: 

}...,{ 2100 EcE   . 

Ravshanki,  ., 00  EEE  

Endi 0E  to‘plam  

..., 210 c  

elementlarining 1  laridan iborat to‘plamni olib, uni 1F  deylik: 

}....,|}9...,,2,1,0{{ 0.21011 EcF    

Bu chekli to‘plam bo‘lib,  1F  bo‘ladi. Shuning uchun uning eng katta 

elementi mavjud. Uni  1c  deb olamiz: 

11max cF                     (2) 

0E  to‘plamning 

..., 3210 сc  

ko‘rinishdagi barcha elementlaridan iborat to‘plamni 1E   deb olamiz: 

}....,{ 03.2101 EccE    

Ravshanki,   101 , EEE . 
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Endi 1E  to‘plam  

..., 3210 сc  

elementlarining 2  laridan iborat to‘plamni olib,  uni  2F  deylik: 

}....,,|}9...,,2,1,0{{ 1.21012 EccF    

Bu to‘plam ham chekli va 2F  bo‘lib, uning eng katta elementi mavjud: 

    22max cF                   (3) 

1E  to‘plamning 

..., 3210 ссc  

ko‘rinishdagi barcha elementlaridan iborat to‘plamni 2E   deb olamiz: 

}...,{ 132102 EcccE    

Bu jarayonni davom ettira borish  natijasida  

......, 210 ncссca   

haqiqiy son hosil bo‘ladi. 

Endi E  to‘plam va bu a  son uchun 1-teoremaning ikkala shartlarini 

bajarilishini ko‘rsatamiz: 

1) Yuqoridagi (1) munosabatga ko‘ra E ..., 3210   uchun 00 с  

bo‘ladi. 

Agar 00 с  bo‘lsa, u holda a..., 210   bo‘ladi. 

Agar 00 с  bo‘lsa, u holda 0210 ..., Ec   bo‘lib, (2) munosabatga ko‘ra 

11 с  bo‘ladi. 

Agar 11 с  bo‘lsa u holda a..., 210   bo‘ladi. 

Agar 11 с  bo‘lsa, u holda 1210 ..., Eсc   bo‘lib, (3) munosabatga ko‘ra 

22 с  bo‘ladi. 

Bu jarayonni davom ettirish natijasida ikki holga duch kelamiz: 

a) shunday  0n  topiladiki, 

nnnn cccc    ,...,, 111100  

bo‘lib, a..., 210   bo‘ladi. 
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b) ixtiyoriy 0n  da   nn с   bo‘lib, a..., 210   bo‘ladi. 

Demak, har doim a..., 210    munosabat o‘rinli bo‘ladi; 

2) a  sondan kichik bo‘lgan ixtiyoriy 

......, 210 n   

haqiqiy sonni olaylik: 

......,......, 210210 nn сссс  

Unda shunday 0n  topiladiki, 

nnnn cccc    ,...,, 111100  

bo‘ladi. Shuni e’tiborga olib, ЕЕх n   uchun  

......, 210 nx   

bo‘lishini topamiz. 

Shunday qilib teoremada keltirilgan E  to‘plam va a  soni uchun 1-teoremaning 

ikkala shartining bajarilishi ko‘rsatildi. Unda 1-teoremaga muvofiq E  to‘plamning 

aniq yuqori  chegarasi mavjud va  

Ea sup  

bo‘lishi kelib chiqadi. ► 

Xuddi shunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi. 

4-teorema. Agar bo‘sh bo‘lmagan to‘plam quyidan chegaralangan bo‘lsa, 

uning aniq quyi chegarasi mavjud bo‘ladi. 

Eslatma. To‘plamning aniq quyi hamda aniq yuqori chegaralari shu to‘plamga 

tegishli bo‘lishi ham mumkin, tegishli bo‘lmasligi ham mumkin. 

 

Mashqlar 

1. Agar A  va B  to‘plamlari  ),( RBRA    chegaralangan bo‘lib, BA  

bo‘lsa,  

BABA infinf,supsup   

bo‘lishi isbotlansin. 

2. Agar )( RAAx   uchun )( Rx    bo‘lsa, Asup  bo‘lishi 

isbotlansin. 
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Nazorat savollari 

 

1. To`plamning eng kata va eng kichik elementlari nima? 

2. To`plamning yuqori va quyi chegaralari ta’riflarini bering. 

3. To`plamning aniq yuqori va aniq quyi chegaralari ta’riflarini bering. 

4. Aniq yuqori chegaraning mavjudligi haqidagi teoremani ayting. 

5. Aniq quyi chegaraning mavjudligi haqidagi teoremani ayting. 

 

Glossariy 
 

To‘plamning eng katta elementi - agar E  to‘plamning shunday 0x  elementi 

)( 0 Ex   topilsaki, E  to‘plamning ixtiyoriy x elementlari uchun  0xх   

tengsizlik bajarilsa 0x soni E  to‘plamning eng katta elementi deyiladi. 

 To‘plamning eng kichik elementi - agar E  to‘plamning shunday 0x elementi 

)( 0 Ex   topilsaki, E   to‘plamning ixtiyoriy x  elementlari uchun 0xх  tengsizlik 

bajarilsa 0x  soni E  to‘plamning eng kichik elementi deyiladi.  

Chegaralangan to‘plam – agar RE   to‘plam ham quyidan, ham yuqoridan 

chegaralangan bo‘lsa, u chegaralangan to‘plam deyiladi. 

To‘plamning aniq yuqori chegarasi – agar 1) a  soni E  to‘plamning yuqori 

chegarasi bo‘lsa, 2) E  to‘plamning ixtiyoriy yuqori chegarasi M  uchun Мa   

tengsizlik bajarilsa, a  soni E  to‘plamning aniq yuqori chegarasi deyiladi va Esup  

kabi belgilanadi.  
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To‘plamning aniq quyi chegarasi –agar 1) b son E  to‘plamning quyi 

chegarasi bo‘lsa, 2) E  to‘plamning ixtiyoriy quyi chegarasi m  uchun mb   

tengsizlik bajarilsa, b soni E  to‘plamning aniq quyi chegarasi deyiladi va Einf  

kabi belgilanadi.  

 

Keys banki 

 

4-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Agar A  va B  to‘plamlar ( , )A B    

chegaralangan bo‘lib, BA  bo‘lsa,  

BABA infinf,supsup   

bo‘lishi isbotlansin. 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va 

tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

 to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual). 

 

4-amaliy mashg‘ulot 

 

Na’muna uchun misollar yechimi 

1-misol. Ushbu 
2

2 :
4

nE x n N
n

 
   

 
 

to`plamning aniq yuqori hamda aniq quyi chegarasi topilsin. 

◄ Ravshanki, n N   uchun 
2

20 1
4

n
n

 


                                               (1) 

bo`ladi. Demak, berilgan to`plam chegaralangan.  

(1) munosabatdan x E   uchun 



 
 

NamDU  MATEMATIKA KAFEDRASI                                       Xakimov R. 
 

54 

 MATEMATIK ANALIZ I-kurs 

2

2 1
4

nx
n

 


 

bo`lishi kelib chiqadi. 

0   sonni  0 1   olib, E to`plamda, uning 

2

0 2 4
nx

n



,   

 4 1
n





  

elementi qaralsa, uning uchun 
2

2 1
4

n
n

 


                                          (2) 

tengsizlik bajariladi (chunki 

 

   

2
2 2 2 2

2

2

1 4 4 4 1
4

4 1 4 1
)

n n n n n
n

n n

    

 
 

          


 
   

 

(1) va (2) munosabatlardan topamiz: 
2

2 : 1
4

nSupE Sup x n N
n

 
    

 
. 

Xuddi shunga o`xshash 
2

2inf inf : 0
4

nE x n N
n

 
    

 
 

bo`lishi ko`rsatiladi.► 

Quyidagi to`plamlar chegaralanganlikka tekshirilsin (1–6): 

1. 2 :
1

nE x n N
n

    
 

.  

2.  21 6 :E x n n n N      

3. 
 

2

1 10
:

1

n n
E x n N

n

       
  

. 
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4. : , 1n
nE x n N a
a

     
 

.  

5.    1 1
1 1 :

n
nE x n n N

n

              
. 

6. Ushbu 

1 :E x n N
n

   
 

 

to`plamning aniq yuqori hamda aniq quyi chegaralari topilsin. 

7. Ushbu  

 1
1 :

n

E x n N
n

      
  

 

to`plamning aniq yuqori va aniq quyi chegaralari topilsin. 

8. E R  to`plam uchun SupE  va inf E  lar mavjud bo`lib, 

infSupE E  

bo`lsa, E  to`plam to`ғrisida nima deyish mumkin. 

9. Agar E R , F E  to`plamlar uchun:  

1) , : ,x E y F x y      

2) 0 0 0 00, , :x E y F y x          

bo`lsa, u holda 

infSupE F  

bo`lishi isbotlansin. 

10. Agar E R  to`plam chegaralangan bo`lib, 1E E  bo`lsa, u holda 

1 1, inf infSupE SupE E E   

bo`lishi isbotlansin. 

11. Agar E R  to`plam chegaralangan bo`lib,  a R  bo`lsa, u holda 

 Sup a E a SupE    

bo`lishi isbotlansin. 

12. Agar E R  to`plam chegaralangan bo`lib, 0a   bo`lsa, u holda 
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 Sup a E a SupE    

bo`lishi isbotlansin. 

13. Aytaylik, chegaralangan  E x R   to`plam har bir x  elementining qarama-

qarshisi x  lardan tuzilgan to`plam F  bo`lsin:  :F x x E   . U holda  

inf ,SupF E   inf F SupE   

bo`lishi isbotlansin. 

14. Aytaylik,  E x R  ,  F y R   chegaralangan to`plamlar bo`lib, 

 : ,E F x y x E y F      bo`lsin. U holda 

  ,Sup E F SupE SupF    

 inf inf infE F E F    

bo`lishi isbotlansin. 

15. Aytaylik,  E x R  ,  F y R   chegaralangan to`plamlar bo`lib, 

 : ,E F x y x E y F      bo`lsin. U holda 

  infSup E F SupE F    

bo`lishi isbotlansin 

16. Ushbu  : 0 ,E x x     : 0F y y    to`plamlar yordamida tuzilgan 

 : ,E F x y x E y F         to`plam uchun 

 inf inf inf ,E F E F       

 Sup E F SupE SupF       

bo`lishi isbotlansin. 

17. Aytaylik, E R , F R  to`plamlar yuqoridan chegaralangan bo`lsin. Unda 

   max ,Sup E F SupE SupF  

bo`lishi isbotlansin. 

 (  max ,a b a  va b larning kattasi ) 
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Test 

№ Test topshirig`i To`g`ri javob Muqobil javob Muqobil javob 

1. 
M R  soni E R  
to‘plamning yuqori chegarasi 
deyiladi, agar … 

:x E x M    :x E x M    :x E x M    

2. 
m R  soni E R  
to‘plamning quyi chegarasi 
deyiladi, agar… 

:x E x m     :x E x m    :x E x m    

3. 
M R  soni E R  
to‘plamning aniq yuqori 
chegarasi deyiladi, agar... 

M  soni 
E to‘plamning 
yuqori chegaralari 
orasidagi eng kichigi 

M  soni 
E to‘plamning 
quyi chegarasi 

M  soni 
E to‘plamning 
yuqori chegarasi 

4. 
m R  soni E R  
to‘plamning aniq quyi 
chegarasi deyiladi, agar… 

m  soni 
E to‘plamning quyi 
chegaralari orasidagi 
eng kattasi 

m  soni 
E to‘plamning 
quyi chegarasi 

m  soni 
E to‘plamning 
yuqori chegaralari 
orasidagi eng 
kichigi  

5. E to‘plam chegaralangan 
deyiladi, agar … :   x E m x M     :   x E x M     ;E     

6. 
E to‘plam yuqoridan 
chegaralangan deyiladi, agar 
… 

, ,x E M x M      ;E     :x E m x M     

7. 
E to‘plam quyidan 
chegaralangan deyiladi, agar 
… 

, ,x E m x m     :x E x M    :x E m x M     

8. Chegaralanmagan 
E to‘plamni ko‘rsating:  ;E     :x E x M    :x E m x M     

9. 
(0, 1) intervalning aniq 
yuqori chegarasini 
ko‘rsating: 

1 2 3 

10. Chegaralangan E to‘plamni 
ko‘rsating: 

[ , ]E a b  ( , )E    ( , ]E a   
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5-mavzu. Haqiqiy sonlar ustida amallar 
5-ma’ruza 

Reja 

1. Haqiqiy sonlar yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbati. 

2. Haqiqiy sonning darajasi. 

3. Haqiqiy sonning absolyut qiymati. 

4. Bernulli tengsizligi. Nyuton binomi formulasi. 

5. Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipi. 

 

1. Haqiqiy sonlar yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbati. 

Avval aytganimizdek, ratsional sonlar ustida, xususan chekli o‘nli kasrlar ustida 

bajariladigan amallar va ularning  xossalari ma’lum deb hisoblaymiz. 

Aytaylik, ikkita musbat 

0 1 2

0 1 2

, ... ...
, ... ...

n

n

a
b

   
   




 

haqiqiy sonlar berilgan bo‘lsin. Unda  0n   bo‘lganda ushbu 

' 1 2
0 1 2 0 2

'' 1 2
0 1 2 0 2

, ... ... ,
10 10 10

1, ...( 1) ...
10 10 10

n
n n n

n
n n n

a a aа a a a a a

a a aа a a a a a

     


      

 

ratsional sonlar uchun 
' ' ' ,n na a a                                               (1) 

shuningdek, 

' 1 2
0 1 2 0 2, ... ... ,

10 10 10
n

n n nb   
           

'' 1 2
0 1 2 0 2

1, ...( 1) ...
10 10 10

n
n n nb   

    


        

ratsional sonlar uchun 
' ' '
n nb b b                                                 (2) 

bo‘ladi. 
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Endi (1) va (2) tengsizliklarni qanoatlantiruvchi  ratsional sonlarning yig‘indisi 
' '
n na b  lardan iborat { ' '

n na b } to‘plamni qaraymiz. Ravshanki, bu to‘plam yuqoridan 

chegaralangan. Unda 4-ma’ruzadagi 3-teoremaga ko‘ra { ' '
n na b } to‘plamning aniq 

yuqori chegarasi mavjud bo‘ladi. 

1-ta’rif. [1, p.104, def.5.3.4]{ ' '
n na b } to‘plamning aniq yuqori chegarasi a  va 

b haqiqiy sonlar yigindisi  deyiladi va  a b   kabi belgilanadi: 
' '

0
sup{ }.n n
n

а b a b


    

(1) va (2) tengsizliklarni qanoatlantiruvchi ratsional sonlarning ko‘paytmasi 
' '
n na b  lardan iborat { ' '

n na b } to‘plamni qaraymiz. Bu to‘plam yuqoridan 

chegaralangan bo‘ladi. Shuning uchun uning aniq yuqori chegarasi mavjud bo‘ladi.  

2-ta’rif. [1, p.105, def.5.3.9]{ ' '
n na b } to‘plamning aniq yuqori chegarasi a  va 

b haqiqiy sonlar ko‘paytmasi deyiladi va  a b  kabi belgilanadi. 
' '

0
sup{ }.n n
n

а b a b


    

(1) va (2) tengsizliklarni qanoatlantiruvchi ratsional sonlarning nisbati 
'

' '
n

n

а
b

 

lardan iborat 
'

' '
n

n

а
b

 
 
 

 to‘plam yuqoridan chegaralangan bo‘ladi.  

3-ta’rif. 
'

' '
n

n

а
b

 
 
 

 to‘plamning aniq yuqori chegarasi a  sonining b soniga 

nisbati deyiladi va 
а
b

 kabi belgilanadi.              

'

' '
0

sup .n

n n

а а
b b

 
  

 
 

Aytaylik a  va b musbat  haqiqiy sonlar bo‘lib,  a b  bo‘lsin. 

4-ta’rif. [1, p.106]{ ' ''
n na b } to‘plamning aniq yuqori chegarasi a  sonidan b 

sonining ayirmasi deyiladi va  a b  kabi belgilanadi. 
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' ''

0
sup{ }.n n
n

а b a b


    

Eslatma. 1) Haqiqiy sonlar ustida bajariladigan qo‘shish, ko‘paytirish, ayirish 

va bo‘lish amallarini to‘plamning aniq quyi chegarasi orqali ham ta’riflash mumkin. 

Masalan, a  va b haqiqiy sonlar yig‘indisi quyidagicha  ta’riflanadi: 
' ' ' '

0
inf{ }n nn

а b a b


   . 

Haqiqiy sonlarda, yuqorida kiritilgan amallar o‘rta maktab matematika kursida 

o‘rganilgan amallarning barcha xossalarga ega. 

2. Haqiqiy sonning darajasi. 

Avval haqiqiy sonning 0-hamda n - darajalari  ( n N )  quyidagicha 
0

та

1,
... , ( )n

n

а
a a a a n N



    
   

aniqlanishini  ta’kidlaymiz. 

Teorema [2, p.18, property 1.8] (isbotsiz). Faraz qilaylik, 0a   va n N  

bo‘lsin. U holda shunday yagona musbat x  soni topiladiki, 
nx a  

bo‘ladi. 

5-ta’rif. Musbat haqiqiy a  sonining n  darajali ildizi deb ushbu 
nx a  

tenglikni  qanoatlantiruvchi yagona x  soniga aytiladi va  
1

n nx a a   

kabi belgilanadi. 

Aytaylik, a  musbat haqiqiy son, r  esa musbat ratsional son bo‘lsin: 

0, , ,ma r m n N
n

   . 

Bu holda a  sonining r - darajasi quyidagicha 

 
1

r m nа a  
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aniqlanadi.   

6-ta’rif. Faraz qilaylik, 1, 0a b   haqiqiy sonlari berilgan bo‘lsin, a  

sonining -b darajasi deb ushbu  '
nba  to‘plamning aniq yuqori chegarasiga aytiladi: 

 '

0
sup .nbb

n
а а


  bunda 0 1 2 0 1 2, , ,... , , , ,... ,...n n nb b           

 

3. Haqiqiy sonning absolyut qiymati. 

[2, p.13] Aytaylik x R  son berilgan bo‘lsin. Ushbu  

,   agar 0 bo'lsa,
, agar 0 bo'lsa,

x х
x

х х


  
 

miqdor x  sonining absolyut qiymati deyiladi. 

Haqiqiy sonning absolyut qiymati quyidagi xossalarga ega: 

1) x R  son uchun 

0, , ,x x x x x x x       

munosabatlar o‘rinli, 

2) x a a x a     , 

   x a a x a     ,             ( 0)a          

3) ,x R y R   sonlar uchun 

,x y x y    

,x y x y    

,x y x y    

, ( 0)
xx y

y y
   

bo‘ladi. 

Bu xossalarning isboti bevosita sonning absolyut qiymati ta’rifidan kelib 

chiqadi. Ulardan birini,  masalan  x y x y    bo‘lishini isbotlaymiz.  

◄ Aytaylik,  0x y   bo‘lsin. Unda x y x y    bo‘ladi. ,x x y y   
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bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:  

.x y x y x y      

Endi 0x y   bo‘lsin.  

Unda ( ) ( ) ( )x y x y x y         bo‘ladi. ,x x y y     bo‘lishini 

e’tiborga olib topamiz: 

( ) ( )x y x y x y       . ► 

1-misol. Ushbu 

3 1 2 1x x x                                           (3) 

tengsizlik x  ning qanday qiymatlarida o‘rinli bo‘ladi? 

◄ Sonning absolyut qiymati xossasidan foydalanib topamiz:  

3 1 (2 1) 2 1x x x x x       . 

Demak, (3) tengsizlik ixtiyoriy x R  uchun o‘rinli bo‘ladi. ► 

Barcha manfiy bo‘lmagan haqiqiy sonlar to‘plamini R  bilan belgilaylik. 

Ravshanki, R R  . 

Har bir x R  haqiqiy songa uning absolyut qiymati x  ni mos qo‘yish bilan 

ushbu  

: ( : )f x x f R R   

akslantirishga ega bo‘lamiz. 

Demak haqiqiy sonning absolyut qiymati R  to‘plamni R  to‘plamga 

akslantirish deb qaralishi mumkin. 

Ixtiyoriy ,x R y R   sonlarni olaylik. Ushbu 

x y  

miqdor  x  va y  nuqtalar orasidagi masofa deyiladi va ( , )d x y  kabi belgilanadi: 

( , )d x y x y  . 

Masofa  quyidagi xossalarga ega: 

1) ( , ) 0 ва ( , ) 0 ,d x y d x y x y     

2) ( , ) ( , ),d x y d y x  
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3) ( , ) ( , ) ( , ), ( ).d x z d x y d y z z R    

 

4. Bernulli tengsizligi. Nyuton binomi formulasi. 

Ixtiyoriy 1x    ( x R ) hamda ixtiyoriy n N  uchun ushbu  

(1 ) 1nx nx                                   (4) 

tengsizlik o‘rinli. 

◄ Bu tengsizlikni matematik induksiya usuli yordamida isbotlaymiz. 

Ravshanki, 1n   da (4) tengsizlik (tasdiq) o‘rinli bo‘ladi  

1 1 .x x    

Endi n N  da (4) munosabat o‘rinli deb, uni 1n   uchun ham o‘rinli bo‘lishini 

ko‘rsatamiz. (4) tengsizlikning har ikki tomonini 1 x  ga ko‘paytirib topamiz: 
1 2(1 ) (1 ) (1 ) 1 ( 1) 1 ( 1) .nx nx x n x nx n x             

Matematik induksiya usuliga binoan (4) munosabat ixtiyoriy n N  uchun 

o‘rinli bo‘ladi.► 

(4) tengsizlik Bernulli tengsizligi deyiladi. 

[2, p.19-20]Endi Nyuton binomi formulasini keltiramiz.  

Ma’lumki, ,a R b R   da 

2 2 2

3 3 2 2 3

( ) 2 ,
( ) 3 3
a b a ab b
a b a a b ab b
   

    
 

bo‘ladi. Umuman, ixtiyoriy  n N da  
0 1 1

1 1

0

( ) ... ...n n n k n k k
n n n

n
n n n n k n k k
n n n

k

а b C a C a b C a b

C ab C b C a b

 

  



         

   
          (5)                                     

bo‘ladi,  bunda 
0 1

( 1)...( ( 1)) , ! 1 2 3... , 1,2...,
!

n

k
n

С
n n n kС k k k n

k



  
    

 

(5) tenglik ham matematik induksiya usuli yordamida isbotlanadi.  

◄ Ravshanki, 1n   da 0 1
1 1 .С а С b a b      Demak, bu holda (5) tenglik 
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o‘rinli. Endi (5) tenglik n  uchun o‘rinli bo‘lsin deb, uni 1n   uchun ham o‘rinli 

bo‘lishini ko‘rsatamiz. (5) tenglikning har ikki tomonini a b  ga ko‘paytirib topamiz: 

1 1 1 1 1

1

( ) ( ) .
n

n n k k n k k n
n n

k

a b a C C a b b     



        

Ravshanki,    

1

1

( 1)...( ( 2)) ( ( 1) )
!

( 1)(( 1) 1)...(( 1) ( 1))
!

k k
n n

k
n

n n n kС С n k k
k

n n n n k С
k





  
     

     
 

 

Demak, 
1

1 1 1 1 1
1 1

1 0

( )
n n

n n k n k k n k n k k
n n

k k

a b a C a b b C a b


      
 

 

           

bo‘ladi. Bu esa (5) tenglik 1n   bo‘lganda ham bajarilishini ko‘rsatadi. ► 

Odatda (5) tenglik Nyuton binomi formulasi deyiladi. 

5. Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipi. 

Ma’lumki, ushbu  

   : ,x R a x b a b     

to‘plam segment deb ataladi. 

Aytaylik,  1 1[ , ]a b  va 2 2[ , ]a b  segmentlar berilgan bo‘lsin. Agar  

1 1 2 2[ , ] [ , ]a b a b  

bo‘lsa, 1 1[ , ]a b  segment 2 2[ , ]a b  segmentning ichiga joylashgan deyiladi.  Bu holda  

1 2 2 1a a b b     bo‘ladi. 

7-ta’rif. Agar 

1 1 2 2[ , ], [ , ],...., [ , ],...n na b a b a b                      (6) 

cegmentlar ketma-ketligi quyidagi 

1 1 2 2[ , ] [ , ] ... [ , ] ...n na b a b a b     

munosabatda, ya’ni n N   da  

1 1[ , ] [ , ]n n n na b a b   

bo‘lsa, (6) ichma-ich joylashgan segmentlar ketma-ketligi deyiladi. 
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Teorema. Aytaylik, 

1 1 2 2[ , ], [ , ],...., [ , ],...n na b a b a b  

cegmentlar ketma-ketligi quyidagi shartlarni bajarsin: 

1)  1 1: [ , ] [ , ],n n n nn N a b a b     

2)  0 00, , : n nn N n n b a         bo‘lsin. 

U holda shunday с R  mavjud bo‘ladiki,  [ , ],n nс a b  ( 1,2,3,...)n   bo‘lib, bunday 

c yagona bo‘ladi. 

◄ Teoremada qaralayotgan segmentlar ketma-ketligi ichma-ich joylashgan 

segmentlar ketma-ketligi bo‘ladi. Ravshanki, bu holda ushbu 

1 2 3 1 2 1... ...n n na a a a b b b b          

munosabat bajariladi. 

Endi 1 2, ,..., na a a  sonlaridan tashkil topgan 

1 2{ , , ..., }nE a a a  

to‘plamni qaraymiz. Bu to‘plamning yuqoridan chegaralanganligini ko‘rsatamiz. 

Ixtiyoriy natural m sonini olib, uni tayinlaymiz. 

Agar n m  bo‘lsa, [ , ] [ , ]m m n na b a b   bo‘lib, ,n m m na a b b    ya’ni 

n ma b  bo‘ladi.  

 Agar n m  bo‘lsa, [ , ] [ , ]n n m ma b a b  bo‘lib, ,m n n ma a b b    ya’ni  

n ma b  bo‘ladi. 

Aniq yuqori chegara haqidagi teoremaga ko‘ra 

sup ( )E c c R   

mavjud bo‘ladi. 

To‘plamning aniq yuqori chegarasi ta’rifiga binoan 

n N  da na c  va m N   da mc b bo‘ladi. 

Demak, 

n N   da [ , ].n nc a b  

Agar shu nuqtadan farqli va barcha segmentlarga tegishli 

' ( ' [ , ], )n nc c a b n N    mavjud deb qaraladigan bo‘lsa, unda 
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' 0n nb a c c     

bo‘lib, bu teoremaning 2-shartiga zid bo‘ladi. 

Demak,  'c c  ►. 

Odatda bu teorema ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipi deyilib, u haqiqiy 

sonlar to‘plamining uzluksizlik (to‘liqlik) xossasini ifodalaydi. 

Mashqlar 

1. Ixtiyoriy 1 2, , ..., nx x x  haqiqiy sonlar uchun 

1 2 1 2... ...n nx x x x x x        

bo‘lishi isbotlansin. 

2. Ikki haqiqiy son yig‘indisi ta’rifidan foydalanib ushbu 

, 2a b b a a a a      

tengliklar isbotlansin. 
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Nazorat savollari 

1. Ikki haqiqiy sonning yig’indisi, ayirmasi, ko’paytmasi va nisbati ta’riflarini 

bering. 

2. Haqiqiy sonning darajasi ta’rifini bering. Misollarda tushuntiring. 

3. Haqiqiy sonnig absolyut qiymati nima? 

4. Bernulli tengsizligini keltiring. 

5. Nyuton binomi formulasini yozing. 

6. Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipini tushuntiring. 
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Glossariy 

Haqiqiy sonning absolyut qiymati – aytaylik x R  son berilgan bo‘lsin. 

Ushbu 
,   agar 0 bo'lsa,

, agar 0 bo'lsa,
x х

x
х х


  

 miqdor x  sonining absolyut qiymati deyiladi. 

Nuqtalar orasidagi masofa – ixtiyoriy ,x R y R   sonlar uchun x y  

miqdor  x  va y  nuqtalar orasidagi masofa deyiladi. 

Bernulli tengsizligi – ixtiyoriy 1x    ( x R ) hamda ixtiyoriy n N  uchun 

ushbu (1 ) 1nx nx    tengsizlik Bernulli tengsizligi deyiladi. 

Nyuton binomi formulasi –  

0 1 1 1 1

0

( ) ... ...
n

n n n k n k k n n n n k n k k
n n n n n n

k

а b C a C a b C a b C ab C b C a b    



              

Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipi – aytaylik,  

1 1 2 2[ , ], [ , ],...., [ , ],...n na b a b a b  

segmentlar ketma-ketligi quyidagi shartlarni bajarsin: 

1) 1 1: [ , ] [ , ],n n n nn N a b a b     

2) 0 00, , : n nn N n n b a         bo‘lsin. 

U holda shunday с R  mavjud bo‘ladiki, [ , ],n nс a b  ( 1,2,3,...)n   bo‘lib, bunday 

c  yagona bo‘ladi. 

Keys banki 

5-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Ixtiyoriy 1 2, , ..., nx x x  haqiqiy sonlar uchun 

1 2 1 2... ...n nx x x x x x        

bo‘lishi isbotlansin. 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va 

tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

 to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual). 
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5-amaliy mashg‘ulot 
 

Na’muna uchun misollar yechimi 

1-misol. 2 2 21 2 ...nS n     yig‘indini hisoblang. 

Yechish: Ushbu  3 3 21 3 3 1x x x x      tenglikni qaraymiz. Bu tenglikda 

1,2,...,x n  deb olib va hosil bo‘lgan tenglikni hadma-had qo‘shib, topamiz: 

  2 3 2

1 1 1

1 3
n n n

k k k

k k k k n
  

       . 

Bundan 

   3 3 31 3 1
2nn n S n n n       

bo‘lishini hosil qilamiz. Endi yuqoridagi tenglikdan nS  ni topsak, 

    3 21 12 3 1 2 1
6 6nS n n n n n n      . 

Demak,  

  2 2 2 1 2 1
1 2 ...

6
n n n

n
 

    . 

 

Quyidagi tengsizliklarni isbotlang: 

 

1. x y x y   .  

2. 1 2 1 2... ...n nx x x x x x       

 

Ixtiyoriy a  va b  sonlar uchun quyidagi tengliklar o`rinli bo`lishini iosbotlang: 

1.  1 1

0

n
n n k n k

k

a b a b b a  



    ; 

2.  
2

2 1 2 1 2

0

( 1)
n

n n k k n k

k

a b a b b a  



    ; 
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Quyidagi tengliklarni isbotlang: 

 
Quyidagi tengliklarni isbotlang: 

 
 

Quyidagi yig‘indilarni hisoblang: 
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Quyidagi yig‘indilarni hisoblang: 

 

 
 

Quyidagi tengliklarni isbotlang: 

 

 
 

Test 

 

№ Test topshirig`i To`g`ri javob Muqobil javob 
Muqobil 

javob 

1. 

Musbat haqiqiy a  sonining 

n  darajali ildizi deb ushbu 

… tenglikni 

qanoatlantiruvchi yagona x  

soniga aytiladi. 

nx a  
1
nx a  

n nx a  

2.  
Noto`g`ri munosabatni 

ko`rsating. 
x x   x x   x x  

3.  
Noto`g`ri munosabatni 

ko`rsating. 
x y x y    x y x y    x y x y    
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4.  

Ushbu 3 1 2 1x x x     

tengsizlik x  ning qanday 

qiymatlarida o‘rinli bo‘ladi? 

x R   x R   x R   

5.  

Ushbu … miqdor x  va y  

nuqtalar orasidagi masofa 

deyiladi. 

x y  x y  ( )x y   

6.  
Bernulli tengsizligini 

ko`rsating 
(1 ) 1nx nx    (1 ) 1nx nx    (1 ) 1nx nx    

7.  

Ushbu 

8 3 5 8 3 3 2x y x y       

tengsizlik x  va y  ning 

qanday qiymatlarida o‘rinli 

bo‘ladi? 

,x y R   ,x y R   ,x y R   

8.  

Ushbu 

17 11 7 17 3 11 4x y x y     

 tengsizlik x  va y  ning 

qanday qiymatlarida o‘rinli 

bo‘ladi? 

,x y R   ,x y R   ,x y R   

9.  
Noto`g`ri munosabatni 

ko`rsating. 
n

n m ma a  m m mab a b   
k m kma a  

10.  

Ushbu 
2 22 3 2 3x x x x      

tengsizlikni yeching. 

 1;3x     ; 1 3;x     3;1x   
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6-mavzu. Sonlar ketma-ketligi va uning limiti 
6-ma’ruza 

Reja 

1. Sonlar ketma-ketligi tushunchasi. 

2. Sonlar ketma-ketligining limiti. 

 

1. Sonlar ketma-ketligi tushunchasi. 

Biz birinchi bobda ixtiyoriy E  to‘plamni F  to‘plamga akslantirish: 

:f E F  

tushunchasi bilan tanishgan edik. 

Endi ,E N F R   deb, har bir natural n  songa biror haqiqiy nx  sonini mos 

qo‘yuvchi  

: , ( 1,2,3,...)nf n x n                              (1) 

akslantirishni  qaraymiz. 

1-ta’rif. 1- akslantirishning akslaridan iborat ushbu 

1 2 3, , , ..., , ...nx x x x                                         (2) 

to‘plam sonlar ketma-ketligi deyiladi. Uni { }nx  yoki  nx  kabi belgilanadi. 

( 1,2,3,...)nx n   sonlar (2) ketma-ketlikning hadlari deyiladi. Masalan, 

1) 
1 1 1 1: 1, , , ..., ,...,

2 3nx
n n

  

2) ( 1) : 1, 1, 1, ..., ( 1) ,...n n
nx        

3) 3: 1, 2, 3, ..., , ...n n
nx n n  

4) 1: 1, 1, 1, ..., 1,...xn   

5) 0,3; 0,33; 0,333;...; 0,333...3; ...
таn

   

lar sonlar ketma-ketliklaridir. 

Biror { }nx  ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. 

2-ta’rif. [1, p.130, def. 6.1.16] Agar shunday o‘zgarmas M  soni mavjud 
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bo‘lsaki, ixtiyoriy ( 1,2,3,...)nx n   uchun nx M  tengsizlik bajarilsa (ya’ni 

, : nM n N x M    bo‘lsa), { }nx  ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan 

deyiladi. 

3-ta’rif.  Agar shunday o‘zgarmas m  soni mavjud bo‘lsaki, ixtiyoriy 

( 1,2,3,...)nx n   uchun nx m  tengsizlik bajarilsa (ya’ni,  , : nm n N x m     

bo‘lsa), { }nx   ketma-ketlik quyidan chegaralangan deyiladi. 

4-ta’rif.  Agar { }nx  ketma-ketlik ham yuqoridan, ham  quyidan chegaralangan 

bo‘lsa (ya’ni , , : nm M n N m x M      bo‘lsa), { }nx  ketma-ketlik 

chegaralangan deyiladi.  

1-misol. Ushbu 

2 ( 1,2,3,...)
4n

nx n
n

 


 

ketma-ketlikning chegaralanganligi isbotlansin. 

◄ Ravshanki, n N   uchun  

2 0
4n

nx
n

 


 

bo‘ladi. Demak, qaralayotgan ketma-ketlik quyidan chegaralan-gan. 

Ma’lumki, 
2 20 ( 2) 4 4n n n      

bo‘lib, undan  24 4n n   ya’ni, 

2

1
4 4

n
n




 

bo‘lishi kelib chiqadi.  Bu esa berilgan ketma-ketlikning yuqoridan 

chegaralanganligini bildiradi. Demak, ketma-ket-lik chegaralangan ► 

5-ta’rif. Agar { }nx  ketma-ketlik uchun  

00, : nM R n N x M      

bo‘lsa,  ketma-ketlik yuqoridan  chegaralanmagan deyiladi. 
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2. Sonlar ketma-ketligining limiti. 

Aytaylik, a R  son  hamda ixtiyoriy musbat   son berilgan bo‘lsin. 

6-ta’rif. Ushbu  

( ) { } ( , )U a x R a x a a a              

to‘plam a  nuqtaning   - atrofi  deyiladi.  

Faraz qilaylik { }nx  ketma-ketlik  va a R   soni berilgan bo‘lsin. 

7-ta’rif. [2, p.68, def. 3.5] Agar ixtiyoriy 0   son olinganda ham  shunday 0n  

natural soni mavjud bo‘lsaki,  0n n  tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha natural 

sonlar uchun 

nx a                                                   (3) 

tengsizlik bajarilsa,  (ya’ni   

0 00, , : | |nn N n n x a          

bo‘lsa), a  son  { }nx  ketma-ketlikning limiti deyiladi va  

lim nn
a x


  yoki  n    da  nx a  

kabi belgilanadi. 

Ravshanki, yuqoridagi (3) tengsizlik uchun  

| |n nx a a x a          

ya’ni, 0( ), ( )nx U a n n   bo‘ladi. SHuni e’tiborga olib, ketma-ketlikning limitini 

quyidagicha ta’riflasa bo‘ladi. 

8-ta’rif. [1, p.128, def.6.1.5] Agar a  nuqtaning ixtiyoriy  ( )U a  atrofi 

olinganda ham { }nx  ketma-ketlikning biror hadidan keyingi barcha hadlari shu 

atrofga tegishli bo‘lsa, a  son { }nx  ketma-ketlikning limiti deyiladi. 

Yuqorida keltirilgan ta’riflardan ko‘rinadiki   ixtiyoriy musbat son bo‘lib, 

natural 0n  soni esa   ga va qaralayotgan ketma-ketlikka bog‘liq ravishda topiladi. 

2-misol. Ushbu 

( , 1,2,3,...)nx c c R n    

ketma-ketlikning limiti c  ga teng bo‘ladi.  
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◄Haqiqatan ham, bu holda 0   ga ko‘ra 0 1n   deyilsa, unda 0n n   

uchun 0nx c     bo‘ladi. Demak,   lim limnn n
x c c

 
   ►           

3-misol. Ushbu  

1 ( 1,2,3,....)nx n
n

     

ketma-ketlikning limiti  0 ga teng bo‘lishi isbotlansin: 

1lim 0
n n

 . 

◄  Ravshanki,  

1 10
n n
   

bo‘lib,  
1 ( 0)
n

       tengsizlik barcha 
1n


     bo‘lganda o‘rinli. Bu holda   

0
1 1n

    

 

deyilsa,  ([ ]a a  sonidan katta bo‘lmagan uning butun  qismi), unda 0n n   uchun  

1 0
n

   

bo‘ladi. Ta’rifga binoan 

1lim 0
n n

 . ► 

4-misol. Aytaylik, , 1a R a    bo‘lsin.  U holda  

1lim 0nn a
  

bo‘lishi isbotlansin. 

◄ 1a    deylik. Unda 1 0a     va Bernulli tengsiz-ligiga ko‘ra  

(1 ) 1n n n       

bo‘lib, n N   da  
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1 1
n na 
  

bo‘ladi. Demak,  

1 10n na a
        ( 0)   

tengsizlik barcha  

1n


  

bo‘lganda o‘rinli.  Agar  

0
1 1n

    

 

deyilsa, ravshanki, 0n n   uchun  

1 0na
   

bo‘ladi. Demak,  

1lim 0nn a
  ► 

5-misol. Ushbu  1,2,3,...
1n

nx n
n

 


 

ketma-ketlikning limiti 1 ga teng bo‘lishi isbotlansin. 

◄ Ixtiyoriy 0   son olamiz. So‘ng ushbu 

1nx    

tengsizlikni qaraymiz. Ravshanki, 

1 1
1 1n

n nx
n n

   
 

 

Unda yuqoridagi tengsizlik 

1
n

n



 

ko‘rinishga keladi. Keyingi tengsizlikdan 
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1 1n


   

bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, limit ta’rifidagi 0n N  sifatida 0
1 1 1n

     

 olinsa 

( 0   ga ko‘ra 0n N  topilib), 0n n   uchun 1nx    bo‘ladi. Bu esa  

lim 1
1n

n
n




 

bo‘lishini bildiradi.► 

6-misol. Faraz qilaylik, , 1a R a   va R   bo‘lsin. U holda  

lim 0nn

n
a




  

bo‘lishi isbotlansin. 

◄ Shunday natural k  sonni olamizki  1k    bo‘lsin.  Endi 
1

| | 1ka   

bo‘lishini e’tiborga olib, 
1

| | 1 ,ka   ya’ni  
1

| | 1 0ka      deymiz. Unda Bernulli 

tengsizligiga ko‘ra 

 | | 1 1
n

nka n n        

bo‘lib, n N   da  

1 1k

n k
n
a n



  

bo‘ladi. Bu holda  

0
1 1 ( 0)kn 

 
     

 

deyilsa, 0n n   uchun  

1

0
| | | |

k

n n n

n n n
a a n

 




     

bo‘ladi. Demak,  lim 0nn

n
a




 . ► 
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7-misol. Ushbu  

lglim 0
n

n
n

  

tenglik isbotlansin. 

◄  Ravshanki, 0   va  n N   uchun   

lg0 lg 10 1
(10 )

n
n

n nn n n
n


          

bo‘ladi. Agar 10 1   bo‘lishini e’tiborga olsak, 6-misolga ko‘ra 

да 0
(10 )n

nn    

ekanini topamiz. Unda ta’rifga ko‘ra 1 soni uchun  

0 0, : 1
(10 )n

nn N n n       

bo‘ladi. SHunday qilib, 0n n    uchun 
lgn
n

  bo‘ladi. Demak, 
lglim 0

n

n
n

 . ► 

8-misol. Ushbu  

( 1) ( 1,2,3,...)n
nx n    

ketma-ketlikning limiti mavjud emasligi isbotlansin. 

◄ Teskarisini faraz qilaylik. Bu ketma-ketlik a  limitga ega bo‘lsin. Unda 

ta’rifga binoan, 

0 00, , : | ( 1) |nn N n n a           

bo‘ladi.  

Ravshanki, n  juft bo‘lganda 1 ,a n   toq bo‘lganda   1 a    , 

ya’ni 1 a    bo‘ladi. Bu tengsizliklardan foydalanib topamiz: 

2 | (1 ) (1 ) | |1 | |1 | 2a a a a          . 

Bu tengsizlik  1   bo‘lgandagina o‘rinli. Bunday vaziyat 0   sonining 

ixtiyoriy bo‘lishiga zid. Demak, ketma-ketlik limitga ega emas. ► 

Teorema. [1, p.128, prop. 6.1.7] Agar  nx  ketma-ketlik limitga ega bo‘lsa, u 

yagona bo‘ladi. 
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◄ Teskarisini faraz qilaylik.  nx  ketma-ketlik ikkita a  va b  a b  

limitlarga ega bo‘lsin: 

lim , lim ( )n nn n
x a x b a b

 
    

Limitning ta’rifiga ko‘ra 

0 00, , : | | ,nn N n n x a          

' '
0 00, , : | |nn N n n x b          

bo‘ladi.  

Agar 0n  va '
0n  sonlarining kattasini n   desak, unda   n n   da 

,n nx a x b      

bo‘lib 

2n nx a x b       

bo‘ladi. 

Ravshanki, n n n na b a x x b x a x b         . 

Demak,  0   da 2a b     bo‘lib, undan a b  bo‘lishi kelib chiqadi. ► 

 

Mashqlar 

 

1. Ketma-ketlik limiti ta’rifidan foydalanib ushbu   

2 1nx n n     

ketma-ketlikning limiti topilsin. 

2. Agar  lim , limn nn n
x a y a

 
   bo‘lsa, u holda ushbu  

1 1 2 2, , , ,..., , ,...n nx y x y x y  

ketma-ketlikning limiti ham a  ga teng bo‘lishi isbotlansin. 

3. Agar  lim nn
x a


  bo‘lsa, u holda 

1 2 ...lim n
n

x x x a
n

  
  

bo‘lishi isbotlansin. 
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Nazorat savollari 

 

1. Sonlar ketma-ketligi nima? 

2. Qachon ketma-ketlik yuqoridan (quyidan) chegaralangan (chegaralanmagan) 

deyiladi? 

3. Sonlar ketma-ketligi limiti ta’rifini bering. Misollarda tushuntiring. 

 

Glossariy 

Sonlar ketma-ketligi – : , ( 1,2,3,...)nf n x n   akslantirishning 

akslaridan iborat ushbu ...,...,,,, 321 nxxxx  to‘plam sonlar ketma-ketligi deyiladi. 

Yuqoridan chegaralangan ketma-ketlik – agar shunday o‘zgarmas M  soni 

mavjud bo‘lsaki, ixtiyoriy ...),3,2,1( nxn  uchun Mxn   tengsizlik bajarilsa (ya’ni 

MxNnM n  :, bo‘lsa), }{ nx  ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan 

deyiladi. 

Quyidan chegaralangan ketma-ketlik – agar shunday o‘zgarmas m  soni 

mavjud bo‘lsaki, ixtiyoriy ...),3,2,1( nxn  uchun mxn   tengsizlik bajarilsa (ya’ni,  

mxNnm n  :,  bo‘lsa), }{ nx   ketma-ketlik quyidan chegaralangan deyiladi. 

Chegaralangan ketma-ketlik – agar }{ nx  ketma-ketlik ham yuqoridan, ham  

quyidan chegaralangan bo‘lsa (ya’ni MxmNnMm n  :,,  bo‘lsa), }{ nx  

ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.  
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Yuqoridan chegaralanmagan ketma-ketlik – agar }{ nx  ketma-ketlik uchun 

MxNnRM n 
0

:, 0  bo‘lsa, ketma-ketlik yuqoridan chegaralanmagan 

deyiladi. 

Nuqtaning  -atrofi – ushbu 

),(}{)(   aaaxaRxaU  

to‘plam a  nuqtaning   - atrofi  deyiladi.  

Ketma-ketlikning limiti – agar ixtiyoriy 0  son olinganda ham shunday 

0n  natural soni mavjud bo‘lsaki, 0nn   tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha natural 

sonlar uchun  axn  tengsizlik bajarilsa, (ya’ni   

  ||:,,0 00 axnnNn n  

bo‘lsa), a  son }{ nx  ketma-ketlikning limiti deyiladi va  

nn
xa


 lim  yoki  n   da  axn   

kabi belgilanadi. 

 

Keys banki 

 

6-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Agar lim nn
x a


  bo‘lsa, u holda 

1 2 ...lim n
n

x x x a
n

  
  

bo‘lishi isbotlansin. 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va 

tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

 to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual). 
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6-amaliy mashg‘ulot 

Na’muna uchun misollar yechimi 

1-misol. lim nn
x a


  ekanligi ta`rif yordamida ko`rsatilsin   0   ?n    

3

3

2 ,   2
2n

nx a
n

 


 

  ( lim nn
x a


 )     0 0 00  :     nn n N n n x a           .  

3 3 3

3 3 3

2 2 2 6 62
3 3 3n

n n nx a
n n n

      
  

 

   2 3 3 32 233 3

6 6 6
3 9 33 3 3 n n nn n n

   
   

 

0
6 6 6n n
n


 

         
 

 Demak, 0   son olinganda ham 0
6max 2,  n


       
 deb olsak, 0n n   

uchun nx a    bo`ladi.  lim nn
x a


    

Quyidagi ketma-ketliklarning umumiy hadiga ko`ra dastlabki 5 ta hadi 

topilsin: 

388.  1 n
nx    389. 

3
1n

nx
n





 

390. 
 

2

1 1n

nx
n

 
  391. sin

2n
nx   

Ketma-ketlikning dastlabki hadlariga ko`ra umumiy hadi topilsin: 

395. 1 2, 2 3, 3 4,...    396. 
1 1 1 11, , , , ,...
2 3 4 5

    

397. 
25 125 6255, , , ,...
2 6 24

 398. 
1 2 9 8, , , ,...
11 7 19 13

 

 

Ketma-ketlik hadlari orasida eng kattasi topilsin: 
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400. 
n sin
2nx   401. 

2n 
2n nx   

402. 
 

2

 
2 1 !nx

n





 403. 
n10 
!nx

n
  

 

Ketma-ketlik hadlari orasida eng kichigi topilsin: 

405. 
5 n
nnx    406. 

2

2

n 
1nx

n



 

407. 
n cos
2nx   408. 

1 1
n

n

nx    
 

 

 

Quyidagi ketma-ketliklarning chegaralanganligi isbotlansin: 

409. 
3

3

n 1 
4nx

n





. 410. 2

n 
4 nnx 


 

411. 
n2 
!nx

n
  412. 

2

2

2n 1 
2nx

n





. 

 

Quyidagi ketma-ketliklarning chegaralanmaganligi isbotlansin: 

419.   -1 n
nx n  . 420. 1-n 

nnx   

421.   n -1 n
nx n    422. 

 2

n 1 
log 1nx

n





 

424. Ketma-ketlikning yuqoridan hamda quyidan chegaralanganligi ta’riflari 

keltirilsin. 

425. Quyidagi ketma-ketliklarning yuqoridan chegaralanmaganligi isbotlansin: 1) 

 nnx  , 2) 
3

2 1n
nx

n



, 3) cos n x

nx  . 

426. Agar  nx  va  ny  ketma-ketliklar chegaralangan bo`lsa, 

     n n nx , x , xn n ny y y    ketma-ketliklar ham chegaralangan bo`lishi 
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isbotlansin. 

427. Agar  nx  chegaralangan,  ny  chegaralanmagan bo`lsa,  nx ny  

chegaralanmagan ketma-ketlik bo`lishi isbotlansin. 

428. Agar  nx  va  ny  ketma-ketliklar chegaralanmagan bo`lsa, 

   n nx , xn ny y   ketma-ketlikla haqida nima deyish mumkin? Misollar keltirilsin. 

Quyidagi ketma-ketliklarning o`suvchi yoki kamayuvchi bo`lishi 

aniqlansin: 

429. 
1 n

nx
n


  430. 2
nx n  

431. 
1 

2 -1n
nx
n


  432.  3 2n n
nx    

433. 
1 n

nx
n


  434. 
3 

!

n

nx
n

  

 

axnn



lim  ekanligi ta`rif yordamida ko`rsatilsin   ?0 n . 

1. 
2
1  ,

21
13

2

2





 a
n
nxn . 5. 

3
2  ,

32
12





 a
n

nxn . 

2. 
5
3  ,

15
13





 a
n
nxn . 6. 

2
1  ,

310
15





 a
n
nxn . 

3. 3  ,
6

31





 a
n
nxn . 7. 2  ,

5
32





 a
n
nxn . 

4. 
4
3  ,

14
23

2

2





 a
n
nxn . 8. 

5
3  ,

54
32

2

2





 a
n
nxn  

 

a  soni  nx  ketma-ketlikning limiti emasligi ta`rif yordamida ko`rsatilsin. 

1. 
12

1



n

xn , 
2
1

a . 5. 1  ,
2

sin  anxn


. 

2. 
  1  ,1 2




 a
n

xn . 6. 0  ,
3

sin  anxn


. 
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3. 
2
1  ,

23
1

2 



 a
n

nxn . 7.   1 ,1  anx n
n . 

4.   0 ,1   anx
n

n . 8. 1  ,
1
22





 a
n

nnxn . 

 

 

Test 

 

№ Test topshirig`i To`g`ri javob Muqobil javob Muqobil javob 

1. 

Agar shunday o‘zgarmas M  

soni mavjud bo‘lsaki, 

ixtiyoriy ( 1,2,3,...)nx n   

uchun nx M  tengsizlik 

bajarilsa, { }nx  ketma-ketlik 

…deyiladi 

yuqoridan 

chegaralangan 

quyidan 

chegaralangan 
chegaralangan 

2.  
Chegaralangan ketma-ketlikni 

ko`rsating. 

3

3 2017

1 
2017n

nx
n





 

4

3 2017

1 
10n

nx
n





 3

3 11 
2017

n

nx
n





 

3.  
Chegaralanmagan ketma-

ketlikni ko`rsating. 
  1 n

nx n   2 
!

n

nx
n

  2log n
nx

n
  

4.  
Ketma-ketlik limitni 

hisoblang: 1 sin
2n
nx

n


  
0 1 -1 

5.  
Ketma-ketlik limitni 

hisoblang: 
2

2

1 3
2n

nx
n





 
-3 3 1

2
  

6.  

Agar { }nx  ketma-ketlik uchun 

M R   
00 : nn N x M    

bo‘lsa, ketma-ketlik … 

deyiladi 

yuqoridan 

chegaralanmagan 

yuqoridan 

chegaralangan 

quyidan 

chegaralangan 
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7.  
Ketma-ketlik limitni 

hisoblang: 2 1nx n n    
0 1 -1 

8.  

Agar  nx  va  ny  ketma-

ketliklar chegaralangan 

bo`lsa, quyidagilardan qaysi 

biri chegaralangan bo`ladi? 1) 

 nx ny ; 2) nx ny ; 3) 

n

n

x
y

 
 
 

;  

4) n nx y ; 5) 1

n nx y
 
  

 

 

1, 2, 4 1, 2, 3 1, 3, 5 

9.  
Ketma-ketlik limitni 

hisoblang: 
5

5 2

12 3
5 2 9n

nx
n n




 
 

3
5

  4
3  6 

10.  

Ketma-ketlik limitni 

hisoblang: 1
1n

n nx
n n
 


 

 
0 1 -1 
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7-mavzu. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari 
7-ma’ruza 

Reja 

1. Yaqinlashuvchi ketma-ketlikning chegaralanganligi. Tengsizliklarda limitga 

o‘tish. 

2. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklar ustida amallar. 

3. Cheksiz kichik hamda cheksiz katta miqdorlar. 

 

 nx  sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin.   

1-ta’rif. Agar  nx  ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘lsa, u yaqinlashuvchi 

ketma-ketlik deyiladi. 

1. Yaqinlashuvchi ketma-ketlikning chegaralanganligi. Tengsizliklarda 

limitga o‘tish. 

1-teorema. [1, p.131, Corollary 6.1.17]  nx  ketma-ketlik yaqinlashuvchi 

bo‘lsa, u chegaralangan bo‘ladi. 

◄ Aytaylik, 

lim , ( )nn
x a a R


   

bo‘lsin. Limit ta’rifiga ko‘ra 

  ||;,,0 00 axnnNn n  

bo‘ladi. Demak, 0nn   uchun 

  axa n  

bo‘ladi. Agar 

  Mxxxaa n 
0

...,,,,,max 21  

deyilsa, u holda, Nn  uchun  

Mxn   

tengsizlik bajariladi. Bu esa  nx  ketma-ketlikning chegaralanganligini bildiradi. ► 

2-teorema. Agar  nx  ketma-ketlik yaqinlashuvchi va  
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axnn



lim  

bo‘lib,  qapa   bo‘lsa, u holda shunday Nn 0  topiladiki, 0nn   bo‘lganda 

 qxpx nn   

bo‘ladi. 

◄  Aytaylik,  

)(,lim Rppaaxnn



 

bo‘lsin.   0 sonining ixtiyoriyligidan foydalanib, pa   deb qaraymiz. 

Ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan, 0    uchun, jumladan, pa  0  

uchun, shunday Nn 0  topiladiki,  0nn   bo‘lganda  

  axax nn ||  

bo‘ladi. Ravshanki, 

.
,0

nn xaax
appa






 

Bu tengsizliklardan 0nn   bo‘lganda                           

pxn   

bo‘lishi kelib chiqadi. ► 

( qa   hol uchun ham teorema yuqoridagidek isbot etiladi).  

3-teorema. Agar  nx  va  ny  ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lib, 

1) ;lim,lim byax nnnn



 

2)  )(учун nnnn yxyxNn      

bo‘lsa,   u holda  )( bаba   bo‘ladi. 

◄ Shartga ko‘ra 

byax nnnn



lim,lim . 

Ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan: 









bynnNn

axnnNn

n

n

''
0

''
0

'
0

'
0

,,0

,:,,0
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bo‘ladi. 

Agar  },max{ ''
0

'
00 nnn   deyilsa, unda 0nn   uchun bir yo‘la 

  byax nn ,  

tengsizliklar bajariladi. 

Ravshanki,  

.

,









bybby

axаax

nn

nn  

Bu tengsizliklardan hamda teoremaning 2-shartidan foydalanib topamiz: 

  byxа nn . 

Keyingi tengsizliklardan 

 2,  babа  

va 0  bo‘lgani uchun 0 ba , ya’ni ba   bo‘lishi kelib chiqadi.  

Xuddi shunga o‘xshash, byax nnnn



lim,lim  hamda Nn  uchun 

nn yx   bo‘lishidan ba   tengsizlik kelib chiqishi ko‘rsatiladi. ► 

4-teorema. Agar  nx  va  nz  ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lib, 

            1) аzax nnnn



lim,lim  

            2)  Nn  uchun nnn zyx     

bo‘lsa,  u holda  ny  ketma-ketlik yaqinlashuvchi va 

аynn



lim  

bo‘ladi. 

◄  Shartga ko‘ra  

.lim,lim аzax nnnn



 

Limit ta’rifiga binoan:  









aznnNn

axnnNn

n

n

''
0

''
0

'
0

'
0

,,0

,:,,0
 

bo‘ladi. Agar },max{ ''
0

'
00 nnn   deyilsa,  unda 0nn   uchun 
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  azха nn ,  

tengsizliklar bajariladi. Teoremaning 1-shartidan foyda-lanib topamiz:  

  azуха nnn . 

Keyingi tengsizliklardan 

,  ayа n   ya’ni   ayn  

bo‘lishi kelib chiqadi.  Demak, 

.lim аynn



 

Shuni isbotlash talab qilingan edi. ► 

1-misol. Ushbu 
n

n
n


lim  

limit topilsin. 

◄ Ravshanki,  barcha 2n  bo‘lganda 

12 n n  

bo‘ladi. Aytaylik,  

n
n n  12  

bo‘lsin. Unda 

 21 n
n n                                (1) 

va  21 nn   bo‘ladi. 

Bernulli tengsizligidan foydalanib topamiz: 

               nn
n

n nnn   1)1( .               (2) 

(1) va (2) munosabatlardan 

                                            ,1
n

an   

va 
2111 






 
n

nn  

tengsizliklar kelib chiqadi. Agar  
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111lim
2








 
 nn

 

ekanini e’tiborga olsak, unda 4-teoremaga ko‘ra 

1lim 


n
n

n  

bo‘lishini topamiz. ► 

2-misol. Ushbu 

n
n n

1...
3
1

2
11lim 


 

limit topilsin. 

◄Ravshanki,  

.1...1111...
3
1

2
11

,111...1111...
3
1

2
11

n
n

n
n

nnnnn




 

Demak, 

nn n
n


1...
3
1

2
111 . 

4-teoremadan foydalanib topamiz:             

.11...
3
1

2
11lim 


n

n n
 ► 

20. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklar ustida amallar. 

Faraz qilaylik,  nx  hamda  ny  ketma-ketliklar berilgan bo‘lsin: 

...,...,,,,:}{
...,...,,,,:}{

321

321

nn

nn

yyyyy
xxxxx

 

Quyidagi 

...,,...,,, 332211 nn yxyxyxyx   

...,,...,,, 332211 nn yxyxyxyx   

...,...,,,, 332211 nn yxyxyxyx   
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...),3,2,1,0(...,,...,,,
3

3

2

2

1

1  ny
y
x

y
x

y
x

y
x

n
n

n  

ketma-ketliklar mos ravishda  nx  va  ny  ketma-ketliklarning yig’indisi, 

ayirmasi,  ko‘paytmasi hamda nisbati deyiladi va ular  










n

n
nnnnnn y

x
yxyxyx },{},{},{  

kabi belgilanadi. 

5-teorema. [1, p.131, theorem 6.1.19] Aytaylik  nx  va  ny  ketma-ketliklari 

berilgan bo‘lib, 

),(,lim,lim RbRabyax nnnn



 

bo‘lsin. U holda n  da   acxc n  ; 

  0;;  b
b
a

y
xabyxbayx

n

n
nnnn , ya’ni 

 

a) ;lim)(limда nnnn
xcxcRс


  

b) ;limlim)(lim nnnnnnn
yxyx


  

c) ;limlimlim nnnnnnn
yx)y(x


  

d)  )0(,
lim

lim
lim 






b

y

x

y
x

nn

nn

n

n
n

 

bo‘ladi. 

Teoremaning tasdiqlaridan birini, masalan c)-ning isbotini keltiramiz. 

◄ Teoremaning shartiga ko‘ra, 

.lim,lim bуax nnnn



 

Ravshanki, 

.byayax

byayayxabyx

nnn

nnnnnn




                 (3) 



 
 

NamDU  MATEMATIKA KAFEDRASI                                       Xakimov R. 
 

93 

 MATEMATIK ANALIZ I-kurs 

 ny  ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lganligi sababli u 1-teoremaga ko‘ra 

chegaralangan bo‘ladi: 

.:,0 MyNnM n   

Ketma-ketlik limiti ta’rifidan foydalanib topamiz: 

0  berilgan hamda 
М2


 ga ko‘ra shunday Nn '
0   topiladiki,  '

0nn    

uchun  

М
axn 2


  

bo‘ladi. 

SHuningdek,  a12


 ga ko‘ra shunday Nn ''
0  topiladiki, ''

0nn   uchun  

 a
byn 


12


 

bo‘ladi. 

Agar },max{ ''
0

'
00 nnn   deyilsa,  unda 0nn   uchun bir yo‘la 

М
axn 2


 ,      a

byn 


12


                   (4) 

bo‘ladi. 

(3) va (4) munosabatlardan  

  





a
aM

М
abyx nn 122

 

bo‘lishi kelib chiqadi. Bu esa  

аbуx nnn



lim  

bo‘lishini bildiradi. ► 

 

30. Cheksiz kichik hamda cheksiz katta miqdorlar. 

Faraz qilaylik,  n  ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. 
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2-ta’rif. [2. p.130]Agar  n  ketma-ketlikning limiti nolga teng, ya’ni 

0lim 
 nn
  

bo‘lsa,  n  - cheksiz kichik miqdor deyiladi.  

Masalan, 

 1,ва1
 qq

n
n

nn   

ketma-ketliklar cheksiz kichik miqdorlar bo‘ladi. 

Aytaylik,  nx  ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lib, uning limiti a ga teng 

bo‘lsin: 

.lim аxnn



 

U holda axnn   cheksiz kichik miqdor bo‘ladi. Keyingi tenglikdan 

topamiz:   nn ax  . Bundan esa quyidagi muhim xulosa kelib chiqadi: 

 nx  ketma-ketlikning )( Raa   limitga ega bo‘lishi uchun axnn   

ning cheksiz kichik miqdor bo‘lishi zarur va etarli. 

Ketma-ketlikning limiti ta’rifidan foydalanib quyidagi ikkita lemmani isbotlash 

qiyin emas. 

1-lemma. Chekli sondagi cheksiz kichik miqdorlar yigindisi cheksiz kichik 

miqdor bo‘ladi. 

2-lemma. Chegaralangan miqdor bilan cheksiz kichik miqdor ko‘paytmasi 

cheksiz  kichik miqdor bo‘ladi. 

3-ta’rif. [2, p.70, def. 3.7]Agar har qanday M  soni olinganda ham shunday 

natural 0n  soni topilsaki,   barcha 0nn   uchun  

Mxn   

tengsizlik bajarilsa,  nx  ketma-ketlikning limiti cheksiz deyiladi va 


 nn

xlim  

kabi belgilanadi. 

Agar  nx  ketma-ketlikning limiti cheksiz bo‘lsa,  nx  cheksiz katta miqdor 
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deyiladi. 

Masalan, 

nx n
n  )1(  

ketma-ketlik cheksiz katta miqdor bo‘ladi.  

Endi cheksiz kichik va cheksiz katta miqdorlar orasidagi bog’lanishni 

ifodalovchi tasdiqlarni keltiramiz: 

1) Agar  nx  cheksiz kichik miqdor  0nx  bo‘lsa, u holda 








nx
1

 cheksiz 

katta miqdor bo‘ladi. 

2) Agar  nx  cheksiz katta miqdor bo‘lsa, u holda 








nx
1

 cheksiz  kichik 

miqdor bo‘ladi. 
Mashqlar 

 

1. Agar lim ,   0nn
x а a


   bo‘lsa, u holda 0:, 00  nxnnNn  

bo‘lishi isbotlansin. 
2. Ushbu 

12
1cos

12
2lim 2 


 n

n
n

n
n

 

limit hisoblansin. 
3. Ushbu 

)...321!(,0
!

2lim nn
n
n

n



 

limit munosabat isbotlansin. 
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Nazorat savollari 

1. Yaqinlashuvhci ketma-ketlik ta’rifini ayting. 

2. Agar  }{ nx  va }{ ny  ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo‘lib,  

1) ;lim,lim bnyanx
nn




 

2) Nn  uchun  nn yx    

bo‘lsa, u holda ba   bo‘ladimi? Misollar keltirlsin. 

3. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklar ustida bajariladigan amallar haqidagi teoremani 

ayting. 

4. Cheksiz kichik va cheksiz kata ketma-ketliklar ta’riflarini keltiring. 

5. Ikkita cheksiz katta miqdor yig’indisi, ayimasi, ko’paytmasi va nisbati yana 

cheksiz katta miqdor bo’ladimi? 

 

Glossariy 

Yaqinlashuvchi ketma-ketlik – agar  nx  ketma-ketlik chekli limitga ega 

bo‘lsa, u yaqinlashuvchi ketma-ketlik deyiladi. 

Ikki mirshab haqidagi teorema – agar  nx  va  nz  ketma-ketliklar 

yaqinlashuvchi bo‘lib, 1) lim , limn nn n
x a z а

 
  ; 2) Nn  uchun nnn zyx   

bo‘lsa, u holda  ny  ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi va аynn



lim  bo‘ladi. 

Cheksiz kichik miqdor – agar  n  ketma-ketlikning limiti nolga teng, ya’ni 

0lim 
 nn
  bo‘lsa,  n  – cheksiz kichik miqdor deyiladi.  

Cheksiz katta miqdor – agar  nx  ketma-ketlikning limiti cheksiz bo‘lsa, u 

cheksiz katta miqdor deyiladi. 

Keys banki 

7-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Agar lim ,   0nn
x а a


   bo‘lsa, u holda 

0:, 00  nxnnNn  bo‘lishi isbotlansin. 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va 
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tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

 to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual). 

7-amaliy mashg‘ulot 

Na’muna uchun misollar yechimi 

1-misol. «Ikki mirshab haqidagi teorema»dan foydalanib  nx  ketma-

ketlikning yaqinlashuvchiligi ko`rsatilsin.  

2

2 3 n

n
nx
n
   

 
 

 

  2 2 2

2 3 2 3 5 5 1
2

n n n n
n n n n
 

    , agar 10n   bo`lsa, 

2 2 2

2 3 2 3 5 1
20

n
n n n
 

    agar 10n   bo`lsa. 

 Agar 
1

20n ny   va 
1
2n nz   deb belgilasak, unda  10n   uchun n n ny x z   

qo`sh tengsizlik bajariladi. lim nn
y


 lim 0nn

z


  va «ikki mirshab haqidagi teorema» ga 

ko`ra lim 0nn
x


  bo`ladi.   

Misollar 

Cheksiz kichik ketma-ketlikning chegaralangan ketma-ketlikka ko`paytmasi 

haqidagi teoremadan foydalanib  nx  ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanligi 

ko`rsatilsin.  

1. 
n
tgnxn

)sgn(
 . 2. 

)sin8(
1

nn
xn 

 . 

3. 
  nn n

x
12

1
2 

 . 4. 
n

nxn
cos

 . 

5. 2
4

sin

n

n

xn



 . 6.  1ln
22









n

nn

xn . 
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Qismiy ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremadan foydalanib  nx  ketma-

ketlikning uzoqlashuvchi ekanligi ko`rsatilsin. 

 

7.    n
n

n
x 15,0  . 8.   n

n
n

x 12  . 

9.   nn
nx 12  . 10. 

2002
sin nxn


 . 

 

«Ikki mirshab haqidagi teorema» dan foydalanib  nx  ketma-ketlikning 

yaqinlashuvchiligi ko`rsatilsin. 

 

11. 
n

n n
x 








5 . 12. 
n

n n
nx 












12

10 . 

13.  !2
2
n

x
n

n  . 14. 
n

nnxn
sin1 

 . 

15. 
n

n n
nx 






 

 2

32 . 
 

 

Test 

 

№ Test topshirig`i To`g`ri javob Muqobil javob Muqobil javob 

1. 
Yaqinlashuchi ketma -

ketlikni ko`rsating. 
 2 1 n

nx
n

 
  cos

3n
nx 

   1 n
nx n   

2.  
Yaqinlashuchi bo`lmagan 

ketma -ketlikni ko`rsating. 
 1 2n

nx n    1
3

n

nx    
 

 2 1nx n n    

3.  

Agar  n  ketma-

ketlikning limiti nolga teng 

bo‘lsa,  n  … deyiladi. 

cheksiz kichik 

miqdor 

cheksiz katta 

miqdor 
kichik miqdor 
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4.  

Chegaralangan miqdor bilan 

cheksiz kichik miqdor 

ko‘paytmasi … bo‘ladi 

cheksiz  kichik 

miqdor 

cheksiz katta 

miqdor 
kichik miqdor 

5.  
Cheksiz  kichik miqdorni 

ko`rsating. 
1
3

n

nx    
 

 2 1nx n n     1 n

nx
n


  

6.  
Cheksiz  katta miqdorni 

ko`rsating. 
   lg lg ,  2nx n n 

2

2 3
n

nx
n


  
2

3

1
n

nx
n


  

7.  
Uzoqlashuvchi ketma -

ketlikni ko`rsating 
2 cos

4n
nx n 

  2

2 3
n

nx
n


  
2

3

1
n

nx
n


  

8.  

Ketma-ketlik limitini 

toping: 9 1
n

nx
n


  
3 1 0 

9.  
Ketma-ketlik limitini 

toping: 2 5n n n
nx    

5 2 1
2   

10.  

Ketma-ketlik limitini 

toping: 
32 3 2 cos

2 sin

n

n n

n nx
n

  



  

3 2 0 
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8-mavzu. Monoton ketma-ketliklar va ularning limiti 
8-ma’ruza 

Reja 

1. Monoton ketma-ketlik tushunchasi. 

2. Monoton ketma-ketlikning limiti. 

3. e soni. 

1. Monoton ketma-ketlik tushunchasi. [2, p.71] 

Aytaylik, :}{ nx  

        ...,...,,, 21 nxxx        (1) 

ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. 

1-ta’rif. Agar (1) ketma-ketlikda Nn  uchun  1 nn xx  tengsizlik bajarilsa, 

}{ nx  o‘suvchi ketma-ketlik deyiladi. Agar (1) ketma-ketlikda  Nn  uchun  

1 nn xx  tengsizlik bajarilsa, }{ nx  qat’iy o‘suvchi ketma-ketlik deyiladi. 

2-ta’rif. Agar (1) ketma-ketlikda  Nn  uchun  1 nn xx  tengsizlik 

bajarilsa, }{ nx  kamayuvchi ketma-ketlik deyiladi. Agar (1) ketma-ketlikda Nn  

uchun  1 nn xx  tengsizlik bajarilsa, }{ nx  qat’iy kamayuvchi ketma-ketlik deyiladi. 

1-misol. Ushbu  

...,
3
4,

2
3,

1
2:1

n
nxn


  

ketma-ketlik qat’iy kamayuvchi ketma-ketlik bo‘ladi. 

◄ Haqiqatdan ham, berilgan ketma-ketlik uchun  

1
2,1

1 





  n
nx

n
nx nn  

bo‘lib, Nn  uchun  

0
)1(

11
1
2

1 











 nnn
n

n
nxx nn  

bo‘ladi. Unda nn xx 1  bo‘lishi kelib chiqadi. ► 

Yuqoridagi ta’riflardan quyidagi xulosalar kelib chiqadi: 

1) agar }{ nx  ketma-ketlik o‘suvchi bo‘lsa, u quyidan chegaralangan bo‘ladi: 
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2) agar }{ nx  ketma-ketlik kamayuvchi bo‘lsa, u yuqoridan  chegaralangan 

bo‘ladi. 

O‘suvchi hamda kamayuvchi ketma-ketliklar umumiy nom bilan monoton 

ketma-ketliklar deyiladi. 

2-misol. Ushbu 

,...)3,2,1(
12

2




 n
n

nxn  

ketma-ketlikning qat’iy o‘suvchi ekanligi isbotlansin. 

◄ Bu ketma-ketlikning n hamda  )1(n hadlari uchun 

,
1

11
1 22

2







nn
nxn  

1)1(
11

1)1(
)1(

22

2

1 





 nn
nxn  

bo‘ladi. Ravshanki, 

22
1

)1(
1

nn



 . 

SHu tengsizlikni e’tiborga olib, topamiz: 

.
1

11
1)1(

11 221 nn x
nn

x 





  

Demak, Nn  uchun 1 nn xx . Bu esa qaralayotgan ketma-ketlikning  qat’iy 

o‘suvchi bo‘lishini bildiradi. ► 

2. Monoton ketma-ketlikning limiti. 

Quyida monoton ketma-ketliklarning limiti haqidagi teoremalarni keltiramiz. 

1-teorema. [2, p.71, th.3.9]Agar }{ nx  ketma-ketlik  

1) o‘suvchi, 

2) yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, u chekli limitga ega bo‘ladi. 

◄ Aytaylik, }{ nx  ketma-ketlik teoremaning ikkala shartlarini bajarsin. Bu 

ketma-ketlikning barcha hadlari-dan iborat to‘plamni  E  bilan belgilaymiz: 

...},,...,,{ 21 nxxxE  . 
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Ravshanki, E  yuqoridan chegaralangan to‘plam bo‘lib, E . Unda 

to‘plamning aniq chegarasining mavjudligi haqidagi teoremaga muvofiq, Esup  

mavjud bo‘ladi. Uni a  bilan belgilaylik: 

aE sup . 

Ixtiyoriy  0  sonini olaylik. To‘plamning aniq yuqori chegarasi ta’rifiga 

binoan:  

                 1) Nn  uchun axn   

                 2)  axЕх nn 00
,   

bo‘ladi. Ayni paytda  0nn  uchun 
0nn xx   tengsizlik bajarilib,  axn  

bo‘ladi. 

Natijada 0nn  uchun   аxa n  ya’ni  nxa  bo‘lishini 

topamiz. 

Demak  }{ nx  ketma-ketlik chekli limitga ega va  

Eaxnn
suplim 


. ► 

2-teorema. Agar }{ nx ketma-ketlik  

1) kamayuvchi, 

2) quyidan chegaralangan bo‘lsa, u chekli limitga ega bo‘ladi. 

Bu teorema yuqorida keltirilgan teoremaning isboti kabi isbotlanadi. 

3-misol. Ushbu  

nn n
nx !

  

ketma-ketlikning limiti topilsin. 

◄ Ravshanki, 1n  uchun 0nx  bo‘ladi. Bu ketma-ketlikning 1nx  va nx  

hadlarining nisbatini qaraymiz: 

1
1)1(

1!:
)1(
)!1(

11
1 






















n

n
nnn

n

n

n
nn

n
n

n
n

n
n

x
x

. 

 

Demak, nn xx 1 .  Bundan esa berilgan ketma-ketlikning kamayuvchi ekanligi 
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kelib chiqadi. 

Ayni paytda 1n  da  

10 xxn   

munosabat o‘rinli bo‘ladi. Demak berilgan  ketma-ketlik chegaralangan. 1-teoremaga 

ko‘ra  }{ nx  ketma-ketlik chekli limitga ega. Uni  a  bilan belgilaymiz:  

)0(.!lim 


aa
n
n

nn
 

Endi ushbu 1 nn xx  ayirmani qaraymiz. Bu ayirma uchun  

1

1

)1()1(
2

)1(
)1(

)1(























nn

n

nn

nn

n

n

nn

nn

n

nnnn

x
n

nx
n

nnx

n
nnx

n
nxxxx

 

 

bo‘lib, undan 

12  nn xx  

bo‘lishi  kelib  chiqadi. Keyingi munosabatlardan topamiz: 

.2,lim2lim 1 aaxx nnnn
 

 

Ravshanki, bu holda 0a  bo‘ladi. Demak,  

.0!lim 
 nn n

n ► 

 

3. e  soni. [2, p.72] 

Ushbu 

...),3,2,1(,11 





  n

n
x

n

n     (1) 

ketma-ketlikni  qaraymiz.  

Tasdiq. (1) ketma-ketlik o‘suvchi bo‘ladi. 

◄ Berilgan ketma-ketlikning 1nx  hamda nx  hadlarining nisbatini topamiz: 
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.1
)1(

111
)1(
2

)1()1(
)2(11:

1
11

1

2

1

2

2

1

11
1

n
n

nn
n

n
nn

nn
nn

nnx
x

nn

nn

nnnn

n

n









































 


















 

Bernulli tengsizligiga ko‘ra: 

1)1(
11

)1(
11 2

1

2 



















n
n

n
n

n

n

 bo‘ladi. 

Natijada Nn  uchun  

11
1

1 







n
n

n
n

x
x

n

n  

ya’ni, nn xx 1   bo‘lishi kelib chiqadi. ► 

Tasdiq. (1) ketma-ketlik chegaralangan bo‘ladi.   

◄ Ravshanki,  1k  uchun  
122...222)1(...321!  kkkk  

bo‘ladi. 

Endi Nyuton binomi formulasidan foydalanib topamiz: 






















 







 





 










 

n

k
nk

n

k

n

k
k

n

k

k
nkn

n
nk

k
nnn

n

n

n
n

nnkn
knnn

k

C
nn

C
n

C
n

C
n

C
n

x

2
11

22

2
2

21

3
2

13
2

12

1...2111
!

12)1)...(1(
!

12

121...1...11111

 

Demak, Nn  uchun 30  nx  bo‘ladi.  

Monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremaga ko‘ra 
n

n n
x 






 

11  

ketma-ketlik chekli limitga ega. ► 

3-ta’rif. (1) ketma-ketlikning limiti e soni deyiladi: 
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e
n

n

n







 



11lim . 

Bu e  soni irratsional son bo‘lib, 

590457182818284,2e  

bo‘ladi. 

Mashqlar 

1. Ushbu 
111








 

n

n n
x  ketma-ketlikning kamayuvchi ekanligi isbotlansin. 

2. Ushbu 
2

2
lim nn

n


 limit hisoblansin. 

3. Ushbu ...,222,22,2   ketma-ketlikning yaqinla-

shuvchanligi isbotlansin va limiti topilsin. 

Adabiyotlar 

1. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A. 

Matematik analizdan ma’rizalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.  

2. Canuto C., Tabacco A. Mathematical analysis I, Springer-Verlag Italia, Milan, 

2008. 

3. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t. M. 

«FIZMATLIT», 2001.  

4. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.  

Nazorat savollari 

1. (Qat’iy) o’suvchi (kamayuvchi) ketma-ketliklar ta’riflarini bering? 

2. Monoton ketma-ketliklarning limiti haqidagi teoremalarni keltiring. 

3. e soni qanday son? 

 

Glossariy 

Monoton ketma-ketlik – O‘suvchi hamda kamayuvchi ketma-ketliklar 

O‘suvchi ketma-ketlik – Agar }{ nx ketma-ketlikda Nn  uchun  1 nn xx  

tengsizlik bajarilsa. 
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Qat’iy o‘suvchi ketma-ketlik – Agar }{ nx  ketma-ketlikda  Nn  uchun  

1 nn xx  tengsizlik bajarilsa. 

Kamayuvchi ketma-ketlik – Agar }{ nx ketma-ketlikda  Nn  uchun  1 nn xx  

tengsizlik bajarilsa. 

Qat’iy kamayuvchi ketma-ketlik – Agar }{ nx ketma-ketlikda  Nn  uchun  

1 nn xx  tengsizlik bajarilsa.  

Quyidan chegaralangan ketma-ketlik – Agar shunday n soni mavjud bo`lib, 

}{ nx ketma-ketlikning har bir hadi shu sondan katta bo`lsa. 

Yuqoridan chegaralangan ketma-ketlik – Agar shunday n soni mavjud bo`lib, 

}{ nx ketma-ketlikning har bir hadi shu sondan kichik bo`lsa. 

e soni – e
n

n

n







 



11lim   

Keys banki 

8-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Ushbu  

...,222,22,2   

ketma-ketlikning yaqinlashuvchanligi isbotlansin va limiti topilsin. 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va 

tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

 to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual). 

8-amaliy mashg‘ulot 

Na’muna uchun misollar yechimi 

21-masala. Monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teorema yoki limitlar 

ustidagi amallar haqidagi teoremalardan foydalanib  nx  ketma-ketlik yaqinlashishga 

tekshirilsin. 

  Monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremadan foydalanib, berilgan  nx  

ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanligini ko`rsatamiz.  
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    .
!1

1
1 


 nnnn xx

n
xx  

 Endi bu ketma-ketlikning yuqoridan chegaralanganligini ko`rsatamiz: 


!

1...
!4

1
!3

1
!2

11
n

xn 
132 2

1...
2
1

2
1

2
11 n  

2

2
11

1...
2
1

2
1...

2
1

2
1

2
11 132 




 nn  

Shunday qilib,  nx   va Nn  uchun  nnnn xxx    lim    2 


 -

yaqinlashuvchi   

Misollar 

Monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teorema yoki limitlar ustidagi 

amallar haqidagi teoremalardan foydalanib  nx  ketma-ketlik yaqinlashishga 

tekshirilsin. 

1.  
n
tgnnx

n

n
)sgn(1   . 2.  1ln

221









n

nn

n
xn . 

3. 2

2

nn
nnxn 


 . 4.   







 
n

nx n
n

cos11 . 

5. 2
4

sin

n

nn
xn













. 
6. 

 nn
nxn sin8

1
2 


 . 

7. 







 






 






  nnx

2
11

2
11

2
11 2  . 

8. 


























)10lg(
11

12lg
11

11lg
11

n
xn 

. 

9. 

nn
nx

2
sin

2
2sin

2
sin

2


  . 
10. nn

n
x

2
sin

...
2

2sin
2

1sin
2  . 

11. 222 )1(
...

3
2

2
1




n
nxn . 12. 

n
xn

1...
2
11  . 
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13. nn n
nx !

 . 14. 
n

n n
x 






 

11 . 

15. 22
cos...

2
2cos1cos

n
nxn  . 16. 

n
xn

1...
2

11  . 

17. 
n
nxn

lg
 . 18. 

!
2
n

x
n

n  . 

19. 
 тт

7...77,0
nnx  . 20. 

 
 1
1...

32
1

21
1 1













nn
x

n

n . 

21. 
!

1...
!2

11
n

xn  .  

 

Test 

1. Ushbu nn n
nx !

  ketma-ketlikning limiti topilsin. 

A) 0  B) 1  C) ∞  D) aniqlab bo`lmaydi 

2. 
2

2
2 1lim

3 5 2n

n
n n


 

 limitni hisoblang. 

A) 
3
2   B) 1  C) 0  D) ∞ 

3. 
2

2
3lim

3 4 7n

n n
n n


 

 limitni hisoblang.  

A) 1
3

  B) 2  C) 0  D) 1 

4. 
22 1lim

5 1n

n
n




 limitni hisoblang. 

A) 
5
2   B) 

5
2   C) 0  D) ∞ 

5. 
24 25lim

7 61n

n
n




 limitni hisoblang. 

A) 
2
7

  B) 
5
2   C) 0  D) 1 
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6. 
3

21
2

8 1lim
6 5 1n

n
n n


 

 limitni hisoblang. 

B) -4  B) 0  C) 1  D) ∞ 

7. 
0

lim
n

tgn
n

 limitni hisoblang. 

A) 1  B) 0  C) 2  D) ∞ 

8. 
0

sinlim
n

n
n

 limitni hisoblang. 

A) 1  B) 2  C) 0  D) ∞ 

9. 
0

2 1lim
n

n n

  limitni hisoblang. 

A) ln2  B) 0  C) 1  D) ∞ 

10. 
1

lim 1n
n

n e


 
 

 
 limitni hisoblang. 

A) 1  B) 0  C) 2  D) ∞ 
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9-mavzu. Qismiy va fundamental ketma-ketliklar. Ketma-

ketliklarning quyi hamda yuqori limitlari 
9-ma’ruza 

Reja 

1. Qismiy ketma-ketliklar. Boltsano–Veyershtrass teoremasi. 

2. Fundamental ketma-ketliklar. Koshi teoremasi. 

3. Ketma-ketlikning quyi hamda yuqori limitlari. 

 

1. Qismiy ketma-ketliklar. Boltsano–Veyershtrass teoremasi. 

 

[1, p.149] Aytaylik, 

         ...,,...,,,:}{ 321 nn xxxxx               (1) 

ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Bu  (1) ketma-ketlikning biror 1n  nomerli 
1nx  hadini 

olamiz. So‘ngra nomeri 1n  dan katta bo‘lgan 2n  nomerli 
2nx  hadini olamiz. Shu usul 

bilan 
43

, nn xx va h.k. hadlarni tanlab olamiz. Natijada nomerlari 

.....321  knnnn  

tengsizliklarni qanoatlantiruvchi (1) ketma-ketlikning hadlari ushbu 

...,,...,,
21 knnn xxx         (2)                  

ketma-ketlikni hosil qiladi. 

(2) ketma-ketlik (1) ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligi deyiladi va  }{
knx  

kabi belgilanadi. 

Masalan,  

...,16,9,4,1
,...,7,5,3,1
,...,8,6,4,2
 

ketma-ketliklar  ...,,..,4,3,2,1 n ketma-ketlikning qismiy ketma-ketliklari,  

...,1,...,1,1
...,,1,...,1,1,1

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ketma-ketliklar  ...,)1(,...,1,1,1,1 1 n  ketma-ketlikning qismiy ketma-ketliklari 

bo‘ladi.  

Keltirilgan tushuncha va misollardan bitta ketma-ketlikning turli qismiy ketma-

ketliklari bo‘lishi mumkinligi ko‘rinadi. 

1-teorema. [1, p.150, prop.6.6.5] Agar }{ nx  ketma-ketlik limitga ega bo‘lsa, 

uning har qanday qismiy ketma-ketligi ham shu limitga ega bo‘ladi. 

◄ Bu teoremaning isboti ketma-ketlik limiti ta’rifidan kelib chiqadi. ► 

Eslatma. Ketma-ketlik qismiy ketma-ketliklarining limiti mavjud bo‘lishidan 

berilgan ketma-ketlikning limiti mavjud bo‘lishi har doim ham kelib chiqavermaydi.                                    

Masalan, ...,)1(,...,1,1,1,1 1 n  ketma-ketlikning qismiy ketma-

ketliklari   

...,1,...,1,1
...,,1,...,1,1,1


 

larning limiti bo‘lgan holda ketma-ketlikning o‘zining limiti mavjud emas. 

2-teorema (Boltsano–Veyershtrass teoremasi). [1, p.151, theorem 6.6.8] Har 

qan-day chegaralangan ketma-ketlikdan chekli songa intiluvchi qismiy ketma-ketlik 

ajratish mumkin. 

◄ }{ nx  ketma-ketlik berilgan bo‘lib, u chegaralangan bo‘lsin: Bu holda }{ nx  

ketma-ketlikning barcha hadlari  ba,  da joylashgan deb qarash mumkin: 

...,3,2,1],,[  nbaxn  

],[ ba   segmentni 





 





  bbabaa ,

2
,

2
,  

segmentlarga ajratamiz. }{ nx  ketma-ketlikning cheksiz ko‘p hadlari joylashganini 

],[ 11 ba  deymiz. Ravshanki, ],[ 11 ba  ning uzunligi 
2

ab 
 ga teng bo‘ladi. 

YUqoridagiga o‘xshash ],[ 11 ba    segmentni  





 





 

1
1111

1 ,
2

,
2

, bbabaa  
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segmentlarga ajratamiz. Berilgan ketma-ketlikning cheksiz ko‘p sondagi hadlari 

bo‘lganini ],[ 22 ba  deymiz. Bunda ],[ 22 ba  ning uzunligi 22
ab 

 ga teng bo‘ladi. 

Bu jarayonni davom ettirish natijasida ushbu 

...],,[,...],,[],,[ 2211 kk bababa  

segmentlar ketma-ketligi hosil bo‘ladi. Bu segmentlar ketma-ketligi uchun  

...],[...],[],[ 2211  kk bababa bo‘lib,  k  da 

0
2




 kkk
abab  

bo‘ladi. 

Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipiga ko‘ra  

)(limlim RCCba kkkk



 

bo‘ladi. 

Endi }{ nx  ketma-ketlikning ],[ 11 ba  dagi birorta 
1nx hadini, ],[ 22 ba  dagi 

birorta 
2nx  hadini va h.k. ],[ kk ba  dagi birorta 

knx  hadini va h.k. hadlarini olamiz. 

Natijada }{ nx  ketma-ketlikning hadlaridan tashkil topgan  ushbu 

...)...(...,,...,, 2121
 knnn nnnxxx

k
 

qismiy ketma-ketlik hosil bo‘ladi.  Bu ketma-ketlik uchun   

...),2,1(  kbxa knk k
 

bo‘lib,  undan  k  da   Cx
kn    ya’ni  Cx

knk



lim  bo‘lishi kelib chiqadi. ► 

2. Fundamental ketma-ketliklar. Koshi teoremasi. 

}{ nx  ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. 

1-ta’rif. [1, p.127, definition 6.1.3]  Agar har qanday  0  olinganda ham 

shunday natural 0n  soni topilsaki, barcha  0nn    va 0nm   uchun 

 || mn xx  

tengsizlik bajarilsa (ya’ni ,,,0 00 nnNn    ||:0 mn xxnm  

bo‘lsa), }{ nx  fundamental ketma-ketlik deyiladi. 
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Masalan,  

,...)2,1(
1




 n
n

nxn  

fundamental ketma-ketlik bo‘ladi. 

◄Haqiqatdan ham, berilgan ketma-ketlik uchun    

mnnm
mn

m
m

n
nxx mn

11
11

|| 








  

bo‘lib,  0  ga ko‘ra 12
0 






n   deyilsa, 00 , mmnn   bo‘lganda   


00

11||
nn

xx mn  

bo‘ladi. ► 

3-teorema. (Koshi teoremasi). [1, p.130, proposition 6.1.12, theorem 6.4.18] 

Ketma-ketlikning yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun uning fundamental bo‘lishi zarur va 

etarli. 

◄Zarurligi. }{ nx  ketma-ketlik  yaqinlashuvchi bo‘lib, аxnn



lim  bo‘lsin. 

Limit ta’rifiga binoan 

2
||:,,0 00
  axnnNn n . 

Shuningdek, 
2

||:0


 axnm m   bo‘ladi. Natijada 00 , nmnn   

uchun  

 |||||||| axaxxaaxxx mnmnmn  

bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, }{ nx  fundamental ketma-ketlik. 

Yetarliligi. }{ nx  fundamental ketma-ketlik bo‘lsin: 

.||:,,,0 000   mn xxnmnnNn  

Agar  0nm   shartni qanoatlantiruvchi m  tayinlansa, unda  

  mnmmn xxxxx ||  

bo‘lib, }{ nx  ketma-ketlikning chegaralanganligi kelib chiqadi. 
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Bolsano-Veyershrass teoremasiga binoan bu ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi 

qismiy }{
knx  ketma-ketlikni ajratish mumkin:  .lim аx

knn



 

Demak,   

  ||:,,0 00 axkkNk
kn  

bo‘ladi. 

Agar  knm   deyilsa, unda   

 ||
knn xx  

bo‘ladi. Keyingi ikki  tengsizliklardan 

2||||||||  axxxaxxxax
kkkk nnnnnnn  

bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, .lim аxnn



 ► 

3. Ketma-ketlikning quyi hamda yuqori limitlari. 

}{ nx  ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Bu ketma-ketlikning qismiy ketma-

ketligining limiti }{ nx  ning qismiy limiti deyiladi. 

2-ta’rif. [1, p.6.4.6, definition 6.4.6] }{ nx  ketma-ketlik qismiy limitlarining eng 

kattasi berilgan ketma-ketlikning yuqori  limiti deyiladi va     

nn
x


lim  

kabi belgilanadi. 

}{ nx  ketma-ketlik qismiy limitlarining eng kichigi berilgan ketma-ketlikning 

quyi limiti deyiladi va  

n
n

x


lim  

kabi belgilanadi. 

Masalan, ushbu  ...,3,2,1,3,2,1,3,2,1:}{ nx  ketma-ketlikning  yuqori 

limiti 

3lim 


nn
x , 

quyi  limiti esa 
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1lim 


n
n

x  

bo‘ladi. Umuman, }{ nx  ketma-ketlikning quyi hamda yuqori limitlari quyidagicha 

ham kiritilishi   mumkin. 

Aytaylik, }{ nx  ketma-ketlik berilgan bo‘lib, A  bu ketma-ketlikning qismiy 

limitlaridan iborat to‘plam bo‘lsin.  Unda bu ketma-ketlikning quyi limitini  

 

lim liminf

; { } quyidan chegaralanmagan bo'lsa ,
inf ; { } quyidan chegaralangan va ,

; { } bo'lsa

n nnn

n

n

x x

x
A x А

А


 


   
  

 

deb olish mumkin. 

}{ nx  ketma-ketlikning yuqori limitini esa 

 
 

lim lim sup

; { } yuqoridan chegaralanmagan bo'lsa ,
sup ; { }yuqoridan chegaralangan va bo'lsa ,

; { } bo'lsa

n nn n

n

n

x x

x
A x А

А

 
 


  
  

 

deb qarash mumkin. 

Endi quyi hamda yuqori limitlarning xossalarini keltiramiz. 

Biror  }{ nx   ketma-ketlik uchun  аxnn




____
lim bo‘lsin. U holda  0  

olinganda ham: 

1)  shunday Nn 0  topiladiki,  0nn   da  axn  

2) Nn  1  uchun   va 1n  larga boђliq shunday  1nn    topiladiki,  

 axn  bo‘ladi. 

Bu xossalar quyidagilarni anglatadi: 0  tayin olganda, birinchi xossa }{ nx  

ketma-ketlikning faqatgina chekli sondagi hadlarigina   

 axn  

tengsizlikni qanoatlantirishini, ikkinchi xossa esa bu ketma-ketlikning    

 axn  
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tengsizlikni qanoatlantiruvchi hadlarining soni cheksiz ko‘p bo‘lishini ifodalaydi. 

◄Agar }{ nx  ning cheksiz ko‘p sondagi hadlari a  dan katta bo‘lsa, u holda 

a  sonidan kichik bo‘lmagan )(  abb  ga intiluvchi }{ nx  ketma-ketlikning 

qismiy ketma-ketligi mavjud va  bu  аxnn




____
lim  ga zid. 

Demak, a  dan o‘ngda ketma-ketlikning ko‘pi bilan chekli sondagi hadlari 

yotadi. 

Modomiki,  

аxnn




____
lim  

ekan, unda }{ nx  ning qismiy limitlaridan biri a  ga teng:    

аx
knk



lim  

Limit ta’rifiga ko‘ra bu }{
knx  ketma-ketlikning, demak, }{ nx  ning ham 

cheksiz ko‘p sondagi hadlari a  dan katta bo‘ladi. ► 

Eslatma. Biror a  soni yuqoridagi ikki shartni qanoatlantirsa, u }{ nx  ketma-

ketlikning yuqori limiti  bo‘ladi. 

Faraz qilaylik, biror }{ nx  ketma-ketlik uchun 

bxn
n




lim  

bo‘lsin. U holda 0  olinganda ham: 

)1  shunday Nn 0  topiladiki,  0nn   da  bxn  

)2 Nn  1  uchun   va 1n  larga boђliq shunday 1nn    topiladiki,  

 bxn  bo‘ladi. 

Quyi limitning bu xossasi yuqoridagidek isbotlanadi. 

Ketma-ketlikning quyi hamda yuqori limitlari xossalaridan foydalanib, quyidagi 

teoremani isbotlash qiyin emas: 

4-teorema. [1, p.142, proposition 6.4.12] }{ nx  ketma-ketlik C  limitga ega 

bo‘lishi uchun 
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Cxx nn
n




____

n
limlim  

bo‘lishi zarur va etarlidir. 

Mashqlar 

1. Har qanday monoton ketma-ketlik faqat bitta qismiy limitga ega bo‘lishi 

isbotlansin.  

2. Koshi teoremasidan foydalanib, ushbu nn aaax  ...21  ketma-

ketlikning )...,2,1;10;||,(  kqqaRa k
kk  limitga ega bo‘lishi 

isbotlansin. 

3. Ushbu nnnnnnn
yxyx

_________
limlim)(lim




 
tengsizlik isbotlansin. 
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«FIZMATLIT», 2001.  

Nazorat savollari 

 1. Qismiy ketma-ketlik nima? Misollar keltiring. 

 2. Yaqinlashuvchi ketma-ketlikning ikkita qismiy ketma-ketligi turli limitlarga 

ega bo‘lishi mumkinmi? 

 3. Boltsano–Veyershtrass teoremasini keltiring. 

 4. Fundamental ketma-ketlik nima? 

 5. Koshi teoremasini ayting. 

 6. Ketma-ketlikning yuqori hamda quyi limitlari nima? Xossalarini ayting. 

Glossariy 

Qismiy ketma-ketlik – Aytaylik, ...,,...,,,:}{ 321 nn xxxxx  ketma-ketlik 

berilgan bo‘lsin. Bu ketma-ketlikning biror 1n  nomerli 
1nx  hadini olamiz. So‘ngra 
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nomeri 1n  dan katta bo‘lgan 2n  nomerli 
2nx  hadini olamiz. Shu usul bilan 

43
, nn xx va 

h.k. hadlarni tanlab olamiz. Natijada nomerlari .....321  knnnn  

tengsizliklarni qanoatlantiruvchi berilgan ketma-ketlikning hadlari ushbu 

...,,...,,
21 knnn xxx  ketma-ketlikni hosil qiladi. Hosil bo‘lgan ketma-ketlik 

berilgan ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligi deyiladi. 

Boltsano–Veyershtrass teoremasi – har qanday chegaralangan ketma-

ketlikdan chekli songa intiluvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. 

Fundamental ketma-ketlik – agar har qanday  0  olinganda ham shunday 

natural 0n  soni topilsaki, barcha  0nn    va 0nm   uchun  || mn xx  tengsizlik 

bajarilsa (ya’ni ,,,0 00 nnNn    ||:0 mn xxnm  bo‘lsa), 

}{ nx  fundamental ketma-ketlik deyiladi. 

Koshi teoremasi – ketma-ketlikning yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun uning 

fundamental bo‘lishi zarur va etarli. 

Ketma-ketlikning yuqori limiti – }{ nx  ketma-ketlik qismiy limitlarining eng 

kattasi berilgan ketma-ketlikning yuqori limiti deyiladi. 

Ketma-ketlikning quyi limiti – }{ nx  ketma-ketlik qismiy limitlarining eng 

kichigi berilgan ketma-ketlikning quyi limiti. 

Keys banki 

9-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Har qanday monoton ketma-ketlik faqat bitta 

qismiy limitga ega bo‘lishi isbotlansin.  

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va 

tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

 to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual). 

9-amaliy mashg‘ulot 

Na’muna uchun misollar yechimi 

1-misol.  nx  ketma-ketlikning yuqori va quyi limitlari topilsin 
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 lim ?,   lim ?n nn n
x x

 
  . 

0sinnx n  

   Berilgan ketma-ketlikning qiymatlari to`plamida  
0 0 00,   sin1 ,  sin 2 , ,  sin89 ,   1     

sonlari cheksiz ko`p uchraydi, chunki n N   va p N   uchun keltirish formulasiga 

ko`ra  0 0 0sin sin 360n p n   va  0 0 0sin 180 sin .n n    Demak, yuqoridagi 

sonlarning har biri berilgan ketma-ketlikning qismiy limiti bo`ladi. Shu bilan 

birgalikda  nx  ketma-ketlikning yuqorida ko`rsatilgan 181 ta sondan boshqa qismiy 

limiti yo`q. lim 1nn
x


   va lim 1  n

n
x


    

Misollar 

Quyidagi ketma-ketliklarning yuqori hamda quyi limitlari topilsin 

 lim ?;lim ?n nn n
x x

 
   

539. 
 1 1
2

n

nx
 

  540.  1 n

nx n   

541. 
   1 1 1

2

n n

nx
n
  

   542. 21 cos
1 2n

n nx
n


  


 

543.    
 1

1
21 2 1 3 1

n n
n

nx
 

        544. 
1 2cos
1 3n

n nx
n


 


 

545.  2 1 n
nx n         546.  11 1 sin

4

n
n

n
nx

n
     

 
 

547.  11 2
nn n

nx     548. 
2cos

3
n

n
nx 

  

 

Quyidagi ketma-ketliklarning qismiy limitlari topilsin. 

549.   1 1 1 3 1 7 1 2 1: , , , , , ,..., , ,...
2 2 4 4 8 8 2 2

n

n n nx 
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550.   1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1: 1, ,1 , , , ,1 , , , ,..., ,1 ,
2 2 3 2 3 4 4 2 4 3 4 5 2nx

n n
        

1 1 1 1,..., , ,...
1 1n n n n

 
 

 

551.   1 1 2 1 2 3 1 2 3 4: , , , , , , , , , ,....
2 3 3 4 4 4 5 5 5 5nx  

552.      1 1
2

n
nx a b a b         

553. Qismiy  limitlari ushbu 

1 2, ,..., pa a a  

sonlarga teng bo‘lgan sonli ketma-ketlikka misol keltirilsin. 

554. Qismiy  limitlari ushbu 

1 2, ,..., ,...na a a  

ketma-ketlikning barcha hadlariga teng bo‘lgan ketma-ketlikka misol keltirilsin. 

555. Chekli qismiy limitga ega bo‘lmagan ketma-ketlikka misol keltirilsin. 

556. Yaqinlashuvchi bo‘lmagan, lekin yagona qismiy limitga ega bo‘lgan ketma-

ketlikka misol keltirilsin.  

557. Cheksiz ko‘p qismiy limitga ega bo‘lgan ketma-ketlikka misol keltirilsin. 

558.  1;2  kesmadagi ixtiyoriy haqiqiy son qismiy limiti bo‘lgan ketma-ketlikka misol 

keltirilsin. 

559. Agar  nx  ketma-ketlik yaqinlashuvchi va  ny  ketma-ketlik uzoqlashuvchi 

bo‘lsa,  unda 

a) n nx y   b) n nx y  

ketma-ketlikning yaqinlashishi haqida nima deyish mumkin? 

560. Agar  nx  va  ny  ketma-ketliklar uzoqlashuvchi bo‘lsa, unda 

a) n nx y   b) n nx y  

ketma-ketliklar uzoqlashuvchi bo‘ladimi? 

561. Agar  nx  ketma-ketlik uchun  
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lim 0nn
x


  

bo‘lib,  ny  – ixtiyoriy ketma-ketlik bo‘lsa,  

 lim 0n nn
x y


   

tenglik o‘rinli bo‘ladimi?    

562. Agar 

 lim 0n nn
x y


   

bo‘lsa, unda  

lim 0nn
x


  yoki lim 0nn

y


  

tengliklardan biri o‘rinli bo‘ladimi? 

Quyidagi munosabatlar isbotlansin. 

563. lim lim limn n nn n
x a x x a

 
     

564.  lim limn nn n
x x

 
    

565.  lim lim lim lim limn n n n n nnn n n n
x y x y x y

   
      

566.  lim lim lim lim limn n n n n nn n n nn
x y x y x y

   
      

567. Agar 0nx   va 0ny    1,2,...n   bo‘lsa, 

 lim lim lim lim limn n n n n nnn n n n
x y x y x y

   
      

bo‘ladi. 
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Test 

№ Test topshirig`i To`g`ri 
javob 

Muqobil 
javob 

Muqobil 
javob 

Muqobil 
javob 

1. 
nx  ketma-ketlik uchun yuqori limit 

hisoblansin: cos
3n
nx 

  1 2 0 -1 

2. 
nx  ketma-ketlik uchun quyi limit 

hisoblansin: 2 1( 1)n
n

nx
n


   
-2 0 2 1 

3. 
nx  ketma-ketlik uchun quyi limit 

hisoblansin: 2(1,5cos )
3

n
n

nx 
  

0 1   -1 

4. 
nx  ketma-ketlik uchun yuqori limit 

hisoblansin: 3 1( 1)
2

n
n

nx
n


 


 
3 0 -1   

5. 
nx  ketma-ketlik uchun quyi limit 

hisoblansin: ( 1) 1 ( 1)
2

n n

nx
n
  

   
0 1 -1 2 

6. nx  ketma-ketlik uchun quyi limit 
hisoblansin: 1(cos( / 2))n

nx n   -1 0 2 1 

7. 
nx  ketma-ketlik uchun yuqori limit 

hisoblansin: 1 ( 1)n

n
nx

n
 

  
1 -1 0 2 

8. nx  ketma-ketlik uchun quyi limit 
hisoblansin: sin( /2)( ) n

nx n       1 0 -1 

9. 
nx  ketma-ketlik uchun yuqori limit 

hisoblansin: 1 sin
3n
nx

n


   
3

2
  0 1 -1 

10.
nx  ketma-ketlik uchun quyi limit 

hisoblansin: (1 ( 1) )2 1
2 3

n n

n nx   



 

0 1 -1   
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Mavzu. Funksiya tushunchasi 
10-11-ma’ruzalar 

Reja 

1. Funksiya ta’rifi, berilish usullari. 
2. Funksiyaning chegaralanganligi. Davriy funksiyalar. Juft va toq funksiyalar. 
3. Monton funksiyalar. Teskari funksiya. Murakkab funksiyalar. 

1. Funksiya ta’rifi, berilish usullari. 

Biz 2-ma’ruzada E  to‘plamni F  to‘plamga akslantirish FEf :  ni 

o‘rgangan edik. 

Endi FE  , RF   deb olamiz. Unda har bir haqiqiy x  songa biror haqiqiy 

y  sonni mos qo‘yuvchi 

RFf :  ( yx
f
 ) 

akslantirishga kelamiz. Bu esa funksiya tushunchasiga olib keladi. 

Funksiya tushunchasi o‘quvchiga o‘rta maktab matematika kursidan ma’lum. 

Shuni e’tiborga olib funksiya haqidagi dastlabki ma’lumotlarni qisqaroq bayon etishni 

lozim topdik. 

Aytaylik, RX  , RY   to‘plamlar berilgan bo‘lib, x  va y  o‘zgaruvchilar 

mos ravishda shu to‘plamlarda o‘zgarsin: Xx , Yy . 

1-ta’rif. [1, p. 49, Def. 3.3.1] Agar X  to‘plamdagi har bir x  songa biror f  

qoidaga ko‘ra Y  to‘plamdan bitta y  son mos qo‘yilgan bo‘lsa, X  to‘plamda 

funksiya berilgan (aniqlangan) deyiladi va 

yxf :  yoki  xfy   

kabi belgilanadi. Bunda X  – funksiyaning aniqlanish to‘plami (sohasi), Y  – 

funksiyaning o‘zgarish to‘plami (sohasi) deyiladi. x  – erkli o‘zgaruvchi yoki 

funksiya argumenti, y  esa erksiz o‘zgaruvchi yoki funksiya deyiladi. 

Misollar. 1.  ,X     ,  0,Y     bo‘lib, f  qoida 

1: 2  xyxf  

bo‘lsin. Bu holda har bir Xx  ga bitta Yx 12  mos qo‘yilib, 
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12  xy  

funksiyaga ega bo‘lamiz. 

2. Har bir ratsional songa 1 ni, har bir irratsional songa 0 ni mos qo‘yish 

natijasida funksiya hosil bo‘ladi. Odatda, bu Dirixle funksiyasi deyilib, u  xD  kabi 

belgilanadi: 

1, agar ratsional son bo'lsa,
( )

0, agar irratsional son bo'lsa.
x

D x
y


 


 

Shunday qilib,  xfy   funksiya uchta: X  to‘plam, Y  to‘plam va har bir Xx  ga 

bitta Yy  ni mos qo‘yuvchi f  qoidaning berilishi bilan aniqlanar ekan. 

Faraz qilaylik,  xfy   funksiya RX   to‘plamda berilgan bo‘lsin. Xx 0  

nuqtaga mos keluvchi 0y  miqdor  xfy   funksiyaning 0xx   nuqtadagi xususiy 

qiymati deyiladi va   00 yxf   kabi belgilanadi. [1, p. 49, 3.3] 

Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasini olamiz. Tekislikdagi   xfx ,  

nuqtalardan iborat ushbu 

         YxfXxxfxxfx  ,,,  

to‘plam  xfy   funksiyaning grafigi deyiladi [2, p. 31]. Masalan,  

  2,212  Xxxy  

funksiyaning grafigi 1-chizmada tasvirlangan. [2, p. 32, Example 2.1] 

 
1-chizma. 
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Funksiya ta’rifidagi f  qoida turlicha bo‘lishi mumkin. 

a) Ko‘pincha x  va y  o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish formulalar 

yordamida ifodalanadi. Bu funksiyaning analitik usulda berilishi deyiladi. Masalan, 

21 xy   

funksiya analitik usulda berilgan bo‘lib, uning aniqlanish to‘plami 

   1,111  xRxX  

bo‘ladi. 

x  va y  o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish quyidagi formulalar yordamida 

berilgan bo‘lsin: 

1, agar 0 bo'lsa,
( ) 0, agar 0 bo'lsa,

1, agar 0 bo'lsa,

x
y f x x

x

 
  
 

 

Bu funksiyaning aniqlanish to‘plami X R  bo‘lib, qiymatlar to‘plami esa 

 1,0,1Y    bo‘ladi. Odatda bu funksiya sgny x  kabi belgilanadi. [2, p. 32, vi)] 

b) Ba’zi hollarda Xx , Yy  o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish jadval 

orqali bo‘lishi mumkin. Masalan, kun davomida havo haroratini kuzatganimizda, 1t  

vaqtda havo harorati 1T , 2t  vaqtda havo harorati 2T  va h.k. bo‘lsin. Natijada quyidagi 

jadval hosil bo‘ladi. 

 

t  – vaqt 1t  2t  3t  ... nt  

T  – harorat 1T  2T  3T  ... nT  

 

Bu jadval t  vaqt bilan havo harorati T  orasidagi bog‘lanishni ifodalaydi, bunda t  – 

argument, T  esa t  ning funksiyasi bo‘ladi. 

v) x  va y  o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish tekislikda biror egri chiziq 

orqali ham ifodalanishi mumkin (2-chizma). 
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2-chizma. 

Masalan, 2-chizmada tasvirlangan L  egri chiziq berilgan bo‘lsin. Aytaylik, 

 ba ,  segmentdagi har bir nuqtadan o‘tkazilgan perpendikulyar L  chiziqni faqat bitta 

nuqtada kessin.  bax ,  nuqtadan perpendikulyar chiqarib, uning L  chiziq bilan 

kesishish nuqtasini topamiz. Olingan x  nuqtaga kesishish nuqtasining ordinatasi y  ni 

mos qo‘yamiz. Natijada har bir  bax ,  ga bitta y  mos qo‘yilib, funksiya hosil 

bo‘ladi. Bunda x  bilan y  orasidagi bog‘lanishni berilgan L  egri chiziq bajaradi. 

Aytaylik,  xf1  funksiya RX 1  to‘plamda,  xf2  funksiya esa RX 2  

to‘plamda aniqlangan bo‘lsin. 

Agar 

1) 21 XX  , 

2) 1Xx  da    xfxf 21  , 

bo‘lsa,  xf1  hamda  xf2  funksiyalar o‘zaro teng deyiladi va    xfxf 21   kabi 

belgilanadi. [1, p. 51, Def. 3.3.7] 

2. Funksiyaning chegaralanganligi. Davriy funksiyalar. Juft va toq funksiyalar. 

 xf  funksiya RX   to‘plamda berilgan bo‘lsin. 

2-ta’rif. [2, p. 37, Def. 2.3] Agar shunday o‘zgarmas M  soni topilsaki, 

Xx  uchun   Mxf   tengsizlik bajarilsa,  xf  funksiya X  to‘plamda 

yuqoridan chegaralangan deyiladi. Agar shunday o‘zgarmas m  soni topilsaki, 
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Xx  uchun   mxf   tengsizlik bajarilsa,  xf  funksiya X  to‘plamda quyidan 

chegaralangan deyiladi. 

3-ta’rif. [2, p. 37, Def. 2.3] Agar  xf  funksiya X  to‘plamda ham yuqoridan, 

ham quyidan chegaralangan bo‘lsa,  xf  funksiya X  to‘plamda chegaralangan 

deyiladi. 

1-misol. Ushbu 4

2

1
1)(

x
xxf




  funksiyani qaraylik. Bu funksiya R  da 

chegaralangan bo‘ladi. 

◄ Ravshanki, Rx  da 0
1
1)( 4

2






x
xxf . 

Demak, berilgan funksiya R da quyidan chegaralangan. 

Ayni paytda,  xf  funksiya uchun  

4

2

4

2

4 1
1

11
1)(

x
x

x
x

x
xf








  

bo‘ladi. Endi 

2
1

1
1212)1(0 4

2
422422 




x
xxxxxx  

bo‘lishini e’tiborga olib, topamiz: .
2
3

2
11)( xf  

Bu esa  xf  funksiyaning yuqoridan chegaralanganligini bildiradi. Demak, 

berilgan funksiya R  da chegaralangan. ► 

4-ta’rif. Agar har qanday 0M  son olinganda ham shunday Xx 0  nuqta 

topilsaki, 

  Mxf 0  

tengsizlik bajarilsa,  xf  funksiya X  to‘plamda yuqoridan chegaralanmagan 

deyiladi. 

 xf  funksiya RX   to‘plamda berilgan bo‘lsin. 

5-ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas  0TT  son mavjud bo‘lsaki, Xx  

uchun 
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1) XTx  , XTx  , 

2)    xfTxf  , 

bo‘lsa,  xf  davriy funksiya deyiladi, T  son esa  xf  funksiyaning davri deyiladi. 

Masalan,   xxf sin ,   xxf cos  funksiyalar davriy funksiyalar bo‘lib, 

ularning davri 2  ga,   tgxxf  ,   ctgxxf   funksiyalarning davri esa   ga teng. 

Davriy funksiyalar quyidagi xossalarga ega: 

a) Agar  xf  davriy funksiya bo‘lib, uning davri  0TT  bo‘lsa, u holda  

nT nT ,  1, 2 ,n      

sonlar ham shu funksiyaning davri bo‘ladi. 

b) Agar 1T  va 2T  sonlar  xf  funksiyaning davri bo‘lsa, u holda 021  TT  

hamda  2121 TTTT   sonlar ham  xf  funksiyaning davri bo‘ladi. 

v) Agar  xf  hamda  xg  lar davriy funksiyalar bo‘lib, ularning har birining 

davri  0TT  bo‘lsa, u holda 

   xgxf  ,    xgxf  ,    xgxf  , 
)(
)(

xg
xf

   0xg  

funksiyalar ham davriy funksiyalar bo‘lib, T  son ularning ham davri bo‘ladi. 

2-misol. Ixtiyoriy T   0T   ratsional son Dirixle funksiyasi 

1, agar ratsional son bo'lsa,
( )

0, agar irratsional son bo'lsa.
x

D x
y


 


 

ning davri bo‘lishi ko‘rsatilsin. 

◄ Aytaylik,  0TT  ratsional son bo‘lsin. Ravshanki, Rx  irratsional 

son uchun Tx  – irratsional son, Rx  ratsional son uchun Tx   ratsional son 

bo‘ladi. Demak,  

1, agar ratsional son bo'lsa,
( )

0, agar irratsional son bo'lsa.
x

D x T
y


  


 

Shunday qilib, Rx , T  – ratsional son bo‘lganda 

   xDTxD   
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bo‘ladi. ► 

Ma’lumki,  RXXx   uchun  Xx  bo‘lsa, X to‘plam O  nuqtaga 

nisbatan simmetrik to‘plam deyiladi. 

Aytaylik, O  nuqtaga nisbatan simmetrik bo‘lgan X  to‘plamda  xf  funksiya 

berilgan bo‘lsin. 

6-ta’rif. Agar Xx  uchun    xfxf   tenglik bajarilsa,  xf  juft 

funksiya deyiladi. Agar Xx  uchun    xfxf   tenglik bajarilsa,  xf  toq 

funksiya deyiladi. 

Masalan,   12  xxf  juft funksiya,   xxxf  3  esa toq funksiya bo‘ladi. 

Ushbu   xxxf  2  funksiya juft ham emas, toq ham emas. 

Agar  xf  va  xg  juft funksiyalar bo‘lsa, u holda 

   xgxf  ,    xgxf  ,    xgxf  , 
)(
)(

xg
xf

   0xg  

funksiyalar ham juft bo‘ladi. 

Agar  xf  va  xg  toq funksiyalar bo‘lsa, u holda 

   xgxf  ,    xgxf   

funksiyalar toq bo‘ladi,  

   xgxf  , 
)(
)(

xg
xf

   0xg  

funksiyalar esa juft bo‘ladi. 

Juft funksiyaning grafigi ordinatalar o‘qiga nisbatan, toq funksiyaning grafigi 

esa kordinatalar boshiga nisbatan simmetrik joylashgan bo‘ladi. 

3. Monoton funksiyalar. Teskari funksiya. Murakkab funksiyalar. 

Faraz qilaylik,  xf  funksiya RX   to‘plamda berilgan bo‘lsin. 

7-ta’rif. [2, p. 41, Def. 2.6] Agar Xxx  21 ,  uchun 21 xx   bo‘lganda 

   21 xfxf   tengsizlik bajarilsa,  xf  funksiya X  to‘plamda o‘suvchi deyiladi. 

Agar Xxx  21 ,  uchun 21 xx   bo‘lganda    21 xfxf   tengsizlik bajarilsa, 
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 xf  funksiya X  to‘plamda qat’iy o‘suvchi deyiladi. 

8-ta’rif. [2, p. 41-42, Def. 2.6] Agar Xxx  21 ,  uchun 21 xx   bo‘lganda 

   21 xfxf   tengsizlik bajarilsa,  xf  funksiya X  to‘plamda kamayuvchi 

deyiladi. Agar Xxx  21 ,  uchun 21 xx   bo‘lganda    21 xfxf   tengsizlik 

bajarilsa,  xf  funksiya X  to‘plamda qat’iy kamayuvchi deyiladi. 

O‘suvchi hamda kamayuvchi funksiyalar umumiy nom bilan monoton 

funksiyalar deyiladi. [2, p. 42] 

3-misol. Ushbu 
21

)(
x

xxf


  funksiyaning   ,1X  to‘plamda 

kamayuvchi ekanligi isbotlansin. 

◄  ,1  da ixtiyoriy 1x  va 2x  nuqtalarni olib, 21 xx   bo‘lsin deylik. Unda 












)1)(1(11

)()( 2
2

2
1

2
122

2
211

2
2

2
2
1

1
21 xx

xxxxxx
x

x
x

x
xfxf  

)1)(1(
)1)((

)1)(1(
)(

2
2

2
1

2121
2
2

2
1

122121

xx
xxxx

xx
xxxxxx









  

bo‘ladi. Keyingi tenglikda  

021  xx , 01 21  xx  

bo‘lishini e’tiborga olib,  

    021  xfxf  

ya’ni,    21 xfxf   ekanini topamiz. Demak,  

   2121 xfxfxx  . ► 

Aytaylik,  xf  va  xg  funksiyalar RX   to‘plamda o‘suvchi (kamayuvchi) 

bo‘lib, constC   bo‘lsin. U holda 

a)   Cxf   funksiya o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi. 

b) 0C  bo‘lganda  xfC   o‘suvchi, 0C  bo‘lganda  xfC   kamayuvchi 

bo‘ladi. 

v)    xgxf   funksiya o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi. 
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 xfy   funksiya RX   to‘plamda berilgan bo‘lib, bu funksiyaning 

qiymatlaridan iborat to‘plam 

}|)({ XxxfY f   

bo‘lsin. 

Faraz qilaylik, biror qoidaga ko‘ra fY , to‘plamdan olingan har bir y  ga X  

to‘plamdagi bitta x  mos qo‘yilgan bo‘lsin. Bunday moslik natijasida funksiya hosil 

bo‘ladi. Odatda, bu funksiya  xfy   ga nisbatan teskari funksiya deyiladi va 

)(1 yfx   kabi belgilanadi. 

Masalan, 1
2
1

 xy  funksiyaga nisbatan teskari funksiya 12  yx  bo‘ladi. 

Yuqorida aytilganlardan  xfy   da x  argument, y  esa x  ning funksiyasi, 

teskari )(1 yfx   funksiyada y  argument, x  esa y  ning funksiyasi bo‘lishi 

ko‘rinadi. 

Qulaylik uchun teskari funksiya argumenti ham x , uning funksiyasi y  bilan 

belgilanadi:  xgy  . 

 xfy   ga nisbatan teskari  xg  funksiya grafigi  xf  funksiya grafigini I 

va III choraklar bissektrisasi atrofiida 1800 ga aylantirish natijasida hosil bo‘ladi. 

Aytaylik, fY  to‘plamda  yFu   funksiya berilgan bo‘lsin. Natijada X  

to‘plamdan olingan har bir x  ga fY  to‘plamda bitta y : 

:f x y  ( ( ))y f x , 

va fY  to‘plamdagi bunday y  songa bitta u : 

))((: yFuuyF   

son mos qo‘yiladi. Demak, X  to‘plamdan olingan har bir x  songa bitta u  son mos 

qo‘yilib, yangi funksiya hosil bo‘ladi:   xfFu  . Odatda bunday funksiyalar 

murakkab funksiya deyiladi. [2, p. 43] 
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Elementar funksiyalar 
11-ma`ruza 

Elementar funksiyalar kitobxonga o`rta maktab matematika kursidan ma`lum. 

Biz quyida elementar funksiyalar haqidagi asosiy ma`lumotlarni bayon etamiz. 

10. Butun ratsional funksiyalar. 

Ushbu  
n

n
n

n xaxaxaxaay  


1
1

2
210 ...  

ko`rinishdagi funksiya butun ratsional funksiya deyiladi. Bunda naaa ,...,, 10 – 

o`zgarmas sonlar, Nn . Bu funksiya ),( R  da aniqlangan. 

Butun ratsional funksiyaning ba`zi xususiy hollari: 

a)  Chiziqli funksiya. Bu funksiya 

)0(  abaхy  

ko`rinishga ega, bunda ba ,  o`zgarmas sonlar. 

CHiziqli funksiya ),(   da aniqlangan 0a  bo`lganda o`suvchi, 0a  

bo`lganda kamayuvchi: grafigi tekislikdagi  to`g`ri chiziqdan iborat. 

b) Kvadrat funksiya. Bu funksiya  

)0(2  acbxaхy  

ko`rinishga ega, bunda cba ,,  – o`zgarmas sonlar. 

Kvadrat funksiya R  da aniqlangan bo`lib, uning grafigi parabolani ifodalaydi. 

Ravshanki,  

.
4

4
2

22
2

a
acb

a
bxаcbxaхy 







   

Parabolaning tekislikda joylashishi a  hamda acbD 42   larning ishorasiga bog`liq 

bo`ladi. Masalan, 0a , 0D  va 0a , 0D  bo`lganda uning grafigi  3-chizmada 

tasvirlangan parabolalar ko`rinishida bo`ladi. 
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3-chizma. 

20. Kasr ratsional funksiyalar. Ushbu 

m
m

n
n

xbxbxbb
xaxaxaa

y




...
...

2
210

2
210  

ko`rinishdagi funksiya kasr ratsional funksiya deyiladi. Bunda naaa ...,,, 10  va 

mbbb ...,,, 10  lar o`zgarmas sonlar Nn ,  Nm . Bu funksiya           

}0...|{\),( 10  m
m xbxbbxX  

to`plamda aniqlangan. Kasr ratsional funksiyaning ba`zi xususiy hollari: 

a) Teskari proportsional bog`lanish. U  

)0( constах
х
ay   

ko`rinishga ega.  Bu funksiya  

}0{\),0()0,( RX    

to`plamda aniqlangan, toq funksiya, a  ning ishorasiga qarab funksiya )0,(  va 

),0(   oraliqlarning har birida kamayuv-chi yoki o`suvchi bo`ladi (4-chizma). 

 
4-chizma 
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b) Kasr chiziqli funksiya.  U  ushbu 

dcх
baхy




  

ko`rinishga ega. Bu funksiya  

)0(\ 






 c

c
dRX  

to`plamda  aniqlangan: 

 Ravshanki, 

.1
2 c

a

c
dхc

adbc
dcх
baхy 










  

Demak, 

.,,, 2 





 







c
a

c
d

c
adbc

х
y 




 

Uning grafigini 
x
ay   funksiya grafigi yordamida chizish mumkin. 

30. Darajali funksiya.  Ushbu 

)0(,  xxy a  

ko`rinishdagi funksiya darajali funksiya deyiladi. 

Bu funksiyaning aniqlanish to`plami a  ga bog`liq. Darajali funksiya 0a , 

bo`lganda ),0(   da o`suvchi, 0a  bo`lganda kamayuvchi bo`ladi. аху   

funksiya grafigi tekislik-ning  0,0  va  1,1  nuqtalaridan  o`tadi. 

40. Ko`rsatkichli funksiya.  Ushbu 
хау   

ko`rinishdagi funksiya ko`rsatkichli funksiya deyiladi. Bunda Ra , 0a , 1a . 

Ko`rsatkichli funksiya ),(   aniq-langan, Rх  da 0xa ; 1a  bo`lganda 

o`suvchi; 10  a  bo`lganda kamayuvchi bo`ladi. 

Xususan, ea   bo`lsa, matematikada muhim rol o`ynaydi-gan хеу   funksiya 

hosil bo`ladi. 
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Ko`rsatkichli funksiyaning grafigi Ox  o`qidan yuqorida joylashgan va 

tekislikning  1,0  nuqtasidan o`tadi. 

50. Logarifmik funksiya. Ushbu 

xу аlog  

ko`rinishdagi funksiya logarifmik funksiya deyiladi. Bunda 0a , 1a . 

Logarifmik funksiya ),0(   da aniqlangan, хау   funk-tsiyaga nisbatan 

teskari; 1a  bo`lganda o`suvchi, 10  a  bo`lganda kamayuvchi bo`ladi. 

Logarifmik funksiyaning grafigi Oy  o`qining o`ng tomonida joylashgan va 

tekislikning  1,0  nuqtasidan o`tadi. 

60. Trigonometrik funksiyalar.  Ushbu 

ecxyxy
ctgxytgxyxyxу

cos,sec
,,,cos,sin




 

funksiyalar trigonometrik funksiyalar deyiladi. 

xyxу cos,sin   funksiyalar ),( R  da aniqlangan, 2  davrli 

funksiyalar Rх  da  

1cos1,1sin1  xx  

bo`ladi. Ushbu 
,tgxy   

funksiya 







  ...,2,1,0;

2
)12(|\ kkxRxRX 

 

to`plamda aniqlangan   davrli funksiya, xxx cosec,sec,ctg  funksiyalar 

xxx tg,cos,sin  lar orqali quyidagicha ifodala-nadi: 

x
ecx

x
x

tgx
ctgx

sin
1cos,

cos
1sec,1

 . 

70. Giperbolik funksiyalar.   Ko`rsatkichli хeу   funk-tsiya yordamida 

tuzilgan ushbu 
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xx

xx

xx

xxxxxx

ее
ее

ее
ееееее













 ,,

2
,

2
 

funksiyalar giperbolik (mos ravishda giperbolik sinus, giperbolik kosinus, 

giperbolik tangens, giperbolik katangens) funksiyalar deyiladi va ular quyidagicha 

xx

xx

xx

xxxxxx

ее
ееcthx

ее
ееthxееchxееshx 




















 ,,
2

,
2

 

belgilanadi. 

80. Teskari trigonometrik funksiyalar. Ma`lumki, xy sin  funksiya R  da 

aniqlangan va uning qiymatlari to`plami 

]1,1[fY  

bo`ladi. 

Agar 





2
,

2
x  bo`lsa, u holda  





2
,

2
X  va ]1,1[fY  

to`plamlarning elementlari o`zaro bir qiymatli moslikda bo`ladi.  

xy sin  funksiyaga nisbatan teskari funksiya  

xаrcу sin  

kabi belgilanadi. 

SHunga o`xshash ctgxytgxyxy  ,,cos  funksiyalarga nis-batan teskari 

funksiyalar mos ravishda 
,,,arccos arcctgxyarctgxyxy   

kabi belgilanadi. 

Ushbu xаrcу sin , xаrcу cos , аrctgxу  , аrcctgxу   funksiya-lar  

teskari trigonometrik funksiyalar  deyiladi. 

Mashqlar 

1. 2xy   funksiya grafigiga ko`ra cbxaxy  2  funksiya-ning grafigi 
chizilsin. 

2. 
x

y 1
  funksiya grafigiga ko`ra 

dcx
baxy




  

funksiyaning grafigi chizilsin. 
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3.  xf  funksiyaning RX   to‘plamda quyidan chegaralanmaganligi ta’rifi 

keltirilsin. 

4. O  nuqtaga nisbatan simmetrik bo‘lgan RX   to‘plamda berilgan har 

qanday  xf  funksiya juft va toq funksiyalar yig‘indisi ko‘rinishida ifodalanishi 

isbotlansin. 

5. Ushbu 
1

1)( 2 


x
xf  funksiyaning   ,0X  to‘plamda kamayuvchi 

ekani isbotlansin. 

6. Agar 
x

xf



1

1)(  bo‘lsa, )))((( xfff  topilsin. 
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Nazorat savollari 

1. Funksiyaning ta’rifi. 

2. Funksiya qanday usullarda beriladi? 

3. Qanday funksiya chegaralangan funksiya deyiladi? 

4. Qanday funksiya davriy funksiya deyiladi? 

5. Qanday funksiya juft funksiya deyiladi? 

6. Qanday funksiya toq funksiya deyiladi? 

7. Qanday funksiya monoton funksiya deyiladi? 

8. Qanday funksiya murakkab funksiya deyiladi? 
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Glossariy 

 

Chegaralangan funksiya. Agar  xf  funksiya X  to‘plamda ham yuqoridan, 

ham quyidan chegaralangan bo‘lsa,  xf  funksiya X  to‘plamda chegaralangan 

deyiladi. 

Davriy funksiya. Agar shunday o‘zgarmas  0TT  son mavjud bo‘lsaki, 

Xx  uchun 

1) XTx  , XTx  , 

2)    xfTxf  , 

bo‘lsa,  xf  davriy funksiya deyiladi, T  son esa  xf  funksiyaning davri deyiladi. 

Dirixle funksiyasi. 
1, agar ratsional son bo'lsa,

( )
0, agar irratsional son bo'lsa.

x
D x

y


 


 

Funksiya. Agar X  to‘plamdagi har bir x  songa biror f  qoidaga ko‘ra Y  

to‘plamdan bitta y  son mos qo‘yilgan bo‘lsa, X  to‘plamda funksiya berilgan 

(aniqlangan) deyiladi va 

yxf :  yoki  xfy   

kabi belgilanadi. 

Funksiyaning analitik usulda berilishi. x  va y  o‘zgaruvchilar orasidagi 

bog‘lanish formulalar yordamida ifodalanadi. 

Funksiyaning grafik ko‘rinishida berilishi. x  va y  o‘zgaruvchilar orasidagi 

bog‘lanish tekislikda biror egri chiziq orqali ifodalanadi. 

Funksiyaning jadval ko‘rinishida berilishi. Xx , Yy  o‘zgaruvchilar 

orasidagi bog‘lanish jadval orqali ifodalanadi. 
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Juft funksiya. Agar Xx  uchun    xfxf   tenglik bajarilsa,  xf  

juft funksiya deyiladi. 

Kamayuvchi funksiya. Agar Xxx  21 ,  uchun 21 xx   bo‘lganda 

   21 xfxf   tengsizlik bajarilsa,  xf  funksiya X  to‘plamda kamayuvchi 

deyiladi. 

Monoton funksiya. O‘suvchi hamda kamayuvchi funksiyalar umumiy nom 

bilan monoton funksiyalar deyiladi. 

Murakkab funksiya. Aytaylik, fY  to‘plamda  yFu   funksiya berilgan 

bo‘lsin. Natijada X  to‘plamdan olingan har bir x  ga fY  to‘plamda bitta y : 

:f x y  ( ( ))y f x , 

va fY  to‘plamdagi bunday y  songa bitta u : 

))((: yFuuyF   

son mos qo‘yiladi. Demak, X  to‘plamdan olingan har bir x  songa bitta u  son mos 

qo‘yilib, yangi funksiya hosil bo‘ladi:   xfFu  . Odatda bunday funksiyalar 

murakkab funksiya deyiladi. 

O‘suvchi funksiya. Agar Xxx  21 ,  uchun 21 xx   bo‘lganda 

   21 xfxf   tengsizlik bajarilsa,  xf  funksiya X  to‘plamda o‘suvchi deyiladi. 

Qat’iy kamayuvchi funksiya. Agar Xxx  21 ,  uchun 21 xx   bo‘lganda 

   21 xfxf   tengsizlik bajarilsa,  xf  funksiya X  to‘plamda qat’iy kamayuvchi 

deyiladi. 

Qat’iy o‘suvchi funksiya. Agar Xxx  21 ,  uchun 21 xx   bo‘lganda 

   21 xfxf   tengsizlik bajarilsa,  xf  funksiya X  to‘plamda qat’iy o‘suvchi 

deyiladi. 
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Quyidan chegaralangan funksiya. Agar shunday o‘zgarmas m  soni topilsaki, 

Xx  uchun   mxf   tengsizlik bajarilsa,  xf  funksiya X  to‘plamda quyidan 

chegaralangan deyiladi. 

Teskari funksiya. Faraz qilaylik, biror qoidaga ko‘ra fY , to‘plamdan olingan 

har bir y  ga X  to‘plamdagi bitta x  mos qo‘yilgan bo‘lsin. Bunday moslik natijasida 

funksiya hosil bo‘ladi. Odatda, bu funksiya  xfy   ga nisbatan teskari funksiya 

deyiladi va )(1 yfx   kabi belgilanadi. 

Toq funksiya. Agar Xx  uchun    xfxf   tenglik bajarilsa,  xf  

toq funksiya deyiladi. 

Yuqoridan chegaralangan funksiya. Agar shunday o‘zgarmas M  soni 

topilsaki, Xx  uchun   Mxf   tengsizlik bajarilsa,  xf  funksiya X  

to‘plamda yuqoridan chegaralangan deyiladi. 

Keys banki 

 

10-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: O  nuqtaga nisbatan simmetrik bo‘lgan RX   

to‘plamda berilgan har qanday  xf  funksiya juft va toq funksiyalar yig‘indisi 

ko‘rinishida ifodalanishi isbotlansin. 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va 

tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

 to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual). 
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10-11-amaliy mashg‘ulot 

Na’muna uchun misollar yechimi 

1 – m i s o l . Ushbu 

2 2y x x          (2) 

funksiyaning aniqlanish sohasi va qiymatlari to‘plami topilsin. 

◄(2) munosabat ma’noga ega bo‘lishi uchun 2 2 0x x     bo‘lishi lozim. 

Keyingi tengsizlikni echib topamiz.  
2 2 0x x      2 2 0x x       1 2 0x x     1 2x   . 

Demak, berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi  1, 2X    bo‘ladi. 

Ravshanki, 0y  .  Ayni paytda 

2 21 9 32 ( )
2 4 2

y x x x          

bo‘lgani  uchun 
30
2

y   bo‘ladi. Demak, funksiyaning qiymatlari to‘plami 

30,
2fY     

 bo‘ladi.► 

2 – m i s o l . Agar  

1, 0,
( ) 0, 0,

1, 0

агар х
f x signx агар х

агар х

 
  
 

  va 2( ) (1 )g x x x    

bo‘lsa,      ,f g x g f x  lar topilsin. 

◄ 

    
 
 
 

2

2 2

2

1,agar 1 0

sgn 1 0,agar 1 0

1,agar 1 0

x x

f g x x x x x

x x

  
       

  
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1,agar 0 1 1
0, agar 0 1
1,agar 1 1 0.

x ва x
x ва x
x ва x

   
   
    

 

    21 0g f x signx sign x   .► 

 

Misollar 

Quyidagi funksiyalarning aniqlanish sohalari topilsin. 

101.
1y x
x

   102. 2 5 6
xy

x x


 
 

103. 
2

2
25

y
x




 104. 2 1 1y x x     

105. 1y
x x




 106.  2lg 1y x   

107.  2lg 4y x   108. 2 3 4log log logy x  

109. 2 19 log
2

xy x
x


  


 110. 
sin

xy
x

  

111. siny x  112. ln cosy x . 

113. 2

2arccos
1

xy
x




 114.  2arcsin logy x . 

115. arcsin lg
10
xy    

 
 116. lgcos 4y x  . 

117. lg(1 )y tgx   118.  lg cos lgxy     . 

119. 2

xy
1 x




 120. 
2 5

2 5
xy
x





 

121. y x signx   122. 
1 { 0}y x x
x

    

123. 
29 1xy
x


  124. sin cosy x x   
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125. lg(1 2cos )y x   126. y x 1 x    

127. 
2

2

2
2

x xy
x x
 


 

 128. 2 4 1 1y x x      

129. Agar ( )f x x x  bo‘lsa,          1 , 0 , 1 , 2 , 2f f f f f   lar topilsin.  

130. Agar 
2 , агар 0 1

( )
 , агар 1 х 2

x х
f x

х
  

 
 

 

bo‘lsa,    1 30 , , , 2
2 2

f f f f   
   
   

 lar topilsin.  

131. Agar 
1( )
1

xf x
x





 bo‘lsa,          

1 10 , , 1 , 1, ,f f x f x f x f
x f x

     
 

lar 

topilsin.  

132. Agar  ( )f x x signx   bo‘lsa,   3 5 10 , , ,
2 2 10

f f f f          
     

lar topilsin.   

133. Agar 3( ) 3 1f x x x    bo‘lsa,    f a f a   topilsin. 

 134. Agar   2f x ax bx c    bo‘lsa, 
   f x h f x

h
 

 topilsin.  

135. 3 2( )f x ax bx cx d     bo‘lsin. Agar      1 0, 0 2, 1 3,f f f      

 2 5f   bo‘lsa,  f x  topilsin.  

136. Agar    3xf x a bx   bo‘lsa, 

     2 6 1 9 0f x f x f x      

bo‘lishi isbotlansin. 

137. Agar  f u  funksiya (0,1) da aniqlangan bo‘lsa, 

     sin , ln ,
x

f x f x f
x

 
 
 

 

funksiyalarning aniqlanish sohalari topilsin.  

138. Agar     2 ,x x x x    bo‘lsa,  
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           , , ,x x x x         lar topilsin. 

139. Agar     1,x signx x
x

    bo‘lsa,            , , ,x x x x         

lar topilsin.  

140. Agar     2, 1x signx x x     bo‘lsa,      ,x x     lar topilsin.  

141. Agar    2 21 , 1 sin πt tf x x x       bo‘lsa,   f t  funksiyaning 

aniqlanish sohasi topilsin. 

142. Agar    2lnx , sinx x x    bo‘lsa,      ,x x     funksiyalar va 

ularning aniqlanish sohalari topilsin. 

143. Agar 21 1f x
x

    
 

 bo‘lsa,  f x  topilsin. 

144. Agar 
1
1

xf x
x
    

 bo‘lsa,  f x  topilsin.  

145. Agar 2

1
xf x

x
    

 bo‘lsa,  f x  topilsin.   

146. Agar  
21

xf x
x




 bo‘lsa,      
та    

n

n

f x f f f x 


 funksiya topilsin.   

147. Agar   1
1

f x
x




 bo‘lsa,    f f f x x  tenglik x  ning qanday 

qiymatlarida o‘rinli bo‘ladi?  
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Test 

№ Savol To‘g‘ri javob Muqobil javob Muqobil 
javob 

1. 1
1

xy
x





 funksiyani 0x   

nuqtadagi qiymatini toping. 

1 2  2 

2. 3 cos sin 2
2

y x x x     
 

 

funksiyani 
2

x   nuqtada 

funksiyani hisoblang. 

3 1 0 

3. ln xy x e   funksiyani x e  
nuqtadagi qiymatini toping. 

2e  3e  2 

4. 3 23 3 1y x x x     Funksiyani 
3 4 1x    nuqtadagi qiymatini 

toping. 

4 3 4  3 4 2  

5. sin 2y x funksiyani asosiy davrini 
toping. 

  

2


 
3


 

6. sin3 cos2 tg y x x x   funksiyani 
asosiy davrini toping. 

2    

2


 

7. Davriy bo’lmagan funksiyani toping. sin 1y x   sin cos3y x x   
cos 3

3
xy    

8. 3sin 3
2
xy x x    qanday 

funksiya. 

Toq funksiya Juft funksiya Juft ham 
emas toq ham 

emas 
9. 1 1

1
xy
x


 


 funksiyaga teskari 

bo’lgan funksiyani toping. 
2

xy
x




 1
1

xy
x

 


 
1xy

x


  

10. 
2

2
xy

x
 


 funksiyaga teskari 

bo’lgan funksiyani toping. 

2 4
1

xy
x





 
1
1

xy
x





 
2 1

1
xy

x




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Mavzu. Funksiya limiti 
12-ma’ruza 

Reja 

1. To‘plamning limit nuqtasi. 

2. Funksiya limiti ta’riflari va ekvivalentligi. 

3. Funksiyaning o‘ng va chap limitlari. 

 

1. To‘plamning limit nuqtasi. 

Aytaylik, biror RX   to‘plam va Rx 0  nuqta berilgan bo‘lsin. 

1-ta’rif. ([1], p. 215, Def. 9.1.18) Agar 0x  nuqtaning ixtiyoriy 

0 0 0( ) ( , )U x x x     , ( 0)   

atrofida X  to‘plamning 0x  nuqtadan farqli kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, ya’ni 

0 00, , : | |x X x x x x         

bo‘lsa, 0x  nuqta X  to‘plamning limit nuqtasi deyiladi. 

Misollar. 1. ]1,0[X  to‘plamning har bir nuqtasi shu to‘plamning limit 

nuqtasi bo‘ladi. 

2. )1,0(X  to‘plamning har bir nuqtasi va 1,0  xx  nuqtalar shu 

to‘plamning limit nuqtalari bo‘ladi. ([1], p. 215, Lemma 9.1.21) 

3. 






 ...,

4
1,

3
1,

2
1,1X  to‘plamning limit nuqtasi 00 x  bo‘ladi. 

4. ...},3,2,1{ NX  to‘plam limit nuqtaga ega emas. 

2-ta’rif. ([2], p. 82. Item 3.3.3) Agar 0x  nuqtaning ixtiyoriy 

0 0 0( ) ( , )U x x x     0 0 0( ( ) ( , ))U x x x     )0(   

o‘ng atrofida (chap atrofida) X  to‘plamning kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, 0x  nuqta 

X  to‘plamning o‘ng (chap) limit nuqtasi deyiladi. 

3-ta’rif. Agar ixtiyoriy Rс  uchun 

}|{)( cxRxU c   

to‘plamda X  to‘plamning kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, " "  X  to‘plamning limit 
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“nuqta”si deyiladi. 

Agar ixtiyoriy Rс  uchun 

}|{)( cxRxU c   

to‘plamda X  to‘plamning kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, ""   X  to‘plamning limit 

«nuqta»si deyiladi. 

Keltirilgan ta’rif va misollardan ko‘rinadiki, to‘plamning limit nuqtasi shu 

to‘plamga tegishli bo‘lishi ham, bo‘lmasligi ham mumkin ekan. 

1-teorema. Agar Rx 0  nuqta RX   to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsa, u 

holda 0x  nuqtaning har qanday 

0 0 0( ) ( , )U x x x      ( 0)   

atrofida X  to‘plamning cheksiz ko‘p nuqtalari bo‘ladi. 

◄ Aytaylik, 0x  nuqta X  to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin. Teorema 

tasdig‘ining teskarisini faraz qilaylik: 0x  nuqtaning biror )( 00
xU   atrofida X  

to‘plamning chekli sondagi nxxx ...,,, 21  nuqtalarigina bo‘lsin. U holda 

  }|,|...,|,||,{|min 002010 nxxxxxx  

deb olinsa, 0x  nuqtaning )( 0xU   atrofida X  to‘plamning 0x  dan farqli bitta ham 

nuqtasi bo‘lmaydi. Bu esa 0x  nuqta X  to‘plamning limit nuqtasi bo‘lishiga ziddir. ► 

2-teorema. ([1], p. 216, Th. 9.1.24) Agar 0x  nuqta RX   to‘plamning limit 

nuqta-si bo‘lsa, u holda shunday sonlar ketma-ketligi }{ nx  topiladiki,  

1) Nn  da nx X , 0nx x ; 

2) n  da 0xxn  ; 

bo‘ladi. 

◄ Aytaylik, Rx 0  nuqta RX   to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin. Unda 1-

ta’rifga binoan 

  ||:,,0 00 xxxxXx nnn  

bo‘ladi. Jumladan,  

1  uchun 1||:, 01011  xxxxXx , 
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2
1

  uchun ,
2
1||:, 02022  xxxxXx  

3
1

  uchun ,
3
1||:, 03033  xxxxXx  

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... 

n
1

  uchun ,1||:, 00 n
xxxxXx nnn   

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... 

bo‘ladi. 

Natijada qaralayotgan teoremaning 1) shartini qanoatlantiruvchi }{ nx  ketma-

ketlik hosil bo‘lib, uning uchun Nn  da nxxn 1|| 0   tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. 

Keyingi munosabatdan esa n  da 0xxn   kelib chiqadi. ► 

Shuni ta’kidlash lozimki, 2-teoremaning shartlarini qanoatlantiruvchi ketma-

ketliklar ko‘plab topiladi. 

2. Funksiya limiti ta’riflari va ekvivalentligi. 

Faraz qilaylik, )(xf  funksiya RX   to‘plamda berilgan bo‘lib, 0x  nuqta X  

to‘plam-ning limit nuqtasi bo‘lsin. 0x  nuqtaga intiluvchi ixtiyoriy  nx : 

1 2, , ..., ,...nx x x  0( , )n nx X x x   

ketma-ketlikni olib, funksiya qiymatlaridan iborat )}({ nxf : 

1 2( ), ( ), ..., ( ),...nf x f x f x  

ketma-ketlikni hosil qilamiz. 

3-ta’rif. (Geyne). Agar n  da 0nx x  0( , )n nx X x x   bo‘ladigan 

ixtiyoriy }{ nx  ketma-ketlik uchun n  da bxf n )(  bo‘lsa, b ga )(xf  

funksiyaning 0x  nuqtadagi limiti deyiladi va 0xx   da bxf )(  yoki 

bxf
xx




)(lim
0

 

kabi belgilanadi. 

Eslatma. Agar n  da 
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0nx x  0( , )n nx X x x   va 0ny x  0( , )n ny X y x   

bo‘ladigan turli { }nx , { }ny  ketma-ketliklar uchun n  da 

1)( bxf n  , 2)( byf n   bo‘lib, 21 bb   bo‘lsa )(xf  funksiya 0xx   da limitga 

ega emas deyiladi. 

1-misol. Ushbu  

xx
xxf

4
16)( 2

2




  

funksiyaning 40 x  nuqtadagi limiti topilsin. 

◄ Quyidagi }{ nx : 

lim 4nn
x


  ( 4, 1, 2, ...)nx n   

ketma-ketlikni olaylik. Unda 

n

n

nn

n
n x

x
xx

x
xf

4
4
16

)( 2

2 





  

bo‘lib, n  da 2)( nxf  bo‘ladi. Demak,  

.2
4
16lim 2

2





 xx
x

n
 ► 

2-misol. Ushbu 

x
xf 1sin)(   

funksiyaning 0x  dagi limiti mavjud bo‘lmasligi ko‘rsatilsin. 

◄ Ravshanki, n  da 

2 0,
(4 1)nx

n 
  


 

2 0
(4 1)nx

n 
  


 

bo‘ladi. 

Bu ketma-ketliklar uchun 

4 1( ) 1
2n

nf x     , 
4 1( ) 1

2n
nf x     

bo‘lib, n  da 
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( ) 1nf x   , ( ) 1nf x   

bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya 00 x  nuqtada limitga ega emas. ► 

4-ta’rif. (Koshi). ([1], p. 221, Def. 9.3.6) Agar 0  son olinganda ham 

shunday 0)(    topilsaki, }){\)(( 00 xxUXx   uchun 

 |)(| bxf  

tengsizlik bajarilsa, b soni )(xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi limiti deyiladi:  

bxf
xx




)(lim
0

. 

Bu ta’rifni qisqacha quyidagicha ham aytish mumkin:  

0 , 0)(   , }){\)(( 00 xxUXx  :  |)(| bxf  

bo‘lsa, bxf
xx




)(lim
0

. 

3-misol. ( ) constf x C   bo‘lsin. Bu funksiya uchun  

Cxf
xx




)(lim
0

 

bo‘ladi. 

4-misol. Ushbu 
1
1)(

2





x

xxf  funksiyaning 10 x  nuqtadagi limiti 2 ga teng 

ekani ko‘rsatilsin. 

◄ 0  soniga ko‘ra    deb olsak, u holda  |1| x  )1( x  

tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x  da 

 

 |1||21|2
1
12

xx
x

x
 

bo‘ladi. Demak, .2
1
1lim

2

0





 x
x

xx
 ► 

5-misol. Faraz qilaylik, }0{\RX   da 
x

xxf sin)(   bo‘lsin. Bu funksiya 

uchun  

1sinlim
0


 x

x
x
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bo‘ladi. 

◄Ma’lumki, 







2
,0 x  uchun  

tgxxx
2
1

2
1sin

2
1

  

bo‘ladi. Bu tengsizliklardan, funksiyalarning juftligini hisobga olib, 
2

||0 
 x  da 

1sincos 
x

xx  

bo‘lishini topamiz. Keyingi tengsizliklardan esa 

24
2

2
sin2cos1sin10

22
2 xxxx

x
x

  

bo‘lishi kelib chiqadi. 

Endi 0  ni olib, }1;min{   deyilsa, unda x , | |x  , 0x  uchun 


x

xsin10  

bo‘ladi. Demak, 

1sinlim
0


 x

x
x

. ► 

6-misol. Ushbu  

( ) xf x a , 0a  , x R , 0 0x   

funksiya uchun 

1lim
0




x

x
a  

bo‘lishi isbotlansin. 

◄ 1a  bo‘lgan holni qaraylik. Bu holda )(xf  funksiya qat’iy o‘suvchi 

bo‘ladi: 

21:)()(,, 212121
xx aaxfxfxxRxx  . 

0  sonni olaylik. Ma’lumki, n  da  
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1,1
11




nn aa  

bo‘lib, ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan 

,1:,
1

11  nannNn  




1:,
1

22
nannNn  

bo‘ladi. Endi 
0

210
1},,max{
n

nnn    deyilsa, unda  

0

11|0|,
n

x
n

xx    

bo‘lganda 

  |1|11
11

0 xxnxn aaaaa  

bo‘ladi. Demak, 1lim
0




x

x
a . 

10  a  bo‘lganda 1lim
0




x

x
a  bo‘lishini isbotlash o‘quvchiga havola etiladi. 

► 

5-ta’rif. ([2], p. 81, Def. 3.21) Agar 0  son olinganda ham shunday 0  

son topilsaki, }){\)(( 00 xxUXx   uchun )(xf  tengsizlik bajarilsa, )(xf  

funksiyaning 0x  nuqtadagi limiti   deb ataladi va 




)(lim
0

xf
xx

 

kabi belgilanadi. 

Masalan, 

2
1)(
x

xf  , )0( x  

funksiya uchun 


 20

1lim
xx

 

bo‘ladi. 
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Aytaylik, )(xf  funksiya RX   to‘plamda berilgan bo‘lib, 0x  nuqta 

X  to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin. 

6-ta’rif. ([2], p. 72, Def. 3.11) Agar 0  son olinganda ham shunday 0  

topilsaki, ,Xx  x  uchun  

 |)(| bxf  

tengsizlik bajarilsa, b soni )(xf  funksiyaning 0x  dagi limiti deyiladi va  

bxf
x




)(lim  

kabi belgilanadi. 

7-misol. Aytaylik, ),0( X , 0x , 
x

xf 1)(   bo‘lsin. U holda 

01lim 
 xx

 

bo‘ladi. 

◄ Haqiqatan ham, 0  sonnni olaylik. Ravshanki, 0x  uchun 


 1101

 x
xx

. 

Demak, 



1

  deyilsa, unda x  uchun 





1101
xx

 

bo‘ladi. ► 

8-misol. Faraz qilaylik, 

RXNma
a
xxf

x

m

 ,,1,)(  

bo‘lsin. Unda 

0lim 
 x

m

x a
x

 

bo‘lishini isbotlaymiz. 

◄ 0  sonni olaylik. Ma’lumki, n  da 
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0)1(



n

m

a
n

 

bo‘ladi. Unda 

 


 n

m

a
nnnn )1(:,,0 00  

bo‘ladi.  

Agar 0nC   deyilsa, unda Cx   uchun 

 
  


 x

m

x

m

x

m

a
x

a
x

a
x )1(0  

bo‘ladi ).][( 0 Cnx   Demak, 0lim 
 x

m

x a
x

. ► 

9-misol. Ushbu 

e
x

x

x







 



11lim  

munosabat isbotlansin. 

◄ 0  sonni olamiz. Ma’lumki, n  da 

,11 e
n

n







   

.
2
1

1
11

1
11

1

e
n
n

nn

nn




























 

Limit ta’rifiga binoan, 

0 00, , :n N n n       

11 11 , 1
1

n n

e e
n n

 


              
 

bo‘ladi. 

Endi 0nC   desak, unda Cx   uchun 

 














 













e
xxx

e
xxx 1][][

][
1111

1][
11  
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bo‘lib, 







  e

x

x11  

bo‘ladi. Demak, 

e
x

x

x







 



11lim . ► 

3-teorema. ([1], p. 222, Prop. 9.3.9) Funksiya limitining Koshi hamda Geyne 

ta’riflari ekvivalent ta’riflardir. 

◄ Koshi ta’rifiga ko‘ra b soni )(xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi limiti bo‘lsin: 

bxf
xx




)(lim
0

 

Unda 

00 ,||,,0,0 xxxxXx    

Bo‘lganda 

  |)(| bxf  (1) 

bo‘ladi. 0x  nuqta X  to‘plamning limit nuqtasi. Unda 2-teoremaga ko‘ra }{ nx  ketma-

ketlik topiladiki, n  da 0xxn    ,2,1,0  nxxn  bo‘ladi. Ketma-ketlik 

limiti ta’rifiga binoan 

 , || :,,0 000   xxnnNn n  (2) 

bo‘ladi. (1) va (2) munosabatlardan 0nn   uchun 

 bxf n )(  

bo‘lishi kelib chiqadi. Bu esa b sonini Geyne ta’rifi bo‘yicha )(xf  funksiyaning 0x  

nuqtadagi limiti ekanini bildiradi. 

Endi b soni Geyne ta’rifi bo‘yicha )(xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi limiti 

bo‘lsin. 

Teskarisini faraz qilamiz, ya’ni )(xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi limiti Geyne 

ta’rifi bo‘yicha b ga teng bo‘lsa ham, Koshi ta’rifi bo‘yicha limiti bo‘lmasin. Unda 

biror 00   uchun ixtiyoriy 0  son olinganda ham  ||0 0xx  ni 
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qanoatlantiruvchi biror x  da 

0|)(|  bxf  

bo‘ladi. 

Nolga intiluvchi musbat sonlar ketma-ketligi { n } ni olaylik: 

n  da 0n   ,2,1,0  nn . 

U holda 

 00 |)(| ||0   bxfxx nnn  (3) 

bo‘ladi. Ammo 0n , da 0xxn  , demak, Geyne ta’rifiga asosan 

bxf n )(  

bo‘ladi. Bu (3) ga ziddir. Demak, b soni Koshi ta’rifi bo‘yicha ham, )(xf  

funksiyaning 0x  nuqtadagi limiti bo‘ladi. ► 

3. Funksiyaning o‘ng va chap limitlari. 

Aytaylik, )(xf  funksiya RX   to‘plamda berilgan, 0x  nuqta X ning chap 

limit nuqtasi bo‘lib, 

)0(),( 00   Xxx  

bo‘lsin. 

7-ta’rif. ([2], p. 82, Def. 3.22) Agar 

  |)(|:),(,0,0 00 bxfxxx  

bo‘lsa, b son )(xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi chap limiti deyiladi va  

)0()(lim 000



xfxfb

xx
 

kabi belgilanadi. 

Faraz qilaylik, )(xf  funksiya RX   to‘plamda berilgan, 0x  nuqta X  ning 

o‘ng limit nuqtasi bo‘lib, 

0 0( , )x x X   ( 0)   

bo‘lsin. 

8-ta’rif. ([2], p. 82, Def. 3.22) Agar 

  |)(|:),(,0,0 00 bxfxxx  
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bo‘lsa, b son )(xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi o‘ng limiti deyiladi va  

)0()(lim 000



xfxfb

xx
 

kabi belgilanadi. 

Masalan, 

1, agar 0 bo'lsa,
( ) 0, agar 0 bo'lsa,

1, agar 0 bo'lsa,

x
f x x

x


 
 

 

funksiyaning 0 nuqtadagi o‘ng limiti 1, chap limiti –1 bo‘ladi. 

 

Mashqlar 

1. Ushbu 
lim ( )
x

f x


  , lim ( )
x

f x


  , 

lim ( )
x

f x


  , lim ( )
x

f x


   

limitlarning ta’riflari keltirilsin. 

2. Ushbu 
x

xf sin)(   funksiya 00 x  nuqtada limitga ega emasligi 

isbotlansin. 

3. Limit ta’rifidan foydalanib, 
 1
1lim

1 xx
 bo‘lishi isbotlansin. 

4. )(xf  funksiya a  nuqtada b limitga ega bo‘lishi uchun uning shu nuqtadagi 
o‘ng va chap limitlari mavjud bo‘lib,  

bafaf  )0()0(  
tengliklar o‘rinli bo‘lishi zarur va etarli bo‘lishi isbotlansin. 
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Nazorat savollari 

9. To‘plamning limit nuqtasi. 

10. Geyne bo‘yicha funksiyaning limiti ta’rifi. 

11. Koshi bo‘yicha funksiyaning limiti ta’rifi. 

12. Funksiyaning o‘ng va chap limitllari. 

 

Glossariy 

 

Funksiyaning cheksizlikdagi limiti. Agar 0  son olinganda ham shunday 

0  topilsaki, ,Xx  x  uchun  

 |)(| bxf  

tengsizlik bajarilsa, b soni )(xf  funksiyaning 0x  dagi limiti deyiladi va  

bxf
x




)(lim  

kabi belgilanadi. 

Funksiyaning limiti cheksizlik bo‘lishi. Agar 0  son olinganda ham 

shunday 0  son topilsaki, }){\)(( 00 xxUXx   uchun )(xf  tengsizlik 

bajarilsa, )(xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi limiti   deb ataladi va 




)(lim
0

xf
xx

 

kabi belgilanadi. 

Funksiyaning nuqtadagi chap limiti. Agar 

  |)(|:),(,0,0 00 bxfxxx  

bo‘lsa, b son )(xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi chap limiti deyiladi va  

)0()(lim 000



xfxfb

xx
 

kabi belgilanadi. 
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Funksiyaning nuqtadagi limiti (Geyne bo‘yicha). Agar n  da 0nx x  

0( , )n nx X x x   bo‘ladigan ixtiyoriy }{ nx  ketma-ketlik uchun n  da 

bxf n )(  bo‘lsa, b ga )(xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi limiti deyiladi va 0xx   

da bxf )(  yoki 

bxf
xx




)(lim
0

 

kabi belgilanadi. 

Funksiyaning nuqtadagi limiti (Koshi bo‘yicha). Agar 0  son olinganda 

ham shunday 0)(    topilsaki, }){\)(( 00 xxUXx   uchun 

 |)(| bxf  

tengsizlik bajarilsa, b soni )(xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi limiti deyiladi: 

bxf
xx




)(lim
0

. 

Bu ta’rifni qisqacha quyidagicha ham aytish mumkin: 

0 , 0)(   , }){\)(( 00 xxUXx  :  |)(| bxf  

bo‘lsa, bxf
xx




)(lim
0

. 

Funksiyaning nuqtadagi o‘ng limiti. Agar 

  |)(|:),(,0,0 00 bxfxxx  

bo‘lsa, b son )(xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi o‘ng limiti deyiladi va  

)0()(lim 000



xfxfb

xx
 

kabi belgilanadi. 

Limit nuqta. Agar 0x  nuqtaning ixtiyoriy 

0 0 0( ) ( , )U x x x     , ( 0)   

atrofida X  to‘plamning 0x  nuqtadan farqli kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, ya’ni 

0 00, , : | |x X x x x x         

bo‘lsa, 0x  nuqta X  to‘plamning limit nuqtasi deyiladi. 
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O‘ng (chap) limit nuqtasi. Agar 0x  nuqtaning ixtiyoriy 

0 0 0( ) ( , )U x x x     0 0 0( ( ) ( , ))U x x x     )0(   

o‘ng atrofida (chap atrofida) X  to‘plamning kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, 0x  nuqta X  

to‘plamning o‘ng (chap) limit nuqtasi deyiladi. 

 

Keys banki 

 

11-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: )(xf  funksiya a  nuqtada b  limitga ega bo‘lishi 

uchun uning shu nuqtadagi o‘ng va chap limitlari mavjud bo‘lib,  

bafaf  )0()0(  

tengliklar o‘rinli bo‘lishi zarur va etarli bo‘lishi isbotlansin. 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va 

tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

 to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual). 

 

12-amaliy mashg‘ulot 

Na’muna uchun misollar yechimi 

1 – m i s o l . Funksiya limiti ta’rifidan foydalanib 

2

limsin 1
x

x


 . 

bo‘lishi isbotlansin. 

◄ 0   sonni olib, unga ko‘ra   ni    deylik. 

Unda 
2

x     tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x  larda 
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2 2sin 1 sin sin 2 sin cos
2 2 2

22 sin
2 2

x x
x x

x
x

 



  

 
    


    

 

bo‘ladi. Demak, 

2

limsin 1
x

x


 .► 

 

Misollar 

Funksiya limiti ta’rifidan foydalanib quyidagi tengliklar isbotlansin. 

569. 
2

4

16lim 8
4x

x
x





 570. 

2

24

16lim 2
4x

x
x x





 

571. 
2

3

2 5 3lim 7
3x

x x
x

 
 


 572. 

2

1
3

3 2 1lim 41
3

x

x x

x

 
 


 

573. 
2

2

3 5 2lim 7
2x

x x
x

 



 574. 

2

1

7 8 1lim 6
1x

x x
x

 
 


 

575. limcos cos
x a

x a


  576. 
0

limsin 0
x

x


  

577. 
3

1lim
3x x



 578. 

2

0

1 1lim 0
x

x
x

 
  

579. 4

3
lim 81
x

x


   

580.   2

1 , 0 ,
1

0, 0 .

агар x бўлса
xf x

агар x бўлса

   
 

    
0

lim 1
x

f x


  

581. 
0

1lim sin 0
x

x
x
     582. 22

1lim 0
3 2x x x


 

. 
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Quyidagi funksiyalar a  nuqtada limitga ega emasligi isbotlansin. 

583.   , 0
x

f x a
x

   

584.   1cos , 0f x a
x

   

585.   1sin , 0f x a
x

   

586.  
3 2 1, 1 ,

1
0, 1 .
x x x агар x бўлса

f x a
агар x бўлса

    
 


 

587.    , 2f x x x a    

588.   , 0 ,
0

2 , 0 .

xe агар x бўлса
f x a

x агар x бўлса
 

 
 

 

589.  
1, ,
0, .

агар x рационал сон бўлса
D x

агар x иррационал сон бўлса


 


  

a R  - ixtiyoriy nuqta. 

590.  
2, ,

1, .
x агар x иррационал сон бўлса

f x
агар x рационал сон бўлса


 


 funksiya qanday 

nuqtalarda limitga ega?   

591.     1 ,f x x
x

   funksiyaning 0x  dagi limiti mavjudmi ? 

 

Quyidagi funksiyalarning ko‘rsatilgan nuqtadagi o‘ng va chap limitlari 

topilsin. 

592.   , 0
2

x x
f x a

x


   

593.    arccos 1 , 0f x x a    

594.   2 ,
2

tgxf x a    
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595.  
sin , 0 ,

0
cos , 0 .

x агар x бўлса
f x ax

x агар x бўлса

  
 

 

596.   sgn , 0f x x a   

597.    sgn cos ,
2

f x x a    

598.   1
3

1 , 3
3 x

f x a
x 

 


 

599.    
1 , 1f x a

x x
  


 

600.   2 , 10f x x x a      

601.   sin , 0xf x a
x

   

602.   1 cos2 , 0xf x a
x


   

603.   lim , 1
1

n

nn

xf x a
x

 


 

604.   2 3lim , 1
1

n

nn

xf x a
x


 


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Test 
 

№ Savol 
To‘g‘ri 

javob 

Muqobil 

javob 

Muqobil 

javob 

Muqobil 

javob 

1.   qanday qiymatlarida 

| 1|x    tengsizligidan 

| lg | 2x   tengsizlik kelib 

chiqadi? 

0,99   10   2   5   

2. 2

22

4 5lim
1x

x x
x

 


=? 
7
3

 
3
7

 
7  7

3
  

3. 3 2

22

3 2lim
6x

x x x
x x

 
 

=? 
2
5

  
1  2  3  

4. 7 6 3

7 30

5 4lim
2x

x x x
x x

 


=? 
2  0 2  1 

5. 2 2

4

( 1) (3 7 )lim
(2 1)x

x x
x

 


=? 
49
16

 
16  0   

6. 3 2

2

3lim
1x

x x x
x

 
  

=? 
3 4  5 6 

7. 
1 0

lim [ ]
x

x
 

=? 1 0 2  1 

8. 
1 0

lim [ ]
x

x
 

=? 0 16  0   

9. 
3 0

lim sgn
x

x
 

=? 1 4  5 6 

10. 
2 0

lim { }
x

x
 

=? 1 3
7

 
7  7

3
  
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Mavzu. Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari 
13-ma’ruza 

Reja 

1. Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari. 

2. Monoton funksiya limiti. 

3. Koshi kriteriysi. 

 

1. Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari. 

Chekli limitga ega bo‘lgan funksiyalar ham yaqinlashuvchi ketma-ketlik singari 

qator xossalarga ega. 

Faraz qilaylik, )(xf  funksiya RX   to‘plamda berilgan bo‘lib, Rx 0  nuqta 

X  ning limit nuqtasi bo‘lsin. 

1-xossa. ([2], p. 89, Th. 4.1) Agar 0xx   da )(xf  funksiya limitga ega 

bo‘lsa, u yagona bo‘ladi. 

◄ Bu xossaning isboti limit ta’riflarining ekvivalentligi hamda ketma-ketlik 

limitining yagonaligidan kelib chiqadi. ► 

2-xossa. Agar 

bxf
xx




)(lim
0

, (b – chekli son) 

bo‘lsa, u holda 0x  nuqtaning shunday 0( )U x  ( 0)   atrofi topiladiki, bu atrofda 

)(xf  funksiya chegaralangan bo‘ladi. 

◄Aytaylik,  

bxf
xx




)(lim
0

 

bo‘lsin. Funksiya limiti ta’rifga binoan 

}){\)((,0,0 00 xxUXx    da  |)(| bxf  

ya’ni   bxfb )(  bo‘ladi. Keyingi tengsizliklardan )(xf  funksiyaning 0x  

nuqtaning )( 0xU   atrofida chegaralanganligi kelib chiqadi. ► 

3-xossa. ([2], p. 90, Th. 4.2) Agar 
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bxf
xx




)(lim
0

 

bo‘lib, pb   bo‘lsa, u holda 0x  nuqtaning shunday )( 0xU   atrofi topiladiki, bu 

atrofda  

pxf )(  

bo‘ladi. 

◄ Shartga ko‘ra 

bxf
xx




)(lim
0

. 

Funksiyaning limiti ta’rifiga ko‘ra 0 bp  uchun shunday 0  son topiladiki, 

Xx ,  0xx , 0xx   uchun 

    pbxfbxf    

bo‘ladi. Bu esa )( 0xUx   da pxf )(  bo‘lishini bildiradi. ► 

Faraz qilaylik, )(xf  va )(xg  funksiyalar RX   to‘plamda berilgan bo‘lib, 

Rx 0  nuqta X  to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin. 

4-xossa. ([2], p. 92, Corollary 4.4) Agar 

1)(lim
0

bxf
xx




, 2)(lim
0

bxg
xx




 

bo‘lib, Xx  da  xgxf )(  tengsizlik bajarilsa, u holda 21 bb  , ya’ni 

)(lim)(lim
00

xgxf
xxxx 

  

bo‘ladi. 

◄ Aytaylik, 

1)(lim
0

bxf
xx




, 2)(lim
0

bxg
xx




 

bo‘lsin. 

Funksiya limitining Geyne ta’rifiga ko‘ra 0x  ga intiluvchi ixtiyoriy 

0nx x  0( , )n nx X x x   

ketma-ketlik uchun 

 n  da 1( )nf x b , 2( )ng x b  (1) 

bo‘ladi. 
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Ravshanki, Nn  da 

 )()( nn xgxf   (2) 

Yaqinlashuvchi ketma-ketlikning xossalaridan foydalanib, (1) va (2) 

munosabatlardan )(lim)(lim
00

nxxnxx
xgxf


  , ya’ni 21 bb   bo‘lishini topamiz. ► 

5-xossa. ([1], p. 223, Prop. 9.3.14) Faraz qilaylik, 

0
1lim ( )

x x
f x b


 , 

0
2lim ( )

x x
g x b


  1 2( , )b b R  

limitlar mavjud bo‘lsin. U holda  

a) Rc da )(lim))((lim
00

xfсxfc
xxxx 

 ; 

b) );(lim)(lim))()((lim
000

xgxfxgxf
xxxxxx 

  

v) );(lim)(lim))()((lim
000

xgxfxgxf
xxxxxx 

  

g) Agar 02 b  bo‘lsa, 
)(lim

)(lim

)(
)(lim

0

0

0 xg

xf

xg
xf

xx

xx

xx





 ; 

bo‘ladi. 

Bu tasdiqlarning isboti sonlar ketma-ketliklari ustida arifmetik amallar 

bajarilishi haqidagi ma’lumotlardan kelib chiqadi. 

1-misol. Ushbu 

1
...lim

32

1 


 x
nxxxx n

x
 

limit hisoblansin. 

◄ Bu limitni yuqoridagi xossalardan foydalanib hisoblaymiz: 










 1
)1(...)1()1()1(

lim
1
...lim

32

1

32

1 x
xxxx

x
nxxxx n

x

n

x  

2 1 2

1

( 1)[1 ( 1) ( 1) ... ( 1)]lim
1

n n

x

x x x x x x x
x

 



          
 


 

2
)1(...321 


nnn  .► 
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2-misol. Ushbu 

20

cos1lim
x

x
x




 

limit hisoblansin. 

◄ Ma’lumki, 
2

sin2cos1 2 xx  . Shuni hisobga olib topamiz: 























2

02

2

020

2

2
sin

2
1lim2

sin2
limcos1lim

x

x

x

x

x
x

xxx
 

2
1

2

2
sin

lim

2

2
sin

lim
2
1

00



















 x

x

x

x

xx
. ► 

2. Monoton funksiya limiti. ([2], p. 85, Item 3.3.4) 

Faraz qilaylik,  xf  funksiya RX   to‘plamda berilgan bo‘lib, 

  Xxx  00 ,  bo‘lsin  0 . Ravshanki, Rx 0  nuqta X  to‘plamning limit 

nuqtasi bo‘ladi. 

1-teorema. Agar  xf  funksiya X  to‘plamda o‘suvchi bo‘lib, u yuqoridan 

chegaralangan bo‘lsa, funksiya 0x  nuqtada 

)(lim
00

xf
xx 

 

limitga ega bo‘ladi. 

◄  xf  funksiya qiymatlaridan iborat bo‘lgan ushbu 

    0xxXxxfF   

to‘plamni qaraymiz. Teoremaning shartiga ko‘ra bu to‘plam yuqoridan 

chegaralangan bo‘ladi. U holda to‘plamning aniq chegarasining mavjudligi haqidagi 

teoremaga ko‘ra F  tuplam aniq yuqori chegaraga ega. Uni b bilan belgilaymiz: 

bF sup . 

Endi,   bxf
xx


 00

lim  bo‘lishini isbotlaymiz. Aniq yuqori chegara ta’rifiga 
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ko‘ra: 

1)  0xxXx   uchun   bxf  ; 

2)      0,:, 00   bxfxxxxXx  bo‘ladi. 

Agar 00  xx  deyilsa, unda    0000 ,, xxxxx    uchun 

       bbxfxfb  

bo‘lib, 

   bxf  

tengsizlik bajariladi. Bu esa 

bxf
xx




)(lim
00

 

ekanini bildiradi. ► 

Xuddi shunga o‘xshash quyida keltiriladigan teorema isbotlanadi. 

Aytaylik,  xf  funksiya RX   to‘plamda berilgan bo‘lib,   Xxx  00 ,  

bo‘lsin  0 . Ravshanki, Rx 0  nuqta X  to‘plamning limit nuqtasi bo‘ladi. 

2-teorema. Agar  xf  funksiya X  to‘plamda kamayuvchi bo‘lib, u quyidan 

chegaralangan bo‘lsa, funksiya 0x  nuqtada 

)(lim
00

xf
xx 

 

limitga ega bo‘ladi. 

3. Koshi kriteriysi. 

Endi funksiya limitining mavjudligi haqidagi umumiy teoremani keltiramiz. 

Faraz qilaylik,  xf  funksiya RX   to‘plamda berilgan bo‘lib, Rx 0  nuqta 

X  to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin. 

1-ta’rif. Agar 0  olinganda ham shunday 0  son topilsaki,  

         0000 \,\ xxUXyxxUXx    

lar uchun 

      yfxf  (3) 

tengsizlik bajarilsa,  xf  uchun 0x  nuqtada Koshi sharti bajariladi deyiladi. 
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3-misol. Ushbu 
x

xxf 1sin)(   funksiya uchun 00 x  nuqtada Koshi sharti 

bajariladi. 

◄ Haqiqatan ham, 0  songa ko‘ra 
2
   deyilsa, u holda 

)}0{\)0((),}0{\)0((
22
 UXyUXx    

lar uchun (ya’ni   yx ,  uchun)  

1 1 1 1| ( ) ( )| | sin sin | | sin | | sin |f x f y x y x y
x y x y

       

| | | |
2 2

x y         

bo‘ladi. 

3-teorema (Koshi).  xf  funksiya 0x  nuqtada chekli limitga ega bo‘lishi 

uchun bu funksiya 0x  nuqtada Koshi shartining bajarishi zarur va etarli. 

◄ Zarurligi.  xf  funksiya 0x  nuqtada chekli limitga ega bo‘lsin: 

bxf
xx




)(lim
0

. 

Limit ta’rifiga binoan:  

    00 \,0,0 xxUXx    uchun 

 
2

|))(| 
 bxf  (4) 

bo‘ladi. Shuningdek, yX  (U (xo) \ {xo}) uchun ham 

 
2

|))(| 
 byf  (5) 

bo‘ladi. (4) va (5) munosabatlardan  

         yfbbxfyfxf  

bo‘lishi kelib chiqadi. 

Yetarliligi. Aytaylik  xf  funksiya uchun (3) shart bajarilsin. 0x  nuqtaga 

intiluvchi ikkita  
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  ,,,2,1,00 Xxnxxxx nnn    

  ,,,2,1,00 Xynxyxy nnn    

ketma-ketliklarni olamiz. Bu ketma-ketliklardan foydalanib, ushbu 

...,,,...,,,, 2211 nn yxyxyx  

ketma-ketlikni hosil qilamiz. Uni nz  bilan belgilaymiz. Ravshanki, nz  ketma-ketlik 

uchun 

  Xznxzxz nnn  ,,2,1,00   

bo‘ladi. Teorema shartiga binoan 0  soniga ko‘ra 0  sonni olamiz. 

Modomiki, n  da 0xzn   ekan, unda limit ta’rifiga ko‘ra: 

  000 :,,0 xznnNn n  

bo‘ladi. Unda 00 , nnnm   uchun  

     nm zfzf  

tengsizlik bajapiladi. Byndan  nzf  ketma-ketlikning fyndamental ekanligi kelib 

chiqadi. Demak  nzf  ketma-ketlik yaqinlashyvchi: 

n  da   bzf n  . 

Unda 

  bxf n  ,   byf n   

bo‘lib, fynksiya limitining Geyne ta’pifiga binoan bxf
xx




)(lim
0

 bo‘ladi. ►  

Mashqlar 

1. Ushby 

n

n

n x
x
 1

lim  

limit bilan aniqlanadigan fynksiya topilsin. 

2. Ushby 

)1sin(lim 2 


n
n

  

limit xisoblansin. 
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Nazorat savollari 

1. Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari qanday xossalari bor? 

2. Monoton funksiyaning limiti haqida nima deyish mumkin? 

3. Funksiya uchun Koshi sharti. 

4. Koshi kriteriysi. 

 

Glossariy 

Funksiyaning nuqtadagi limiti (Geyne bo‘yicha). Agar n  da 0nx x  

0( , )n nx X x x   bo‘ladigan ixtiyoriy }{ nx  ketma-ketlik uchun n  da 

bxf n )(  bo‘lsa, b ga )(xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi limiti deyiladi va 0xx   

da bxf )(  yoki 

bxf
xx




)(lim
0

 

kabi belgilanadi. 
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Funksiyaning nuqtadagi limiti (Koshi bo‘yicha). Agar 0  son olinganda 

ham shunday 0)(    topilsaki, }){\)(( 00 xxUXx   uchun 

 |)(| bxf  

tengsizlik bajarilsa, b soni )(xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi limiti deyiladi: 

bxf
xx




)(lim
0

. 

Bu ta’rifni qisqacha quyidagicha ham aytish mumkin: 

0 , 0)(   , }){\)(( 00 xxUXx  :  |)(| bxf  

bo‘lsa, bxf
xx




)(lim
0

. 

Koshi sharti. Agar 0  olinganda ham shunday 0  son topilsaki, 

         0000 \,\ xxUXyxxUXx    

lar uchun 

     yfxf  

tengsizlik bajarilsa,  xf  uchun 0x  nuqtada Koshi sharti bajariladi deyiladi. 

Limitning yagonaligi. Agar 0xx   da )(xf  funksiya limitga ega bo‘lsa, u 

yagona bo‘ladi. 

Keys banki 

 

13-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Ushbu 

n

n

n x
x
 1

lim  

limit bilan aniqlanadigan funksiya topilsin. 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va 

tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

 to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual). 
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13-amaliy mashg‘ulot 

Na’muna uchun misollar yechimi 

1 – m i s o l . Ushbu 

 
1

lim 1
2x

xx tg 


  

limit hisoblansin. 

◄Avvalo 1 x t   deb olamiz. Unda 1x   da 0t   bo‘ladi. SHuni e’tiborga 

olib topamiz: 

   
1 0 0 0 0

cos 22lim 1 lim 1 lim lim lim
2 2 2 sin sin

2 2
x t t t t

ytx t tx tg t tg t t ctg t t


  

      
         .

► 

Misollar 

Quyidagi limitlar topilsin. 

605. 
4

4lim
2x

x
x




  

606. 
 2

32

2
lim

8x

x
x




  

607. 
34

16

8lim
4x

x
x




  

608.  
1

1lim , ,
1

n

mx

x n m N
x





  

609.  
1

1lim ,
1

m

nx

x n m N
x





  

610.  
1

lim , ,
1 1n mx

n m n m N
x x

     
  

611. 
5

6 1lim
3 4x

x
x

 
 
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612. 
3 4

5

4 31 1
lim

51 1
x

x x

x


  

 
  

613.  
0

lim , ,
1 1 1n mx

x n m N
ax bx


   

 

614. 
   2 2

0

1 1
lim ,

n n

x

x x x x
n N

x

    
  

615. lim
1x

x x x
x

 


 

616. 
2

1

...lim ,
1

n

x

x x x n n N
x

   



 

617. 

1
2 1

2
1lim
1

x
x

x

x
x






 
  

 

618. 

2
2

2
1lim
2

x

x

x
x

 
  

 

619. 
0

lim 1 2x

x
x


  

Quyidagi limitlar topilsin. 

620. 
2

20

sinlim
x

mx
nx

 
621. 

2

coslim

2
x

x

x
  

 

622. 
0

sinlim
sin6 sin7x

x
x x 

 623. 
3

60

cos3 1lim
2x

x
sin x


 

624. 
sin sinlim

x a

x a
x


 625. 20

2 1lim
2 sin sinx sin x x x

   
 

626. 2 2

sinlim
x

x
x  

 627. 20

1 cos coslim
x

x x
tgx

 
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628. 2 1 3lim cos cos
x

x
x x

  
 

 629. 2 2limsin
n

n n


  

630. 
2 3

20

cos cos 2 cos 3lim
x

x x x
x

 
 631. 

2 2
1

sinlim
sin

x a

x a

x
a





 
 
 

 

632.  
2

lim sin tgx

x
x




 633.  
2

2

lim sin tg x

x
x




 

634. 
0

lim
x

shx
x

 635. 
0

2 1lim
cos 1x

ch x
x




 

636. 
2

1

0

2lim
c

x

x

ch x
hx

 
 
 

 637.  
1

2
0

lim sin cos x
x

x x


  

638. 
1

lim 3 1x
x

x


 
 

 
 639. 

7 2

0
lim

x x

x

e e
tgx


 

640. 
 

sin 5 sin

0
lim

ln 1 2

x x

x

e e
x




 641. 
1 1

2 1lim 4 4x x
x

x 



 
 

 
 

642. 
0

lncos5lim
lncos4x

x
x

 643.  
1

lim 0, 0
2

x x x

x

a b a b


 
  

 
 

644. 

1

0

1 sin coslim
1 sin4 cos4

x

x

x x
x x

  
   

 645. 
 

0

cos 1
lim
x

arc x
x


 

646. a)  2lim
x

x x x


  ; b)  2lim
x

x x x


   

647. a)  2 2lim 1 1
x

x x x x


     ; b)  2 2lim 1 1
x

x x x x


      
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Test 

 

№ Savol 
To‘g‘ri 

javob 

Muqobil 

javob 

Muqobil 

javob 

Muqobil 

javob 

1. 
6

2 2lim
6x

x
x

 


 =? 
1
4

 
1
5

 
1
6

 
1
7

 

2. 

5

6 1lim
3 4x

x
x

 
 

=? 
3 5 7  9 

3. 2 2lim( 1 1)
x

x x


    0 1 1    

4. 4 2 2lim( 4 13 7 2 )
x

x x x


   =? 13
4

 
1
4

 
0 13

4
  

5. 
0

tg4lim
sinx

x
x

=? 
4  3 2  1 

6. 
0

sinlim
sin6 sin7x

x
x x 

=? 
1  0 1   

7. 
0

arcsin 2lim
x

x
x

=? 
2  0 5 7  

8. 
lim

1

x

x

x
x

 
  

=? 
1
e

 
1
5

 
1
6

 
1
7

 

9. 
0

10 1lim
2 1

x

xx




=? 
ln10
ln 2

 
1
e

 
0 1  

10. 2
2

20

4lim
4

x

x

x
x

 
  

=? 

8e  2e  4e  e  
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Mavzu. Funksiyalarni taqqoslash 
14-ma’ruza 

Reja 

1. Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar. 

2. “O ” va “ o ” belgilar, ularning xossalari. 

3. Funksiyalarning ekvivalentligi. 

 

1. Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar. 

Aytaylik,  x  hamda  x  funksiyalar RX   to‘plamda berilgan bo‘lib, 

Rx 0  nuqta X  to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin. 

1-ta’rif. ([2], p. 130, Def. 5.8) Agar 

0)(lim
0




x
xx
  

bo‘lsa,  x  funksiya 0xx   da cheksiz kichik funksiya deyiladi. 

Masalan, 0x  da   xx sin  funksiya cheksiz kichik funksiya bo‘ladi. 

2-ta’rif. ([2], p. 130, Def. 5.8) Agar 




)(lim
0

x
xx
  

bo‘lsa,  x  funksiya 0xx   da cheksiz katta funksiya deyiladi. 

Masalan, 0x  da 
x

x 1)(   funksiya cheksiz katta funksiya bo‘ladi. 

Cheksiz kichik hamda cheksiz katta funksiyalar cheksiz kichik hamda cheksiz 

katta miqdorlar kabi xossalarga ega bo‘ladi: 

1) Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalar yig‘indisi cheksiz kichik funksiya 

bo‘ladi; 

2) Chegaralangan funksiyaning cheksiz kichik funksiya bilan ko‘paytmasi 

cheksiz kichik funksiya bo‘ladi; 

3) Agar  x    0x   cheksiz kichik funksiya bo‘lsa, 
)(

1
x

 cheksiz katta 

funksiya bo‘ladi. 
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4) Agar  x  cheksiz katta funksiya bo‘lsa, 
)(

1
x

 cheksiz kichik funksiya 

bo‘ladi. 

2. “O ” va “ o ” belgilar, ularning xossalari. 

Faraz qilaylik,  xf  va  xg  funksiyalari RX   to‘plamda berilgan bo‘lib, 

0x  nuqta X  to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin. 

3-ta’rif. ([2], p. 123, Def. 5.1) Agar shunday o‘zgarmas 0C  soni va shunday 

0  son topilsaki, }){\)(( 00 xxUXx   uchun 

|)(||)(| xgCxf   

tengsizlik bajarilsa, ya’ni  

|)(||)(|:}){\)((,0, 00 xgCxfxxUXxRC      

bo‘lsa, 0xx   da  xf  funksiya  xg  funksiyaga nisbatan chegaralangan deyiladi 

va     xgOxf   kabi belgilanadi. 

Agar  

|)(||)(|:||,,, xgCxfdxxRdRC    

bo‘lsa,  0xx  da  xf  funksiya  xg  funksiyaga nisbatan chegaralangan 

deyiladi va yuqoridagidek     xgOxf   kabi belgilanadi. 

Masalan, 0x  da  xOx 2  bo‘ladi, chunki  1,1x  da xx 2 . ([2], 

p. 126, i)) 

Agar  xf  funksiya 0x  nuqta atrofida chegaralangan bo‘lsa, 0xx   da 

   1Oxf   kabi yoziladi. 

“O ” ning xossalari ([2], p. 125, Properties): 

1) Agar 

b
xg
xf

xx


 )(
)(lim

0
 

bo‘lsa, 0xx   da     xgOxf   bo‘ladi. 

2) Agar 0xx   da     xgOxf   va     xhOxg   bo‘lsa, u holda 
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0xx   da     xhOxf   bo‘ladi. Demak, 0xx   da       xhOxhOO  . 

3) Agar 0xx   da     xgOxf   va     xgOxh   bo‘lsa, u holda 

0xx   da       xgOxhxf   bo‘ladi.  

4) Agar 0xx   da     xgOxf 11   va     xgOxf 22   bo‘lsa, u holda 

0xx   da         xgxgOxfxf 2121   bo‘ladi.  

4-ta’rif. ([2], p. 124, Def. 5.1) Agar har qanday 0  son olinganda ham 

shunday 0  son topilsaki, 

0 0( ( ) \{ })x X U x x    

uchun 

|)(||)(| xgxf   

tengsizlik bajarilsa, ya’ni  

|)(||)(|:}){\)((,0,0 00 xgxfxxUXx      

bo‘lsa, 0xx   da  xf  funksiya  xg  funksiyaga nisbatan yuqori tartibli cheksiz 

kichik funksiya deyiladi va     xgoxf   yoki  gof   kabi belgilanadi. 

“o ” ning xossalari ([2], p. 125, Properties): 

Agar 0xx   da  gof   bo‘lsa, u holda 0xx   da  gOf   bo‘ladi. 

1) Agar 0xx   da  gof  ,  hog   bo‘lsa, u holda 0xx   da  hof   

bo‘ladi. Demak,     hohoo  . 

2) Agar 0xx   da  gof 1 ,  gof 2  bo‘lsa, u holda 0xx   da 

 goff  21  bo‘ladi. 

3) Agar 0xx   da  11 gof  ,  22 gof   bo‘lsa, u holda 0xx   da 

 2121 ggoff   bo‘ladi. Demak,      2121 ggogogo  . 

3. Funksiyalarning ekvivalentligi. 

Aytaylik,  xf  va g(x) funksiyalari RX   to‘plamda berilgan bo‘lib, 0x  

nuqta X  to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin. 

5-ta’rif. ([2], p. 124, Def. 5.1) 0xx   da  xf  va  xg  funksiyalar ( 0xx   
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da   0xg ) uchun 

1
)(
)(lim

0


 xg
xf

xx
 

bo‘lsa, 0xx   da  xf  va  xg  ekvivalent funksiyalar deyiladi va    ~f x g x  

 0x x  kabi belgilanadi. 

Masalan, 0x  da   xxf sin  va   xxg   funksiyalar ekvivalent 

funksiyalar bo‘ladi: sin ~x x   0x  . ([2], p. 124, Example 5.3) 

1-teorema. 0xx   da  xf  va  xg  funksiyalar ( 0xx   da   0xg ) 

ekvivalent bo‘lishi uchun 

      xgoxfxg   

tenglikning o‘rinli bo‘lishi zarur va etarli. 

◄ Zarurligi. 0xx   da    xgxf ~  bo‘lsin. Ta’rifga binoan  

1
)(
)(lim

0


 xg
xf

xx
 

bo‘lib, undan 

0
)(

)()(lim
)(
)(1lim

00














 xg
xfxg

xg
xf

xxxx
 

bo‘lishi kelib chiqadi. Demak,       xgoxfxg  . 

Yetarliligi. 0xx   da       xgoxfxg   bo‘lsin. U holda 0xx   da  

)(
))((

)(
)()(

)(
)(1

xg
xgo

xg
xfxg

xg
xf




  

bo‘lib, undan 

0
)(

)()(lim
)(
)(1lim

00














 xg
xfxg

xg
xf

xxxx
 

bo‘lishi kelib chiqadi. Bu esa 

1
)(
)(lim

0


 xg
xf

xx
 

ya’ni    xgxf ~  ekanini bildiradi. ► 
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“” ning xossalari: 

1) 0xx   da    xgxf ~   1
)(
)(lim

0


 xg
xf

xx
. 

2) Har qanday funksiya uchun 0xx   da    xfxf ~  bo‘ladi. 

3) Agar 0xx   da    xgxf ~ ,    xhxg ~  bo‘lsa, 0xx   da 

   xhxf ~  bo‘ladi. 

4) Agar 0xx   da    xgxf 11 ~ ,    xgxf 22 ~  bo‘lsa, 0xx   da 

       xgxgxfxf 2121 ~   bo‘ladi. 

Funksiyaning asimptotik yoyilmasi. Aytaylik, 

0
)(
)(lim 1

10



constc

xg
xf

xx
 

bo‘lsin. Unda 0xx   da    xgcxf 1~  bo‘lib,  

      xgoxgcxf 111   

bo‘ladi. Bu holda  xgc 11  funksiya 0xx   da  xf  funksiyaning bosh qismi 

deyiladi. 

Faraz qilaylik, 0xx   da  xgc 22   02  constc  funksiya    xgcxf 11  

ning bosh qismi bo‘lsin. U holda 0xx   da  

     xgcxgcxf 2211 ~  

bo‘lib, 

        xgoxgcxgcxf 22211   

bo‘ladi. 

Bu jarayonni n  marta takrorlab, 0xx   da  xf  funksiyani quyidagicha 

yozish mumkin: 

           xgoxgcxgcxgcxf nnn  2211  (1) 

bunda 0ic  va 

    1i ig x o g x    1,2, ,i n  . 

Odatda, (1) formula 0xx   da  xf  funksiyaning asimptotik yoyilmasi 
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deyiladi. 

Endi funksiyalarning ekvivalentligiga asoslangan holda funksiyalarning limitini 

hisoblashda foydalaniladigan teoremani keltiramiz. 

2-teorema. ([2], p. 128, Prop. 5.5) Agar 0xx   da    xfxf 21 ~ , 

   xgxg 21 ~  bo‘lib, ushbu 

)(
)(

lim
1

1

0 xg
xf

xx
 

limit mavjud bo‘lsa, u holda 

)(
)(

lim
2

2

0 xg
xf

xx
 

limit ham mavjud va 

0 0

2 1

2 1

( ) ( )lim lim
( ) ( )x x x x

f x f x
g x g x 

  

bo‘ladi. 

◄ Aytaylik, 0xx   da    xfxf 21 ~ ,    xgxg 21 ~  bo‘lsin. Unda 

ravshanki, 0xx   da 

      xfoxfxf 112  , 

      xgoxgxg 112   

bo‘ladi. Bu munosabatlardan foydalanib topamiz: 

)(
)(

lim
))(()(
))(()(

lim
)(
)(

lim
1

1

11

11

2

2

000 xg
xf

xgoxg
xfoxf

xg
xf

xxxxxx 





 . ► 

Misol. Ushbu 

20

2coscoslim
x

xx
x




 

limit hisoblansin. 

◄ Ravshanki,  

2020

2
sin

2
3sin2

lim2coscoslim
x

xx

x
xx

xx






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Endi )(
2

3
2

3sin xoxx
  va )(

22
sin xoxx

 bo‘lishini e’tiborga olib, topamiz: 

     
2
34

3

lim22
1

2
3

lim22
sin

2
3sin2

lim 2

22

02020











 





 




 x

xox

x

xoxxox

x

xx

xxx
. 

Demak, 

2
32sincoslim 20




 x
xx

x
. ► 

 

Mashqlar 

1. Aytaylik, RaaaNn n  ,,,: 21   bo‘lsin. U holda x  da 

 n
nn

nnn xOaxaxaxax  


1
2

2
1

1   
bo‘lishi isbotlansin. 

2. Agar 0xx   da  
      xfoxgxf   

bo‘lsa, 0xx   da 
      xgoxgxf   

bo‘lishi isbotlansin. 
3. Agar 0xx   da 

   xgxf 11 ~ ,    xgxf 22 ~  
bo‘lsa, 0xx   da 

       xgxgxfxf 2121 ~  , 
       xgxgxfxf 2121 ~  , 

munosabatlar o‘rinli bo‘ladimi? 
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Nazorat savollari 

1. Cheksiz kichik funksiya. 

2. Cheksiz katta funksiya. 

3. Nisbatan chegaralangan funksiya. 

4. Nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik funksiya. 

5. Funksiyaning asimptotik yoyilmasi. 

6. Funksiyaning bosh qismi deyiladi. 

 

Glossariy 

 

Cheksiz katta funksiya. Agar 




)(lim
0

x
xx
  

bo‘lsa,  x  funksiya 0xx   da cheksiz katta funksiya deyiladi. 

Cheksiz kichik funksiya. Agar 

0)(lim
0




x
xx
  

bo‘lsa,  x  funksiya 0xx   da cheksiz kichik funksiya deyiladi. 

Cheksizlikda funksiyaga nisbatan chegaralangan (O). Agar 

|)(||)(|:||,,, xgCxfdxxRdRC    

bo‘lsa,  0xx  da  xf  funksiya  xg  funksiyaga nisbatan chegaralangan 

deyiladi va yuqoridagidek     xgOxf   kabi belgilanadi. 

Ekvivalent funksiyalar. 0xx   da  xf  va  xg  funksiyalar ( 0xx   da 

  0xg ) uchun 

1
)(
)(lim

0


 xg
xf

xx
 

bo‘lsa, 0xx   da  xf  va  xg  ekvivalent funksiyalar deyi-ladi va    ~f x g x  

 0x x  kabi belgilanadi. 
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Funksiyaga nisbatan chegaralangan (O). Agar shunday o‘zgarmas 0C  

soni va shunday 0  son topilsaki, }){\)(( 00 xxUXx   uchun 

|)(||)(| xgCxf   

tengsizlik bajarilsa, ya’ni 

|)(||)(|:}){\)((,0, 00 xgCxfxxUXxRC      

bo‘lsa, 0xx   da  xf  funksiya  xg  funksiyaga nisbatan chegaralangan deyiladi va 

    xgOxf   kabi belgilanadi. 

 

Funksiyaga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik funksiya. Agar har 

qanday 0  son olinganda ham shunday 0  son topilsaki, 

0 0( ( ) \{ })x X U x x    

uchun 

|)(||)(| xgxf   

tengsizlik bajarilsa, ya’ni  

|)(||)(|:}){\)((,0,0 00 xgxfxxUXx      

bo‘lsa, 0xx   da  xf  funksiya  xg  funksiyaga nisbatan yuqori tartibli cheksiz 

kichik funksiya deyiladi va     xgoxf   yoki  gof   kabi belgilanadi. 

Funksiyaning asimptotik yoyilmasi. 0xx   da  xf  funksiyani quyidagicha 

yozish mumkin: 

          xgoxgcxgcxgcxf nnn  2211  

bunda 0ic  va 

    1i ig x o g x    1,2, ,i n  . 
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Funksiyaning bosh qismi. Aytaylik, 

0
)(
)(lim 1

10



constc

xg
xf

xx
 

bo‘lsin. Unda 0xx   da    xgcxf 1~  bo‘lib,  

      xgoxgcxf 111   

bo‘ladi. Bu holda  xgc 11  funksiya 0xx   da  xf  funksiyaning bosh qismi 

deyiladi. 

Keys banki 

 

14-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Aytaylik, RaaaNn n  ,,,: 21   

bo‘lsin. U holda x  da 

 n
nn

nnn xOaxaxaxax  


1
2

2
1

1   

bo‘lishi isbotlansin. 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va 

tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

 to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual). 

 

14-amaliy mashg‘ulot 

Na’muna uchun misollar yechimi 

Misol. Ushbu 

20

cos cos2lim
x

x x
x


 

limit hisoblansin. 

◄ Ravshanki,  

2 20 0

32sin sincos cos2 2 2lim lim
x x

x x
x x

x x 


  
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Endi 
3 3sin ( )
2 2
x x o x   va sin ( )

2 2
x x o x  bo‘lishini e’tiborga olib, topamiz: 

     2 2

2 2 20 0 0

3 13 32sin sin 32 22 2 4lim 2lim 2lim
2x x x

x x x o x x o x x o x

x x x  

      
     . 

Demak, 

20

cos sin2 3lim
2x

x x
x


 . ► 

Misollar 

  va   larning qanday qiymatlarda  f x  funksiya cheksiz kichik bo‘ladi? 

665.    
 

2

2

1
1

x x
f x x

x
 

 
  


, x   

666.   2 33f x x x x     , x   

667.  
1

x

x
xef x x

e
   


, x   

668.   1sinf x x
x


  , 0x   

669.    1
x

f x x


  , 0x   

670.    ln 1 x
f x

x






 , 0x   

671.   24 1f x x x x      , x   

 

   va   larning qanday qiymatlarida  f x  va  g x x  funksiyalar 

ekvivalent bo‘ladi? 

672.   2f x x x x    a) 0x  ,  b) x   

673.   31 2 1 3f x x x    , 0x   
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674.   2 2 2sin 2 arcsin 2f x x x arctgx   , 0x   

675.   11 cos 1 cosf x
x

    
 

, x   

0x   da cheksiz kichik funksiyaning tartibi n  aniqlansin. 

676.   2 2 23sin 5f x x x   677.   4 24 2f x x x     

678.   4 21 cosf x x x    679.   2sin 2f x x tg x   

680.    2sin 9 3f x x     

 

Cheksiz katta funksiyaning tartibi n  aniqlansin. 

681.  
5

22 3
xf x

x x


 
, x   

682.   4 1f x x x   , x   

683.  
2 2 1

xf x
x x x


   

, x   

684.  
 2

ln
1
xf x

x



, 1x   

685.   2 3f x ctg x , 0x   

686.   5

1 cos cos2x xf x
x

 
 , 0x   

 

Quyidagi munosabatlar isbotlansin. 

687.     o o f o f  688.     O o f o f  

689.     O O f O f  690.      o f O f O f   

691.      o f O f o f    
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Test 

 

№ Savol To‘g‘ri 
javob 

Muqobil 
javob 

Muqobil 
javob 

Muqobil 
javob 

1. 2

3

2 1( ) x xf x
x x
 




 funksiya 

1x   qanday funksiya bo‘ladi? 

Cheksiz 
kichik 

Cheksiz 
katta 

Davriy Toq 

2. 2( ) 1f x x x    funksiya 
x   qanday funksiya 
bo‘ladi? 

Cheksiz 
kichik 

Cheksiz 
katta 

Davriy Toq 

3. 
3 2 2

1 1( )
4 4 3 2

f x
x x x x x

 
   

 funksiya 2x   qanday 
funksiya bo‘ladi? 

Cheksiz 
katta 

Cheksiz 
kichik 

Toq Davriy 

4. ( ) ch shf x x x   funksiya 
x   qanday funksiya 
bo‘ladi? 

Cheksiz 
katta 

Cheksiz 
kichik 

Toq Davriy 

5.   va   qanday qiymatlarida 
2

2

( 1)( )
( 1)
x xf x x

x
 

  


 

funksiya x   cheksiz kichik 
funksiya bo‘ladi? 

1  , 
3    

2   , 
1   

0  , 
4    

0  , 
0   

6.   va   qanday qiymatlarida 
2( ) 4 1f x x x x       

funksiya x   cheksiz 
kichik funksiya bo‘ladi? 

2  , 
1
4

   

0  , 
1   

0  , 
2   

0  , 
0   

7. Quyidagi ifodalardan qaysi biri 
0x   to‘g‘ri? 

2 ( )x o x  2 2( )x o x 2 3( )x o x 2 4( )x o x

8. Quyidagi ifodalardan qaysi biri 
x   to‘g‘ri? 

2( )x o x  ( )x o x  2 ( )x o x  3 ( )x o x  

9. Quyidagi ifodalardan qaysi biri 
0x   to‘g‘ri? 

2 2( )x O x 2( )x O x  3( )x O x  3( )x O x  

10
. 

Quyidagi ifodalardan qaysi biri 
x   noto‘g‘ri? 

2 ( )x o x  2( )x o x  3( )x o x  4( )x o x  
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Mavzu. Funksiyaning uzluksizligi 
15-ma’ruza 

Reja 

1. Funksiyaning uzluksizligi ta’riflari. 

2. Funksiyaning uzilishi va uzilish turlari. 

3. Monoton funksiyaning uzilish nuqtasi. 

 

1. Funksiyaning uzluksizligi ta’riflari. 

Faraz qilaylik, )(xf  funksiya RX   to‘plamda berilgan bo‘lib, Xx 0  

nuqta X  to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin. 

1-ta’rif. ([1], p. 227, Def. 9.4.1) Agar 

 )()(lim 0
0

xfxf
xx




 (1) 

bo‘lsa, )(xf  funksiya 0x  nuqtada uzluksiz deyiladi. 

Demak, )(xf  funksiyaning 0x  nuqtada uzluksizligi ushbu 

1) bxf
xx




)(lim
0

 ning mavjudligi; 

2) )( 0xfb   bo‘lishi; 

shartlarining bajarilishi bilan ifodalanadi. 

Misollar. 1. ([2], p. 81, Prop. 3.20) Ushbu 

1)( 24  xxxf  

funksiya Rx  0  nuqtada uzluksiz bo‘ladi, chunki 

).(1)1(lim)(lim 0
2
0

4
0

24

00
xfxxxxxf

xxxx



 

2. ([1], p. 228, Example 9.4.4) Ushbu 









,бўлса0агар,0
,бўлса0агар,1

)sign()( 2

x
x

xxf  

funksiyani qaraylik. Ravshanki, Rx  0  nuqtada 1)(lim
0




xf
xx

 bo‘ladi. Demak, 

qaralayotgan funksiya 0x R  , 0 0x   nuqtada uzluksiz bo‘ladi. Ammo 0)0( f  



 
 

NamDU  MATEMATIKA KAFEDRASI                                       Xakimov R. 
 

192 

 MATEMATIK ANALIZ I-kurs 

bo‘lganligi sababli 

)0()(lim
0

fxf
x




 

bo‘ladi. Demak, )(xf  funksiya 00 x  nuqtada uzluksiz bo‘lmaydi. 

Funksiya limitining Geyne va Koshi ta’riflariga binoan funksiyaning 0x  

nuqtadagi uzluksizligini quyidagicha ta’riflash mumkin. 

2-ta’rif. Agar 

n   da 0nx x  ( , 1,2,...)nx X n   

bo‘ladigan ixtiyoriy }{ nx  ketma-ketlik uchun 

n   da 0( ) ( )nf x f x  

bo‘lsa, )(xf  funksiya 0x  nuqtada uzluksiz deyiladi. 

3-ta’rif. ([2], p. 76, Def. 3.14) Agar 0  son olinganda ham shunday 

0)(    son topilsaki, 

)( 0xUXx   

uchun 

 |)()(| 0xfxf  

tengsizlik bajarilsa, )(xf  funksiya 0x  nuqtada uzluksiz deyiladi. 

Odatda, 0xx   ayirma argument orttirmasi, )()( 0xfxf   esa funksiya 

orttirmasi deyilib, ular mos ravishda x  va f  kabi belgilanadi: 

0x x x   , 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )f f x f x f x x f x        

Unda funksiya uzluksizligining 1-ta’rifidagi (1) munosabat ushbu 

 0lim
0




f
x

 (2) 

ko‘rinishga keladi. 

Demak, (2) munosabatni funksiyaning 0x  nuqtada uzluksizligi ta’rifi sifatida 

qarash mumkin. 

Aytaylik, )(xf  funksiya RX   to‘plamda berilgan bo‘lib, Xx 0  nuqta X  

to‘plamning o‘ng (chap) limit nuqtasi bo‘lsin. 

4-ta’rif. ([1], p. 231, Def. 9.5.1) Agar 
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0
00

lim ( ) ( )
x x

f x f x
 

  
0

00
( lim ( ) ( ))

x x
f x f x

 
  

bo‘lsa, )(xf  funksiya 0x  nuqtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi. 

Demak, )(xf  funksiya 0x  nuqtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz bo‘lganda 

funksiyaning o‘ng (chap) limiti uning 0x  nuqtadagi qiymatiga teng bo‘ladi: 

0 0( 0) ( )f x f x   0 0( ( 0) ( ) )f x f x  . 

Keltirilgan ta’riflardan, )(xf  funksiya 0x  nuqtada ham o‘ngdan, ham chapdan 

bir vaqtda uzluksiz bo‘lsa, funksiya shu nuqtada uzluksiz bo‘lishini topamiz. 

Umuman, )(xf  funksiyaning 0x  nuqtada uzluksiz bo‘lishi, 0  berilganda 

ham unga ko‘ra shunday 0)(    topilib, 

))(()()( 00 xfUxfXxUx    

bo‘lishini bildiradi. 

5-ta’rif. ([2], p. 80, Def. 3.19) Agar )(xf  funksiya RX   to‘plamning har bir 

nuqtasida uzluksiz bo‘lsa, )(xf  funksiya X  to‘plamda uzluksiz deyiladi. 

6-ta’rif. RX   to‘plamda uzluksiz bo‘lgan funksiyalardan iborat to‘plam 

uzluksiz funksiyalar to‘plami deyiladi va )(XС  kabi belgilanadi. 

Masalan, ],[)( baCxf   bo‘lishi, )(xf  funksiyaning ],[ ba  segmentining har 

bir nuqtasida uzluksiz, ya’ni  xf  funksiya  ba,  intervalning har bir nuqtasida 

uzluksiz, а  nuqtada o‘ngdan, b nuqtada esa chapdan uzluksiz bo‘lishini bildiradi. 

3-misol. ([2], p. 81, Prop. 3.20) xxf sin)(   bo‘lsin. U holda )()( RCxf   

bo‘ladi. 

◄ Rx 0  nuqtani olib, 0  ga ko‘ra    deymiz. 

Unda  ||, 0xxx : 

 





 |||
2

sin
2

cos|2|sinsin| 0
00

0 xx
xxxx

xx  

bo‘ladi. ► 

Xuddi shunga o‘xshash xxf cos)(   funksiya R  da, ( ) tgf x x  va 

( ) ctg f x x  funksiyalarning esa o‘z aniqlanish to‘plamlarida uzluksiz bo‘lishi 
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ko‘rsatiladi. 

4-misol. ([1], p. 230, Prop. 9.4.10) ( ) xf x a , 0a   bo‘lsin. U holda 

)()( RCxf   bo‘ladi. 

◄ Ravshanki, 

.0)1(lim 0

0 0




xx

xx
a  

Unda 

 






0)(lim)1(lim0 000

0

0

0 00

xxxx

xx

xx

xx
aaaa  

0

0

0

0

0 lim0)(lim xx

xx

xx

xx

x aaaaa 


 

bo‘ladi. ► 

5-misol. Aytaylik, 

 
1, agar 0 bo'lsa,

0, agar 0 bo'lsa,
1, agar 0 bo'lsa,

x
f x x

x

 
 
 

 

bo‘lsin. Bu funksiya uchun 

( 0) 1f   , ( 0) 1f     

bo‘lib, berilgan funksiya }0{\RX   to‘plamda uzluksiz bo‘ladi. 

2. Funksiyaning uzilishi. ([1], p. 233-234) 

Aytaylik, )(xf  funksiya ),( ba  da )(  ba  berilgan bo‘lib, 

),(0 bax   bo‘lsin. 

Ma’lumki, )(xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi o‘ng va chap limitlari 

 0( 0)f x  , 0( 0)f x   (3) 

mavjud bo‘lib, 

 )0()()0( 000  xfxfxf  (4) 

tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda )(xf  funksiya 0x  nuqtada uzluksiz bo‘lar edi. 

Agar )(xf  funksiya 0x  nuqtada uzluksiz bo‘lmasa, unda 0x  nuqta )(xf  

funksiyaning uzilish nuqtasi deyiladi. 
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7-ta’rif. Agar (3) limitlar mavjud va chekli bo‘lib, (4) tengliklarning birortasi 

o‘rinli bo‘lmasa, 0x  nuqta )(xf  funksiyaning birinchi tur uzilish nuqtasi deyiladi. 

Bunda 

)0()0( 00  xfxf  

ayirma funksiyaning 0x  nuqtadagi sakrashi deyiladi. 

Masalan, ][)( xxf   funksiya x p  ( )p Z  nuqtada birinchi tur uzilishga 

ega, chunki  

( 0)f p p  , 0( 0) 1f p p    

bo‘lib, 

)0()0( 0  pfpf  

bo‘ladi. 

Agar hech bo‘lmaganda (3) limitlarning birortasi mavjud bo‘lmasa yoki cheksiz 

bo‘lsa, 0x  nuqta )(xf  funksiyaning ikkinchi tur uzilish nuqtasi deyiladi. 

Masalan, ushbu 

1sin , agar 0 bo'lsa,
( )

0, agar 0 bo'lsa,

x
f x x

x

  
 

 

funksiya 0x  nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega bo‘ladi, chunki bu funksiyaning 

0x  nuqtadagi o‘ng va chap limitlari mavjud emas. 

Murakkab funksiyaning uzluksizligi. Faraz qilaylik, )(xfy   funksiya 

RX   to‘plamda, )(yFu   funksiya esa fY  to‘plamda aniqlangan bo‘lib, ular 

yordamida ))(( xfFu   murakkab funksiya tuzilgan bo‘lsin. 

1-teorema. ([1], p. 230, Prop. 9.4.13) Agar )(xfy   funksiya Xx 0  

nuqtada, )(yFu   funksiya esa fYy 0  nuqtada ))(( 00 xfy   uzluksiz bo‘lsa, 

))(( xfF  funksiya 0x  nuqtada uzluksiz bo‘ladi. 

◄ )(yFu   funksiya fYy 0  nuqtada ))(( 00 xfy   uzluksiz bo‘lgani uchun 

   |)()(|:||,,0,0 00 yFyFyyy  (5) 

ya’ni,  |))(())((| 0xfFxfF  bo‘ladi. 
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Shartga ko‘ra )(xfy   funksiya Xx 0  nuqtada uzluksiz. U holda 

yuqoridagi 0  ga ko‘ra 

  |)()(|:||,,0 00 xfxfxxx  

ya’ni, 

  || 0yy  (4) 

bo‘ladi. 

(5) va (6) munosabatlardan  

  |))(())((|:||,,0,0 00 xfFxfFxxx  

bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, ))(( xfF  funksiya 0x  nuqtada uzluksiz. ► 

 

3. Monoton funksiya uzilish nuqtasining xarakteri. 

 

2-teorema.   Rba ,  da monoton bo‘lgan )(xf  funksiya shu  ba, ning 

istalgan nuqtasida yoki uzluksiz bo‘ladi, yoki birinchi tur uzilishga ega bo‘ladi. 

◄ )(xf  funksiya  ba,  da o‘suvchi bo‘lsin. Aytaylik, 

    )0(,),(,, 000   baxxbax  

bo‘lsin. Monoton funksiyaning limiti hakidagi teoremaga ko‘ra 

),()0()(lim 0000
xfxfxf

xx



 

)()0()(lim 0000
xfxfxf

xx



 

bo‘ladi. Agar 

)0()()0( 000  xfxfxf  

bo‘lsa, )(xf  funksiya 0x  nuqtada uzluksiz, agar  

)0()0( 00  xfxf  

bo‘lsa, )(xf  funksiya 0x  nuqtada birinchi tur uzilishiga ega bo‘ladi. Xuddi shunga 

o‘xshash )(xf  funksiya  ba,  da kamayuvchi bo‘lganda ham tasdiq isbotlanadi. ► 
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Mashqlar 

1. Ushbu 
sin , agar ratsional son bo'lsa,

( )
0, agar irratsional son bo'lsa,

x x
f x

x


  
 

funksiyaning )( Zkkxk    nuqtalarida uzluksiz bo‘lishi isbotlansin. 
2. Ushbu 

1, agar ratsional son bo'lsa,
( )

0, agar irratsional son bo'lsa,
x

f x
x


  
 

Dirixle funksiyasi R  ning har bir nuqtasida uzilishga ega ekanligi isbotlansin. 
3. Ushbu 

( ) [ ] sinf x x x   ( )x R  
funksiya uchun )()( RCxf   bo‘lishi ko‘rsatilsin. 
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Nazorat savollari 

1. Funksiyani nuqtadagi uzluksizligi. 

2. Funksiyani to‘plamdagi uzluksizligi. 

3. Argument orttirmasi. 

4. Funksiyaning orttirmasi. 

5. Funksiyaning uzilish nuqtalari. 
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Glossariy 

 

Argument orttirmasi. 0x x x    ayirma argument orttirmasi deyiladi. 

Bir tomonlama uzluksizlik. Agar 

0
00

lim ( ) ( )
x x

f x f x
 

  
0

00
( lim ( ) ( ))

x x
f x f x

 
  

bo‘lsa, )(xf  funksiya 0x  nuqtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi. 

Birinchi tur uzilish nuqtasi. Agar 0( 0)f x  , 0( 0)f x   limitlar mavjud va 

chekli bo‘lib, )0()()0( 000  xfxfxf  tengliklarning birortasi o‘rinli 

bo‘lmasa, 0x  nuqta )(xf  funksiyaning birinchi tur uzilish nuqtasi deyiladi. 

Funksiya orttirmasi. 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )f f x f x f x x f x        ayirma 

funksiya orttirmasi deyiladi. 

Funksiyaning nuqtadagi sakrashi. )0()0( 00  xfxf  ayirma 

funksiyaning 0x  nuqtadagi sakrashi deyiladi. 

Ikkinchi tur uzilish nuqtasi. Agar hech bo‘lmaganda 0( 0)f x  , 0( 0)f x   

limitlarning birortasi mavjud bo‘lmasa yoki cheksiz bo‘lsa, 0x  nuqta )(xf  

funksiyaning ikkinchi tur uzilish nuqtasi deyiladi. 

Uzilish nuqtasi. Agar )(xf  funksiya 0x  nuqtada uzluksiz bo‘lmasa, unda 0x  

nuqta )(xf  funksiyaning uzilish nuqtasi deyiladi. 



 
 

NamDU  MATEMATIKA KAFEDRASI                                       Xakimov R. 
 

199 

 MATEMATIK ANALIZ I-kurs 

Uzluksiz funksiya (nuqtada) (Geyne bo‘yicha). Agar 

n   da 0nx x  ( , 1,2,...)nx X n   

bo‘ladigan ixtiyoriy }{ nx  ketma-ketlik uchun 

n   da 0( ) ( )nf x f x  

bo‘lsa, )(xf  funksiya 0x  nuqtada uzluksiz deyiladi. 

Uzluksiz funksiya (nuqtada) (Koshi bo‘yicha). Agar 0  son olinganda 

ham shunday 0)(    son topilsaki, 

)( 0xUXx   

uchun 

 |)()(| 0xfxf  

tengsizlik bajarilsa, )(xf  funksiya 0x  nuqtada uzluksiz deyiladi. 

Uzluksiz funksiya (nuqtada). Agar 

)()(lim 0
0

xfxf
xx




 

bo‘lsa, )(xf  funksiya 0x  nuqtada uzluksiz deyiladi. 

Uzluksiz funksiya (to‘plamda). Agar )(xf  funksiya RX   to‘plamning har 

bir nuqtasida uzluksiz bo‘lsa, )(xf  funksiya X  to‘plamda uzluksiz deyiladi. 

Uzluksiz funksiyalar to‘plami. RX   to‘plamda uzluksiz bo‘lgan 

funksiyalardan iborat to‘plam uzluksiz funksiyalar to‘plami deyiladi va )(XС  kabi 

belgilanadi. 

Keys banki 

 

15-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Ushbu 

1, agar ratsional son bo'lsa,
( )

0, agar irratsional son bo'lsa,
x

f x
x


  
 

Dirixle funksiyasi R  ning har bir nuqtasida uzilishga ega ekanligi isbotlansin. 
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Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va 

tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

 to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual). 

 

15-amaliy mashg‘ulot 

Na’muna uchun misollar yechimi 

1 – m i s o l . Ushbu 

 
, agar ratsional son bo'lsa
,agar irratsional son bo'lsa

x x
f x

x x


  
 

funksiyaning 0 0x   nuqtada uzluksiz bo‘lishi ko‘rsatilsin. 

◄Ravshanki, bu funksiyaning 0 0x   nuqtadagi orttirmasi 

     
, agar ratsional son bo'lsa

0 0 0
,agar irratsional son bo'lsa

x x
f f x f

x x
  

        
 

bo‘ladi. Unda  

 00
lim 0
x

f x
 

   

bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya 0 0x   nuqtada uzluksiz.► 

Misollar 

Berilgan  f x  funksiyaning 0x  nuqtada uzluksiz ekanligi ta’rif yordamida 

isbotlansin. 

705.   22 4f x x  , 0 3x   

706.   23 8f x x   , 0 5x   

707.  f x x , 0 2x   

708.   4f x x , 0 3x   

709.   1f x
x

 , 0 1x   
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Berilgan funksiyalarning o‘zining aniqlanish sohasida uzluksiz bo‘lishi 

ko‘rsatilsin. 

710.   sinf x x  711.  f x x  

712.   3f x x  713.   3f x x  

714.   1f x
x

   

Quyidagi funksiyalar uzluksizlikka tekshirilsin va grafiklari chizilsin. 

715.  f x Sgnx  716.    f x x  

717.   2
2

x
f x

x





 718.   2 3

1x
f x

x x





 

719.    1xf x Sgn e   720.    sinf x Sgn x  

721.    f x x x   722.    
1f x

x x



 

723.   1f x
x
    

 724.  
sin

xf x
x

  

725.  
cos

xf x
x

  726.  
1
xf x e


  

727.  
2 9 , 3 ,

3
, 3 .

x агар x бўлсаf x x
A агар x бўлса

 
 

 

  

728.  
1sin , 0 ,

0, 0 .

x агар x бўлса
f x x

агар x бўлса

  
 

 

729. Hech bir nuqtada uzluksiz bo‘lmagan funksiyaga misol keltirilsin. 

730. Faqat birgina 0x R  nuqtada uzluksiz, boshqa nuqtalarda uzluksiz bo‘lmagan 

funksiyaga misol keltirilsin.  

731.    f x g x  funksiya biror 0x  nuqtada birinchi tur uzilishiga ega bo‘lsa, u 
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holda  f x  va  g x  funksiyalarning kamida bittasi 0x  nuqtada  birinchi tur 

uzilishga ega bo‘lishi shartmi? 

732.    f x g x  funksiya biror 0x  nuqtada  ikkinchi tur uzilishga ega bo‘lsa, u holda 

 f x  va  g x  funksiyalarning hech bo‘lmaganda bittasi  0x  nuqtada  ikkinchi tur 

uzilishga ega bo‘lishi shartmi? 

Quyidagi funksiyalar A  ning qanday qiymatlarida uzluksiz bo‘lishi aniqlansin. 

733.  
 1 1

, 0 ,

, 0 .

nx
агар x бўлсаf x x

A агар x бўлса

  
  
 

 

734.     , 0, ,
2

, 0 .

x ctgx агар x x бўлса
f x

A агар x бўлса

    
 

 

735.        
1, 0 , 0

, 0 .

xa агар x бўлсаf x ax
A агар x бўлса

 
 

 

 

736.      
 2 , , ,

2 2

, .
2

x tgx агар x x бўлса
f x

A агар x бўлса

  



       
  


 

737.      
 

, 0 ,
ln 1 2

, 0 .

x агар x бўлса
x

f x
A агар x бўлса

   
 


 

738.        
1

1 , 0 ,
, 0 .

x

x агар x бўлсаf x
A агар x бўлса

   
 

 

739.      
2

1

, 0 ,
, 0 .

xe агар x бўлсаf x
A агар x бўлса

  
 
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740.       , 0 ,
, 0 .

xe агар x бўлса
f x

A x агар x бўлса
 

 
 

 

741.      
2ln , 0 ,
, 0 .

x x агар x бўлса
f x

A агар x бўлса
 

 


 

 

Test 

 

№ Savol To‘g‘ri 
javob 

Muqobil 
javob Muqobil javob Muqobil 

javob 

1. Quyidagi funksiyalardan 
qaysi biri butun sonlar 
o‘qida uzluksiz? 

2( )f x x  1( )f x
x

  
( ) arcsinf x x ( ) lnf x x

2. Quyidagi funksiyalardan 
qaysi biri butun sonlar 
o‘qida uzluksiz? 

( ) sinf x x ( ) tgf x x ( ) arccosf x x ( )f x x  

3. ( ) [ ]f x x  
funksiyaning uzilish 
nuqtalari to‘plamini 
aniqlang. 

Z  N  R  Q  

4. ( ) sgnf x x  
funksiyaning uzilish 
nuqtalari to‘plamini 
aniqlang. 

{0} { 1;0;1}  N  Z  

5. 
2

1( )
5 6

xf x
x x




 
 

funksiyaning uzilish 
nuqtalari to‘plamini 
aniqlang. 

{2;3} { 1;0;1}  {0;1} {1}  

6. sin( ) xf x
x

  

funksiyaning uzilish 
nuqtalarini toping va 
ularni turini aniqlang. 

0x  , 
bartaraf 

etiladigan 
uzilish 
nuqtasi 

1x  , I-tur 
uzilish 
nuqtasi 

1x   , I-tur 
uzilish nuqtasi 

x  , II-
tur uzilish 

nuqtasi 

7. 
2

1( )
4

f x
x




 

funksiyaning uzilish 
nuqtalarini toping va 
ularni turini aniqlang. 

2x   , II-
tur uzilish 

nuqtasi 

2x   , I-
tur uzilish 

nuqtasi 

1x   , I-tur 
uzilish nuqtasi 

0x  , II-
tur uzilish 

nuqtasi 
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8. ( ) { }f x x  
funksiyaning uzilish 
nuqtalarini toping va 
ularni turini aniqlang. 

xZ , I-tur 
uzilish 
nuqtasi 

xN , II-
tur uzilish 

nuqtasi 

1x   , 
bartaraf 

etiladigan 
uzilish nuqtasi 

0x  , II-
tur uzilish 

nuqtasi 

9. a  qanday qiymatida 

3

1 , 1
( ) 1

, 1

x x
f x x

a x

   
  

 funksiya 0 1x    
nuqtada uzluksiz bo‘ladi? 

1
3

a   
0a   1

9
a   

1
3

a    

10
. 

a  qanday qiymatida 
1sin , 0

( )
, 0

x x
f x x

a x

  
 

 funksiya 0 0x   
nuqtada uzluksiz bo‘ladi? 

0a   1a   1a    a   
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Mavzu. Uzluksiz funksiyalarning lokal xossalari 
16-ma’ruza 

Reja 

1. Uzluksiz funksiyalarning chegaralanganligi. 

2. Ishorani saqlash xossasi. 

3. Murakkab funksiya uzluksizligi. 

4. Uzluksiz funksiyalar ustida amallar. 

 

1. Uzluksiz funksiyalarning chegaralanganligi. 

Faraz qilaylik, )(xf  funksiya RX   to‘plamda berilgan bo‘lib, Xx 0  

bo‘lsin. 

1. Agar )(xf  funksiya Xx 0  nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda shunday 

0  va 0M  sonlari topiladiki, )( 0xUXx   da Mxf |)(|  bo‘ladi, ya’ni 

)(xf  funksiya 0x  nuqtaning )( 0xU   atrofida chegaralangan bo‘ladi. 

 

2. Ishorani saqlash xossasi. 

2. Agar )(xf  funksiya Xx 0  nuqtada uzluksiz bo‘lib, 0)( 0 xf  bo‘lsa, u 

holda shunday 0  son topiladiki, )( 0xUXx   da )(sign)(sign 0xfxf   

bo‘ladi, ya’ni )(xf  funksiyaning )( 0xU   dagi ishorasi )( 0xf  ning ishorasi kabi 

bo‘ladi. 

Bu tasdiqlarning isboti limitga ega bo‘lgan funksiyaning xossalaridan kelib 

chiqadi. 

3. Murakkab funksiya uzluksizligi. 

3. ([2], p. 103, Corollary 4.17) Aytaylik, )(xfy   funksiya 0x  nuqtada 

 
0

lim ( )
x x

f x b


  ( )b R  (1) 

ga ega bo‘lib,  yg  funksiya Y  to‘plamda berilgan YbXxxf  }{}|)({   va 

by   nuqtada uzluksiz bo‘lsin. U holda 
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),())((lim
0

bgxfg
xx




 

Ya’ni 

 ))(lim())((lim
00

xfgxfg
xxxx 

  (2) 

bo‘ladi. 

◄ n  da 0xxn   ...),2,1,,( 0  nxxXx nn  bo‘ladigan ixtiyoriy 

}{ nx  ketma-ketlikni olaylik. Unda (1) munosabatga ko‘ra  

n  da bxf n )(  

bo‘ladi. Shartga ko‘ra   xfg  funksiya b nuqtada uzluksiz. Demak, 

n  da )())(( bgxfg n   

bo‘ladi. Keyingi munosabatdan (2) tengliknig o‘rinli bo‘lishi kelib chiqadi. ► 

1-misol. Ushbu 

 
0

log (1 )lim loga
ax

x e
x


  ( 0, 1)a a   (3) 

munosabat isbotlansin. 

◄ (2) munosabatdan foydalanib topamiz: 

.log)1(limlog)1(loglim
)1(log

lim
1

0

1

00
exx

x
x

a
x

xa
x

ax

a

x


















 

Xususan, ea   bo‘lganda 1)1ln(lim
0




 x
x

x
 bo‘ladi. ► 

2-misol. Ushbu 

0

1lim ln
x

x

a a
x


  ( 0)a   

munosabat isbotlansin. 

◄ Keltirilgan tenglikni isbotlash uchun ta x 1  deb olamiz. Unda 0x  

da 0t  bo‘ladi. Shuni hamda (3) munosabatni e’tiborga olib topamiz: 

0 0

1 1lim lim ln
log (1 ) log

x

x t
a a

a t a
x t e 


  


. ► 

3-misol. Ushbu 
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0

(1 ) 1lim
x

x
x






 
  ( )R  

munosabat isbotlansin 

◄ Ravshanki, 
)1ln()1( xex    

va 0x  da 0)1ln(  x  bo‘ladi. Unda  

xx
xe

x
x x

)1ln(
)1ln()1(1)1( )1(ln





 




 

bo‘lib, undan 




















 x
x

x
e

x
x

x

x

xx

)1ln(lim
)1ln(
1lim1)1(lim

0

)1ln(

00
 

bo‘lishi kelib chiqadi. ► 

4. Uzluksiz funksiyalar ustida amallar. 

Uzluksiz funksiyalarning yig‘indisi, ko‘paytmasi va nisbatining uzluksiz 

funksiya bo‘lishi haqidagi tasdiqlarini keltiramiz. 

1-teorema. ([2], p. 97, Corollary 4.11) )(xf  va )(xg  funksiyalari RX   

to‘plamda berilgan bo‘lib, Xx 0  nuqtada uzluksiz bo‘lsin. U holda 

a) Rс  da )(xfc   funksiya 0x  nuqtada uzluksiz bo‘ladi; 

b) )()( xgxf   funksiya 0x  nuqtada uzluksiz bo‘ladi; 

v) )()( xgxf   funksiya 0x  nuqtada uzluksiz bo‘ladi; 

g) 
( )
( )

f x
g x

 ( ( ) 0)g x   funksiya 0x  nuqtada uzluksiz bo‘ladi. 

◄ Teoremaning tasdiqlari uzluksizlik ta’rifi hamda limitga ega bo‘lgan 

funksiyalar ustida arifmetik amallar haqidagi teoremadan kelib chiqadi. Masalan, 

teoremaning v) tasdig‘i quyidagicha isbotlanadi: 




)()(lim),()(lim 00
00

xgxgxfxf
xxxx

 

).()()(lim)(lim))()((lim 00
000

xgxfxgxfxgxf
xxxxxx




 ► 
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4-misol. ([1], p. 227, Example 9.4.2) Rссxf  ,)(  bo‘lsin. Unda 

)()( RCxf   bo‘ladi. 

◄ Haqiqatan ham, 0  ga ko‘ra    deyilsa, u holda  

  0|||)()(|:||, 00 ссxfxfxxx  

bo‘ladi. ► 

5-misol. ([1], p. 230, Prop. 9.4.11) Rxxxf  ,)(  bo‘lsa, u holda 

)()( RCxf   bo‘ladi. 

◄ Haqiqatan ham, 0  ga ko‘ra    deyilsa, u holda  

  |||)()(|:||, 000 xxxfxfxxx  

bo‘ladi. ► 

6-misol. ([2], p. 98, Corollary 4.12) ;...)( 1
1

10 mm
mm axaxaxaxf  
  

m N , 0 1, ,..., ma a a R  bo‘lsin. U holda )()( RCxf   bo‘ladi. 

◄ Bu tasdiqning isboti 5- va 6-misollar hamda 1-teoremadan kelib chiqadi. ► 

Shunga o‘xshash ushbu 

nn
nn

mm
mm

bxbxbxb
axaxaxa

xf











1
1

10

1
1

10

...

...
)(  

funksiyani, (bunda 0 1 0 1, ; , ,..., , , ,...,m nm n N a a a b b b R  ) 

}0...\{ 1
1

10  


nn
nn bxbxbxbRx  

to‘plamda uzluksiz bo‘lishi ko‘rsatiladi. 

Mashqlar 

1. Ushbu 1 xex  tenglama )1,0(  da hech bo‘lmaganda bitta ildizga ega 

ekanligi isbotlansin. 

2. Ushbu 
2

2

1, agar 1 0 bo'lsa,
( ) 0, agar 0 bo'lsa,

1, agar 0 1 bo'lsa,

x x
f x x

x x

    
 
   

 

funksiya ]1,1[  da eng katta va eng kichik qiymatlariga erishadimi? 
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Nazorat savollari 

1. Uzluksiz funksiyaning chegaralanganligi. 

2. Uzluksiz funksiyaning ishorani saqlash xossasi. 

3. Uzluksiz funksiyalar ustida qanday amallar bajarish mimkin? 

 

Glossariy 

 

Funksiya orttirmasi. 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )f f x f x f x x f x        ayirma 

funksiya orttirmasi deyiladi. 

Funksiyaning nuqtadagi sakrashi. )0()0( 00  xfxf  ayirma 

funksiyaning 0x  nuqtadagi sakrashi deyiladi. 

Ishorani saqlash xossasi. Agar )(xf  funksiya Xx 0  nuqtada uzluksiz 

bo‘lib, 0)( 0 xf  bo‘lsa, u holda shunday 0  son topiladiki, )( 0xUXx   

da )(sign)(sign 0xfxf   bo‘ladi, ya’ni )(xf  funksiyaning )( 0xU   dagi ishorasi 

)( 0xf  ning ishorasi kabi bo‘ladi. 
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Murakkab funksiya uzluksizligi. Aytaylik, )(xfy   funksiya 0x  nuqtada 

0

lim ( )
x x

f x b


  ( )b R  

ga ega bo‘lib,  yg  funksiya Y  to‘plamda berilgan YbXxxf  }{}|)({   va 

by   nuqtada uzluksiz bo‘lsin. U holda 

),())((lim
0

bgxfg
xx




 

Ya’ni 

))(lim())((lim
00

xfgxfg
xxxx 

  

bo‘ladi. 

Uzluksiz funksiya (nuqtada) (Geyne bo‘yicha). Agar 

n   da 0nx x  ( , 1,2,...)nx X n   

bo‘ladigan ixtiyoriy }{ nx  ketma-ketlik uchun 

n   da 0( ) ( )nf x f x  

bo‘lsa, )(xf  funksiya 0x  nuqtada uzluksiz deyiladi. 

Uzluksiz funksiya (nuqtada) (Koshi bo‘yicha). Agar 0  son olinganda 

ham shunday 0)(    son topilsaki, 

)( 0xUXx   

uchun 

 |)()(| 0xfxf  

tengsizlik bajarilsa, )(xf  funksiya 0x  nuqtada uzluksiz deyiladi. 

Uzluksiz funksiya (nuqtada). Agar 

)()(lim 0
0

xfxf
xx




 

bo‘lsa, )(xf  funksiya 0x  nuqtada uzluksiz deyiladi. 
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Uzluksiz funksiya (to‘plamda). Agar )(xf  funksiya RX   to‘plamning har 

bir nuqtasida uzluksiz bo‘lsa, )(xf  funksiya X  to‘plamda uzluksiz deyiladi. 

Uzluksiz funksiyalar to‘plami. RX   to‘plamda uzluksiz bo‘lgan 

funksiyalardan iborat to‘plam uzluksiz funksiyalar to‘plami deyiladi va )(XС  kabi 

belgilanadi. 

Uzluksiz funksiyalarning chegaralanganligi. Agar )(xf  funksiya Xx 0  

nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda shunday 0  va 0M  sonlari topiladiki, 

)( 0xUXx   da Mxf |)(|  bo‘ladi, ya’ni )(xf  funksiya 0x  nuqtaning 

)( 0xU   atrofida chegaralangan bo‘ladi. 

 

Keys banki 

 

16-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Ushbu 
2

2

1, agar 1 0 bo'lsa,
( ) 0, agar 0 bo'lsa,

1, agar 0 1 bo'lsa,

x x
f x x

x x

    
 
   

 

funksiya ]1,1[  da eng katta va eng kichik qiymatlariga erishadimi? 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va 

tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

 to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual). 
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16-amaliy mashg‘ulot 

Na’muna uchun misollar yechimi 

1 – m i s o l. Uzluksiz funksiya xossalaridan foydalanib, ushbu 

sin cos 0x x   

tengsizlik echilsin. 

◄ Ravshanki,   sin cosf x x x   funksiya uzluksiz. Bu funksiyani  0,2  

oraliqda qaraymiz.  f x  funksiya  0,2  oraliqning 1 4
x  , 2

5
4

x   nuqtalarida 

nolga aylanadi: 
5 0

4 4
f f        
   

. Uzluksiz funksiyaning xossasiga ko‘ra  f x  

funksiya 

0,
4
 
 

,   
5,

4 4
  
 
 

,  
5 ,2
4
  

  
 

oraliqlarning har birida ishora saqlaydi. 0
2

f    
 

 bo‘lganligi sababli 
5,

4 4
  
 
 

 da 

0
2

f    
 

 bo‘ladi. Demak, berilgan tengsizlikning echimi 

52 2
4 4

k x k         0, 1, 2,...k     

bo‘ladi.► 

 

Misollar 

Quyidagi funksiyalar uzluksizlikka tekshirilsin va ularning grafiklari chizilsin. 

742.    1lim 0
1 nn

f x x
x

 


 743.  
2

2

1lim
1

n

nn

xf x
x





 

744.   lim
1

nx

nxn

x ef x
xe





 745.  

2

lim
1

nx

nxn

x x ef x
e





 

746.   2lim 1 nn

n
f x x


   747.  

 2lim
1 2sin nn

xf x
x



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748.   2limcos n

n
f x x


  749.     sinf x x x   

750.    f x x x   751.   2 2f x x x      

752.    2

1
sin

f x
x

  753.   1sgn cosf x
x

   
 

 

754.   f g x  va   g f x  funsiyalar uzluksizlikka tekshirilsin. 

a)   sgn ,f x x    21g x x   

b)   sgn ,f x x     21g x x x   

v)   sgn ,f x x     1g x x x   . 

755.   f g x  murakkab funksiya 0x  nuqtada birinchi tur (ikkinchi tur) uzilishga ega 

bo‘lsa,  g x  ning 0x  nuqtada albatta birinchi tur (ikkinchi tur) uzilishga ega bo‘lishi 

shartmi? 

756. Monoton funksiyaning uzluksizligi va uzilishi haqidagi teoremalar keltirilsin. 

757. Monoton, lekin uzluksiz bo‘lmagan funksiyalarga misol keltirilsin. 

758. Veyershtrass teoremalarida  ,a b  kesma o‘rniga  ,a b  yoki    , ,a b c d  

qaralsa tasdiq o‘rinli bo‘ladimi? 

759.  ,a b  kesmada chegaralangan ixtiyoriy  f x  funksiya uzluksiz bo‘ladimi? 

760. Uzluksiz bo‘lmagan funksiyalar uchun Veyershtrass teoremalari o‘rinlimi? 

761. Ushbu 1xxe   tenglama  0,1  oraliqda hech bo‘lmaganda bitta ildizga ega 

ekanligi ko‘rsatilsin. 

762. Agar  f x  funksiya A  va B  to‘plamlarda uzluksiz bo‘lsa, u holda bu 

funksiyaning A B  to‘plamda uzluksizligi haqida nima deyish mumkin? 

763. Agar  f x  va  g x  funksiyalar  ,a b  kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda 

               max , , min , , ,p x f x g x q x f x g x x a b   , funksiyalar 

ham  ,a b  da uzluksiz bo‘lishi ko‘rsatilsin. 

764.  f x  funksiya    , ,a c c b  kesmalarda uzluksiz bo‘lsin.  f x  funksiyaning 
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 ,a b  kesmada uzluksiz bo‘lishi uchun etarli shart keltirilsin va isbotlansin. 

765. Agar  f x  funksiya  ,a b X   kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda u X  

to‘plamda uzluksiz bo‘lishi isbotlansin  a b . 

766. Teskari funksiyaning mavjudligi va uzluksizligi haqida teorema keltirilsin va 

isbotlansin. 

767.  f x  funksiya  0;1  kesmada aniqlangan, monoton bo‘lib,  0 0f   va 

 1 1f   bo‘lsin. Agar  0;1x   uchun shunday n N  topilsaki, 

   ...
n та

f f f f x x


 

munosabat bajarilsa,  0;1  oraliqda  f x x  ekani isbotlansin 

768.  f x  funksiya R  da uzluksiz bo‘lib, Rx  uchun 

  f f x x  

munosabat bajarilsa, u holda shunday c  nuqta topilib,   0f c   bo‘lishi isbotlansin. 

769.  f x  va  g x  funksiyalar uzluksiz va bir xil davrli bo‘lsin. Agar 

   lim 0
x

f x g x


     

bo‘lsa, 

   f x g x  

bo‘lishi isbotlansin. 

770. Ushbu 

 
1sin , ,

0, .

агар x a бўлса
f x x a

агар x a бўлса

  
 

 

funksiyaning ixtiyoriy  ,a b  kesmadagi qiymatlari    ;f a f b    kesmani 

to‘ldirishi, lekin  f x  funksiyaning  ,a b  kesmada uzluksiz bo‘lmasligi ko‘rsatilsin. 

771. Agar  f x  funksiya  ;a   da uzluksiz bo‘lib, chekli  lim
x

f x


 limitga ega 

bo‘lsa, unda  f x  funksiyaning  ;a   da chegaralangan bo‘lishi isbotlansin. 
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772. Agar  f x  funksiya 

1)  ,a b  kesmada aniqlangan va monoton, 

2) uning qiymatlari to‘plami    ;f a f b    kesmani tutash to‘ldirsa, 

u holda  f x  funksiyaning  ,a b  kesmada uzluksiz bo‘lishi ko‘rsatilsin. 

Test 

№ Savol To‘g‘ri 
javob Muqobil javob Muqobil 

javob 
Muqobil 

javob 

1. Agar ( ) sgnf x x , 
2( ) 1g x x   bo‘lsa, 

( ( ))f g x  va ( ( ))g f x  
funksiyalar uzluksiz 
bo‘ladimi? 

( ( ))f g x  
— uzluksiz, 

( ( ))g f x  
— 0x   
nuqtada 
uzilishga 

ega 

( ( ))f g x  — 
uzluksiz, 
( ( ))g f x  — 
uzluksiz 

( ( ))f g x  
— 0x   
nuqtada 
uzilishga 

ega, 
( ( ))g f x  

— uzluksiz 

( ( ))f g x  — 
0x   

nuqtada 
uzilishga ega, 

( ( ))g f x  — 
0x   

nuqtada 
uzilishga ega 

2. Agar ( ) sgnf x x , 
3( )g x x x   bo‘lsa, 

( ( ))f g x  va ( ( ))g f x  
funksiyalar uzluksiz 
bo‘ladimi? 

( ( ))f g x  
— 0x  , 

1x    
nuqtalarda 
uzilishga 

ega, 
( ( ))g f x  

— uzluksiz 

( ( ))f g x  — 
uzluksiz, 
( ( ))g f x  — 
uzluksiz 

( ( ))f g x  
— 0x   
nuqtada 
uzilishga 

ega, 
( ( ))g f x  

— uzluksiz 

( ( ))f g x  — 
0x   

nuqtada 
uzilishga ega, 

( ( ))g f x  — 
0x   

nuqtada 
uzilishga ega 

3. Agar 
( ) sgn( 1)f x x  , 
( ) sgn( 1)g x x   

bo‘lsa, ( ( ))f g x  va 
( ( ))g f x  funksiyalar 

uzluksiz bo‘ladimi? 

( ( ))f g x  
— 0x  , 

1x    
nuqtalarda 
uzilishga 

ega, 
( ( ))g f x  

— 1x   
nuqtalarda 
uzilishga 

ega 

( ( ))f g x  — 
uzluksiz, 
( ( ))g f x  — 
uzluksiz 

( ( ))f g x  
— 0x   
nuqtada 
uzilishga 

ega, 
( ( ))g f x  

— uzluksiz 

( ( ))f g x  — 
0x   

nuqtada 
uzilishga ega, 

( ( ))g f x  — 
0x   

nuqtada 
uzilishga ega 
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4. Agar ( ) sinf x x , 
2( )g x x  bo‘lsa, 

( ( ))f g x  va ( ( ))g f x  
funksiyalar uzluksiz 
bo‘ladimi? 

( ( ))f g x  
— uzluksiz, 

( ( ))g f x  
— uzluksiz 

( ( ))f g x  — 
0x  , 1x    

nuqtalarda 
uzilishga ega, 

( ( ))g f x  — 
1x   

nuqtalarda 
uzilishga ega 

( ( ))f g x  
— 0x   
nuqtada 
uzilishga 

ega, 
( ( ))g f x  

— uzluksiz 

( ( ))f g x  — 
0x   

nuqtada 
uzilishga ega, 

( ( ))g f x  — 
0x   

nuqtada 
uzilishga ega 

5. Quidagi xossa qanday 
nomlanadi: agar )(xf  
funksiya Xx 0  
nuqtada uzluksiz bo‘lib, 

0)( 0 xf  bo‘lsa, u 
holda shunday 0  
son topiladiki, 

)( 0xUXx   da 
(sign)(sign 0xfxf 

 bo‘ladi, ya’ni )(xf  
funksiyaning )( 0xU   
dagi ishorasi )( 0xf  
ning ishorasi kabi 
bo‘ladi? 

Ishorani 
saqlash 
xossasi 

Uzluksiz 
funksiyalarning 
chegaralanganli

gi 

Ishorani 
o‘zgartirish 

xossasi 

Uzluksiz 
funksiyalarni

ng 
chegaralanma

-ganligi 

6. Agar ( )f x  funksiya 

0x  nuqtada uzluksiz 
bo‘lsa, ( )g x  funksiya 

0x  nuqtada uzilishga 
ega bo‘lsa, u holda 

( ) ( )f x g x  funksiya 
haqida nima deyish 
mumkin? 

( ) ( )f x g x
 funksiya 
0x  nuqtada 
uzilishga 

ega bo‘ladi 

( ) ( )f x g x  
funksiya 0x  

nuqtada 
uzluksiz bo‘ladi 

( ) ( )f x g x
 funksiya 
0x  nuqtada 

ham 
uzluksiz, 

ham 
uzilishga 

ega bo‘lishi 
mumkin 

( ) ( )f x g x
 funksiya 

0 1x   
nuqtada 

uzilishga ega 
bo‘ladi 

7. Agar ( )f x  va ( )g x  
funksiyalar 0x  nuqtada 
uzluksiz bo‘lsa, u holda 

( ) ( )f x g x  funksiya 
haqida nima deyish 
mumkin? 

( ) ( )f x g x
 funksiya 
0x  nuqtada 
uzluksiz 
bo‘ladi 

( ) ( )f x g x  
funksiya 0x  

nuqtada 
uzilishga ega 

bo‘ladi 

( ) ( )f x g x
 funksiya 
0x  nuqtada 

ham 
uzluksiz, 

ham 
uzilishga 

ega bo‘lishi 
mumkin 

( ) ( )f x g x
 funksiya 

0 1x   
nuqtada 

uzilishga ega 
bo‘ladi 
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8. Agar ( )f x  va ( )g x  
funksiyalar 0x  nuqtada 
uzluksiz bo‘lsa, u holda 

( ) ( )f x g x  funksiya 
haqida nima deyish 
mumkin? 

( ) ( )f x g x
 funksiya 
0x  nuqtada 
uzluksiz 
bo‘ladi 

( ) ( )f x g x  
funksiya 0x  

nuqtada 
uzilishga ega 

bo‘ladi 

( ) ( )f x g x
 funksiya 
0x  nuqtada 

ham 
uzluksiz, 

ham 
uzilishga 

ega bo‘lishi 
mumkin 

( ) ( )f x g x  
funksiya 02x  

nuqtada 
uzilishga ega 

bo‘ladi 

9. Agar ( )f x  va ( )g x  
funksiyalar 0x  nuqtada 
uzluksiz bo‘lsa, u holda 

( ) ( )f x g x  funksiya 
haqida nima deyish 
mumkin? 

( ) ( )f x g x
 funksiya 
0x  nuqtada 
uzluksiz 
bo‘ladi 

( ) ( )f x g x  
funksiya 0x  

nuqtada 
uzilishga ega 

bo‘ladi 

( ) ( )f x g x
 funksiya 
0x  nuqtada 

ham 
uzluksiz, 

ham 
uzilishga 

ega bo‘lishi 
mumkin 

( ) ( )f x g x
 funksiya 

0 1x   
nuqtada 

uzilishga ega 
bo‘ladi 

10
. 

Agar 2( )f x x , 
( ) 1g x x   bo‘lsa, 
( ( ))f g x  va ( ( ))g f x  

funksiyalar uzluksiz 
bo‘ladimi? 

( ( ))f g x  
— uzluksiz, 

( ( ))g f x  
— uzluksiz 

( ( ))f g x  — 
0x  , 2x   

nuqtalarda 
uzilishga ega, 

( ( ))g f x  — 
2x    

nuqtalarda 
uzilishga ega 

( ( ))f g x  
— 1x    

nuqtada 
uzilishga 

ega, 
( ( ))g f x  

— uzluksiz 

( ( ))f g x  — 
3x   

nuqtada 
uzilishga ega, 

( ( ))g f x  — 
0x   

nuqtada 
uzilishga ega 
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Mavzu. Uzluksiz funksiyalarning global xossalari 
17-ma’ruza 

Reja 

1. Veyershtrassning birinchi va ikkinchi teoremalari. 

2. Bolsano–Koshining birinchi va ikkinchi teoremalari. 

 

1. Veyershtrassning birinchi va ikkinchi teoremalari. 

Aytaylik, )(xf  funksiya ],[ ba  segmentda berilgan bo‘lsin. Ma’lumki, )(xf  

funksiya ),( ba  da uzluksiz, a  nuqtada o‘ngdan, b nuqtada chapdan uzluksiz bo‘lsa, 

)(xf  funksiya ],[ ba  segmentda uzluksiz bo‘ladi. 

Endi segmentda uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalarini keltiramiz. Ular 

teoremalar orqali ifodalanadi. 

1-teorema.  (Veyershtrassning birinchi teoremasi). ([1], p. 235, Lemma 9.6.3). 

Agar )(xf  funksiya ],[ ba  segmentda uzluksiz, ya’ni ],[)( baCxf   bo‘lsa, funksiya 

],[ ba  da chegaralangan bo‘ladi. 

◄ Ma’lumki, )(xf  funksiyaning ],[ ba  da chegaralanganligi quyidagini 

  MxfbaxM  |)(|:],[,,0  

anglatadi. 

Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni ],[)( baCxf   bo‘lsa ham funksiya ],[ ba  da 

chegaralanmagan bo‘lsin. U holda 

 ...),2,1(|)(|:],[,  nnxfbaxNn nn  (1) 

bo‘ladi. Ayni paytda, hosil bo‘ladigan }{ nx  ketma-ketlik uchun [ , ]nx a b  

( 1,2,...)n   bo‘lganligi sababli u chegaralangan bo‘ladi. Unda Bolsano-Veyershtrass 

teoremasiga ko‘ra bu }{ nx  ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy }{
knx  ketma-ketlik 

ajratish mumkin: 

k  da 0knx x  0( [ , ])x a b . 

Shartga ko‘ra )(xf  funksiya ],[ ba  da uzluksiz. Binobarin, 
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 k  da 0( ) ( )
knf x f x  (2) 

bo‘ladi. Bu (5) munosabat yuqorida qilingan farazga ziddir (chunki, faraz bo‘yicha  




)(lim
knk

xf  

bo‘lishi lozim edi). Demak, )(xf  funksiya ],[ ba  da chegaralangan bo‘ladi. ► 

Aytaylik, )(xf  funksiya RX   to‘plamda berilgan bo‘lsin. 

1-ta’rif. ([1], p. 236, Def. 9.6.5) Agar X  to‘plamda shunday Xx 0  nuqta 

topilsaki, Xx  uchun  

0( ) ( )f x f x  0( ( ) ( ))f x f x  

tengsizlik bajarilsa, )(xf  funksiya 0x  nuqtada eng katta (eng kichik) qiymatga 

erishadi deyiladi va  

0( ) max ( )
X

f x f x  0( ( ) min ( ))
X

f x f x  

kabi belgilanadi. 

2-teorema.  (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi). ([1], p. 236, Prop. 9.6.7)  

Agar ],[)( baCxf   bo‘lsa, bu funksiya ],[ ba  segmentda eng katta hamda eng 

kichik qiymatlarga erishadi, ya’ni 

),()(:],[],,[ 11 cfxfbaxbaс   

)()(:],[],,[ 22 cfxfbaxbaс   

bo‘ladi. 

◄ Aytaylik, ],[)( baCxf   bo‘lsin. Veyershtrassning 1-teoremasiga ko‘ra 

)(xf  funksiya ],[ ba  segmentda chegaralangan, ya’ni ushbu  

}],[|)({ baxxf   

to‘plam chegaralangan bo‘ladi. Unda to‘plamning aniq chegarasi haqidagi 

teoremaga ko‘ra  

[ , ]
sup ( )

x a b
f x M


  ( )M R  

mavjud bo‘ladi. 

To‘plamning aniq yuqori chegarasi ta’rifiga muvofiq: 

,)(:],[ Mxfbax   
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  Mxfbax ))((:],[)(,0  

bo‘ladi. Keyingi tengsizlikda 

...,1...,,
3
1,

2
1,1

n
  

deb olinadigan bo‘lsa, 

],[1 ba
n

xxn 





  

ketma-ketlik hosil bo‘lib, uning uchun 

n
Mxf n

1)(   

tengsizlik bajariladi. Demak, Nn  da  

Mxf
n

M n  )(1
 

bo‘ladi. Bu munosabatdan 

 Mxf nn



)(lim  (3) 

bo‘lishi kelib chiqadi. 

Yuqorida hosil qilingan }{ nx  ketma-ketlik chegaralangan. Undan 

yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlikni ajratish mumkin. Uni }{
knx  deylik: 

k  da 1knx с  1( [ , ])с a b . 

Berilgan )(xf  funksiyaning uzluksizligidan foydalanib topamiz: 

k  da .)()( 1сfxf
kn   

Ravshanki, )}({
knxf  ketma-ketlik )}({ nxf  ketma-ketlikning qismiy ketma-

ketligi. 

Demak (6) munosabatga ko‘ra  

k  da Mxf
kn )(  

bo‘lib, Mcf )( 1  bo‘lishi kelib chiqadi. Xuddi shunga o‘xshash, )(xf  funksiyaning 

eng kichik qiymatga erishishi ko‘rsatiladi. ► 
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2. Bolsano-Koshining birinchi va ikkinchi teoremalari. 

3-teorema.  (Bolsano-Koshining birinchi teoremasi) ([2], p. 109, Th. 4.23)  

Faraz qilaylik, )(xf  funksiya ],[ ba  segmentda berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni 

bajarsin: 

1) ],[)( baCxf  ; 

2) segmentning chetki nuqtalari a  va b larda har xil ishorali qiymatlarga ega, 

ya’ni 

)(0)( bfaf   yoki )(0)( bfaf   

bo‘lsin. 

U holda ),( ba  da shunday 0x  nuqta )( 0 bxa   topiladiki, 0)( 0 xf  

bo‘ladi. 

◄ Aytaylik, ],[)( baCxf   bo‘lib, )(0)( bfaf   bo‘lsin. ],[ ba  

segmentning )(xf  funksiyaga manfiy qiymatlar beradigan nuqtalaridan iborat 

to‘plamini E  deylik: 

}.0)(|],[{  xfbaxE  

Ravshanki, ].,[, baEEa   Demak, E  to‘plam chegaralangan va .E  

To‘plamning aniq yuqori chegarasi haqidagi teoremaga ko‘ra  

0sup E x  0( ( , ))x a b  

mavjud bo‘ladi. 

Aniq yuqori chegara ta’rifiga binoan,  

n N  , :nx E   0 0
1

nx x x
n

    

bo‘ladi. Demak, 

( ) 0nf x   ( 1,2,3,...)n  . 

)(xf  funksiyaning ],[ ba  da uzluksiz bo‘lganligini e’tiborga olib topamiz: 

n  da 0xxn   bo‘lib, ).()( 0xfxf n   

Bir tomondan 

0)(lim 
 nn

xf , 
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ikkinchi tomondan 

)()(lim 0xfxf nn



 

bo‘lishidan 

 0)( 0 xf  (4) 

bo‘lishi kelib chiqadi. 

Ravshanki, 0xx   da .Ex  Binobarin, .0)( xf  Shuning uchun  

0)(lim
00




xf
xx

 

bo‘lib, 

 0)(lim)(
00

0



xfxf

xx
 (5) 

bo‘ladi. (4) va (5) munosabatlardan 0)( 0 xf  bo‘lishi kelib chiqadi. Xuddi shunga 

o‘xshash, ],[)( baCxf   va )(0)( bfaf   bo‘lgan holda teorema isbotlanadi. ► 

4-teorema. (Bolsano-Koshining ikkinchi teoremasi) ([1], p. 238, Prop. 9.7.1)  

Agar ],[)( baCxf   bo‘lsa, u holda chegaralari )(af  va )(bf  bo‘lgan segmentga 

tegishli ixtiyoriy l  soni olinganda ],[ ba  da shunday 0x  nuqta topiladiki, lxf )( 0  

bo‘ladi. 

◄ )()( bfaf   deb, )()( bflaf  ni olaylik. Ravshanki, laf )(  yoki 

lbf )(  bo‘lgan holda teorema isbotlangan hisoblanadi. 

Endi )()( bflaf   bo‘lsin. Ushbu 

( ) ( )g x f x l   ( [ , ])x a b  

funksiyani olaylik. Bu funksiya uchun: 

1) ( ) [ , ]g x C a b ; 

2) )(0)( bgag  ; 

bo‘ladi. Unda 3-teoremaga ko‘ra shunday ),(0 bax   topiladiki, 

,0)( 0 xg  

ya’ni, 

lxf )( 0  
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bo‘ladi. ► 

Ushbu ma’ruzaning pirovardida berilgan funksiyaga teskari bo‘lgan 

funksiyaning mavjudligi haqidagi toeremani isbotsiz keltiramiz. 

5-teorema. (teskari funksiyaning mavjudligi). Agar )(xf  funksiya RX   

orliqda uzluksiz va qat’iy o‘suvchi (qat’iy kamayuvchi) bo‘lsa, u holda 

}|)({ XxxfY f   oraliqda teskari )(1 yf   funksiya mavjud bo‘lib, u uzluksiz 

qat’iy o‘suvchi (qat’iy kamayuvchi) bo‘ladi. 

 

Mashqlar 

1. Ushbu 
3( )f x x x   ( )x R  

funksiya qiymatlari to‘plami R  bo‘lishi isbotlansin. 

2. Aytaylik,  xf  funksiya tekislikdagi biror aylanada berilgan va uzluksiz 

bo‘lsin. U holda aylanada diametral qarama-qarshi joylashgan a  va b nuqtalar topilib, 

   bfaf   bo‘lishi isbotlansin. 
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Glossariy 

 

Bolsano–Koshining birinchi teoremasi. Faraz qilaylik, )(xf  funksiya ],[ ba  

segmentda berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin: 

1) ],[)( baCxf  ; 

2) segmentning chetki nuqtalari a  va b larda har xil ishorali qiymatlarga ega, 

ya’ni 

)(0)( bfaf   yoki )(0)( bfaf   

bo‘lsin. 

Bolsano–Koshining ikkinchi teoremasi. Agar ],[)( baCxf   bo‘lsa, u holda 

chegaralari )(af  va )(bf  bo‘lgan segmentga tegishli ixtiyoriy l  soni olinganda 

],[ ba  da shunday 0x  nuqta topiladiki, lxf )( 0  bo‘ladi. 

Funksiya nuqtada eng katta (eng kichik) qiymatga erishishi. Agar X  

to‘plamda shunday Xx 0  nuqta topilsaki, Xx  uchun 

0( ) ( )f x f x  0( ( ) ( ))f x f x  

tengsizlik bajarilsa, )(xf  funksiya 0x  nuqtada eng katta (eng kichik) qiymatga 

erishadi deyiladi va 

0( ) max ( )
X

f x f x  0( ( ) min ( ))
X

f x f x  

kabi belgilanadi. 

Funksiya orttirmasi. 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )f f x f x f x x f x        ayirma 

funksiya orttirmasi deyiladi. 

Funksiyaning nuqtadagi sakrashi. )0()0( 00  xfxf  ayirma 

funksiyaning 0x  nuqtadagi sakrashi deyiladi. 
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Uzluksiz funksiya (nuqtada) (Geyne bo‘yicha). Agar 

n   da 0nx x  ( , 1,2,...)nx X n   

bo‘ladigan ixtiyoriy }{ nx  ketma-ketlik uchun 

n   da 0( ) ( )nf x f x  

bo‘lsa, )(xf  funksiya 0x  nuqtada uzluksiz deyiladi. 

Uzluksiz funksiya (nuqtada) (Koshi bo‘yicha). Agar 0  son olinganda 

ham shunday 0)(    son topilsaki, 

)( 0xUXx   

uchun 

 |)()(| 0xfxf  

tengsizlik bajarilsa, )(xf  funksiya 0x  nuqtada uzluksiz deyiladi. 

Uzluksiz funksiya (nuqtada). Agar 

)()(lim 0
0

xfxf
xx




 

bo‘lsa, )(xf  funksiya 0x  nuqtada uzluksiz deyiladi. 

Uzluksiz funksiya (to‘plamda). Agar )(xf  funksiya RX   to‘plamning har 

bir nuqtasida uzluksiz bo‘lsa, )(xf  funksiya X  to‘plamda uzluksiz deyiladi. 

Uzluksiz funksiyalar to‘plami. RX   to‘plamda uzluksiz bo‘lgan 

funksiyalardan iborat to‘plam uzluksiz funksiyalar to‘plami deyiladi va )(XС  kabi 

belgilanadi. 

Veyershtrassning birinchi teoremasi. Agar )(xf  funksiya ],[ ba  segmentda 

uzluksiz, ya’ni ],[)( baCxf   bo‘lsa, funksiya ],[ ba  da chegaralangan bo‘ladi. 
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Veyershtrassning ikkinchi teoremasi. Agar ],[)( baCxf   bo‘lsa, bu 

funksiya ],[ ba  segmentda eng katta hamda eng kichik qiymatlarga erishadi, ya’ni 

),()(:],[],,[ 11 cfxfbaxbaс   

)()(:],[],,[ 22 cfxfbaxbaс   

bo‘ladi. 

Keys banki 

 

17-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Aytaylik,  xf  funksiya tekislikdagi biror 

aylanada berilgan va uzluksiz bo‘lsin. U holda aylanada diametral qarama-qarshi 

joylashgan a  va b  nuqtalar topilib,    bfaf   bo‘lishi isbotlansin. 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va 

tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

 to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual). 

 

17-amaliy mashg‘ulot 

Na’muna uchun misollar yechimi 

1-misol. Agar ( ) [ , ]f x C a b  bo‘lsa, u holda chegaralari ( )f a  va ( )f b  

bo‘lgan segmentga tegishli ixtiyoriy l  soni olinganda [ , ]a b  da shunday 0x  nuqta 

topiladiki, 0( )f x l  bo‘ladi. 

◄ ( ) ( )f a f b  deb, ( ) ( )f a l f b  ni olaylik. Ravshanki, ( )f a l  yoki 

( )f b l  bo‘lgan holda teorema isbotlangan hisoblanadi. 

Endi ( ) ( )f a l f b   bo‘lsin. Ushbu 

( ) ( )g x f x l   ( [ , ])x a b  

funksiyani olaylik. Bu funksiya uchun: 

1) ( ) [ , ]g x C a b ; 

2) ( ) 0 ( )g a g b  ; 
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bo‘ladi. Unda 3-teoremaga ko‘ra shunday 0 ( , )x a b  topiladiki, 

0( ) 0,g x   

ya’ni, 

0( )f x l  

bo‘ladi. ► 

 

Misollar 

756. Monoton funksiyaning uzluksizligi va uzilishi haqidagi teoremalar keltirilsin. 

757. Monoton, lekin uzluksiz bo‘lmagan funksiyalarga misol keltirilsin. 

758. Veyershtrass teoremalarida  ,a b  kesma o‘rniga  ,a b  yoki    , ,a b c d  

qaralsa tasdiq o‘rinli bo‘ladimi? 

759.  ,a b  kesmada chegaralangan ixtiyoriy  f x  funksiya uzluksiz bo‘ladimi? 

760. Uzluksiz bo‘lmagan funksiyalar uchun Veyershtrass teoremalari o‘rinlimi? 

761. Ushbu 1xxe   tenglama  0,1  oraliqda hech bo‘lmaganda bitta ildizga ega 

ekanligi ko‘rsatilsin. 

762. Agar  f x  funksiya A  va B  to‘plamlarda uzluksiz bo‘lsa, u holda bu 

funksiyaning A B  to‘plamda uzluksizligi haqida nima deyish mumkin? 

763. Agar  f x  va  g x  funksiyalar  ,a b  kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda 

               max , , min , , ,p x f x g x q x f x g x x a b   , funksiyalar 

ham  ,a b  da uzluksiz bo‘lishi ko‘rsatilsin. 

764.  f x  funksiya    , ,a c c b  kesmalarda uzluksiz bo‘lsin.  f x  funksiyaning 

 ,a b  kesmada uzluksiz bo‘lishi uchun etarli shart keltirilsin va isbotlansin. 

765. Agar  f x  funksiya  ,a b X   kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda u X  

to‘plamda uzluksiz bo‘lishi isbotlansin  a b . 

766. Teskari funksiyaning mavjudligi va uzluksizligi haqida teorema keltirilsin va 

isbotlansin. 

767.  f x  funksiya  0;1  kesmada aniqlangan, monoton bo‘lib,  0 0f   va 
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 1 1f   bo‘lsin. Agar  0;1x   uchun shunday n N  topilsaki, 

   ...
n та

f f f f x x


 

munosabat bajarilsa,  0;1  oraliqda  f x x  ekani isbotlansin 

768.  f x  funksiya R  da uzluksiz bo‘lib, Rx  uchun 

  f f x x  

munosabat bajarilsa, u holda shunday c  nuqta topilib,   0f c   bo‘lishi isbotlansin. 

769.  f x  va  g x  funksiyalar uzluksiz va bir xil davrli bo‘lsin. Agar 

   lim 0
x

f x g x


     

bo‘lsa, 

   f x g x  

bo‘lishi isbotlansin. 

770. Ushbu 

 
1sin , ,

0, .

агар x a бўлса
f x x a

агар x a бўлса

  
 

 

funksiyaning ixtiyoriy  ,a b  kesmadagi qiymatlari    ;f a f b    kesmani 

to‘ldirishi, lekin  f x  funksiyaning  ,a b  kesmada uzluksiz bo‘lmasligi ko‘rsatilsin. 

771. Agar  f x  funksiya  ;a   da uzluksiz bo‘lib, chekli  lim
x

f x


 limitga ega 

bo‘lsa, unda  f x  funksiyaning  ;a   da chegaralangan bo‘lishi isbotlansin. 

772. Agar  f x  funksiya 

1)  ,a b  kesmada aniqlangan va monoton, 

2) uning qiymatlari to‘plami    ;f a f b    kesmani tutash to‘ldirsa, 

u holda  f x  funksiyaning  ,a b  kesmada uzluksiz bo‘lishi ko‘rsatilsin. 
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Test 

 

№ Savol To‘g‘ri javob Muqobil javob Muqobil javob 

1. Agar ( )f x  
funksiya [ ; ]a b  
kesmada uzluksiz 
bo‘lsa, u holda 
quyidagi 
ifodalarning 
qaysi biri o‘rinli? 

( ; ) [ ; ]
inf ( ) inf ( )
a b a b

f x f x  
( ; ) [ ; ]
inf ( ) inf ( )
a b a b

f x f x
( ; ) [ ; ]
inf ( ) inf ( )
a b a b

f x f x  

2. Agar ( )f x  
funksiya [ ; ]a b  
kesmada uzluksiz 
bo‘lsa, u holda 
quyidagi 
ifodalarning 
qaysi biri o‘rinli? 

( ; ) [ ; ]
sup ( ) sup ( )

a b a b
f x f x

( ; ) [ ; ]
sup ( ) sup ( )

a b a b
f x f x

( ; ) [ ; ]
sup ( ) sup ( )

a b a b
f x f x  

3. Agar 
( ) [ ; ]f x C a b  

bo‘lsa, u holda 

[ ; ]
( ) min

a x
m x f  

funklsiya 
uzluksizligi 
haqida nima 
deyish mumkin? 

[ ; ]a b  kesmada 
uzluksiz 

b nuqtada uzilishga 
ega 

a  nuqtada uzilishga 
ega 

4. Agar 
( ) [ ; ]f x C a b  

bo‘lsa, u holda 

[ ; ]
( ) max

a x
M x f  

funklsiya 
uzluksizligi 
haqida nima 
deyish mumkin? 

[ ; ]a b  kesmada 
uzluksiz 

b nuqtada uzilishga 
ega 

a  nuqtada uzilishga 
ega 

5. Agar 
( ) [ ; )f x C a b  

bo‘lsa, u holda 

[ ; )
( ) min

a x
m x f  

funklsiya 
uzluksizligi 
haqida nima 
deyish mumkin? 

( ; )a b  kesmada 
uzluksiz 

[ ; ]a b  kesmaning 
barcha nuqtalarda 

uzlilishga ega 

[ ; ]a b  kesmaning 
ratsional nuqtalarda 

uzlilishga ega 
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6. Agar 
( ) [ ; )f x C a b  

bo‘lsa, u holda 

[ ; )
( ) max

a x
M x f  

funklsiya 
uzluksizligi 
haqida nima 
deyish mumkin? 

( ; )a b  kesmada 
uzluksiz 

[ ; ]a b  kesmaning 
barcha nuqtalarda 

uzlilishga ega 

[ ; ]a b  kesmaning 
ratsional nuqtalarda 

uzlilishga ega 

7. Agar 
, ( )f g C X  

bo‘lsa, u holda 
( ) max{ ( ), ( )}M x f x g x

 funklsiya 
uzluksizligi 
haqida nima 
deyish mumkin? 

X  to‘plamda 
uzluksiz 

X  to‘plamning 
barcha nuqtalarida 

uzilishga ega 

X  to‘plamning 
ratsional nuqtalarida 

uzilishga ega 

8. Agar 
, ( )f g C X  

bo‘lsa, u holda 
( ) min{ ( ), ( )}M x f x g x

 funklsiya 
uzluksizligi 
haqida nima 
deyish mumkin? 

X  to‘plamda 
uzluksiz 

X  to‘plamning 
barcha nuqtalarida 

uzilishga ega 

X  to‘plamning 
ratsional nuqtalarida 

uzilishga ega 

9. Quyidagi 
funksiyalardan 
qaysi biri R  da 
uzluksiz? 

siny x  sgny x  lny x  

10. Quyidagi 
funksiyalardan 
qaysi biri 
uzilishga ega? 

sgny x  siny x  y x  
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Mavzu. Tekis uzluksizlik. Kompakt to`plamda uzluksiz 
funksiyalar 

18-19-ma’ruzalar 

Reja 

1. Funksiyaning tekis uzluksizligi tushunchasi. 

2. Kantor teoremasi. 

 

1. Funksiyaning tekis uzluksizligi tushunchasi. 

Faraz qilaylik )(xf  funksiya RX   to‘plamda berilgan bo‘lsin. 

1-ta’rif. ([1], p. 244, Def. 9.9.2) Agar ixtiyoriy 0  son olinganda ham 

shunday 0  son topilsaki, 

 |'''| xx  

tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy Xxx '','  uchun 

 |)''()'(| xfxf  

tengsizlik bajarilsa, ya’ni 

:|'''|,'',',0,0   xxXxx  

 |)''()'(| xfxf  

bo‘lsa, )(xf  funksiya X  to‘plamda tekis uzluksiz deyiladi. 

Keltirilgan ta’rifdan: 

1) 0  sonning faqat 0  ga bog‘liqligi, 

2) )(xf  funksiya X  da tekis uzluksiz bo‘lsa, y shu X  to‘plamda uzluksiz 

bo‘lishi kelib chiqadi. 

1-misol. Rxxxf  ,)(  bo‘lsin. Bu funksiya R  da tekis uzluksiz bo‘ladi. 

◄ Agar 0  ga ko‘ra    deb olinsa, unda  |'''|,'',' xxXxx  

da 

  |'''||)''()'(| xxxfxf  

bo‘ladi. ► 

2-misol. ( ) sin ,f x x  x R  bo‘lsin. Bu funksiya R  da tekis uzluksiz bo‘ladi. 

◄ Agar 0  ga ko‘ra,    deyilsa, unda  |'''|,'',' xxRxx  da 
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 





 xxxxxxxx
2

sin
2

cos2sinsin  

bo‘ladi. ► 

3-misol. 
1( ) ,f x
х

  (0,1]x X   bo‘lsin. Bu funksiya ]1,0(X  da tekis 

uzluksiz bo‘lmaydi. 

◄ 0  sonni, masalan, 
2
1

  deb olib, 'x  va ''x  nuqtalar sifatida 

1x
n

  , 
1

1
x

n
 


 ( )n N  

deb olinsa, u holda |'''| xx   ayirma quyidagicha 

)1(
1

1
11||







nnnn
xx  

bo‘ladi. Bundan (| ' '' | )x x      ni har qancha kichik qilib olish mumkin bo‘lsa ham 








2
11|)1(|11|)()'(| nn

xx
xfxf  

bo‘ladi. Demak, 
x

xf 1 )(   funksiya ]1,0(X  da tekis uzluksiz emas. ► 

2. Kantor teoremasi. 

1-teorema.  (Kantor teoremasi) ([1], p. 247, Th. 9.9.16)  Agar ],[)( baCxf   

bo‘lsa, u holda )(xf  funksiya ],[ ba  da tekis uzluksiz bo‘ladi. 

◄ Aytaylik, ],[)( baCxf   bo‘lsa ham funksiya ],[ ba  da tekis uzluksiz 

bo‘lmasin. Unda biror 0  va ixtiyoriy 0  uchun ],[ ba  da shunday 'x  va ''x  

nuqtalar topiladiki, 

  |)()(||| xfxfxx  

bo‘ladi. n  da 0n   ( 0, 1,2,...)n n    bo‘ladigan ixtiyoriy }{ n  ketma-

ketlikni olamiz. Unda 

1 1 1 1 1( ) ( ) ,x x f x f x          
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2 2 2 2 2( ) ( ) ,x x f x f x          

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... 

( ) ( ) ,n n n n nx x f x f x          

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... 

bo‘ladi. 

Ravshanki, }{ '
nx  uchun ...),3,2,1(],['  nbaxn  bo‘lib, undan 

k  da '
0nk

x x  0( [ , ])x a b  

bo‘ladigan qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. Ayni paytda, 
knx  uchun ham 

k  da 0knx x   

bo‘ladi. ],[)( baCxf   bo‘lishidan 

k  da 0( ) ( )
knf x f x  , 0( ) ( )

knf x f x   

bo‘lib, ulardan k  da 0)()( ''' 
knkn xfxf  bo‘lishi kelib chiqadi. Bu esa 

Nn  uchun 

| ( ) ( ) |n nf x f x     

deb olingan farazga zid. Demak )(xf  funksiya ],[ ba  da tekis uzluksiz. ► 

2-ta’rif. Faraz qilaylik )(xf  funksiya RX   to‘plamda berilgan bo‘lsin. 

Ushbu 

)(inf)(sup xfxf
XxXx 

  

ayirma )(xf  funksiyaning X  to‘plamdagi tebranishi deyiladi va u   opqali 

belgilanadi: 

)(inf)(sup);( xfxfXf
XxXx 

 . 

)(xf  funksiyaning X  to‘plamdagi tebpanishi qyyidagicha 

})()({sup
,

xfxf
Xxx




  

ham ta’riflanishi mumkin. 

Natija. Agar ],[)( baCxf   bo‘lsa, u holda 0  uchun shunday 0  
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topiladiki, ],[ ba  segment uzunliklari   dan kichik bo‘laklarga ajratilganda har bir 

bo‘lakdagi funksiyaning tebranishi   dan kichik bo‘ladi. 

◄ Shartga ko‘ra ],[)( baCxf  . Demak, Kantor teoremasiga ko‘ra u ],[ ba  

da tekis uzluksiz. Unda ta’rifga binoan 

  |)''()'(|:|'''|],,['',',0,0 xfxfxxbaxx  

bo‘ladi. 

Endi ],[ ba  segmentni uzunligi   dan kichik bo‘lgan 

1[ , ]k kx x   0 1 2 0( ... , , )n nx x x x x a x b       

bo‘laklarga ajaratamiz. Unda 

1, [ , ], | | : | ( ) ( ) |k kx x x x x x f x f x             

bo‘ladi. Demak, 

1, [ , ]
sup {| ( ) ( ) |}

kx x x xk

f x f x 
 

     

bo‘ladi. ► 

Funksiyaning uzluksizlik moduli. )(xf  funksiya RX   to‘plamda berilgan 

bo‘lib, u shu to‘plamda uzluksiz bo‘lsin. Endi 

0, , , | |x x X x x           

uchun 

 | ( ') ( '') |f x f x  (1) 

ayirmani qaraymiz. 

3-ta’rif. (1) ayirmaning aniq yuqori chegarasi 

|})''()'(sup{| xfxf   

)(xf  funksiyaning RX   to‘plamdagi uzluksizlik moduli deyiladi va )(  kabi 

belgilanadi: 

 )()(sup)( xfxf
xx


 

 . 

Demak, )(xf  funksiyaning X  to‘plamdagi uzluksizlik moduli   ning manfiy 

bo‘lmagan funksiyasi bo‘ladi. 

Endi uzluksizlik modulining ba’zi xossalarini keltiramiz: 



 
 

NamDU  MATEMATIKA KAFEDRASI                                       Xakimov R. 
 

235 

 MATEMATIK ANALIZ I-kurs 

1) Funksiyaning uzluksizlik moduli   ning o‘suvchi funksiyasi bo‘ladi. 

◄ Aytaylik, 0,0 21    va 21    bo‘lsin. U holda 

 1, :x x X x x       ,  2, :x x X x x        

to‘plamlar uchun 

   12 :,:,   xxXxxxxXxx  

bo‘lib, undan 

)()( 12    

bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, 1 2     1 2( ) ( )    . ► 

Uzluksizlik modulining keyingi xossasini isbotsiz keltiramiz. 

2) Funksiyaning uzluksizlik moduli uchun ushbu 

)()1()(    

munosabat o‘rinli bo‘ladi, bunda  musbat son. 

4-misol. Ushbu ( )f x ax b   ( , )a b R  funksiyaning ],[ X  dagi 

uzluksizlik moduli topilsin. 

◄ Ta’rifga binoan, 







axxabxabxa
xxxx

)(sup)()(sup)(
''''

 

bo‘ladi. Demak, .||)(   a  ► 

2-teorema. )(xf  funksiya X  to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lishi uchun 

0)(lim
0







 

tenglikning o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli. 

◄ Zarurligi. )(xf  funksiya X  to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lsin: 

0, 0, , , | | : | ( ) ( ) | .
2

x x X x x f x f x 
                  

U holda  0  tengsizliklarni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy   uchun 

    




 2
)()(sup)()(sup

''''
xfxfxfxf

xxxx
 

bo‘lib, unda  )( , ya’ni 
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0)(lim
0







 

bo‘lishi kelib chiqadi. 

Yetarliligi. Ushbu 

0)(lim
0







 

munosabat o‘rinli bo‘lsin. Demak, 0  da 

  .0)()(sup)(
''




xfxf
xx 

  

U holda 

   )()(:||,, xfxfxxXxx  

bo‘ladi. Demak, )(xf  funksiya X  to‘plamda tekis uzluksiz bo‘ladi. ► 

Funksiyaning uzluksizlik moduli funksiyalarni sinflarga ajratish imkonini 

beradi. Masalan, uzluksizlik moduli ushbu 
  M)(  

(bunda M const , 0 1  ) tengsizlikni qanoatlantiruvchi funksiualar to‘plami   

tartibli Lipshits sinfi deyiladi va MLip  kabi belgilanadi. 

 

Mashqlar 

1. Agar )(xf  va )(xg  funksiyalapning har biri Rba ],[  da tekis uzluksiz 

bo‘lsa, u holda )(xf  )(xg  funksiya ham Rba ],[  da tekis uzluksiz bo‘lishi 

isbotlansin. 

2. xxf )(  funksiyaning ),0[   da tekis uzluksiz emasligi ko‘rsatilsin. 

3. Ushbu 

1)( 2  xxf  

funksiyaning ]1,0[X  segmentdagi uzluksizlik moduli topilsin. 

4. Agar  xf  funksiya (0,1) da tekis uzluksiz bo‘lsa, ushbu 

 xf
x 0
lim


 

limit mavjud bo‘ladimi? 
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Nazorat savollari 

1. Funksiyaning tekis uzluksizlugi. 

2. Kantor teoremasi. 

3. Funksiyaning to‘plamdagi tebranishi nima? 

4. Funksiyaning to‘plamdagi uzluksizlik moduli nima? 

 

Glossariy 

 

Funksiyaning to‘plamdagi tebranishi. Faraz qilaylik )(xf  funksiya RX   

to‘plamda berilgan bo‘lsin. Ushbu 

)(inf)(sup xfxf
XxXx 

  

ayirma )(xf  funksiyaning X  to‘plamdagi tebranishi deyiladi va u   opqali 

belgilanadi: 

)(inf)(sup);( xfxfXf
XxXx 

 . 

Funksiyaning to‘plamdagi uzluksizlik moduli. |)''()'(| xfxf   ayirmaning 

aniq yuqori chegarasi 

|})''()'(sup{| xfxf   

)(xf  funksiyaning RX   to‘plamdagi uzluksizlik moduli deyiladi va )(  kabi 

belgilanadi: 

 )()(sup)( xfxf
xx


 

 . 



 
 

NamDU  MATEMATIKA KAFEDRASI                                       Xakimov R. 
 

238 

 MATEMATIK ANALIZ I-kurs 

Kantor teoremasi. Agar ],[)( baCxf   bo‘lsa, u holda )(xf  funksiya 

],[ ba  da tekis uzluksiz bo‘ladi. 

Tekis uzluksizlik. Agar ixtiyoriy 0  son olinganda ham shunday 0  son 

topilsaki,  

 |'''| xx  

tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy Xxx '','  uchun 

 |)''()'(| xfxf  

tengsizlik bajarilsa, ya’ni 

:|'''|,'',',0,0   xxXxx  

 |)''()'(| xfxf  

bo‘lsa, )(xf  funksiya X  to‘plamda tekis uzluksiz deyiladi. 

Uzluksiz funksiya (nuqtada). Agar 

)()(lim 0
0

xfxf
xx




 

bo‘lsa, )(xf  funksiya 0x  nuqtada uzluksiz deyiladi. 

Uzluksiz funksiya (to‘plamda). Agar )(xf  funksiya RX   to‘plamning har 

bir nuqtasida uzluksiz bo‘lsa, )(xf  funksiya X  to‘plamda uzluksiz deyiladi. 

Keys banki 

18-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Agar  xf  funksiya (0,1) da tekis uzluksiz 

bo‘lsa, ushbu 

 xf
x 0
lim


 

limit mavjud bo‘ladimi? 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va 

tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

 to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual). 
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18-amaliy mashg‘ulot 

Na’muna uchun misollar yechimi 

1 – m i s o l . Ushbu 

  sinf x x  

funksiyaning  ;   da tekis uzluksiz bo‘lishi isbotlansin. 

◄ 0   sonni olib, unga ko‘ra   ni    deymiz. Unda 1 2x x    

tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy  1 2, ;x x     uchun 

1 2 1 2 1 2
1 2 1 2sin sin 2cos sin 2 1

2 2 2
x x x x x xx x x x  
  

          

bo‘lishini topamiz. Demak,   sinf x x  funksiya  ;   da tekis  uzluksiz.► 

 

Misollar 

 y f x  funksiyaning X  to‘plamda tekis uzluksiz ekanligi ta’rif yordamida 

ko‘rsatilsin (      topilsin). 

773.   3 5f x x  ,  ;X    . 

774.   2 1f x x x   ,  3;4X   . 

775.   1f x
x

 ,  0,2;1X  . 

776.  f x x ,  0;X   . 

777.   3f x x ,  0;2X  . 

778.   3 1f x x  ,  2;3X   . 

779.   1
2

f x
x




,  3;4X  . 

780.   3sin 2cosf x x x  ,  ;X    . 
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 y f x  funksiyaning X  to‘plamda tekis uzluksiz emasligi isbotlansin. 

781.   1f x
x

   0;1X  . 

782.   1sinf x
x

 ,  0;1X  . 

783.   1cosf x
x

 ,  0;1X  . 

784.   2f x x   ;X    . 

785.   1
3

f x
x




  3;5X  . 

786.   lnf x x   0;1X  . 

 

Quyidagi funksiyalar berilgan oraliqda tekis uzluksizlikka tekshirilsin. 

787.    sin 0xf x x
x

    

788.    2 10 10f x x x     

789.    sin 0f x x x x     

790.    xf x e x      

791.    cos cos 0 1f x x x
x


     

792.    1sin 0f x x x
x

    

793.    sin 1f x x x     

794.    arcsin 1 1xf x e x     

795.    1, 0 ,
;

, 0x

x агар x бўлса
f x X

e агар x бўлса

 
    

 

796.    sin , ;f x x x X      
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Quyidagi funksiyalarning berilgan oraliqdagi uzluksizlik modullari topilsin. 

797.    2 1, ;f x x X      798.    2 , ;f x x X e e    

799.    1 , ; , 0f x X a a
x

     800.    2

1 , 0;1f x X
x

   

801.    3, ;f x x X     802.    ln , 1;f x x X    

803.    cos , ;f x x X      

 

Test 

№ Savol To‘g‘ri javob Muqobil javob Muqobil 
javob Muqobil javob 

1. Quyidagi 
funksiyalardan 
qaysi biri R  da 
tekis uzluksiz? 

( ) sinf x x  2( ) sinf x x  2( )f x x  4( )f x x  

2. Quyidagi 
funksiyalardan 
qaysi biri R  da 
tekis uzluksiz? 

( ) 3 4f x x   2( ) 3 4f x x   2( )f x x  4( ) 5f x x  

3. Quyidagi 
funksiyalardan 
qaysi biri R  da 
tekis uzluksiz 
bo‘lmaydi? 

2( )f x x  ( ) sinf x x  ( )f x x  ( ) 5f x   

4. Quyidagi 
funksiyalardan 
qaysi biri R  da 
tekis uzluksiz 
bo‘lmaydi? 

2( ) sinf x x  ( ) cosf x x  ( ) 3f x x  ( ) 1f x x   

5. ( ) lnf x x  
funksiya qaysi 
to‘plamda tekis 
uzluksiz? 

[1;2]  (0;1)  (0;2)  (0;3)  

6. 1( )f x
x

  

funksiya qaysi 
to‘plamda tekis 
uzluksiz 
bo‘lmaydi? 

(0;1)  [1;2]  [2;3]  [4;5]  
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7. 2( ) 1f x x   
funksiya qaysi 
to‘plamda tekis 
uzluksiz 
bo‘lmaydi? 

( ; )   [ 10;10]  [ 100;100]  [ 1000;1000]  

8. 4( ) 3f x x  
funksiya qaysi 
to‘plamda tekis 
uzluksiz? 

[ 2;2]  (0; )  ( 2; )   ( ;0)  

9. ( ) 2 1f x x   
funksiyaning 
X R  
to‘plamda 
uzluksizlik 
modulini 
toping. 

( ) 2    ( )    ( ) 3    ( ) 4    

10. ( ) | |f x x  
funksiyaning 
X R  
to‘plamda 
uzluksizlik 
modulini 
toping. 

( )    ( ) 2    ( ) 3    ( ) 4    
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Mavzu.Kompakt to`plam. Kompakt to`plamda uzluksiz 

funksiyalar 
19-ma`ruza 

Reja. 

10. Kompakt to`plam tushunchasi.  

20. Kompakt to`plamda berilgan uzluksiz funksiyalarning xossalari. 

 

10. Kompakt to`plam tushunchasi. Avvalo ochiq va yopiq to`plamlar 

tushunchalarini keltiramiz. 

Faraz qilaylik, RX   to`plam berilgan bo`lib, Xx 0  bo`lsin. 

1-ta`rif.  Agar 0x  nuqtaning shunday  

)0(}:{)( 000   xxxRxxU  

atrofi mavjud bo`lsaki, uning uchun XxU )( 0 bo`lsa, 0x  nuqta X  to`plamning 

ichki nuqtasi deyiladi. 

Masalan,  
2
1

0 x  nuqta ]1,0[X  to`plamning ichki nuqtasi bo`ladi. CHunki, 

bu nuqtaning 





 

4
1

2
1,

4
1

2
1

 atrofi uchun ]1,0[
4
1

2
1,

4
1

2
1







   bo`ladi. 

1,0  xx  nuqtalar shu to`plamning ichki nuqtalari bo`lmaydi, chunki, masalan, 

0x  nuqtaning hech qanday );(   atrofi ]1,0[X  segmentga tegishli 

bo`lmaydi. (Bu atrofning )0,(   qismi ]1,0[  segmentning tashqarisida joylashgan). 

2-ta`rif. Agar X   to`plamning har bir nuqtasi uning ichki nuqtasi bo`lsa, X  

ochiq to`plam deyiladi. 

Masalan, )4,2()1,0(),1,0(  XX  to`plamlar ochiq to`plam-lar 

bo`ladi.            

3-ta`rif. Agar X  to`plamning barcha limit nuqtalari shu to`plamga tegishli 

bo`lsa, X  yopiq to`plam deyiladi. 

Masalan, ]1,0[X  segment yopiq to`plamdir.   
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Eslatma. Limit nuqtaga ega bo`lmagan to`plam ta`rifga ko`ra yopiq to`plam 

deb hisoblanadi. Masalan, }5,4,3,2,1{E  to`plam yopiq to`plam bo`ladi. 

4-ta`rif. Agar X  to`plamning nuqtalaridan tuzilgan har qanday }{ nx  ketma-

ketlikdan shu to`plamning nuqtasiga yaqinlashuvchi }{
knx  qismiy ketma-ketlik 

ajratish mumkin bo`lsa, X  kompakt to`plam deyiladi. 

Misollar. 1. ],[ baX   segmentning kompakt to`plam bo`lishi Bol’tsano- 

Veyershtrass teoremasidan kelib chiqadi. 

2. ],[...],[],[ 2211 nn bababaX   to`plam kompakt to`plam bo`ladi. 

3.  )1,0(X  interval kompakt to`plam bo`lmaydi, chunki                                                                                                                        

    )1,0(
1

1





n
xn  bo`lib,   .0да Xxn n   

Teorema. X  kompakt to`plam bo`lishi uchun uning chegaralangan va yopiq 

to`plam bo`lishi zarur va etarli. 

◄ Zarurligi. X  kompakt to`plam bo`lsin. Uning chegaralanganligini 

ko`rsatamiz. Teskarisini faraz qilaylik, ya`ni X  kompakt to`plam bo`lsa ham u 

chegaralanmagan bo`lsin. U holda 

nxnXxx nnn  ||:...,3,2,1,,  

bo`ladi. Ravshanki bu }{ nx  ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik 

ajratib bo`lmaydi. Bu esa X  ning kompakt to`plamligiga zid. Demak, X  

chegaralangan to`plam. 

Endi X  ning yopiq to`plam bo`lishini ko`rsatamiz. Faraz qilaylik 0x  nuqta X  

to`plamning limit nuqtasi bo`lsin. U holda 

 

0да:...,3,2,1,, xxnnXxx nnn   

bo`ladi. Bu }{ nx  ketma-ketlikning har qanday }{
knx  qismiy ketma-ketligi uchun   

0lim xx
kk

n 


 

bo`ladi. X  kompakt to`plam bo`lganligi sababli  Xx 0  bo`ladi. Demak, X  yopiq 

to`plam.  
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Yetarliligi. X chegaralangan va yopiq to`plam bo`lsin. Bol’tsano-

Veyershtrass teoremasiga ko`ra har qanday }{ nx  ketma-ketlikdan 0x  ga 

yaqinlashuvchi }{
knx  qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin: k  da .0xx

kn   

Ravshanki, 0x  nuqta X  to`plamning limit nuqtasi bo`la-di. Ayni paytda, X  

yopiq to`plam bo`lgani uchun Xx 0  bo`ladi. Demak X kompakt to`plam. ► 

Endi kompakt to`plamning muhim xossalarini kelti-ramiz. 

Faraz qilaylik, X  to`plam va har bir elementi intervaldan iborat }{S  

intervallar sistemasi berilgan bo`lsin. 

5-ta`rif. Agar X  to`plamning har bir x  nuqtasi uchun  S  sistemada shu 

nuqtani o`z ichiga oluvchi   interval topilsa, u holda  S  sistema X  to`plamni 

qoplaydi deyiladi. 

Masalan,  1,0X  bo`lsin. Quyidagi 

...,
2
3,

2
1...,,

4
3,

4
1,

2
3,

2
1

























nn  

intervallar sitemasini olaylik. 

Ravshanki,  1,0X  to`plamning har bir nuqtasi bu intervallar sistemasining 

kamida bitta intervaliga tegish-li bo`ladi. Demak,      















 ...,2,1;

2
3,

2
1 nS nn  

sistema  1,0X  to`plamni qoplaydi. 

Endi bitta tasdiqni isbotsiz keltiramiz. 

Geyne-Borel’ lemmasi. Agar chegaralangan yopiq X  to`plam cheksiz 

intervallar sistemasi    bilan qoplangan bo`lsa, u holda    sistemadan X  

to`plamni qoplovchi chekli }...,,,{ 21 n  sistemani ajratish mumkin. 

20. Kompakt to`plamda berilgan uzluksiz funksiyalarning xossalari. Faraz 

qilaylik  xf  funksiya X  kompakt to`plamda  RX   berilgan bo`lsin. Bu 

to`plamda  xf  funksiya uzluksiz bo`lsa, u qator xossalarga ega bo`ladi: 

1. Agar  xf  funksiya X  kompakt to`plamda uzluksiz bo`lsa,  u 
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chegaralangan bo`ladi. 

2. Agar  xf  funksiya X  kompakt to`plamda uzluksiz bo`lsa, funksiya shu 

to`plamda o`zining aniq chegaralariga erishadi. YA`ni shunday Xx 1 , Xx 2  

nuqtalar topiladiki,  

)(inf)(),(sup)( 21 xfxfxfxf
XxXx 

  

bo`ladi. 

3. Agar  xf  funksiya X  kompakt to`plamda uzluksiz bo`lsa, funksiya X  da 

tekis uzluksiz bo`ladi. 

4. Agar  xf  funksiya X  kompakt to`plamda uzluksiz bo`lsa, shu X  

to`plamning aksi   xf  kompakt to`plam bo`ladi. 

Bu xossalarning birini, masalan, 1-xossaning isbotini keltiramiz. 

◄ Aytaylik, RX   kompakt to`plam bo`lib, bu to`plamda  xf  funksiya 

uzluksiz bo`lsin. Unda Xx  nuqtaning shunday kichik atrofi  xU  topiladiki, bu 

atrofda  xf  funksiya chegaralangan bo`ladi. Bunday nuqta atroflari  xU  

intervallardan S  sistemani hosil qilamiz:   

}.:)({ XxxUS   

Ravshanki, S  sistema X  to`plamni qoplaydi. X  kompakt to`plam bo`lganligi 

sababli, Geyne-Borel’ lemmasiga asosan bu sistemadan X  to`plamni qoplovchi chekli  

 nUUUS ,,, 21   

sistemani ajratish mumkin. 

Har bir )...,,2,1( nkU k   atrofda  xf  funksiya chegaralangan, ya`ni 

shunday kk Mm ,  ,( constmk   ,constM k   )...,,2,1 nk   sonlar topiladiki, 

kUx  da 

)...,,3,2,1()( nkMxfm kk   

bo`ladi. 

Agar nmmm ...,,, 21  sonlarining eng kichigini m , nMMM ...,,, 21  

sonlarning eng kattasini M  desak, u holda  Xx  da   Mxfm   bo`ladi.  



 
 

NamDU  MATEMATIKA KAFEDRASI                                       Xakimov R. 
 

247 

 MATEMATIK ANALIZ I-kurs 

Demak,  xf  funksiya X  to`plamda chegaralangan. ► 

 

Mashqlar 

 

1. Chekli sondagi ochiq to`plamlar yig`indisi ochiq to`plam bo`lishi isbotlansin.  

2. Agar  xf  funksiya X  kompakt to`plamda uzluksiz bo`lsa, funksiya X  da 

tekis uzluksiz bo`lishi isbotlansin.     
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Mavzu. Funksiyaning hosilasi 
20-ma’ruza 

Reja 

1. Funksiya hosilasining ta’rifi. 

2. Funksiyaning o‘ng va chap hosilalari. 

3. Hosilaning geometrik va mexanik ma’nolari. 

 

1. Funksiya hosilasining ta’rifi. 

Faraz qilaylik,  xf  funksiya   Rba ,  da berilgan bo‘lib,  bax ,0  ,  

 baxx ,0   bo‘lsin. 

Ma’lumki ushbu 

     000 xfxxfxf   

ayirma  xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi orttirmasi deyiladi. ([2], p. 167, item 6.1) 

1-ta’rif. ([2], p. 168, Def. 6.1) Agar ushbu 

x
xfxxf

x 




)()(
lim 00

0
 

limit mavjud va chekli bo‘lsa, u  xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi hosilasi deyiladi va 

dx
xdf )( 0 , yoki ),( 0xf   yoki 

0
))(( xxf   kabi belgilanadi. Demak, 

 
x

xfxxf
xf

x 





)()(
lim)( 00

00  (1) 

Agar xxx 0  deyilsa, unda 0xxx   va 0x  da 0xx   bo‘lib, 

(1) munosabat quyidagi 

 
0

0
0

)()(
lim)(

0 xx
xfxf

xf
xx 





 (2) 

ko‘rinishga keladi. 

1-misol. ([2], p. 170, i))  f x x , 0x R  bo‘lsin. Bu funksiya uchun 

1
)()(

0

0

0

0 







xx
xx

xx
xfxf
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bo‘lib, 

1
)()(

lim
0

0

0





 xx
xfxf

xx
 

bo‘ladi. Demak, 1)()(  xxf . 

2-misol. ([1], p. 253, Example 10.1.6)  f x x , x R  bo‘lsin. 

Agar 0x  bo‘lsa, u holda   xxf   bo‘lib, 1)(  xf  bo‘ladi. 

Agar 0x  bo‘lsa, u holda   xxf   bo‘lib, 1)(  xf  bo‘ladi. 

Agar 00 x  bo‘lsa, u holda 
x
x

x
xf ||

0
0)(





 bo‘lib, 0x  da bu 

nisbatlarning limiti mavjud bo‘lmaydi. Demak, berilgan funksiya 00 x  nuqtada 

hosilaga ega bo‘lmaydi. 

3-misol.  f x x x , x R , 0x R  bo‘lsin. 

a) 0 0x  , 0x  , 0x x  uchun 

0
0

2
0

2

0

00

0

0 ||||)()(
xx

xx
xx

xx
xxxx

xx
xfxf













 

bo‘lib, 

||22
)()(

lim 00
0

0

0
xx

xx
xfxf

xx






 

bo‘ladi. 

b) 0 0x  , 0x  , 0x x  uchun 

0
0

2
0

2

0

0 )()(
xx

xx
xx

xx
xfxf









 

bo‘lib, 

||22
)()(

lim 00
0

0

0
xx

xx
xfxf

xx






 

bo‘ladi. 

v) 00 x , 0xx   uchun 



 
 

NamDU  MATEMATIKA KAFEDRASI                                       Xakimov R. 
 

250 

 MATEMATIK ANALIZ I-kurs 

||||
0

)()( 0 x
x
xx

x
xfxf





 

bo‘lib, 

0
0

)0()(lim
0





 x
fxf

xx
 

bo‘ladi. Demak, Rx  da ( ) ( | |) 2 | |f x x x x   . 

4-misol. Aytaylik, 

1sin , agar 0 bo'lsa,
( )

0, agar 0 bo'lsa,

x x
f x x

x

   
 

 

bo‘lib, 00 x  bo‘lsin. Unda 

xx
x

x

xx
xfxf 1sin

0

01sin)()(

0

0 








 

bo‘lib, uning 0x  dagi limiti mavjud emas. Demak, berilgan funksiya 00 x  

nuqtada hosilaga ega emas. 

2. Funksiyaning o‘ng va chap hosilalari. 

Faraz qilaylik,  xf  funksiya RX   to‘plamda berilgan bo‘lib, 

Xxx  ),( 00    )0(   bo‘lsin. 

2-ta’rif. ([2], p. 176, Def. 6.13) Agar ushbu 

0

0

0

)()(
lim

0 xx
xfxf

xx 



 

limit mavjud bo‘lsa, bu limit  xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi chap hosilasi deyiladi 

va )0( 0  xf  kabi belgilanadi: 

0

0

00
)()(

lim)0(
0 xx

xfxf
xf

xx 





. 

Aytaylik,  xf  funksiya RX   to‘plamda berilgan bo‘lib, 

Xxx  ),( 00   )0(   bo‘lsin. 
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3-ta’rif. ([2], p. 176, Def. 6.13) Agar ushbu 

0

0

0

)()(
lim

0 xx
xfxf

xx 



 

limit mavjud bo‘lsa, bu limit  xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi o‘ng hosilasi deyiladi 

va )0( 0  xf  kabi belgilanadi: 

0

0

00
)()(

lim)0(
0 xx

xfxf
xf

xx 





. 

Masalan, ||)( xxf   funksiyaning 00 x  nuqtadagi o‘ng hosilasi ,1)0( f  

chap hosilasi 1)0( f  bo‘ladi. 

Yuqorida keltirilgan ta’riflardan quyidagi xulosalar kelib chiqadi: 

1. ([2], p. 176, Property 6.14) Agar  xf  funksiya 0x  nuqtada )( 0xf   hosilaga 

ega bo‘lsa, u holda bu funksiya x0 nuqtada o‘ng )0( 0  xf  hamda chap )0( 0  xf  

hosilalarga ega va 0 0 0( 0) ( ) ( 0)f x f x f x       tengliklar o‘rinli bo‘ladi. 

2. ([2], p. 176, Property 6.14) Agar  xf  funksiya 0x  nuqtada o‘ng 

)0(' 0 xf  hamda chap )0( 0  xf  hosilalarga ega bo‘lib, )0()0( 00  xfxf  

bo‘lsa, u holda  xf  funksiya 0x  nuqtada )( 0xf   hosilaga ega va 

)0()()0( 000  xfxfxf  tengliklar o‘rinli bo‘ladi. 

3. Hosilaning geometrik hamda mexanik ma’nolari. 

([2], p. 168, (6.1)) Faraz qilaylik,  xf  funksiya  ba ,  da berilgan bo‘lib, 

 bax ,0   nuqtada )(' 0xf  hosilaga ega bo‘lsin. Bu  xf  funksiyaning grafigi 5-

chizmada tasvirlangan Г  egri chiziqni ifodalasin: 
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5-chizma. 

Bu Г  chiziqda  000 , yxM ,  yxM ,  nuqtalarni olib, ular orqali o‘tuvchi l  

kesuvchini qaraymiz. 

   ГxfxM 000 , ,    ГxfxM , , 0MM   da l  kesuvchi limit holati 

Г  chiziqqa 0M  nuqtada o‘tkazilgan urinma deyiladi. 

Ravshanki,   burchak x  ga bog‘liq:  x .  xf  funksiyaning 

grafigiga 0M  nuqtada o‘tkazilgan urinmaning mavjud bo‘lishi uchun 

 


)(lim
0

x
x

 

ning mavjud bo‘lishi lozim. Bunda  –urinmaning OX  o‘qining musbat yo‘nalishi 

bilan tashkil etgan burchak. 

MPM 0  uchburchakdan: 

0 0

0

( ) ( )tg ( ) MP f x x f xx
M P x

   
  


 

bo‘lib, undan 

0 0( ) ( )( ) arctg f x x f xx
x


 

 


 

bo‘lishi kelib chiqadi. Funksiya uzluksizligidan foydalanib topamiz: 

0 0
0 0

( ) ( )lim ( ) lim arctg
x x

f x x f xx
x


   

 
  


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0 0
00

( ) ( )arctg lim arctg ( ).
x

f x x f x f x
x 

       
 

Demak, 0x  da  x  ning limiti mavjud va  

0arctg ( )f x  . 

Keyingi tenglikdan 

0( ) tg f x    

bo‘lishi kelib chiqadi. 

Demak, funksiyaning 0x  nuqtadagi )(' 0xf  hosilasi urinmaning burchak 

koeffitsentini ifodalaydi. Bunda urinmaning tenglamasi  

))(()( 000 xxxfxfy   

ko‘rinishda bo‘ladi.  

Aytaylik, P  nuqta to‘g‘ri chiziq bo‘ylab )(tss   qonun bilan harakat qilsin, 

bunda t vaqt, s o‘tilgan yo‘l. Agar vaqtning 1t  va 2t  )( 21 tt   qiymatlaridagi 

o‘tilgan yo‘l )(),( 21 tsts  bo‘lsa, unda ushbu nisbat 

12

12 )()(
tt

tsts



 

],[ 21 tt  vaqt oraliђidagi o‘rtacha tezlikni ifodalaydi.  

Quyidagi 

12

12 )()(lim
012 tt

tsts
tt 




 

limit harakatdagi nuqtaning 1t  vaqtdagi oniy tezligini bildiradi. 

Demak, harakatdagi P  nuqtaning t  vaqtdagi oniy tezligi )(tv , o‘tilgan )(ts  

yo‘lning hosilasidan iborat bo‘ladi: 

).()( tstv   

Faraz qilaylik, )(xf  funksiya Rba ),(  da berilgan bo‘lsin. 

Teorema. ([2], p. 169, Prop. 6.3) Agar )(xf  funksiya ),(0 bax   nuqtada 

chekli )( 0xf   hosilaga ega bo‘lsa, u holda )(xf  funksiya 0x  nuqtada uzluksiz 

bo‘ladi. 
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◄ Aytaylik, )(xf  funksiya ),(0 bax   nuqtada chekli )( 0xf   hosilaga ega 

bo‘lsin. Ta’rifga binoan 

x
xfxxf

x
xfxf

xx 










)()(lim)(lim)( 00
0

0
00  

ya’ni 

0x  da )(
)(

0
0 xf

x
xf




  

bo‘ladi. 

Endi  

)(
)(

0
0 xf

x
xf 




  

deb belgilaymiz. 
Ravshanki,  

0x  da .0  

Keyingi tengliklardan topamiz: 

.)()( 00 xxxfxf    

Odatda, bu tenglik funksiya orttirmasining formulasi deyiladi. Undan 

0)(lim 00



xf

x
 

bo‘lishi kelib chiqadi. Bu )(xf  funksiyaning 0x  nuqtada uzluksiz ekanini bildiradi. 

► 

Eslatma. ([2], p. 170, (6.2)) Funksiyaning biror nuqtada uzluksiz bo‘lishidan 

uning shu nuqtada chekli hosilaga ega bo‘lishi har doim ham kelib chiqavermaydi. 

Masalan, ||)( xxf   funksiya 0x  nuqtada uzluksiz, ammo u shu nuqtada hosilaga 

ega emas. 

Mashqlar 

1. Funksiya hosilasi ta’rifidan foydalanib, quyidagi 
( )f x x x , ( ) 3 sinxf x x  

funksiyalarning hosilalari topilsin. 
2. Ushbu 

2

2

, agar ratsional son bo'lsa,
( )

, agar irratsional son bo'lsa,
x x

f x
x x

 
 

 
 

funksiyaning 0x  nuqtada hosilasi mavjud bo‘lishi isbotlansin. 
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Nazorat savollari 

1. Funksiyaning nuqtadagi hosilasi. 

2. Funksiyaning nuqtadagi chap (o‘ng) hosilasi. 

3. Funksiya hosilasining geometrik ma’nosi. 

4. Funksiya hosilasining mexanik ma’nosi. 

 

Glossariy 

 

Argument orttirmasi. 0x x x    ayirma argument orttirmasi deyiladi. 

Funksiya orttirmasi. 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )f f x f x f x x f x        ayirma 

funksiya orttirmasi deyiladi. 

Funksiyaning nuqtadagi chap hosilasi. Agar ushbu 

0

0

0

)()(
lim

0 xx
xfxf

xx 



 

limit mavjud bo‘lsa, bu limit  xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi chap hosilasi deyiladi 

va )0( 0  xf  kabi belgilanadi: 

0

0
00

)()(
lim)0(

0 xx
xfxfxf

xx 





. 
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Funksiyaning nuqtadagi hosilasi. Agar ushbu 

x
xfxxf

x 




)()(
lim 00

0
 

limit mavjud va chekli bo‘lsa, u  xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi hosilasi deyiladi va 

dx
xdf )( 0 , yoki ),( 0xf   yoki 

0
))(( xxf   kabi belgilanadi. Demak, 

x
xfxxfxf

x 





)()(lim)( 00
00 . 

Funksiyaning nuqtadagi o‘ng hosilasi. Agar ushbu  

0

0
0

)()(
lim

0 xx
xfxf

xx 



 

limit mavjud bo‘lsa, bu limit  xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi o‘ng hosilasi deyiladi 

va )0( 0  xf  kabi belgilanadi: 

0

0
00

)()(
lim)0(

0 xx
xfxfxf

xx 





. 

 

Hosilaning geometrik ma’nosi. Г  chiziqda  000 , yxM ,  yxM ,  

nuqtalarni olib, ular orqali o‘tuvchi l  kesuvchini qaraymiz. 

   ГxfxM 000 , ,    ГxfxM , , 0MM   da l  kesuvchi limit holati 

Г  chiziqqa 0M  nuqtada o‘tkazilgan urinma deyiladi. 

Ravshanki,   burchak x  ga bog‘liq:  x .  xf  funksiyaning 

grafigiga 0M  nuqtada o‘tkazilgan urinmaning mavjud bo‘lishi uchun 

 


)(lim
0

x
x

 

ning mavjud bo‘lishi lozim. Bunda  –urinmaning OX  o‘qining musbat yo‘nalishi 

bilan tashkil etgan burchak. 
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Hosilaning mexanik ma’nosi. Aytaylik, P  nuqta to‘g‘ri chiziq bo‘ylab 

)(tss   qonun bilan harakat qilsin, bunda t vaqt, s o‘tilgan yo‘l. Agar vaqtning 1t  

va 2t  )( 21 tt   qiymatlaridagi o‘tilgan yo‘l )(),( 21 tsts  bo‘lsa, unda ushbu nisbat 

12

12 )()(
tt

tsts



 

],[ 21 tt  vaqt oraliђidagi o‘rtacha tezlikni ifodalaydi.  

Quyidagi 

12

12 )()(lim
012 tt

tsts
tt 




 

limit harakatdagi nuqtaning 1t  vaqtdagi oniy tezligini bildiradi. 

Uzluksiz funksiya (nuqtada). Agar 

)()(lim 0
0

xfxf
xx




 

bo‘lsa, )(xf  funksiya 0x  nuqtada uzluksiz deyiladi. 

Uzluksiz funksiya (to‘plamda). Agar )(xf  funksiya RX   to‘plamning har 

bir nuqtasida uzluksiz bo‘lsa, )(xf  funksiya X  to‘plamda uzluksiz deyiladi. 

 

Keys banki 

20-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Ushbu 
2

2

, agar ratsional son bo'lsa,
( )

, agar irratsional son bo'lsa,
x x

f x
x x

 
 

 
 

funksiyaning 0x  nuqtada hosilasi mavjud bo‘lishi isbotlansin. 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va 

tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

 to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual). 
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20-amaliy mashg‘ulot 

Na’muna uchun misollar yechimi 

1 – m i s o l. Agar  f x x x   bo‘lsa,  0f x  topilsin. 

 ◄Aytaylik, 0 0, 0x x   va 0x x  bo‘lsin. Unda 

   
0 0 0

2 2
0 0 0 0

0
0 0 0

lim lim lim 2
x x x x x x

f x f x x x x x x x x
x x x x x x  

    
  

  
 

bo‘ladi. 

 Aytaylik, 0 0 , 0x x   va 0x x  bo‘lsin. U holda 

   
0 0

2 2
0 0

0 0
0 0

lim lim 2 2
x x x x

f x f x x x x x
x x x x 

  
   

 
 

bo‘ladi. 

 Aytaylik, 0 00,x x x   bo‘lsin. U holda 

   
0

0

0
0

lim lim 0
x x x

f x f x x x
x x x 


 


 

bo‘ladi. Demak,  0 02f x x  .► 

Misollar 

Ta’rif yordamida  0f x  topilsin: 

823.   2
0, 0,1f x x x   824.   02sin3 ,

6
f x x x 

   

825.   01 ln 2 , 1f x x x    826.   0,
4

f x x ctgx x     

 

Ta’rif yordamida  f x  topilsin: 

827.   3 2f x x x   828.   1f x
x

  829.  f x x  

830.   3f x x x  831.   2

1
1

f x
x




 832.   12xf x   

833.   lnf x x  834.   sin 2f x x  835.   2f x ctgx   
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836.   arcsinf x x  837.   arccos3f x x  838.    7 1f x arctg x   

839. 2

2
1

xy
x




 840.
2

2

1
1

x xy
x x

 


 
 

841.
   2 31 1

xy
x x


 

 842.
  

 

2 3

2

2 2

1

x x
y

x

 



 

843.
 
 
1
1

p

q

x
y

x





 844.
 1
1

qpx x
y

x





 

845. 3y x x x    846.
3

1 1 1y
x x x

    

847. 23 2y x
x

   848. 21y x x   

849.   2 331 2 3y x x x     850.    1 1m nm ny x x    

851.
2 2

xy
a x




 852.
3

3
3

1
1

xy
x





 

853.
 2 2

1

1 1
y

x x x


  
 

854. y x x x    

855. 3 3 31 1y x    856. cos2 2siny x x   

857.  22 cos 2 siny x x x x    858.    2 2sin cos cos siny x x   

859. sin cosny x nx  860.  sin sin siny x     

861.
2

2

sin
sin

xy
x

  862. 2

cos
2sin

xy
x

  

863.
1

cosny
x

  864.
sin cos
cos sin

x x xy
x x x





 

865.
2 2
x xy tg ctg   866. 3 51 1

3 5
y tgx tg x tg x    

867. 2 83 34y ctg x ctg x   868. 2 2sec cosx xy ec
a a

   
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869.  2 3sin cosy tg x     870. 3
2

9 27ln
2

y x
x x

    

871.    2 5
x x

y


   872.  2 7 8 xy x x e    

873. 2 lnxy x  874. 2logxy e x   

875. 2 3log ln logy x x x    876. log 2xy   

877. log 2 x
xy   878.  22 11 sin cos

2 2
xxxy x x e

 
     
 

 

879. 1
2

x xy e ctg   
 

 880.
ln3 sin cos

3x

x xy  
  

881.
2 2

sin cosax a bx b bxy e
a b


 


 882.
x xx e eey e e e    

883.  0 , 0
x a ba b xy a b

b x a
            
     

 884.  0
a a xa x ay x a a a     

885. 3 2lgy x  886.   ln ln lny x  

887.   2 3ln ln lny x  888.      
21 1 1ln 1 ln 1

2 4 2 1
y x x

x
    


 

889.
2

2

1 1ln
4 1

xy
x





 890.  
4

44

1 1 ln
4 14 1

xy
xx

 


 

891.
1 3 2ln

2 6 3 2
xy
x





 

892.  1 1 1ln ln 0 1
1 1 1 1

x k x ky k
k x k x k

 
   

   
 

893.  1 ln 1 1y x x      

894.  2ln 1y x x    

895.  2 2ln 1 1y x x x x      
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896.    2 2 2 2ln 1 2 1 ln 1 2y x x x x x x x         

897.  
2

2 2 2 2ln
2 2
x ay x a x x a      

898.  1 ln 0 , 0
2

a x by a b
ab a x b


  


 

899.
2 2

2
4

2 3 1 11 3lnx xy x
x x
  

    

900. ln
2
xy tg   

 

Test 

№ Savol 
To‘g‘ri 

javob 

Muqobil 

javob 

Muqobil 

javob 

Muqobil 

javob 

1. 2( )f x x  bo‘lsa, u holda (1)f   ni 

toping. 

2  3 4  5 

2. ( ) sinf x x  bo‘lsa, u holda 

( )f   ni toping. 

1  1 0 1
2

 

3. ( )f x x  bo‘lsa, u holda 

(1000)f   ni toping. 

1 2  3 4  

4. 3( ) 500f x x   bo‘lsa, u holda 

(2)f   ni toping. 

12  13  14  15  

5. ( ) 2f x   bo‘lsa, u holda 

(5000)f   ni toping. 

0 1 2  1  

6. ( ) | |f x x  funksiyaning 0x   

nuqtada o‘ng hosilasini toping. 

1 1  2  2  

7. 2( ) | 5 6 |f x x x    funksiyaning 

2x   nuqtada o‘ng hosilasini 

toping. 

1 10  200  2  
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8. 2( ) sinf x x  funksiyaning 

0x   nuqtada chap hosilasini 

toping. 

1  1 0 1
2

 

9. ( ) | 2 2 |xf x    funksiyaning 

1x   nuqtada chap hosilasini 

toping. 

ln4  ln 4  1 1  

10. 

43

, agar 0
( )

ln , agar 0

x x
f x

x x x

 


 

funksiyaning 0x   nuqtada chap 

hosilasini toping. 

1 2  2  3  
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Mavzu. Hosilani  hisoblash  qoidalari 
21-ma’ruza 

Reja 

10. Ikki funksiya yiђindisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbatining hosilasi. 

20. Murakkab  funksiyaning  hosilasi.   

30. Teskari funksiyaning hosilasi.   

40. Hosilalar jadvali. 

 

10. Ikki funksiya yig`indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbatining hosilasi. 

([1], Theorem 10.1.13, 255-bet) Aytaylik, )(xf  va )(xg  funksiyalari  

  Rba ,  da  berilgan  bo‘lib,  bax ,0   nuqtada )( 0xf   va )( 0xg   hosilalarga 

ega bo‘lsin. Hosila ta’rifiga ko‘ra 

),(
)()(

lim 0
0

0

0
xf

xx
xfxf

xx






                        (1) 

)(
)()(

lim 0
0

0

0
xg

xx
xgxg

xx






                       (2)                       

bo‘ladi.  

1)  xgxf )(  funksiya x0 nuqtada hosilaga ega bo‘lib,  

)()())()(( 000
xgxfxgxf x   

bo‘ladi. 

◄    xgxfxF  )(  deb topamiz:  

0

0

0

0

0

0 )()()()()()(
xx

xgxg
xx

xfxf
xx

xFxF











. 

Bu tenglikda 0xx   da limitga o‘tib, yuqoridagi  (1) va (2) munosabatlarni  

e’tiborga olsak, unda  

)()(
)()(

lim

)()(
lim

)()(
lim

00
0

0

0

0

0

0

0

00

xgxf
xx

xgxg
xx

xfxf
xx

xFxF

xx

xxxx


















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bo‘lishi kelib chiqadi.  Demak, 

)()())()(()( 000 0
xgxfxgxfxF x  .► 

2)  xgxf )(  funksiya 0x  nuqtada hosilaga  ega bo‘lib,  

)()()()())()(( 00000
xgxfxgxfxgxf x   

bo‘ladi.  

◄ )()()( xgxfx   deb  

0

0 )()(
xx

xx



 

nisbatni quyidagicha   

)(
)()(

)(
)()()()(

0

0
0

0

0

0

0 xf
xx

xgxg
xg

xx
xfxf

xx
xx













 

yozib olamiz. So‘ng 0xx   da limitga o‘tib topamiz: 














)(

)()(
lim

)()(
lim)(

)()(
lim

0

0

0

0
0

0

0

000
xf

xx
xgxg

xx
xfxf

xg
xx

xx
xxxxxx

 

).()()()( 0000 xgxfxgxf   

Demak,  

  )()()()()()()( 00000 0 xgxfxgxfxgxfx x  ► 

3) 
)(
)(

xg
xf

 funksiya 00 )0)(( xxg   nuqtada hosilaga ega  bo‘lib,  

)(
)()()()(

)(
)(

0
2

0000
0 xg

xgxfxgxf
xg
xf

x













 

bo‘ladi.  

◄ Modomiki, 0)( 0 xg  ekan, unda 0x  nuqtaning biror atrofidagi x  larda 

0)( xg  bo‘ladi. SHuni e’tiborga olib topamiz:  











)()()(
)()()()()()()()()(

)(
)(
)(

00

000000

0

0

0

xxxgxg
xgxfxgxfxgxfxgxf

xx
xg
xf

xg
xf
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.
)()(

)()(
)()(

)()(
1

0

0
00

0

0

0


















xx
xgxg

xfxg
xx

xfxf
xgxg

 

Bu tenglikda 0xx   da limitga o‘tib,  ushbu  

)(
)(')()()('

)(
)(

0
2

0000
'

0
xg

xgxfxgxf
xg
xf

x











 

tenglikka kelamiz. ► 

1-natija. Agar  xf  funksiya 0x  nuqtada )( 0xf   hosilaga ega bo‘lsa, )(xfc   

funksiya    0xconstc   nuqtada hosilaga ega bo‘lib, 

  )()( 00 xfcxfc x   

bo‘ladi, ya’ni o‘zgarmas sonni hosila ishorasidan tashqariga chiqarish mumkin. 

2-natija. Agar )(...,),(),( 21 xfxfxf n  funksiyalar 0x  nuqtada hosilalarga 

ega bulib, nссс ...,,, 21  o‘zgarmas  sonlar bo‘lsa,  u holda  

  )(...)()()(...)()( 0
'

0
'

220112211 0 xfcxfcxfcxfcxfcxfc nnxnn   

bo‘ladi.  

20. Murakkab  funksiyaning  hosilasi. ([1], Theorem 10.1.15, 256-bet) Faraz 

qilaylik,   xfy   funksiya RX   to‘plamda,  yg  funksiya  Xxxf |)(  

to‘plamda berilgan bo‘lib, Xx 0  nuqtada )(' 0xf  hosilaga,   Xxxfy  |)(0  

nuqtada     000 ygxfy   hosilaga  ega bo‘lsin. U holda   xfg  murakkab  

funksiya 0x  nuqtada hosilaga ega bo‘lib,  

  )())(())(( 00
'

0
xfxfgxfg x   

bo‘ladi.  

◄  yg  funksiyaning 0y  nuqtada )(' 0yg  hosilaga ega bo‘lganligidan  

)()()()()( 0000 yyyyygygyg    

bo‘lishi kelib chiqadi, bunda  

),(xfy   )( 00 xfy   va  0yy   da  0 . 

Keyingi tenglikning har ikki tomonini 0xx   ga bo‘lib topamiz: 
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0

0

0

0
0

0

0 )()()()(
))((

))(())((
xx

xfxf
xx

xfxf
xfg

xx
xfgxfg













 . 

Bundan 0xx   da  limitga o‘tib,  

  )())(())(( 00
'

0
xfxfgxfg x   

tenglikka kelamiz. ► 

30. Teskari funksiyaning hosilasi. ([1], Lemma 10.4.1, Theorem 10.4.2, 262-

bet)  Aytaylik,  xfy   funksiya  ba ,  da berilgan, uzluksiz va qat’iy o‘suvchi 

(qat’iy kamayuvchi) bo‘lib,  bax ,0   nuqtada )(' 0xf  )0)('( 0 xf  hosilaga ega 

bo‘lsin. U holda )(1 yfx   funksiya   000 xfyy   nuqtada hosilaga  ega va 

 
)(

1)(
0

1
0 xf

yf x



  

bo‘ladi.  

◄Ravshanki,  

)())(()()( 0000 xxxxxfxfxf    

bo‘lib, 0xx   da 0  bo‘ladi. Bu tenglikdan  

     )()()()()( 0
11

0
11

00 yfyfyfyfxfyy   

     )()()( 00
11 xfyfyf  

ifodaga kelamiz.  Bundan esa 





 

)(
1)()(

00

0
11

xfyy
yfyf

 

bo‘lishi kelib chiqadi.  

Keyingi tenglikda  0yy   da limitga o‘tib topamiz: 

  .
)(

1)(
0

'1
0 xf

yf y 
 ► 

40. Misollar. 1-misol.   1
   xx  bo‘ladi, R , 0x . 

◄ Aytaylik, 0x  bo‘lsin. Unda   xxf   funksiya uchun  
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x
x

x
x

x
x

xxx








 





 
11

)( 1






 

bo‘lib,  0x  da   1
  xx  bo‘ladi. ► 

2-misol.   aaa xx ln


 bo‘ladi, 0a , Rx . 

◄ xaxf )( funksiya uchun  

x
aa

x
aa x

x
xxx






  1

 

bo‘lib, 0x  da   aaa xx ln


 bo‘ladi. ► 

3-misol.   xx cossin  ,    xx sincos   bo‘ladi, Rx . 

◄   xxf sin  funksiya  uchun  







 












 











2
cos

2

2
sin

2
cos

2
sin12sin)sin( xx

x

x
xxx

xx
xxx

 

bo‘lib, 0x  da   xx cossin   bo‘ladi. Xuddi shunga o‘xshash   xx sincos   

bo‘lishi topiladi► 

4-misol. 
ax

xa ln
1)'log(   bo‘ladi, 0a , 1a , 0x . 

◄ xxf alog)(   funksiya uchun  

x
x

aa
aa

x
x

xx
x

xx
xxx 







 







 








1log11log1)(log)(log
 

bo‘lib, 0x  da  

ax
e

x
x aa ln

1log1)'log(   

bo‘ladi. Xususan,  
x

x 1)'ln(   bo‘ladi. ► 
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5-misol. 
21

1)'(
x

arctgx


  bo‘ladi. 

◄Teskari funksiya hosilasini hisoblash formulasiga asosan  

),( tgyxarctgxy   

22
2

1
1

1
1cos

)'(
1)'('

xytg
y

tgy
arctgxy





  

bo‘ladi. 

Xuddi shunga o‘xshash, 

)),1,1((
1

1)'(arcsin
2




 x
x

x  

)),1,1((
1

1)'(arccos
2




 x
x

x  

21
1)'(
x

arcctgx


  

bo‘ladi.► 

6-misol. Faraz qilaylik, 

  )0)(()( )(  xuxuy xv  

bo‘lib, )(' xu  va )(' xv  lar mavjud bo‘lsin. U holda  

     







 )('

)(
)()(ln)(')()( )(')( xu

xu
xvxuxvxuxu xvxv  

bo‘ladi. 

◄ Ushbu     xVxuy   ni logarifmlab,  

)(ln)(ln xuxvy  , 

so‘ng murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasidan foydalanib topamiz: 

),('
)(

1)()(ln)(''1 xu
xu

xvxuxvy
y

  









 )('

)(
)()()(ln)('' xu

xu
xvxvxuxvyy  
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  .)('
)(
)()(ln)(')( )(









 xu

xu
xvxuxvxu xv ► 

Bu,  

  '.'ln 1'
uuvvuuu vvv                          (3) 

tenglikdan, vuy   funksiya hosilasini hisoblashning quyidagi qoidasi kelib chiqadi: 

vuy   funksiyaning hosilasi ikki qo‘shiluvchidan iborat bo‘lib, birinchi qo‘shiluvchi 

vu  ni ko‘rsatkichli funksiya deb olingan hosilasiga (bunda asos )(xu  o‘zgarmas deb 

qaraladi) ikkinchi qo‘shiluvchi esa vu  ni darajali funksiya deb olingan hosilasiga 

(bunda daraja ko‘rsatkich )(xv  o‘zgarmas deb qaraladi) teng bo‘ladi. 

7-misol. Ushbu  

  xxxf  ,    
xxxxg )(  

funksiyalarning hosilalari  topilsin. 

◄ (3) formuladan foydalanib topamiz: 

  ),1(lnln)(' 1'
  xxxxxxxxf xxxx  

     1)()(')('
)()('ln)(' xfxfxfx xxfxfxxxxxg

x
 

 1))1(ln(ln
xxx xxxx xxxxxx  

).1)1(lnln(1   xxxx xxx x
► 

50. Hosilalar jadvali. Quyida sodda funksiyalarning hosilalarini ifodalovchi 

formulalarni keltiramiz: 

1. .,0)'( constCС   

2. .0,,)'( 1   xRxx    

   .,,)'( 1 RxNnnxx nn    

3. Rxaaaaa xx  ,1,0,ln)'(  

   .,)'( Rxee xx   
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4.    .0,1,0,
ln
1log '  xaa

ax
xa  

      .0,1,0,
ln
1||log '  xaa

ax
xa  

      .0,1ln '  x
x

x  

      .0,1||ln '  x
x

x  

5.  .,cos)'(sin Rxxx   

6. .,sin)'(cos Rxxx   

7. .,
2

,
cos

1)'( 2 Znnx
x

tgx  


 

8. .,,
sin

1)'( 2 Znnx
x

ctgx    

9.  1||,
1

1)'(arcsin
2




 x
x

x  

10. 1||,
1

1)'(arccos
2




 x
x

x  

11. .,
1

1)'( 2 Rx
x

arctgx 


  

12. .,
1

1)'( 2 Rx
x

arcctgx 


  

13. .,)'( Rxchxshx   

14. .,)'( Rxshxchx   

15. .,1)'( 2 Rx
xch

thx   

16. .0,1)'( 2  x
xsh

cthx  
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Mashqlar 

 

1. Aytaylik, )(xf  funksiya Raa  ),(  da berilgan va )(' xf  hosilaga ega 
bo‘lsin. Agar )(xf  juft funksiya bo‘lsa, )(' xf  ham juft funksiya  bo‘lishi 
isbotlansin. 

2. )(xf  funksiya R  da berilgan bo‘lib, )(' xf  hosilaga ega bo‘lsin. Qanday 
nuqtalarda |)(| xf  funksiya hosilaga ega bo‘ladi? 

3. Ushbu 
  fg  

murakkab funksiya hosilasini hisoblash qoidasi topilsin. 
 

Adabiyotlar 

1.  Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.  

2. Xudoyberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A. 

Matematik analizdan ma’rizalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.  

3. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t. M. 

«FIZMATLIT», 2001.  

 

Glossariy  

Murakkab  funksiyaning  hosilasi.  Faraz qilaylik,   xfy   funksiya 

RX   to‘plamda,  yg  funksiya  Xxxf |)(  to‘plamda berilgan bo‘lib, Xx 0  

nuqtada )(' 0xf  hosilaga,   Xxxfy  |)(0  nuqtada     000 ygxfy   

hosilaga  ega bo‘lsin. U holda   xfg  murakkab  funksiya 0x  nuqtada hosilaga ega 

bo‘lib,  

  )())(())(( 00
'

0
xfxfgxfg x   

bo‘ladi.  

 Teskari funksiyaning hosilasi.  Aytaylik,  xfy   funksiya  ba ,  da 

berilgan, uzluksiz va qat’iy o‘suvchi (qat’iy kamayuvchi) bo‘lib,  bax ,0   nuqtada 

)(' 0xf  )0)('( 0 xf  hosilaga ega bo‘lsin. U holda )(1 yfx   funksiya 

  000 xfyy   nuqtada hosilaga  ega va 
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 
)(

1)(
0

1
0 xf

yf x



  

bo‘ladi.  

Keys banki 

 

21-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: )(xf  funksiya R  da berilgan bo‘lib, 

)(' xf  hosilaga ega bo‘lsin. Qanday nuqtalarda ( )f x  funksiya hosilaga ega bo‘ladi? 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va 

tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

 to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual). 

21-amaliy mashg`ulot 

 

1 – m i s o l .  Ushbu 

x4xy 2   

parabolaga abssissasi 1x   bo‘lgan nuqtada o‘tkazilgan urinma va normalning 

tenglamalari topilsin. 

 ◄Abssissasi 1x   paraboladagi nuqtaning ordinatasi 3y   bo‘ladi. 

Parabolaga  3,1   nuqtada o‘tkazilgan urinmaning burchak koeffitsientini topamiz: 

4x2y  ,   21y   

Demak, urinmaning tenglamasi 

 1x23y  , ya’ni 01yx2  , 

normalning tenglamasi esa 

 1x
2
13y  , ya’ni 07y2x   

bo‘ladi.► 

 2 – m i s o l .  Ushbu 
3xy12   
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kubik parabola bo‘yicha xarakat qilayotgan nuqtaning koordinatalaridan qaysi biri 

tezroq o‘zgaradi? 

 ◄Qaralayotgan x  va y  larning t  vaqtning funksiyasi deb topamiz: 

dt
dxx3

dx
dy12 2  

Bu tenglikdan  

4
x

dt
dx:

dt
dy 2

  

bo‘lishi kelib chiqadi. 

 Ravshanki, bu tenglikning chap tomonidagi nisbat nuqta ordinatasining 

o‘zgarish tezligining shu nuqta abssissasining o‘zgarish tezligiga nisbatidan iborat 

bo‘lib, u 2x   bo‘lganda birdan kichik, 2x   bo‘lganda birga teng, 2x   

bo‘lganda esa birdan katta bo‘ladi. Demak, 

1) 2x2   bo‘lganda nuqtaning ordinatasi uning abssissasiga qaraganda 

sekinroq   o‘zgaradi; 

2) 2x   bo‘lganda abssissasi hamda ordinatasining o‘zgarish tezligi bir hil 

bo‘ladi; 

3) 2x   va 2x   bo‘lganda nuqtaning ordinatasi uning abssissasiga 

qaraganda   tezroq   o‘zgaradi.► 

Hosilalar jadvalidan foydalanib, quyidagi funksiyalarning hosilalari topilsin. 

1. 2x1
x2y


  6. 2

2

xx1
xx1y




  

2.   3 32 x3x2x1y   7.    nm nm x1x1y    

3.
22 xa

xy


  8. 3
3

3

x1
x1y




  

4. x
x 2logy   9.

  x
22

excos
2
x1xsin

2
x1y 















  

5.
1x
1xln

4
1y 2

2




  10.   4

4

4 x1
xln

4
1

x14
1y





  
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Ko‘rsatilgan nuqtalarda teskari funksiyalarning hosilalari topilsin: 

972.
5
6y,0y,x

5
1xy 5   973.

2
1y,

2
xcosx2y   

974. 1y,ex1,0y x1,0   975. 0y,1x,xx2y 42   

976.
4
3y,1x0,xx2y 42   

 

 Teskari funksiyaning hosilasi topilsin, ularning aniqlanish sohalari ko‘rsatilsin. 

977. 0x,xlnxy   978. xexy   

979. 0x,
x1

xy 2

2




  980. 0x,chxy   

 

 Parametrik ko‘rinishda berilgan  xyy   funksiya uchun xy  topilsin. 

981.
2

t0,tcosy,tsinx 22 
  982.   t,ty,ex 3t  

983.  t0,tsinby,tcosax  
984.

0t,shtby,chtax   

985. 


 t0,
t

54ty,5t6tx
3

2  

986.          t
3
5,3t1ty,2t1tx 22  

987.      t,tcos1ay,tsintax  

988.  t0,tsinlny,
2
tsinlnx  

 

Uyga vazifa uchun misollar. 

  

1.  1k0
kx1
kx1ln

k1
k

x1
x1ln

k1
1y 











  
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2.  1x1ln1xy   

3.  1xxlny 2   

4.   1x1xxlnxy 22   

5.     x2x1xlnx12x1xlnxy 2222   

6.  22
2

22 axxln
2

aax
2
xy   

7.  0b,0a
bxa
bxaln

ab2
1y 




  

8. 
x

x11ln3x1
x

x32y
2

2
4

2 



  

9. 
2
xtglny    

10. 





 


42

xtglny   

11. xsinlnxctg
2
1y 2    

12. 
xsin1
xsin1lny




  

13. 
xsin

xcos1ln
xsin2

xcosy 2


  

14.  ba0
xcosba

xsinabxcosablny
22





  

15.  6xln6xln3xln
x
1y 23   

16. 44 x16
1

x
1ln

x4
1y    

17.    3 23 2 x11ln3x11
2
3y   
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Test 

1) Hosilasi  hisoblansin.  2016 cos ?x x


   

A) 20152016 sinx x  B) 20162016 sinx x  C) 20152016 sinx x  D) 20142016 sinx x  

2) Hosilasi  hisoblansin.  cos ?arctgx arc x    

A) 2 2

1 1
1 1x x


    

B) 2 2

1 1
1 1x x


 

 

C) 2 2

1 1
1 1x x


    

D) 2 2

1 1
1 1x x


 

 

3) Hosilasi  hisoblansin.  arcsin ?xe x


   

A) 
2

1
1

xe
x


  

B) 
2

1
1

xe
x

 
  

C) 
2

1
1

xe
x


  

D) 
2

1
1

xe
x

 


 

4) Hosilasi  hisoblansin.  cos ?tgx x    

A) 2

1 sin
cos

x
x


 
B) 2

1 sin
cos

x
x


 
C) 2

1 sin
sin

x
x


 
D) 2

1 sin
cos

x
x

   

5) Hosilasi  hisoblansin.  2016 cos ?x x


   

A) 2015 20162016 cos sinx x x x    B) 2015 20162016 cos sinx x x x    

C) 2016 20162016 cos sinx x x x    D) 2015 20152016 cos sinx x x x   

6) Hosilasi  hisoblansin.  2016 cos 2 ?x x


   

A) 2015 20162016 cos 2 2 sin 2x x x x    B) 2015 20162016 cos 2 sin 2x x x x    

C) 2016 20162016 cos 2 2 sinx x x x    D) 2015 20152016 cos 2 2 sin 2x x x x   

7) Hosilasi  hisoblansin.   20161 sin 2 ?x x


    

A)    2015 20162016 1 sin 2 2 1 cos 2x x x x      

B)    2015 20162016 1 sin 2 2 1 cos 2x x x x      

C)    2015 20162016 2 sin 2 2 1 cos 2x x x x      

D)    2016 20162016 1 sin 2 2 1 cos 2x x x x      
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8) Hosilasi  hisoblansin.   3 1 ?tg x


   

A) 2

3
cos (3 1)x 

 

B) 2

1
cos (3 1)x 

 

C) 2

3
cos ( )x

 

D) 2

3
cos (3 1)x




 

9) Hosilasi  hisoblansin.   cos 3 1 ?x x


    

A)    3 sin 3 1 cos 3 1x x x      

B)    3 sin 3 1 cos 3 1x x x     

C)    3 sin 3 1 cos 3 1x x x      

D)    3 sin 3 1 cos 3 1x x x      

10) Hosilasi  hisoblansin.   ?arcctgx    

A) 2

1
1 x


      

B) 2

1
1 x


        

C) 2

1
1 x       

       D) 
2

1
1 x



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Mavzu. Funksiyaning differensiali 
22-ma’ruza 

Reja 

10.  Funksiya differensiali tushunchasi. 

20. Funksiya differensialining sodda qoidalari. 

30. Funksiya differensiali va taqribiy formulalar. 

 

10. Funksiya differensiali tushunchasi. ([1], 6.differential calculus, 185-bet ) 

Faraz qilaylik, )(xf  funksiya ),( ba  da berilgan bo‘lib, ),(),,( 00 baxxbax    

bo‘lsin.  

Ma’lumki, )()()( 000 xfxxfxf   ayirma )(xf  funksiyaning 0x  

nuqtadagi orttirmasi deyiladi.  

1-ta’rif. Agar )( 0xf  ni ushbu 

xxAxf  )( 0  

ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa, )(xf  funksiya 0x  nuqtada differensiallanuvchi 

deyiladi, bunda ,constA   0x , da .0  

Teorema. )(xf  funksiya ),( bax  nuqtada differensiallanuvchi bo‘lishi 

uchun uning shu nuqtada chekli  )(xf   hosilaga ega bo‘lishi zarur va yetarli.  

◄ Zarurligi. )(xf  funksiya ),( bax  nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. 

Ta’rifga binoan,  

xxAxf  )(  

bo‘ladi, bunda constA  , 0x , da .0  

Bu tenglikdan foydalanib topamiz: 

,)(



 A

x
xf

 

.)(lim)(lim
00

AA
x
xf

xx






  

Demak, )(xf   mavjud va   .)( Axf   
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Yetarliligi. )(xf  funksiya ),( bax  da chekli )(xf   hosilaga ega bo‘lsin. 

Ta’rifga ko‘ra  

x
xf

x
xfxxfxf

xx 










)(lim)()(lim)(
00

 

bo‘ladi. Agar  




 )()( xf
x
xf

 

deyilsa, undan  

xxxfxf  )()(  

bo‘lishi kelib chiqadi, bunda 0x  da  .0  Demak, )(xf  funksiya 

differensiallanuvchi.► 

2-ta’rif.  ([1], 6.differential calculus, 185-bet) Funksiya orttirmasidagi 

xxf )(' 0  ifoda )(xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi differensiali deyiladi va  )( 0xdf  

kabi belgilanadi:  

xxfxdf  )(')( 00 . 

Aytaylik, ),( bax  nuqtada  differensiallanuvchi  )(xf  funksiyaning grafigi  

6-chizmada tasvirlangan egri chiziqni ifodalasin: 

 

 
6-chizma. 

 

Keltirilgan chizmadan ko‘rinadiki, 
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tg
AC
DC

  

bo‘lib, xxfACtgDC  )(   bo‘ladi. 

Demak, )(xf  funksiyaning x  nuqtadagi differensiali funksiya grafigiga 

))(,( xfx  nuqtada o‘tkazilgan urinma orttirmasi  DC  ni ifodalar ekan. 

Faraz qilaylik, Rxxxf  ,)(  bo‘lsin. Bu funksiya differensiallanuvchi 

bo‘lib, xxxxdf  )()( , ya’ni xdx   bo‘ladi. Demak, ),( ba  da 

differensiallanuvchi )(xf  funksiya-ning differensialini  

dxxfxdf  )()(  

ko‘rinishda ifodalash mumkin. 

Endi sodda funksiyalarning differensiallarini keltiramiz ([1], 6.differential 

calculus, 175-bet): 

1. );0(,)( 1   xdxxxd    

2. );1,0(,ln)(  aadxaaad xx  

3. );1,0,0(,log1)(log  aaxedx
x

xd aa  

4. ;cos)(sin xdxxd   

5. ;sin)(cos xdxxd   

6. ;...),1,0,
2

(,
cos

1)( 2  kkxdx
x

tgxd   

7. ;...),1,0,(,
sin

1)( 2  kkxdx
x

ctgxd   

8. ;)11(,
1

1)(arcsin
2




 xdx
x

xd  

9. ;)11(,
1

1)(arccos
2




 xdx
x

xd  

10. ;
1

1)( 2 dx
x

arctgxd


  
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11. ;
1

1)( 2 dx
x

arcctgxd


  

12. ;)( chxdxshxd   

13. ;)( shxdxchxd   

14. ;1)( 2 dx
xch

thxd   

15.    01
2  xdx
xsh

cthxd  

20. Funksiya differensialining sodda qoidalari. Faraz qilaylik, )(xf  va )(xg  

funksiyalari ),( ba  da berilgan bo‘lib, ),( bax  nuqtada differensiallanuvchi  

bo‘lsin. U holda ),( bax  da 

1) ;),())(( constcxcdfxfcd    

2) ;)()())()(( xdgxdfxgxfd   

3) ;)()()()())()(( xdgxfxdfxgxgxfd   

4) ).0)((,
)(

)()()()(
)(
)(

2 









 xg
xg

xdgxfxdfxg
xg
xfd  

bo‘ladi.  

Bu tasdiqlardan birini, masalan 3)-sini isbotlaymiz.  

◄Ma’lumki,  

dxxgxfxgxfd ))()(())()((  . 

Agar  

)()()()())()(( xgxfxgxfxgxf   

bo‘lishini e’tiborga olsak, unda quyidagi tenglikka kelamiz: 

 dxxgxfxgxfxgxfd ))()()()(()()((  

)()()()()()()()( xdgxfxdfxgdxxgxfdxxfxg  .► 

Faraz qilaylik, )(xfy   funksiya RX   to‘plamda, )(yg  funksiya 

}:)({ XxxfY   to‘plamda berilgan bo‘lib, )(xf   va )(yg   hosilalarga ega 

bo‘lsin. U holda  
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)())((')))((( xdfxfgxfgd   

bo‘ladi. 

◄ Murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasidan foydalanib topamiz: 

  )())(()())(())(()))((( xdfxfgdxxfxfgdxxfgxfgd  .► 

1-misol. Ta’rifdan foydalanib, ushbu 23)( xxxf   funksiyaning 20 x  

nuqtadagi differensiali topilsin. 

◄ Bu funksiyaning 20 x  nuqtadagi orttirmasini topamiz: 

 122)2(32)2()2()2( 2xxfxff  

xxxxx  )3(11311 2 . 

Demak, dxfd  11)2( .  ► 

30. Funksiya differensiali va taqribiy formulalar. ([1], 6.differential 

calculus, 185-bet) Funksiya differensiali yordamida taqribiy formulalar yuzaga keladi. 

Aytaylik, )(xf  funksiya ),( ba  da berilgan bo‘lib, ),(0 bax   nuqtada chekli 

)( 0xf   hosilaga  )0)(( 0  xf  ega bo‘lsin. U holda 0x  da  

)()()( 00 xxxfxf    

bo‘ladi.  

Ayni paytda, )(xf  funksiya 0x  nuqtada differensiallanuvchi bo‘lib, uning 

differensiali  

xxfxfd  )()( 00  

bo‘ladi. 

Ravshanki,  

)()()( 00 xxdfxf    

bo‘lib, 0x  da  

0
)()( 00 



x

xdfxf
 

bo‘ladi. Natijada  

)()( 00 xdfxf  , 
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ya’ni 

xxfxfxxf  )()()( 000                        (1)                                

taqribiy formula hosil bo‘ladi. (1) formula ),(0 bax   nuqtada differensiallanuvchi 

)(xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi orttirmasi )( 0xf  ni uning shu nuqtadagi 

differensiali )( 0xdf  bilan almashtirish mumkinligini ko‘rsatadi. Bu almashtirishning 

mohiyati funksiya orttirmasi argument orttirmasining, umuman aytganda murakkab 

funksiyasi bo‘lgan holda, funksiya differensiali esa argument orttirmasining chiziqli 

funksiyasi bo‘lishidadir. 

(1) formulada 0xxx   deyilsa, unda  

))(()()( 000 xxxfxfxf                        (2) 

bo‘ladi. 

2-misol. Ushbu 029sin  miqdor taqribiy hisoblansin. 

◄ Agar 0
0 30,sin)(  xxxf  deyilsa, unda (2) formulaga ko‘ra 

4848,0
360
2

2
35,0

360
2)3029(30cos30sin29sin 00

00000 


 

bo‘ladi. ► 

Ma’lumki, ),(0 bax   nuqtada differensiallanuvchi )(xf  funksiya grafigiga 

))(,( 00 xfx  nuqtada o‘tkazilgan urinma-ning tenglamasi quyidagi ko‘rinishda 

yoziladi:  

))(()( 000 xxxfxfy  . 

Demak, (2) taqribiy formula geometrik nuqtai nazardan, )(xf  funksiya ifodalagan 

egri chiziqni 0x  nuqtaning etarli kichik atrofida shu funksiya grafigiga ))(,( 00 xfx  

nuqtada o‘tkazilgan urinma bilan almashtirilishi mumkinligini bildiradi. 

(2) formulada 00 x  deyilsa, u ushbu  

                            xffxf )0(')0()(                              (3) 

ko‘rinishga keladi. 

)(xf  funksiya sifatida ,1,)1( xx    ,xe  ),1ln( x  ,sin x  tgx  
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funksiyalarni olib, ularga (3) formulani qo‘llash natijasida quyidagi taqribiy formulalar 

hosil bo‘ladi: 

,1)1( xx    

,
2
111 xx   

xe x 1 , 

,)1ln( xx   

,sin xx   

.xtgx   

 

Mashqlar 

 

1. Aytaylik, u  va v lar differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lib, ularning 
differensiallari du  va dv  bo‘lsin. Unda ushbu  

22lnarctg vu
v
uy   

funksiyaning differensiali  topilsin. 
2. Ushbu  












бўлса0агар0,

бўлса,0агар,1arctg
)(

x

x
x

x
xf  

funksiya 00 x  nuqtada differensiallanuvchi  bo‘ladimi? 
3. Ushbu  

002,1,02,1,2,1  
miqdorlarning taqribiy qiymati topilsin. 
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Glossariy 

 

Funksiya differensiali tushunchasi.  Faraz qilaylik, )(xf  funksiya ),( ba  da 

berilgan bo‘lib, ),(),,( 00 baxxbax    bo‘lsin.  

Ma’lumki, )()()( 000 xfxxfxf   ayirma )(xf  funksiyaning 0x  

nuqtadagi orttirmasi deyiladi.  

1-ta’rif. Agar )( 0xf  ni ushbu 

xxAxf  )( 0  

ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa, )(xf  funksiya 0x  nuqta-da differensiallanuvchi 

deyiladi, bunda ,constA   0x , da .0  

2-ta’rif. Funksiya orttirmasidagi xxf )(' 0  ifoda )(xf  funksiyaning 0x  

nuqtadagi differensiali deyiladi va  )( 0xdf  kabi belgilanadi:  

xxfxdf  )(')( 00 . 

Aytaylik, ),( bax  nuqtada  differensiallanuvchi  )(xf  funksiyaning grafigi  

6-chizmada tasvirlangan egri chiziqni ifodalasin: 

Keys banki 

 

22-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Ushbu  












бўлса0агар0,

бўлса,0агар,1arctg
)(

x

x
x

x
xf  

funksiya 00 x  nuqtada differensiallanuvchi  bo‘ladimi? 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va 

tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

 to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual). 
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22-amaliy mashg`ulot 

 

1 – m i s o l .  Ushbu 

 
x
3sin

3
xcosxf   

funksiyaning differensiali topilsin. 

 ◄Bu funksiyaning differensialini (2) formuladan foydalanib topamiz: 

  dx
x
3cos

x
3

3
xsin

3
1dx

x
3sin

3
xcos

x
3sin

3
xcosdxdf 2 






 








 






  .► 

 

 2 – m i s o l .  Agar    xvv,xuu   differensiallanuvchi funksiyalar 

bo‘lsa, 

v
uarctgy   

ning differensiali topilsin. 

 ◄Differensial shaklining invariantligi xossasidan foydalanib topamiz: 

22222 vu
udvvdu

v
udvvdu

v
u1

1
v
ud

v
u1

1
v
uarctgddy







































  ► 

 

 3 – m i s o l .  Ushbu 
4 17  

miqdorning taqribiy qiymati topisin. 

 ◄(3) formulada  

  16x,17x,xxf 0
4   deyilsa, unda 1xxx 0   bo‘lib, 

    031,2
32
651

32
12xxfxf17 00

4   

bo‘ladi. Demak, 031,2 .► 

Funksiya differensiali topilsin: 
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1060.
x
1y   1061.  0a

a
xarctg

a
1y   

1062.
ax
axln

a2
1y




  1063. axxlny 2   

1064.  0a
a
xarcsiny    

 

 Differensial topilsin: 

1065.  xlned x   1066.  xx2xd   

1067.   2xln3x2d 3   1068.  xearccosd  

1069.  1xsin2xsin21lnd   1070. 






















35
xsh7

35
xsh5d 57  

1071. 











 x1

x1ln
x1

xarcsind
2

 1072. 










 xsinarctg2

xsin1
xsin1lnd  

1073.  2xxd   

 

 Ko‘rsatilgan nuqtalardagi differensial topilsin: 

1074. 1x,
x

1xln
x
1d 






 

  1075. ex,
e
1x,

x
xlnarctgd 21 





  

1076.
 
 

0x,
x14x5
x321x2d

32

3













 1077. 2x,1x,
x

2xd 21x

x2









 

 

 Agar ,,u  lar x  ning differensiallanuvchi funksiyalari bo‘lsa,  xyy   

funksiyaning differensiali topilsin: 

1078.  uy  1079. 2
uy


  1080.
22u

1y


  

1081.



uarctgy  1082. 22ulny    
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 Topilsin: 

1083.    963
3 xx2x

xd
d

  1084.   







x
xsin

xd
d

2  1085.
 
 xcosd

xsind
 

1086.
 
 ctgxd

tgxd
 1087.

 
 xarccosd

xarcsind
  

 

 Quyidagi oshkormas yoki parametrik ko‘rinishda berilgan  xyy   

funksiyaning ko‘rsatilgan nuqtadagi differensiali topilsin: 

 

1088.  2;1,x6yy 23   1089  3;1,016y10x8yx 2244   

1090.  00
245 y;x,xyxy   1091.  00 y;x,0ylnyx   

1092.  1;2,06xyxy 3 2   1093.  2;4,0y2xe
1

y
x
2














 

1094.     ;1,01yx33
2yxsin  1095.  0;1,0

yx
xlnxy4 33 


  

1096.          0;4,3t1ty,2t1tx 22   

1097.   





 

e4
9;

e
2,e1ty,

t
ex t2

t

 

 

 Funksiya orttirmasini differensial bilan almashtirib, quyidagi qiymatlar taqribiy 

hisoblansin: 

1098. 3 02,1  1099. 029sin  1100. 0151cos  

1101. 05,1arctg  1102. 11lg   
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Test 

 

1)Differensial hisoblansin. 2016( ) ?d x   

A) 20152016x dx   B) 20162016x dx  C) 20152015x dx       D) 20152016x dx  

2)Differensial hisoblansin. (cos ) ?d x tgx   

A) 2

1sin
cos

x dx
x

   
    

B) 2

1sin
cos

x dx
x

   
 

 

C) 2

1sin
sin

x dx
x

   
    

      D)  2

1cos
cos

x dx
x

   
 

 

3)Differensial hisoblansin. 2(cos 2 ) ?xd x e   

A)  2sin 2 xx e dx    B)  2sin 2 xx e dx  

C)  sin 2 xx e dx
  

      D)  2sin xx e dx  

4)Differensial hisoblansin. 2(cos 2 ) ?xd x e   

A)  2 22sin 2 2cos 2x xx e x e dx      B)  2 22sin 2cos 2x xx e x e dx     

C)  2 22sin 2 cosx xx e x e dx   
  

      D)  2 22sin 2cosx xx e x e dx     

5)Differensial hisoblansin. 2016 2( ) ?xd x e   

A)    2016 2 2 2016x xx d e e d x    B)    2016 2 2 2016x xx d e e x d x     

C)    2016 2 2 20162016x xx d e e x d x           D)    2016 2 2 20152016x xx e d x e x d x       

6)Differensial hisoblansin. 2016( cos ) ?d x x   

A)    2016 2016cos cosx d x x d x    

B)    2016 2016cos cos 2016x d x x x d x      

C)    2016 2016sin cos 2016x x d x x x d x        

      D)    2016 2015sin cos 2016x x d x x x d x        

7)Differensial hisoblansin. (cos ) ?d x   

A) sin ( )x d x   B) sin ( )x d x   C) sin x       D) sin x  

8)Differensial hisoblansin.  (ln 2 1 ) ?d x    
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A) 2 ( )
2 1

d x
x   

B) 
1 ( )

2 1
d x

x    
C) 

2 ( )
2 1

d x
x




      D) 
2

2 1x 
 

9)Differensial hisoblansin. ( cos ) ?d x x ctgx    

A) 2

cos1 sin ( )
sin

xx ctgx d x
x

    
   

B) 2

cos1 sin ( )
sin

xx ctgx d x
x

    
 

 

C) 2

cos1 sin ( )
sin

xx ctgx d x
x

    
   

      D) 2

cos1 sin ( )
sin

xx ctgx d x
x

    
 

 

10)Taqribiy  hisoblang. sin 29 ?  

A) 0,4848  B) 0,4747  C) 0,4546        D) 0,4948  
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Mavzu. Funksiyaning yuqori tartibli hosila va  

differensiallari 
23-ma’ruza 

Reja 

10.  Funksiyaning yuqori tartibli hosilalari. 

20. Funksiyaning yuqori tartibli differensiallari. 

30. Differensial shaklining invariantligi. 

 

10. Funksiyaning yuqori tartibli hosilalari. ([1],6.8 Higher-order 

derivatives, 187-bet) Faraz qilaylik, )(xf  funksiya ),( ba  da berilgan bo‘lib,  

),( bax  da  )(xf   hosilaga ega bo‘lsin. Bu )(xf   funksiyani )(xg  orqali 

belgilaymiz:  

)),(()()( baxxfxg  . 

1-ta’rif. Agar ),(0 bax   nuqtada )(xg  funksiya )( 0xg   hosilaga ega bo‘lsa, 

bu hosila  )(xf  funksiyaning  0x  nuqtadagi ikkinchi tartibli hosilasi deyiladi va  

)( 0xf   yoki 2
0

2 )(
dx

xfd
 kabi belgilanadi. 

Xuddi shunga o‘xshash, )(xf  ning 3-tartibli  xf  , 4-tartibli  xf IV  va h.k. 

tartibli hosilalari ta’riflanadi. 

Umuman, )(xf  funksiyaning n tartibli hosilasi  )()( xf n  ning hosilasi )(xf  

funksiyaning  )1(n tartibli hosilasi  deyiladi:  

  )()( )()1( xfxf nn . 

Odatda, )(xf  funksiyaning ...),(),( xfxf   hosilalari uning yuqori tartibli  

hosilalari deyiladi. SHuni ta’kidlash lozimki, )(xf  funksiyaning ),( bax  da 

n tartibli hosilasining mavjudligi bu funksiyaning shu nuqta atrofida 

 )1(...,,2,1 n tartibli hosilalari mavjudligini taqoza etadi. Ammo bu 

hosilalarning mavjudligidan n tartibli hosila mavjudligi, umuman aytganda, kelib 
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chiqavermaydi. 

Masalan,  

2
||)( xxxf   

funksiyaning hosilasi ||)(' xxf   bo‘lib, bu funksiya 0х  nuqtada hosilaga ega 

emas, ya’ni berilgan funksiyaning 0х  da birinchi tartibli hosilasi mavjud, ikkinchi 

tartibli hosilasi esa mavjud emas. 

1-misol.  xaxf )(  bo‘lsin,  .,0 Rxa   Bu funksiya uchun  

,ln)( aaa xx   

,)(ln)ln()( 2aaaaa xxx   

umuman 
nxnx aaa )(ln)( )(                                  (1) 

bo‘ladi.  (1) munosabatning o‘rinli bo‘lishi matematik induksiya usuli bilan 

isbotlanadi. 

2-misol. xxf sin)(   bo‘lsin. Bu funksiya uchun 

,
2

2sinsin)(cos)(sin

,
2

sincos)(sin







 







 





xxxx

xxx
 

 

Umuman,  







 

2
sin)(sin )( nxx n  

bo‘ladi. 

SHunga o‘xshash,  







 

2
cos)(cos )( nxx n  

bo‘ladi. 

3-misol. xxf )(   bo‘lsin,  Rx  ,0 . Bu funksiya uchun  
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,)1()()(

,)(
21

1
















xxx

xx
 

umuman,  
nn xnx    )1)...(2)(1()( )(  

bo‘ladi. 

Xususan,  )0(,1)(  x
x

xf  funksiya uchun  

1

)( !)1(1












n

nn

x
n

x
 

bo‘lib, undan 

n

n
n

x
nx )!1()1()(ln

1
)( 




 

bo‘lishini topamiz. 

Faraz qilaylik,  )(xf  va )(xg  funksiyalar ),( ba  da berilgan bo‘lib, 

),( bax  da  )()( xf n  va )()( xg n  hosilalarga ega bo‘lsin. U holda: 

1) constcxfcxfc nn  ),())(( )()( ; 

2) )()())()(( )()()( xgxfxgxf nnn  ; 

3) )()())()(( )(

0

)()( xgxfCxgxf kn
n

k

kk
n

n 


                                  (2) 

)()(,
!

)1)...(1( )0( xfxf
k

knnnCk
n 






 

  

bo‘ladi. 

◄ Bu tasdiqlardan 3)-sining isbotini  keltiramiz. Ravshanki, 1n  da (2) 

munosabat o‘rinli bo‘ladi. Aytaylik, (2) munosabat 1n  da o‘rinli bo‘lsin: 

)()())()(( )1(
1

0

)(
1

)1( xgxfCxgxf kn
n

k

kk
n

n 





   . 

Keyingi tenglikni  hamda  
k
n

k
n

k
n ССС  


1
11  
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bo‘lishini e’tiborga olib, topamiz: 

  







 


 






  )()())()(())()(( )1(
1

0

)(
1

)1()( xgxfCxgxfxgxf kn
n

k

kk
n

nn  

 







 )()())()()()(( )(0

1
)()()1(

1

0

)1(
1 xgxfCxgxfxgxfC n

n
knkkn

n

k

kk
n  

 








 )()()()()( )(1

1
)()(

1

1

0
1 xgxfCxgxfCC nk

n
knkk

n

n

k

k
n  

)()( )(

0

)( xgxfC kn
n

k

kk
n




 ► 

Odatda, (2)  Leybnits formulasi deyiladi. 

4-misol. Ushbu  

xxy 2cos2  

funksiyaning n tartibli  hosilasi  topilsin. 

◄Leybnits formulasida 2)(,2cos)( xxgxxf   deb olamiz. Unda bu 

formulaga ko‘ra, ayni paytda 2)( xxg   funksiya uchun 2k  bo‘lganda 

)2(,0)()( )(2)(  kxxg kk  

bo‘lishini e’tiborga olib topamiz: 

. 

Ravshanki,  

,
2

2cos2)2(cos )( 





 

nxx nn  

, 
2

2sin2
2

)1(2cos2)2(cos 11)1( 





 






    nxnxx nnn

. 
2

2cos2
2

)2(2cos2)2(cos 12)2( 





 






    nxnxx nnn  

Demak, 

.
2

2sin2
2

2cos
4

)1(2)2cos( 2)(2 





 






 






 


 nxnxnxnnxxx nnn ► 



 
 

NamDU  MATEMATIKA KAFEDRASI                                       Xakimov R. 
 

295 

 MATEMATIK ANALIZ I-kurs 

20. Funksiyaning yuqori tartibli differensiallari. ([1],6.8 Higher-order 

derivatives, 187-bet) Faraz qilaylik, )(xf  funksiya ),( ba  da berilgan bo‘lib, 

),( bax   nuqtada  )(xf   hosilaga ega bo‘lsin. Ravshanki,  )(xf  funksiyaning 

differensiali  

dxxfxdf )()(                                   (3) 

bo‘lib, bunda xdx   funksiya argumentning ixtiyoriy orttirmasi. 

2-ta’rif. )(xf  funksiyaning ),( bax  nuqtadagi differensiali )(xdf  ning 

differensiali  )(xf  funksiyaning ),( bax  nuqtadagi ikkinchi tartibli differensiali 

deyiladi va  )(2 xfd  kabi belgilanadi:  

))(()(2 xdfdxfd  . 

Xuddi shunga o‘xshash, )(xf  funksiyaning uchinchi )(3 xfd , to‘rtinchi 

)(4 xfd  va h.k. tartibdagi differensiallari ta’riflanadi. 

Umuman, )(xf  funksiyaning n tartibli differensiali )(xfd n  ning 

differensiali )(xf  funksiyaning  )1(n tartibli differensiali deyiladi:  

))(()(1 xfddxfd nn  . 

5-misol. Ushbu  
xxexf )(  

funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali topilsin. 

◄ Berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini ta’rifiga ko‘ra  

topamiz: 

  )()())(())(()(2 dxedxxeddxexdedxeddxdfdxfd xxxxx  

  22 )()()()()( dxxedxedxdxexdedxdedxxed xxxxxx

  .)()2()()( 2222 dxexdxedxedxex xxxx   ► 

Differensiallash qoidasidan foydalanib topamiz: 

,))(()())(())(())(()( 22 dxxfdxxfdxxfddxdxxfdxdfdxfd           (4) 
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nnn dxxfxfd

dxxfxfddxfd

))(()(

............................................
,))(())(()(

)(

323




 

 

Masalan, yuqorida keltirilgan misol uchun  

  222 )()()()()( dxxeedxxexed xxxx  

22 )()2())(( dxexdxxeee xxxx    

bo‘ladi. 

Aytaylik, )(xf  va )(xg  funksiyalar ),( ba  da berilgan bo‘lib, ),( bax  

nuqtada n tartibli differensiallarga ega bo‘lsin. U holda: 

;),())(()1 constcxfdcxfcd nn   

);()())()(()2 xgdxfdxgxfd nnn   

  )()()()())()(()3 11 xdgxfdCxgxfdxgxfd n
n

nn  

)()(...)()(... xgdxfxgdxfdC nkknk
n    

bo‘ladi. 

Bu munosabatlarning 1), 2) – larning isboti ravshan. 3) – munosabatni 

isbotlashda (2) formuladan foydalaniladi. 

30. Differensial shaklining invariantligi. Aytaylik, )(xfy   funksiya ),( ba  

da differensiallanuvchi bo‘lib, x  o‘zgaruvchi o‘z navbatida biror t  o‘zgaruvchining 

],[   da differensiallanuvchi funksiyasi bo‘lsin: 

]).,[)(],,[()( batxttx    

Natijada  

))(()( tfxfy   

bo‘ladi. Bu funksiyaning differensiali 

dxxftdtfdtttfdttfdy )()())(()())(()))(((    

bo‘lib, u (3) ko‘rinishga ega bo‘ladi. SHunday qilib, )(xfy   funksiyada x  

o‘zgaruvchi erkli bo‘lgan holda ham, u biror t  o‘zgaruvchiga boђliq bo‘lgan holda 
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ham )(xfy   funksiya differensialining ko‘rinishi bir xil bo‘ladi. Odatda bu 

xususiyat differensial shaklining invariantligi deyiladi. 

))(( tfy   funksiyaning ikkinchi tartibli differen-siali quyidagicha bo‘ladi: 

 )()()())(()(2 dxdxfdxxfddxxfddfdyd  

.)()()( 22 xdxfdxxf   

Bu munosabatni (4) munosabat bilan solishtirib ikkin-chi tartibli 

differensiallarda differensial shaklining invariantligi xossasi o‘rinli emasligini 

topamiz. 

Mashqlar 

1. Ushbu  
3||)( xxf   

funksiya  0x  nuqtada uchinchi tartibdagi hosilaga ega bo‘ladimi? 

2. Ushbu  

)1sin(sin)1()( 2  xxxxf  

funksiyaning n tartibli hosilasi topilsin  ).2( n  

3. Agar  )(xfy   funksiya  n tartibli hosilaga ega bo‘lsa,  

nnnn dxbaxfabaxfd )()()( )(   

bo‘lishi isbotlansin. 
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Glossariy 

 

.Funksiyaning yuqori tartibli hosilalari. Faraz qilaylik, )(xf  funksiya ),( ba  

da berilgan bo‘lib,  ),( bax  da  )(xf   hosilaga ega bo‘lsin. Bu )(xf   funksiyani 

)(xg  orqali belgilaymiz:  

)),(()()( baxxfxg  . 

1-ta’rif. Agar ),(0 bax   nuqtada )(xg  funksiya )( 0xg   hosilaga ega bo‘lsa, 

bu hosila  )(xf  funksiyaning  0x  nuqtadagi ikkinchi tartibli hosilasi deyiladi va  

)( 0xf   yoki 2
0

2 )(
dx

xfd
 kabi belgilanadi.  

Leybnits formulasi 

 )()())()(( )(

0

)()( xgxfCxgxf kn
n

k

kk
n

n 


                                   

)()(,
!

)1)...(1( )0( xfxf
k

knnnCk
n 






 

  

2-ta’rif. )(xf  funksiyaning ),( bax  nuqtadagi dif-ferensiali )(xdf  ning 

differensiali  )(xf  funksiyaning ),( bax  nuqtadagi ikkinchi tartibli differensiali 

deyi-ladi va  )(2 xfd  kabi belgilanadi:  

))(()(2 xdfdxfd  . 

Differensial shaklining invariantligi. Aytaylik, )(xfy   funksiya ),( ba  da 

differensiallanuvchi bo‘lib, x  o‘zgaruvchi o‘z navbatida biror t  o‘zgaruvchining 

],[   da differensiallanuvchi funksiyasi bo‘lsin: 

]).,[)(],,[()( batxttx    

Natijada  

))(()( tfxfy   

bo‘ladi. Bu funksiyaning differensiali 

dxxftdtfdtttfdttfdy )()())(()())(()))(((    
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bo‘lib, u (3) ko‘rinishga ega bo‘ladi. SHunday qilib, )(xfy   funksiyada x  

o‘zgaruvchi erkli bo‘lgan holda ham, u biror t  o‘zgaruvchiga boђliq bo‘lgan holda 

ham )(xfy   funksiya differensialining ko‘rinishi bir xil bo‘ladi. Odatda bu 

xususiyat differensial shaklining invariantligi deyiladi. 

 

Keys banki 

 

21-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Agar )(xfy   funksiya n -tartibli hosilaga ega 

bo‘lsa,  
nnnn dxbaxfabaxfd )()()( )(   

bo‘lishi isbotlansin. 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va 

tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

 to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual). 

23-amaliy mashg`ulot 

1 – m i s o l .  Ushbu 

  3xxf   

funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi topilsin. 

 ◄Aytaylik, 0x  bo‘lsin, Unda 

 









0xагар,x
,0xагар,x

xf
3

3

 

bo‘lib, 

 









0xагар,x3
,0xагар,x3

xf
2

2

 

bo‘ladi. 

 Aytaylik, 0x   bo‘lsin. Bu holda ta’rifga binoan 
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      0
x
x

lim
x

0fx0flim0f
3

0x0x












 

bo‘ladi. 

 Demak, berilgan funksiya x  ning barcha qiymatlarida hosilaga ega bo‘lib, 

  signxx3xf 2  

bo‘ladi. 

 Xuddi yuqoridagidek, 0x   bo‘lganda 

 








0x,0xагар,x6

,0xагар,x6
xf  

bo‘lgan 

      0
x

xsignx3lim
x

0fx0flim0f
2

0x0x












 

bo‘lib, barcha x  larda 

  x6xf   

bo‘ladi.► 

 

 2 – m i s o l .  Ushbu 

 
6x5x

3x2xf 2 


  

funksiyaning n -tartibli hosilasi topilsin. 

 ◄Ravshanki, 

2x
7

3x
9

6x5x
3x2

2 








 

bo‘lib, 
     

       n1n1
nnn

2 2x73x9
2x

7
3x

9
6x5x

3x2  






























 

bo‘ladi. 3 0  dagi 4)–formuladan foydalanib topamiz: 
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         
 

         
 

.
2x

!n12x!n12x

,
3x

!n13x!n13x

1n

n
1nnn1

1n

n
1nnn1

















 

Demak, 
   

 
 
  1n

1n

1n

nn

2 2x
!n17

3x
!n19

6x5x
3x2





 


















.► 

 Faraz qilaylik, x  o‘zgaruvchi va uning funksiyasi y  lar biror yordamchi t  

o‘zgaruvchi (parametr) orqali berilgan bo‘lsin: 

   ty,tx   

y  ning x  bo‘yicha hosilalari quyidagi formulalar yordamida topiladi: 

dt
dx
dt
yd

dx
ydy

dt
dx
dt
yd

dx
ydy

dt
dx
dt
dy

dx
dyy

















 (2) 

                                   

 3 – m i s o l .  Parametrik ko‘rinishda berilgan ushbu 
atat eaty,e1x   

funksiyaning uchinchi tartibli hosilasi topilsin. 

 ◄Bu funksiyaning hosilalarini (2) formuladan foydalanib topamiz: 

;ee
ae

aea
dt
dx:

dt
dy

dx
dyy at2at

at

at







  

;ee2
ae

aeae2
dt
dx:

dt
yd

dx
ydy at2at3

at

atat2













  
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at4at3
at

at3at2

e6e2
ae

ae6ae2
dt
dx:

dt
yd

dx
ydy 












 .► 

 

 4 – m i s o l .  Agar dv,du,v,u  hamda vd,ud 22  lar ma’lum bo‘lsa, 









v
ud2  topilsin. 

 ◄Ta’rif hamda sodda qoidalardan foydalanib topamiz: 

   










 
























4

22

2
2

v
dvudvvduudvvdudv

v
udvvdud

v
udd

v
ud  

   



 4

222

v
dvudvvduv2dudvvuddvduuvdv

 

2
32

2
2

2 dv
v
u2dudv

v
2vd

v
uud

v
1

 .► 

Ikkinchi tartibli hosila topilsin: 

1103. 11x13xy 2   1104. 98x
1x101y   

1105.
 

2

2

x1
x131xy




  1106. xcosy 2  

1107. xchxshy 22   1108.  1xxlny 2   

1109.  1xxarctgy 2   1110.
2xx2

x1arctgy



  

1111.
1x
1xarcsiny 2

2




  

1112.

xx1
xx1ln

x
1xarctg2y

4 4

4 44 4







  

1113.    0y,0y   va  0y   lar topilsin: 

 xsincosey xsin   

 Funksiyaning ikkinchi differensiali topilsin: 

1114.   x2 e1xxy   1115. x2ctgx2y   
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1116.  xlnsinxlncosxy   1117. xxy   

 

 Agar    x,xuu   - ikki marta differensiallanuvchi funksiyalar 

bo‘lsa, yd2  topilsin. 

1118.  uy  1119.



uy  

1120. nmuy   (m  va n -o‘zgarmas sonlar) 1121. uay   

1122. 22ulny   1123.



uarctgy  

 

 2

2

dx
yd

 topilsin: 

1124. 23 ty,tx   1125. 3

3

3

2

t1
ty,

t1
tx





  

1126. t2coslny,tcoslnx   1127. tsinby,tcosax   

1128.   tcostsiny,tsintcos1x 22   1129. chttshty,shttchtx   

1130.   t
t

e1ty,
t1

ex 


  1131. ttgty,
tcos

1x   

1132. tlogtgy,tlogsinx 22   1133. tsintcos 22
2y,2x   

 

 Oshkormas ko‘rinishda berilgan  xyy   funksiya uchun y   topilsin: 

1134. 222 ayx   1135. 222 ayx   

1136. 1
b
y

a
x

2

2

2

2

  1137. px2y 2   

1138. yxe yx   1139. 01xln2e y2   

1140. 0yxlnxtgy 22   1141.
24 yx2 ey   

 

 Ko‘rsatilgan tartibdagi hosilalar topilsin: 
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1142.      632 y;3x1x2xy   va  7y  1143. y;
x
ay m

  

1144.  10y;xy   1145.  8
2

y;
x1

xy


  

1146.  100y;
x1

x1y



  1147.  20x22 y;exy   

1148.  10
x

y;
x
ey   1149.  5y;xlnxy   

1150.  5y;
x
xlny   1151.  502 y;x2sinxy   

1152. y;
x31
x3cosy 3




  1153.  10y;x3sinx2sinxsiny   

1154.  100y;shxxy   1155. ivx y;xcosey   

1156.  62 y;xlnxsiny    

 

  xyy   funksiya uchun ko‘rsatilgan tartibdagi differensiallar topilsin: 

1157. yd;xy 55  1158. yd;
x

1y 3  

1159. yd;x2cosxy 10  1160. yd;xlney 4x  

1161. yd;chxxcosy 6   

1162.Oshkormas  xyy   funksiya berilgan tenglamani qanoatlantirishi isbotlansin: 

1)    32 yyyy,BxylnAy   

2)    23x
y

yyxyx,xeBxA   

 

 Quyidagi funksiyalar uchun   xy n  topilsin: 

1163. x33 exxy   1164. n
1n

1
n

0 a...xaxay    

1165.
x1
x1y




  1166.
dcx
baxy




  
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1167.  baxlny   1168. xsiny 2  

1169. bxsinaxsiny   1170. chbxchaxy   

1171. x2sinxsiny 2  1172. xcosxsiny 44   

1173. xcosy 4  1174.
x21

1y


  

1175.
12x4x

xy 2 
  1176. 2

2

x1
x1y




  

1177.
2x3x2

x23y 2

2




   

 

 ydn  topilsin: 

1178. xnexy   1179.
x
xlny   

1180.Tenglik isbotlansin: 
 

  x
1

1n

nn

x
1

1n e
x

1ex 














  

Ko‘rsatma: Matematik induksiya usulini qo‘llang. 

 

Test 

1)Funksiyani  n-tartibli  hosilasi hisoblansin.   siny x x  

A) sin
2

x n    
    

B) sin
3

x n    
 

 

C) sin ( 1)
2

x n     
   

      D) sin ( 1)
2

x n     
 

 

2)Funksiyani  n-tartibli  hosilasi hisoblansin.   cosy x x  

A) sin ( 1)
2

x n     
    

B) cos
3

x n    
 

 

C) cos ( 1)
2

x n     
    

      D) cos ( 1)
2

x n     
 
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3)Funksiyani  n-tartibli  hosilasi hisoblansin.   2 1xy x e   

A) 2 12n xe   B) 12n xe   C) 1 2 12n xe        D) 2n xe  

4)Funksiyani  n-tartibli  hosilasi hisoblansin.   cos 2y x x  

A) 2 cos 2
2

n x n     
    

B) 2 sin 2
2

n x n     
 

 

C) 2 sin 2
3

n x n     
    

      D) 2 sin
2

n x n     
 

 

5)Funksiyani  n-tartibli  hosilasi hisoblansin.   ny x x  

A) !n  B) ( 1)!n   C) 1       D) !!n  

6)Funksiyani  n-tartibli  differsiali  hisoblansin.   ny x x  

A) ! ( )nn dx  B) ( 1)! ( )nn dx   C) ( )ndx       D)  !! nn dx  

7)Funksiyani  3-tartibli  differsiali  hisoblansin.   3 2 8 9y x x x x     

A) 36 ( )dx   B) 33 ( )dx      C) 3( )dx          D)  32 dx  

7)Funksiyani  3-tartibli  differsiali  hisoblansin.   3 2 8 9y x x x x     

A) 36 ( )dx       B) 33 ( )dx       C) 3( )dx         D)  32 dx  

8)Funksiyani  2-tartibli  differsiali  hisoblansin.   3 2 8 9y x x x x     

A) 2(6 2) ( )x dx   B) 2(3 1) ( )x dx   C)   36 2 ( )x dx       D)  2(2 2)x dx  

9)Funksiyani  2-tartibli  differsiali  hisoblansin.   sin cosy x x x   

A)  2( sin cos )x x dx   B)  2( sin cos )x x dx   

C)  2(sin cos )x x dx         D)  2(sin cos )x x dx  

10)Funksiyani  2-tartibli  differsiali  hisoblansin.   2 cosy x x x   

A)  2(2 cos )x dx   B)  2(2 cos )x dx  

C)  2(2 cos 2 )x dx         D)  2(2 cos 2 )x dx  
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Mavzu. Asosiy teoremalar 
24-ma’ruza 

Reja 

10.  Hosilaga ega bo‘lgan funksiyalar haqidagi teoremalar. 

20. Funksiya hosilasinig uzilishi haqida. 

 

10. Hosilaga ega bo‘lgan funksiyalar haqidagi teoremalar. ([1] 6.5 

Theorems of Rolle and of the Mean Value  181, [2] 10.2 Local maxima, local 

minima and derivatives, 295-bet) Bu teoremlar funksiyalarni tekshirishda muhim rol 

o‘ynaydi. 

1-teorema (Ferma teoremasi). )(xf  funksiya RX   to‘plamda berilgan. 

Xx 0  nuqtaning atrofi uchun )0(),()( 000   XxxxU  bo‘lib, 

quyidagi shartlar bajarilsin: 

1) )( 0xUx   da )),()(()()( 00 xfxfxfxf   

2) )( 0xf  mavjud va chekli bo‘lsin. 

U holda  0)( 0  xf  bo‘ladi. 

◄ Aytaylik, )( 0xUx   da )()( 0xfxf  bo‘lsin. Ravshanki, bu holda  

0)()( 0  xfxf  

bo‘ladi. 

SHartga ko‘ra )(xf  funksiya 0x  nuqtada chekli  )( 0xf   hosilaga ega. 

SHuning uchun 

0

0

00

0

00

0
0

)()(
lim

)()(
lim

)()(
lim)(

000 xx
xfxf

xx
xfxf

xx
xfxf

xf
xxxxxx 














 

bo‘ladi. Ayni paytda, 0xx   bo‘lganda 

,0)('
)()(

lim0
)()(

0
0

0

00

0

0










xf

xx
xfxf

xx
xfxf

xx
 

0xx   bo‘lganda 
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0)('
)()(

lim0
)()(

0
0

0

00

0

0










xf

xx
xfxf

xx
xfxf

xx
 

bo‘lishidan   0)(' 0 xf  ekani kelib chiqadi. ► 

2-teorema (Roll teoremasi). Faraz qilaylik,  )(xf  funksiya ],[ ba  da berilgan 

bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin: 

1) ],,[)( baCxf   

2) ),( bax  da )(xf   mavjud va chekli, 

3) )()( bfaf   bo‘lsin. 

U holda shunday ),(0 bax  nuqta topiladiki, 0)( 0  xf  bo‘ladi. 

◄ SHartga ko‘ra ],[)( baCxf  . Unda Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga 

ko‘ra  )(xf  funksiya  ],[ ba  da o‘zining eng katta va eng kichik qiymatlarga erishadi, 

ya’ni shunday 21 , cс   nuqtalar ]),[,( 21 bacc   topiladiki, 

]},,[|)(max{)( 1 baxxfcf   

]},[|)(min{)( 2 baxxfcf   

bo‘ladi. 

Agar )()( 21 cfcf   bo‘lsa, unda   ],[ ba  da constxf )(  bo‘lib, 

),(0 bax   da 0)(' 0 xf  bo‘ladi. 

Agar )()( 21 cfcf   bo‘lsa, unda )()( bfaf   bo‘lganligi sababli )(xf  

funksiya  )( 1cf  hamda )( 2cf  qiymatlarning kamida bittasiga ],[ ba  segmentning 

ichki )( 00 bxax   nuqtasida erishadi. Ferma teoremasiga binoan 0)( 0  xf  

bo‘ladi. ► 

3-teorema (Lagranj teoremasi). Faraz qilaylik, )(xf  funksiya ],[ ba  da 

berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin: 

1) ],[)( baCxf  , 

2) ),( bax  da )(xf   hosila mavjud va chekli bo‘lsin. 

U holda shunday ),( baс  nuqta topiladiki,  

))(()()( abcfafbf   
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bo‘ladi. 

◄ Ushbu 

)()()()()()( ax
ab

afbfafxfxF 



                  (1) 

funksiyani qaraymiz. Bu funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini 

qanoatlantiradi. Ayni paytda, uning hosilasi  

ab
afbfxfxF




 )()()()(  

bo‘ladi. 

Roll teoremasiga binoan, shunday )),(( baсc    nuqta topiladiki,  

0)(' cF                                   (2) 

bo‘ladi. 

(1) va (2) munosabatlardan 

0)()()( 




ab

afbfcf , 

ya’ni 

))(()()( abcfafbf   

bo‘lishi kelib chiqadi. ► 

1-natija. Aytaylik, )(xf  funksiya ),( ba  da )(xf   hosilaga ega bo‘lib, 

),( bax  da 0)(  xf   bo‘lsin. U holda ),( bax  da constxf )(  bo‘ladi. 

◄ ),(, 0 baxx   ni olib, chekkalari x  va 0x  bo‘lgan segmentda )(xf  

funksiyaga Lagranj teoremasini qo‘llab constxfxf  )()( 0  bo‘lishini topamiz. ► 

2-natija. )(xf  va )(xg  funksiyalari ),( ba  da )(xf  , )(xg   hosilalarga ega 

bo‘lib, ),( bax  da )()( xgxf   bo‘lsin. U holda ),( bax  da 

constxgxf  )()(  bo‘ladi. 

◄ Bu natijaning isboti )()( xgxf   funksiyaga nisbatan 1-natijani qo‘llash 

bilan kelib chiqadi. ► 

4-teorema (Koshi teoremasi). Aytaylik, )(xf  va )(xg  funksiyalar quyidagi 

shartlarni bajarsin. 
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1) ],[)( baCxf  , ],[)( baCxg  , 

2) ),( bax  da )(xf   va )(xg   hosilalar mavjud va chekli; 

3) ),( bax  da 0)(' xg  bo‘lsin. 

U holda shunday ),( baс  nuqta topiladiki, 

)(
)(

)()(
)()(

cg
cf

agbg
afbf








 

bo‘ladi. 

◄ Avvalo )()( agbg   bo‘lishini ta’kidlab o‘tamiz, chunki )()( agbg   

bo‘ladigan bo‘lsa, unda Roll teoremasiga ko‘ra shunday ),( baс  nuqta topilar ediki, 

0)(  cg  bo‘lar edi. Bu 3)-shartga zid. 

Quyidagi 

]),[()]()([
)()(
)()()()()( baxagxg

agbg
afbfafxfxФ 




  

funksiyani qaraymiz. Bu funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini 

qanoatlantiradi. Unda Roll teoremasiga binoan shunday ),( baс  nuqta topiladiki, 

0)(  cФ                                      (3) 

bo‘ladi. 

Ravshanki, 

)(
)()(
)()()()( xg

agbg
afbfxfxФ 




                       (4) 

(3) va (4) munosabatlardan  

0)(
)()(
)()()( 




 cg
agbg
afbfcf  

ya’ni 

)(
)(

)()(
)()(

cg
cf

agbg
afbf








 

bo‘lishi kelib chiqadi. ► 

1-misol. Rxx  '','  uchun |'''||''sin'sin| xxxx   tengsizlik isbotlansin. 

◄ Aytaylik, ''' xx   bo‘lsin. xxf sin)(   ga ]'','[ xx  da Lagranj teoremasini 
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qo‘llaymiz. Unda shunday )'','( xxc  nuqta topiladiki,  

)'''(|cos||''sin'sin| xxcxx   

bo‘ladi. Agar Rt  da 1|cos| t  ekanini e’tiborga olsak, unda yuqoridagi 

munosabatdan  

)'','(|'''||''sin'sin| Rxxxxxx   

bo‘lishi kelib chiqadi. ► 

2-misol. Ushbu  

xe x  1  

tengsizlik isbotlansin.  

◄ Aytaylik, 0x  bo‘lsin. Unda tetf )(  funksiyaga ],0[ x  da  Lagranj 

teoremasini qo‘llab topamiz:  

),0().0(0 xcxeee cx   

Agar 0c  da  1ce   bo‘lishini e’tiborga olsak, unda keyingi munosabatdan 

xe x  1  bo‘lishi kelib chiqadi. 

Agar 0x  bo‘lsa, unda  tetf )(  funksiyaga ]0,[x  da Lagranj teoremasini 

qo‘llab,  

)0(0 xeee cx   

ni va 1,0  cex  bo‘lishini e’tiborga olib,  xe x  1   ekanligini topamiz. 

Ravshanki, 0x  da 10 e . Demak,  Rx  da xe x  1 . ►  

3-misol. Ushbu  

)0(ln ab
b

ba
b
a

a
ba







 

tengsizlik isbotlansin. 

◄ ],[ ab  segmentda )ln()( xxf   funksiyani qaraymiz. Bu funksiya shu 

segmentda uzluksiz va ),( ab  da 
x

xf 1)(   hosilaga ega. Unda Lagranj teoremasiga 

ko‘ra shunday )( acbc   nuqta  topiladiki,  



 
 

NamDU  MATEMATIKA KAFEDRASI                                       Xakimov R. 
 

312 

 MATEMATIK ANALIZ I-kurs 

cba
ba 1lnln





                                  (5) 

bo‘ladi.  

Ravshanki,  

bca
acb 111

 .                         (6) 

(5) va (6) munosabatlardan 

b
ba

b
a

a
ba 


 ln  

bo‘lishi kelib chiqadi. ► 

Mashqlar 

1. Agar )(xf  funksiya ),( ba  da  chekli )(xf   hosilaga ega bo‘lsa, uning shu 
),( ba  da tekis uzluksiz bo‘lishi isbotlansin. 

2. Agar )(xf  va )(xg  funksiyalar 0xx   da chekli hosilalar: )(),( xgxf   
ga ega bo‘lib, 

)()(да),()( 000 xgxfxxxgxf   
bo‘lsa, u holda 0xx   da )()( xgxf   bo‘lishi isbotlansin. 

3. 1x   uchun 

xx
x

x



)1ln(

1
 

tengsizliklarning o‘rinli bo‘lishi isbotlansin. 
Adabiyotlar 

1.   Canuto C., Tabacco A. - Mathematical Analysis I, Italy 2008. 
2. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.  
3. Xudoyberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A. 

Matematik analizdan ma’rizalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.  
4. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t. M. 

«FIZMATLIT», 2001.  
Glossariy 

 

1-teorema (Ferma teoremasi). )(xf  funksiya RX   to‘plamda berilgan. 
Xx 0  nuqtaning atrofi uchun )0(),()( 000   XxxxU  bo‘lib, 

quyidagi shartlar bajarilsin: 
1) )( 0xUx   da )),()(()()( 00 xfxfxfxf   
2) )( 0xf  mavjud va chekli bo‘lsin. 

U holda  0)( 0  xf  bo‘ladi. 



 
 

NamDU  MATEMATIKA KAFEDRASI                                       Xakimov R. 
 

313 

 MATEMATIK ANALIZ I-kurs 

2-teorema (Roll teoremasi). Faraz qilaylik,  )(xf  funksiya ],[ ba  da berilgan 
bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin: 

1) ],,[)( baCxf   
2) ),( bax  da )(xf   mavjud va chekli, 
3) )()( bfaf   bo‘lsin. 

U holda shunday ),(0 bax  nuqta topiladiki, 0)( 0  xf  bo‘ladi. 
3-teorema (Lagranj teoremasi). Faraz qilaylik, )(xf  funksiya ],[ ba  da 

berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin: 
3) ],[)( baCxf  , 
4) ),( bax  da )(xf   hosila mavjud va chekli bo‘lsin. 

U holda shunday ),( baс  nuqta topiladiki,  
))(()()( abcfafbf   

bo‘ladi. 
4-teorema (Koshi teoremasi). Aytaylik, )(xf  va )(xg  funksiyalar quyidagi 

shartlarni bajarsin. 
1) ],[)( baCxf  , ],[)( baCxg  , 
2) ),( bax  da )(xf   va )(xg   hosilalar mavjud va chekli; 
3) ),( bax  da 0)(' xg  bo‘lsin. 

U holda shunday ),( baс  nuqta topiladiki, 

)(
)(

)()(
)()(

cg
cf

agbg
afbf








 

bo‘ladi. 

Keys banki 

  24-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Agar )(xf  funksiya ),( ba  da chekli 
)(xf   hosilaga ega bo‘lsa, uning shu ),( ba  da tekis uzluksiz bo‘lishi isbotlansin. 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 
 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va 

tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 
 to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual). 
24-amaliy mashg`ulot 

1 – m i s o l .  Ushbu 
  3 2x2xf   

funksiyaga  1,1  oraliqda Roll teoremasini qo‘llash mumkinmi? 
 ◄Ravshanki, berilgan funksiya   ,  oraliqda, jumladan  1,1  da 
uzluksiz.  1,1  oraliqning chetlarida 

    ,011111f 3 2   
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  011111f 3 2   
bo‘lib,    1f1f   bo‘ladi.  xf  funksiyaning hosilasi 0x   bo‘lganda 

 
3 x3
2xf   

bo‘lib,  0x   nuqtada mavjud emas. Binobarin, Roll teoremasining  1,1  da chekli 
hosila mavjud bo‘lishi sharti bajarilmaydi. SHuning uchun berilgan funksiyaga Roll 
teoremasini qo‘llab bo‘lmaydi.► 
 
 2 – m i s o l .  Ushbu 

2xx5x4fx 23   
funksiyaga  2,0  oraliqda Lagranj teoremasini tadbiq etib, undagi с  nuqta topilsin. 
 ◄Berilgan funksiyaning  2,0  oraliqda Lagranj teoremasining shartlarini 
bajarishi ravshan. Lagranj teoremasiga binoan 

       02cf0f2f   
bo‘ladi. Berilgan funksiya uchun 

      ,1x10x12xf,20f,122f 2   
  1c10c12cf 2   

bo‘lib, 
    2cf212   

bo‘ladi. Natijada 
06с10с12 2   

kvadrat tenglamaga kelamiz. Bu kvadrat tenglamaning echimlari  

12
975c,

12
975с 21





  

bo‘lib, ulardan 1c  echim  2,0  ga tegishli bo‘ladi.► 
 
1181.    1xxxf 2   funksiya uchun  1,1  va  1,0  oraliqlarda Roll teoremasining 
shartlari tekshirilsin.. 
1182.     2x1xxf 2   funksiya uchun  1,1  va  2,1  intervallarda shunday 
nuqtalar topilsinki, bu nuqtalarda funksiya grafigiga o‘tkazilgan urinmalar abssissalar 
o‘qiga parallel bo‘lsin. 
1183.Haqiqiy koeffitsentli ko‘phad faqat haqiqiy ildizlarga ega bo‘lsa, uning barcha 
hosilalari ham faqat haqiqiy ildizlarga ega ekani isbotlansin. 
1184.Haqiqiy koeffitsentli ko‘phadning ikkita haqiqiy ildizlari orasida uning 
hosilasining ildizi ham bor ekani isbotlansin. 
1185.Agar f  funksiya  b,a  kesmada n  marotaba differensiallanuvchi va bu 
kesmaning 1n   ta nuqtasida nolga aylansa, u holda    0f n   bo‘ladigan 

 b,a  nuqtaning mavjudligi isbotlansin. 
1186.Ushbu 

    4x3x2x1xx   
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ko‘phadning hosilasining ildizlari haqiqiy, tub va  ,1;0   ,2;1   ,3;2   4;3  
intervallarda yotishi isbotlansin. 
1187. 3xy   egri chizig‘ida shunday nuqta topilsinki, bu nuqtada unga o‘tkazilgan 
urinma  1;1A   va  8;2B  nuqtalarni tutashtiruvchi vatarga parallel bo‘lsin. 

1188.  
x
1xf   funksiyasi uchun  b,a  kesmada  0ba   chekli orttirmalar 

formulasi (Lagranj formulasi) o‘rinlimi? 
1189.Faraz qilaylik,  xf  funksiya  b,a  intervalda uzluksiz  xf   hosilaga ega 
bo‘lsin.  b,a  da yotuvchi ixtiyoriy   nuqta uchun  

       bxxaf
xx

xfxf
21

12

12 



 

munosabat o‘rinli bo‘ladigan 21 x,x  nuqtalarini ko‘rsatish (topish) mumkinmi? 
Ushbu misolni qarang:     0,1x1xxf 3  . 
1190.Lagranj teoremasidan foydalanib, tengsizliklar isbotlansin: 

а) yxysinxsin  ; 

б)    ,yxpxyxyxpy 1ppp1p    bu erda 1y0   va 1p  ; 
в) baarctgbarctga  ; 

г)   0x,xx1ln
x1

x



; 

д) Rx,x1ex  ; 
е) 1x,exex  . 

Test 
1) 0 1 0 0( ) ( ) ... ( ) ( )n

n nf x a a x x a x x R x       .Funksiyani  3a  ni hisoblang. 
  cosf x x  0x   nuqtada. 

 A) 0            B) 1
3

             C) 1
6

       D) 1
6!

  

2) xexf )(  funksiyani 0x   nuqtada Teylor (Makloren)  qatoriga yoyilmasini 
toping. 

A) 0),(
!

..
!3!2

1
32

 xx
n
xxxxe n

n
x   

B) 2 31 .. ( ), 0x n ne x x x x x x         

C) 
2 3

1 .. ( 1) ( ), 0
2! 3! !

n
x n nx x xe x x x

n
          

      D) 2 31 2! 3! .. ! ( ), 0x n ne x x x n x x x            
3) 0 1 0 0( ) ( ) ... ( ) ( )n

n nf x a a x x a x x R x       .Funksiyani  5a  ni hisoblang.   sinf x x  
0x   nuqtada. 

 A) 1
5!

            B) 1
3!

             C) 1
6!

       D) 1
24
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4) )1ln()( xxf   funksiyani  0x   nuqtada  Teylor  (Makloren) qatoriga 
yoyilmasi to’g’ri berilgan qatorni toping. 

 A) 
1

( 1) ( )
k kn

n

k

x x
k





               B) 

1

1

( 1) ( )
k kn

n

k

x x
k







              C) 

1

( 1) ( )
!

k kn
n

k

x x
k





                 D) 

1

1

( 1) ( )
k kn

n

k

x x
k







  

5) ( ) ln(1 )f x x   funksiyani  0x   nuqtada  Teylor  (Makloren) qatoriga yoyilmasi 
to’g’ri berilgan qatorni toping. 

 A) 
1

( )
kn

n

k

x x
k




                B) 
1

1

( 1) ( )
k kn

n

k

x x
k







              C) 

1

( )
!

kn
n

k

x x
k




                  

D) 
1

1

( 1) ( )
k kn

n

k

x x
k







  

6) 
23

1)(



x

xf  funksiyani  0x   nuqtada  Teylor  (Makloren) qatoriga yoyilmasi 

to’g’ri berilgan qatorni toping. 

 A) 1
0

3( 1) ( )
2

kn
k k n

k
k

x x


                B) 
1

0

3( 1) ( )
2

kn
k k n

k
k

x x




                

C) 
1

1
0

3( 1) ( )
2

kn
k k n

k
k

x x





                  D) 
1

1
0

3( 1) ( )
2

kn
k k n

k
k

x x





   

7) Lagranj ko’rinishidagi qoldiq had berilgan qatorni toping. 

 A) 
( 1)

1
0

( )( ) ( )
( 1)!

n
n

n
f cR x x x
n


 


     B) 

( 1)
1

0
( )( ) ( )

!

n
n

n
f cR x x x

n


      C) 

( )
1

0
( )( ) ( )
!

n
n

n
f cR x x x

n
   

D) 
( 1)

10
0

( )( ) ( )
( 1)!

n
n

n
f xR x x x

n


 


 

8) Rxxf   ,)1()(   funksiyani  0x   nuqtada  Teylor  (Makloren) qatoriga 
yoyilmasi to’g’ri berilgan qatorni toping. 

 A) 
0

( 1)...( 1) ( )
!

n
k n

k

k x x
k

   


  
               B) 

0

( 1)...( ) ( )
!

n
k n

k

k x x
k

   


 
               

C) 
0

( 1)...( ) ( )
( 1)!

n
k n

k

k x x
k

   


 


                 D) 
0

( 1)...( 1) ( )
!

n
k n

k

k x x
k

   


  
  

9) 2( ) xf x e  funksiyani 0x   nuqtada Teylor (Makloren)  qatoriga yoyilmasini 
toping. 

A) 
2 3

2 4 8 21 2 .. ( ), 0
2! 3! !

n n
x nx x xe x x x

n
         

B) 2 2 31 2 4 8 .. 2 ( ), 0x n n ne x x x x x x         

C) 
2 3

2 4 81 2 .. ( 2) ( ), 0
2! 3! !

n
x n nx x xe x x x

n
          

      D) 2 2 31 2! 3! .. ! ( ), 0x n ne x x x n x x x            
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10) Makloren qatori berilgan qatorni toping. 

 A) )0(,)(
!

)0(...
!2
)0(

!1
)0()0()(

)(
2 





 xxx

n
fxfxffxf nn

n

  

 B) 
( )

2(1) (1) (1)( ) (1) ( 1) ( 1) ... ( 1) ( ), ( 1)
1! 2! !

n
n nf f ff x f x x x x x

n


 
           

 C) 
( )

2(0) (0) (0)( ) (0) ( 1) ( 1) ... ( 1) ( ), ( 1)
1! 2! !

n
n nf f ff x f x x x x x

n


 
           

 D) 
( )

2(0) (0) (0)( ) (0) ... ( ), ( 0)
2! 3! ( 1)!

n
n nf f ff x f x x x x x

n


 
      


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Mavzu. Asosiy teoremalar natijalari. Koshi teoremasi 
25-ma’ruza 

Reja 

10.  Lagranj teoremasi natijalari. 

20. Koshi teoremasi. 

 

10. Lagranj teoremasi natijalari.  

Lagranj teoremasi. ([1] 6.5 Theorems of Rolle and of the Mean Value  181, 

[2] 10.2 Local maxima, local minima and derivatives, 295-bet) Faraz qilaylik, 

)(xf  funksiya ],[ ba  da berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin: 

5) ],[)( baCxf  , 

6) ),( bax  da )(xf   hosila mavjud va chekli bo‘lsin. 

U holda shunday ),( baс  nuqta topiladiki,  

))(()()( abcfafbf   

bo‘ladi. 

◄ Ushbu 

)()()()()()( ax
ab

afbfafxfxF 



                  (1) 

funksiyani qaraymiz. Bu funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini 

qanoatlantiradi. Ayni paytda, uning hosilasi  

ab
afbfxfxF




 )()()()(  

bo‘ladi. 

Roll teoremasiga binoan, shunday )),(( baсc    nuqta topiladiki,  

0)(' cF                                   (2) 

bo‘ladi. 

(1) va (2) munosabatlardan 

0)()()( 




ab

afbfcf , 
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ya’ni 

))(()()( abcfafbf   

bo‘lishi kelib chiqadi. ► 

1-natija. Aytaylik, )(xf  funksiya ),( ba  da )(xf   hosilaga ega bo‘lib, 

),( bax  da 0)(  xf   bo‘lsin. U holda ),( bax  da constxf )(  bo‘ladi. 

◄ ),(, 0 baxx   ni olib, chekkalari x  va 0x  bo‘lgan segmentda )(xf  

funksiyaga Lagranj teoremasini qo‘llab constxfxf  )()( 0  bo‘lishini topamiz. ► 

2-natija. )(xf  va )(xg  funksiyalari ),( ba  da )(xf  , )(xg   hosilalarga ega 

bo‘lib, ),( bax  da )()( xgxf   bo‘lsin. U holda ),( bax  da 

constxgxf  )()(  bo‘ladi. 

◄ Bu natijaning isboti )()( xgxf   funksiyaga nisbatan 1-natijani qo‘llash 

bilan kelib chiqadi. ► 

20. 4-teorema (Koshi teoremasi). Aytaylik, )(xf  va )(xg  funksiyalar 

quyidagi shartlarni bajarsin. 

1) ],[)( baCxf  , ],[)( baCxg  , 

2) ),( bax  da )(xf   va )(xg   hosilalar mavjud va chekli; 

3) ),( bax  da 0)(' xg  bo‘lsin. 

U holda shunday ),( baс  nuqta topiladiki, 

)(
)(

)()(
)()(

cg
cf

agbg
afbf








 

bo‘ladi. 

◄ Avvalo )()( agbg   bo‘lishini ta’kidlab o‘tamiz, chunki )()( agbg   

bo‘ladigan bo‘lsa, unda Roll teoremasiga ko‘ra shunday ),( baс  nuqta topilar ediki, 

0)(  cg  bo‘lar edi. Bu 3)-shartga zid. 

Quyidagi 

]),[()]()([
)()(
)()()()()( baxagxg

agbg
afbfafxfxФ 




  

funksiyani qaraymiz. Bu funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini 



 
 

NamDU  MATEMATIKA KAFEDRASI                                       Xakimov R. 
 

320 

 MATEMATIK ANALIZ I-kurs 

qanoatlantiradi. Unda Roll teoremasiga binoan shunday ),( baс  nuqta topiladiki, 

0)(  cФ                                      (3) 

bo‘ladi. 

Ravshanki, 

)(
)()(
)()()()( xg

agbg
afbfxfxФ 




                       (4) 

(3) va (4) munosabatlardan  

0)(
)()(
)()()( 




 cg
agbg
afbfcf  

ya’ni 

)(
)(

)()(
)()(

cg
cf

agbg
afbf








 

bo‘lishi kelib chiqadi. ► 

1-misol. Rxx  '','  uchun |'''||''sin'sin| xxxx   tengsizlik isbotlansin. 

◄ Aytaylik, ''' xx   bo‘lsin. xxf sin)(   ga ]'','[ xx  da Lagranj teoremasini 

qo‘llaymiz. Unda shunday )'','( xxc  nuqta topiladiki,  

)'''(|cos||''sin'sin| xxcxx   

bo‘ladi. Agar Rt  da 1|cos| t  ekanini e’tiborga olsak, unda yuqoridagi 

munosabatdan  

)'','(|'''||''sin'sin| Rxxxxxx   

bo‘lishi kelib chiqadi. ► 

2-misol. Ushbu  

xe x  1  

tengsizlik isbotlansin.  

◄ Aytaylik, 0x  bo‘lsin. Unda tetf )(  funksiyaga ],0[ x  da  Lagranj 

teoremasini qo‘llab topamiz:  

),0().0(0 xcxeee cx   

Agar 0c  da  1ce   bo‘lishini e’tiborga olsak, unda keyingi munosabatdan 
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xe x  1  bo‘lishi kelib chiqadi. 

Agar 0x  bo‘lsa, unda  tetf )(  funksiyaga ]0,[x  da Lagranj teoremasini 

qo‘llab,  

)0(0 xeee cx   

ni va 1,0  cex  bo‘lishini e’tiborga olib,  xe x  1   ekanligini topamiz. 

Ravshanki, 0x  da 10 e . Demak,  Rx  da xe x  1 . ►  

3-misol. Ushbu  

)0(ln ab
b

ba
b
a

a
ba







 

tengsizlik isbotlansin. 

◄ ],[ ab  segmentda )ln()( xxf   funksiyani qaraymiz. Bu funksiya shu 

segmentda uzluksiz va ),( ab  da 
x

xf 1)(   hosilaga ega. Unda Lagranj teoremasiga 

ko‘ra shunday )( acbc   nuqta  topiladiki,  

cba
ba 1lnln





                                  (5) 

bo‘ladi.  

Ravshanki,  

bca
acb 111

 .                         (6) 

(5) va (6) munosabatlardan 

b
ba

b
a

a
ba 


 ln  

bo‘lishi kelib chiqadi. ► 

20. Funksiya hosilasinig uzilishi haqida. Faraz qilaylik, )(xf  funksiya ),( ba  

ning 0x  nuqtasidan boshqa barcha nuqtalarida )(xf   hosilaga ega bo‘lib, funksiya 0x  

nuqtada uzluksiz bo‘lsin. 

Agar bxf
xx




)(lim
00

 limit mavjud bo‘lsa, u holda )(xf  funksiya 0x  nuqtada 
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chap hosila )0( 0  xf  ga ega bo‘lib, bxf  )0( 0  bo‘ladi. 

Agar dxf
xx




)(lim
00

 limit mavjud bo‘lsa, u holda )(xf  funksiya 0x  nuqtada 

o‘ng hosila )0( 0  xf  ga ega bo‘lib, dxf  )0( 0  bo‘ladi. 

◄ Aytaylik, 0x  va ),(0 baxx   bo‘lsin. Lagranj teoremasidan 

foydalanib topamiz: 

)10(),(
)()(

0
00 




 xxf
x

xfxxf
. 

Endi  

bxf
xx




)(lim
00

 

mavjud bo‘lsin deylik. Unda 

bxxfxfxf
xxxxx




)(lim)(lim)(lim 0000 00
 

bo‘lib, 

0x  da  ,)( 0 bxxf    

ya’ni 

0x  da    b
x

xfxxf



 )()( 00  

bo‘ladi. Demak, bxf  )0(' 0 .  SHunga o‘xshash, dxf  )0( 0  bo‘lishi 

ko‘rsatiladi. ► 

Aytaylik, )(xf  funksiya 0x  nuqtada hosilaga  ega bo‘lsin. Unda, ravshanki,  

)()0()0( 000 xfxfxf   

bo‘ladi. Ayni paytda,  

)(lim),(lim
00 00

xfxf
xxxx




 

limitlarnig mavjud va chekli bo‘lishidan 

)()(lim)(lim 000 00
xfxfxf

xxxx



 

bo‘lishi kelib chiqadi. ► 

Bundan quyidagi xulosa kelib chiqadi: agar )(xf  funksiya ),( ba  da  )(xf   
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hosilaga ega bo‘lsa, u holda bu )(xf   hosila birinchi tur uzilishga ega bo‘lolmaydi. 

Boshqacha aytganda har bir  ),(0 bax   nuqtada )(' xf  funksiya yoki 

uzluksiz bo‘ladi, yoki ikkinchi tur uzilishga ega bo‘ladi. ► 

4-misol. Ushbu 












бўлса0агар,0

бўлса,0агар,1sin
)(

2

x

x
x

x
xf  

funksiyani qaraylik. 

◄ 0x  bo‘lganda 

xx
xxf 1cos1sin2)(   

bo‘ladi. 
0x  bo‘lganda, hosila ta’rifiga ko‘ra  

0

1sin
lim)0(

2

0


 x
x

x
f

x
 

bo‘ladi. 
Demak, )(xf   funksiya R  da aniqlangan va 0x  da uzluksiz bo‘ladi. )(xf   hosila 

0x  nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega bo‘ladi, chunki 0x  da  

xx
xxf 1cos1sin2)(   

funksiya limitga ega emas. ► 
Mashqlar 

1. Agar )(xf  funksiya ),( ba  da  chekli )(xf   hosilaga ega bo‘lsa, uning shu 
),( ba  da tekis uzluksiz bo‘lishi isbotlansin. 

2. Agar )(xf  va )(xg  funksiyalar 0xx   da chekli hosilalar: )(),( xgxf   
ga ega bo‘lib, 

)()(да),()( 000 xgxfxxxgxf   
bo‘lsa, u holda 0xx   da )()( xgxf   bo‘lishi isbotlansin. 

4. 1x   uchun 

xx
x

x



)1ln(

1
 

tengsizliklarning o‘rinli bo‘lishi isbotlansin. 
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Glossariy 

1-teorema (Ferma teoremasi). )(xf  funksiya RX   to‘plamda berilgan. 

Xx 0  nuqtaning atrofi uchun )0(),()( 000   XxxxU  bo‘lib, 

quyidagi shartlar bajarilsin: 

1) )( 0xUx   da )),()(()()( 00 xfxfxfxf   

2) )( 0xf  mavjud va chekli bo‘lsin. 

U holda  0)( 0  xf  bo‘ladi. 

2-teorema (Roll teoremasi). Faraz qilaylik,  )(xf  funksiya ],[ ba  da berilgan 

bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin: 

1) ],,[)( baCxf   

2) ),( bax  da )(xf   mavjud va chekli, 

3) )()( bfaf   bo‘lsin. 

U holda shunday ),(0 bax  nuqta topiladiki, 0)( 0  xf  bo‘ladi. 

3-teorema (Lagranj teoremasi). Faraz qilaylik, )(xf  funksiya ],[ ba  da 

berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin: 

7) ],[)( baCxf  , 

8) ),( bax  da )(xf   hosila mavjud va chekli bo‘lsin. 

U holda shunday ),( baс  nuqta topiladiki,  

))(()()( abcfafbf   

bo‘ladi. 

4-teorema (Koshi teoremasi). Aytaylik, )(xf  va )(xg  funksiyalar quyidagi 
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shartlarni bajarsin. 

1) ],[)( baCxf  , ],[)( baCxg  , 

2) ),( bax  da )(xf   va )(xg   hosilalar mavjud va chekli; 

3) ),( bax  da 0)(' xg  bo‘lsin. 

U holda shunday ),( baс  nuqta topiladiki, 

)(
)(

)()(
)()(

cg
cf

agbg
afbf








 

bo‘ladi. 

Keys banki 

25-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Quyidagi tasdiq isbotlansin (Koshi 

teoremasi): Aytaylik, )(xf  va )(xg  funksiyalar quyidagi shartlarni bajarsin. 

1) ],[)( baCxf  , ],[)( baCxg  , 

2) ),( bax  da )(xf   va )(xg   hosilalar mavjud va chekli; 

3) ),( bax  da 0)(' xg  bo‘lsin. 

U holda shunday ),( baс  nuqta topiladiki, 

)(
)(

)()(
)()(

cg
cf

agbg
afbf








 

bo‘ladi. 

  Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va 

tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

 to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual). 

25-amaliy mashg`ulot  
 

 1 – m i s o l .  Ushbu 
2xx5x4fx 23   

funksiyaga  2,0  oraliqda Lagranj teoremasini tadbiq etib, undagi с  nuqta topilsin. 
 ◄Berilgan funksiyaning  2,0  oraliqda Lagranj teoremasining shartlarini 
bajarishi ravshan. Lagranj teoremasiga binoan 

       02cf0f2f   
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bo‘ladi. Berilgan funksiya uchun 
      ,1x10x12xf,20f,122f 2   

  1c10c12cf 2   
bo‘lib, 

    2cf212   
bo‘ladi. Natijada 

06с10с12 2   
kvadrat tenglamaga kelamiz. Bu kvadrat tenglamaning echimlari  

12
975c,

12
975с 21





  

bo‘lib, ulardan 1c  echim  2,0  ga tegishli bo‘ladi.► 
 

1188.  
x
1xf   funksiyasi uchun  b,a  kesmada  0ba   chekli orttirmalar 

formulasi (Lagranj formulasi) o‘rinlimi? 
1189. Faraz qilaylik,  xf  funksiya  b,a  intervalda uzluksiz  xf   hosilaga ega 
bo‘lsin.  b,a  da yotuvchi ixtiyoriy   nuqta uchun  

       bxxaf
xx

xfxf
21

12

12 



 

munosabat o‘rinli bo‘ladigan 21 x,x  nuqtalarini ko‘rsatish (topish) mumkinmi? 
Ushbu misolni qarang:     0,1x1xxf 3  . 
1190. Lagranj teoremasidan foydalanib, tengsizliklar isbotlansin: 

ж) yxysinxsin  ; 
з)    ,yxpxyxyxpy 1ppp1p    bu erda 1y0   va 1p  ; 
и) baarctgbarctga  ; 

к)   0x,xx1ln
x1

x



; 

л) Rx,x1ex  ; 
м) 1x,exex  . 

1191.Quyidagi 
  2xxf   va   3xxg   

funksiyalar uchun  1;1  kesmada Koshi formulasi o‘rinli emasligi tushuntirilsin. 
1192.Faraz qilaylik,  xf  funksiya    0xxx,x 2121   kesmada 
differensiallanuvchi bo‘lsin. Quyidagi isbotlansin: 

       ,ff
xfxf
xx

xx
1

21

21

21




 bu erda 21 xx  . 

1193.Agar  xf  funksiya 0x   nuqtalarda differensiallanuvchi bo‘lib,   0xflim
x



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bo‘lsa, u holda 
  0
x
xflim

x



 

bo‘lishi isbotlansin. 
1194.Agar  xf  funksiya 0x   nuqtalarda differensiallanuvchi bo‘lib, 

  0
x
xflim

x



 

bo‘lsa, u holda   0xflim
x




 ekani isbotlansin. 

1195.Agar  xf  funksiya  b,a  intervalda differensiallanuvchi va chegaralanmagan 
bo‘lsa, u holda uning hosilasi ham chegaralanmaganligi isbotlansin. 
1196.Agar  xf  funksiya  b,a  kesmada differensiallanuvchi bo‘lib,    bfaf   
bo‘lsa, u holda  b,a  mavjud bo‘lib, 

      f
2
1faf  

munosabat o‘rinliligini isbotlansin. 
1197.Isbotlansin: 

а) 1x,xsgn
x1
x2arcsinarctgx2 2 


 ; 

б)  
2
1x,x4x3arccosxarccos3 3  . 

 
Test 

1)Differensial hisoblansin. 2016( ) ?d x   
A) 20152016x dx   B) 20162016x dx  C) 20152015x dx       D) 20152016x dx  

2)Differensial hisoblansin. (cos ) ?d x tgx   

A) 2

1sin
cos

x dx
x

   
    

B) 2

1sin
cos

x dx
x

   
 

 

C) 2

1sin
sin

x dx
x

   
    

      D)  2

1cos
cos

x dx
x

   
 

 

3)Differensial hisoblansin. 2(cos 2 ) ?xd x e   
A)  2sin 2 xx e dx 

 
B)  2sin 2 xx e dx

 
C)  sin 2 xx e dx       D)  2sin xx e dx  

4)Differensial hisoblansin. 2(cos 2 ) ?xd x e   
A)  2 22sin 2 2cos 2x xx e x e dx     B)  2 22sin 2cos 2x xx e x e dx     

C)  2 22sin 2 cosx xx e x e dx   
 

      D)  2 22sin 2cosx xx e x e dx     

5)Differensial hisoblansin. 2016 2( ) ?xd x e   
A)    2016 2 2 2016x xx d e e d x    B)    2016 2 2 2016x xx d e e x d x     

C)    2016 2 2 20162016x xx d e e x d x           D)    2016 2 2 20152016x xx e d x e x d x       

6)Differensial hisoblansin. 2016( cos ) ?d x x   
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A)    2016 2016cos cosx d x x d x    B)    2016 2016cos cos 2016x d x x x d x      
C)    2016 2016sin cos 2016x x d x x x d x        

      D)    2016 2015sin cos 2016x x d x x x d x        
7)Differensial hisoblansin. (cos ) ?d x   

A) sin ( )x d x   B) sin ( )x d x   C) sin x       D) sin x  
8)Differensial hisoblansin.  (ln 2 1 ) ?d x    

A) 2 ( )
2 1

d x
x   

B) 
1 ( )

2 1
d x

x    
C) 

2 ( )
2 1

d x
x




      D) 
2

2 1x 
 

9)Differensial hisoblansin. ( cos ) ?d x x ctgx    

A) 2

cos1 sin ( )
sin

xx ctgx d x
x

    
   

B) 2

cos1 sin ( )
sin

xx ctgx d x
x

    
 

 

C) 2

cos1 sin ( )
sin

xx ctgx d x
x

    
   

      D) 2

cos1 sin ( )
sin

xx ctgx d x
x

    
 

 

10)Taqribiy  hisoblang. sin 29 ?  
A) 0,4848  B) 0,4747  C) 0,4546       D) 0,4948  
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Mavzu. Teylor formulasi  
26-ma’ruza 

Reja 

10.  Ko‘phad uchun Teylor formulasi.   

20.  Ixtiyoriy funksiyaning Teylor formulasi va uning qoldiq hadlari. 

30. Ba’zi funksiyalarning Teylor formulalari. 

 

10. Ko‘phad uchun Teylor formulasi.  ([1], 7.1 Taylor formulas,223-bet) 

Ushbu 
n

n xxbxxbxxbbxP )(...)()()( 0
2

02010            (1) 

funksiyani (n - darajali ko‘phadni) qaraylik, bunda Rx 0  va nbbb ,...,, 10  - haqiqiy 

sonlar. Bu nbbb ,...,, 10  lar quyidagicha ham aniqlanishi mumkin: 

(1) tenglikda 0xx   deyilsa, 

)( 00 xPb   

bo‘ladi; 

)(xP  funksiyani  differensiallab, 

1
0021 )(...)(21)(  n

n xxbnxxbbxP  

va bu tenglikda 0xx   deb 

!1
)( 0

1
xP

b


  

bo‘lishini topamiz. 

)(xP  funksiyani ikki marta differensiallab 

2
02 )()1(...12)(  n

n xxbnnbxP  

va bu tenglikda 0xx   deb topamiz: 

.
!2

)( 0
2

xPb


  

Bu jarayonni davom ettira borib, 0k  da  
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!
)( 0

)(

k
xP

b
k

k   

bo‘lishini topamiz. 

Natijada )(xP  ko‘phad quyidagi ko‘rinishga keladi: 

n
n

xx
n

xPxxxPxxxPxPxP )(
!

)(...)(
!2

)()(
!1

)()()( 0
0

)(
2

0
0

0
0

0 





         (2)                      

Demak, )(xP  ko‘phad o‘zining hamda hosilalarining biror nuqtasidagi qiymati  bilan 

to‘liq aniqlanar ekan.    (2) formula )(xP  ko‘phad uchun Teylor formulasi 

deyiladi. 

20. Ixtiyoriy funksiyaning Teylor formulasi va uning qoldiq hadlari. Faraz 

qilaylik, )(xf  funksiya ),( ba  da berilgan bo‘lib, ),(0 bax   bo‘lsin. Bu funksiya 0x  

nuqtaning  

0),(),()( 000   baxxx  

atrofida  )(),(),...,(),( )1()( xfxfxfxf nn   hosilalarga ega bo‘lsin. Funksiya 

hosilalaridan foydalanib, ushbu 

n
n

n xx
n

xfxxxfxxxfxfxfP )(
!

)(...)(
!2

)()(
!1

)()();( 0
0

)(
2

0
0

0
0

0 





  

ko‘phadni tuzamiz. 

Agar )(xf  funksiya n darajali ko‘phad bo‘lsa, ravshanki,  

);()( xfPxf n  

bo‘ladi.  

Agar )(xf  funksiya ko‘phad bo‘lmasa, 

);()( xfPxf n  

bo‘lib, ular orasidagi farq yuzaga keladi. Uni )(xRn  orqali belgilaymiz: 

);()()( xfPxfxR nn  . 

Natijada ushbu 

)();()( xRxfPxf nn   

ya’ni, 
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)()(
!

)(
...)(

!1
)(

)()( 0
0

)(

0
0

0 xRxx
n

xf
xx

xf
xfxf n

n
n




         (3) 

formulaga kelamiz. Bu (3) formula )(xf  funksiyaning Teylor formulasi deyiladi. (3) 

formuladagi )(xRn  esa Teylor formulasining qoldiq hadi deyiladi. 

Endi qoldiq had )(xRn  ni aniqlaymiz. 0x  nuqtaning )( 0x  atrofidagi x  ni 

tayinlab, ushbu 

n
n

tx
n

tftxtftxtftfxftF )(
!

)(...)(
!2

)()(
!1

)()()()(
)(

2 





  

funksiyani  xx ,0 )( 0x  (yoki  0, xx )( 0x ) da qaraymiz.  

Bu funksiya  xx ,0  segmentda uzluksiz bo‘lib, ),( 0 xx  da hosilaga ega bo‘ladi: 

.)(
!

)()(
)!1(
)()(

!
)(

...)(
!1

)()(
!2

)()()(
!1

)()()(

)1(
1

)()1(

2

n
n

n
n

n
n

tx
n

tftx
n

tftx
n

tf

txtftxtftftxtftftF


















 









 








 

Demak, 

n
n

tx
n

tftF )(
!

)()(
)1(




. 

Endi  xx ,0  da uzluksiz, ),( 0 xx  da chekli (nolga teng bo‘lmagan) hosilaga ega 

)(x  funksiyani olib, )(xF  va )(x   funksiyalarga  xx ,0  da Koshi teoremasini 

qo‘llaymiz. Natijada quyidagi  

)(
)(

)()(
)()(

0

0

с
сF

xx
xFxF

 






                            (4) 

tenglikka kelamiz,  bunda   )10()( 00   xxxс . 

Ravshanki,  

.)(
!

)()(),()(,0)(
)1(

0
n

n

n cx
n

cfcFxRxFxF 


 

Unda (4) tenglikdan 

n
n

n cx
n

сf
с

xxxR )(
!

)(
)(

)()(
)(

)1(
0 










                (5) 
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bo‘lishini topamiz. 

a) Koshi ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi.  

Aytaylik, txt )(  bo‘lsin. Unda 

1)(,)(,0)( 00  cxxxx   

bo‘lib, (5) tenglik quyidagi  

  
   

   nn
n

n
n

n
n

n

n

xx
n

cf

xxxxxx
n

cfcx
cxn

xx
n

cfxR


















1
!

)(

][
!

)()(
1

)(
!

)()(

1
0

)1(

000

)1(
0

)1(

 

ko‘rinishga keladi. Bu holda  

nn
n

n
n

xx
n

cfxx
n

xf

xx
xf

xx
xf

xfxf

)1()(
!

)()(
!

)(

...)(
!2

)(
)(

!1
)(

)()(

1
0

)1(

0
0

)(

2
0

0
0

0
0














 

formula hosil bo‘lib,  uni   funksiyaning Koshi ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor 

formulasi deyiladi.   

b) Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi. 

 ([1], 7.1 Taylor formulas,227-bet)  

Aytaylik,  1)()(  ntxt  bo‘lsin.  Unda  

))(())(1()(

,)()(,0)(

00

1
00

xxxccxnc

xxxx
n

n



 




 

bo‘lib, (5) tenglik quyidagi  

1
0

)1(1
0

)1(

)(
)!1(

)()(
))(1(

)(
!

)()( 









 n

n
n

n

nn

n xx
n

cfcx
cxn

xx
n

cfxR  

ko‘rinishga keladi. Bu holda  

)10),((

,)(
!

)()(
!

)(
...)(

!2
)(

)(
!1

)(
)()(

00

1
0

)1(

0
0

)(
2

0
0

0
0

0









 


 xxxc

xx
n

cfxx
n

xf
xx

xf
xx

xf
xfxf n

n
n

n

 

(6) 
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formula hosil bo‘lib, uni )(xf  funksiyaning Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli 

Teylor formulasi deyiladi. 

v) Peano ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi. 

YUqoridagi (6) formuladan foydalanib topamiz: 

).10),((

,)(
!

)()(
)!1(

)(

...)(
!2

)()(
!1

)()()(

00

0

)(
1

0
0

)1(

2
0

0
0

0
0



















 xxxc

xx
n

cfxx
n

xf

xxxfxxxfxfxf

n
n

n
n

 

)()( xf n  funksiya  0x   nuqtada uzluksiz. Demak,  0xx   da  0xc   bo‘lib,  

)()( 0
)()( xfcf nn  . 

SHuni e’tiborga olib, 0xx   da  

))(()(
!

)(
)(

!
)(

00
0

)(

0

)(
nn

n
n

n

xxxx
n

xf
xx

n
cf

   

bo‘lishini topamiz. 

Natijada ushbu  

)(,))(()(
!

)(

...)(
!2

)(
)(

!1
)(

)()(

000
0

)(

2
0

0
0

0
0

xxxxxx
n

xf

xx
xf

xx
xf

xfxf

nn
n












 

formula hosil bo‘ladi. Bu formula )(xf  funksiyaning Peano ko‘rinishidagi qoldiq 

hadli Teylor formulasi deyiladi.   

30. Ba’zi funksiyalarning Teylor formulalari. ([1], 7.1 Expanding the 

elementary functions, 227-bet) )(xf  funksiyaning Peano ko‘rinishidagi qoldiq hadli 

Teylor formulasini olamiz: 

)(,))(()(
!

)(

...)(
!2

)(
)(

!1
)(

)()(

000
0

)(

2
0

0
0

0
0

xxxxxx
n

xf

xx
xf

xx
xf

xfxf

nn
n












 

Bu tenglikda   00 x   deb, ushbu  
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)0(,)(
!

)0(...
!2
)0(

!1
)0()0()(

)(
2 





 xxx

n
fxfxffxf nn

n

            (7) 

formulaga kelamiz. (7) formula )(xf  funksiyaning Makloren formulasi  deyiladi. 

1) xexf )(  bo‘lsin. Bu funksiya uchun  1)0(,1)0( )(  nff  bo‘lib, 

0),(
!

..
!3!2

1
32

 xx
n
xxxxe n

n
x   

bo‘ladi. 

2) Rxxf   ,)1()(   bo‘lsin. Bu funksiya uchun  

)1)...(1()0(,1)0( )(  nff n   

bo‘lib, 

0),(
!

)1)...(1()1(
0




 


xxx
k

kx n
n

k

k   

bo‘ladi. 

Xususan, 







n

k

nk xxx
x 0

0),(
1

1   







n

k

nkk xxx
x 0

0),()1(
1

1   

bo‘ladi. 

3) )1ln()( xxf  bo‘lsin. Bu funksiya uchun  

)!1()1()0(,0)0( 1)(   kff kk  

bo‘lib, 








n

k

n
kk

xx
k

xx
1

0),()1()1ln(   

bo‘ladi. 

SHuningdek, 





n

k

n
k

xx
k
xx

1
0),()1ln(   
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bo‘ladi. 

4) xxf sin)(    bo‘lsin. Bu funksiya uchun ,0)0( f  kkf )1()0()12(   

bo‘lib,  











n

k

n
k

k xx
k
xx

0

22
12

0),(
)!12(

)1(sin   

bo‘ladi. 

5) xxf cos)(   bo‘lsin. Bu funksiya uchun ,1)0( f  kkf )1()0()2(   

bo‘lib, 




 
n

k

n
k

k xx
k

xx
0

12
2

0),(
)!2(

)1(cos   

bo‘ladi. 

Misol.  Ushbu 

23
1)(



x

xf  

funksiyaning Teylor (Makloren) formulasi yozilsin. 

◄  Bu funksiyani quyidagicha  







 





xx

xf

2
312

1
23

1)(  

yozib, so‘ng  







n

k

nkk xxx
x 0

0),()1(
1

1   

bo‘lishidan foydalanib topamiz: 









n

k

nk
k

k
k xxx

x 0
1 0),(

2
3)1(

23
1  .► 
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Mashqlar 

 

1. Asimptotik formulalardan foydalanib, ushbu  

xx
xe

x

x sin
coslim 3

2

0

2





 

limit hisoblansin. 

2. Ushbu  
2

)( xexf   

funksiyaning Teylor (Makloren) formulasi yozilsin. 

Adabiyotlar 

1.   Canuto C., Tabacco A. - Mathematical Analysis I, Italy 2008. 

2. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.  

3. Xudoyberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A. 

Matematik analizdan ma’rizalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.  

4. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t. M. 

«FIZMATLIT», 2001.  

 

Glossariy 

)()(
!

)(
...)(

!1
)(

)()( 0
0

)(

0
0

0 xRxx
n

xf
xx

xf
xfxf n

n
n




          

formulaga kelamiz. Bu (3) formula )(xf  funksiyaning Teylor formulasi deyiladi. (3) 

formuladagi )(xRn  esa Teylor formulasining qoldiq hadi deyiladi. 

nn
n

n
n

xx
n

cfxx
n

xf

xx
xf

xx
xf

xfxf

)1()(
!

)()(
!

)(

...)(
!2

)(
)(

!1
)(

)()(

1
0

)1(

0
0

)(

2
0

0
0

0
0














 

funksiyaning Koshi ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi deyiladi.   
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)10),((

,)(
!

)()(
!

)(
...)(

!2
)(

)(
!1

)(
)()(

00

1
0

)1(

0
0

)(
2

0
0

0
0

0









 


 xxxc

xx
n

cfxx
n

xf
xx

xf
xx

xf
xfxf n

n
n

n

 

(6) 

formula hosil bo‘lib, uni )(xf  funksiyaning Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli 

Teylor formulasi deyiladi. 

)(,))(()(
!

)(

...)(
!2

)(
)(

!1
)(

)()(

000
0

)(

2
0

0
0

0
0

xxxxxx
n

xf

xx
xf

xx
xf

xfxf

nn
n












 

 Bu formula )(xf  funksiyaning Peano ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi 

deyiladi.   

Keys banki 

24-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Ushbu  

xx
xe

x

x sin
coslim 3

2

0

2





 

limit hisoblansin. 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va 

tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

 to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual). 

26-amaliy mashg`ulot 

1 – m i s o l .  Ushbu 

   xsinsinxf   

funksiya Makloren formulasi bo‘yicha  3xo  hadgacha yozilsin. 

 Bu funksiyani Makloren formulasi bo‘yicha yozishda 2-formuladan 

foydalanimiz. Avvalo 2) da x  ning o‘rniga xsin  ni qo‘yib topamiz: 
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   xsino
6

xsinxsinxsinsin 4
3

  

 Agar 

 ,xo
!3

xxxsin 4
3

  

   ,xoxxo
!3

xxxsin 43
3

4
3

3 







  

   54
4

4
3

4 xoxxo
!3

xxxsin 







  

bo‘lishini e’tiborga olsak, unda 

   4
3

xo
3
xxxsinsin   

bo‘lishini topamiz.► 

 

 2 – m i s o l .  Ushbu  

   2n2
1n253

xo
!1n2

x...
!5

x
!3

xxshx 





  

munosabat isbotlansin. 

 ◄Ravshanki, 

2
eeshx

xx 
  

1) -formuladan foydalanib topamiz: 

 ,xo
!n

x...
!3

x
!2

xx1e n
n32

x   

   n
n

1n
32

x xo
!n

x1...
!3

x
!2

xx1e   . 

Keyingi tengliklardan 
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   2n
1n23

xx xo
!1n2

x2...
!3

x2x2ee 


 


  

bo‘ladi. Natijada 

     2n2
1n253

xx xo
!1n2

x...
!5

x
!3

xxee
2
1shx 


 


  

bo‘lishi kelib chiqadi.► 

 

 3 – m i s o l .  Agar 0x   da    xox
2
11xf   bo‘lsa, 

   exflim x
1

0x



 

bo‘lishi isbotlansin. 

 ◄Ravshanki, 

    xfln
x
1

x
1

exf  . 

Agar 

     xox
2
1xox

2
11lnxfln 






   

bo‘lishini e’tiborga olsak, unda 

   
x
xo

2
1xox

2
1

x
1

ee







 

  

bo‘lishini topamiz. 

Keyingi tenglikdan 

  
 

eelimxflim x
xo

2
1

0x
x
1

0x
















 

bo‘lishi kelib chiqadi.► 

 

 4 – m i s o l .  Ushbu 

  1,12,1  

miqdor taqribiy hisoblansin. 
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 ◄5-formulaga ko‘ra 

     22m xox
!2

1mmmx1x1 


  

bo‘lib, undan quyidagi taqribiy formula hosil bo‘ladi: 

    2m x
2

1mmmx1x1 
 . 

Keyingi munosabatda 1,1m,2,0x   deb topamiz: 

    2222,104,0
2

1,01,12,01,112,012,1 1,11,1 


 .► 

 Quyidagi funksiyalar Makloren formulasi bo‘yicha  2xo  hadgacha 

yoyilsin: 

1198.   tgxexf   1199.   x21exf   1200.   xcoslnxf   

 

 Quyidagi funksiyalar Makloren formulasi bo‘yicha  3xo  hadgacha 

yoyilsin: 

1201.    x
1

x1xf   1202.   3 xsin31xf   

1203.    xarcsin1lnxf   1204.    xsinarctgxf   

 

 Quyidagi funksiyalar Makloren formulasi bo‘yicha  nxo  hadgacha 

yoyilsin: 

1205.   1x5exf   1206.    3x2sinxf   

1207.   





  2

2
xcosxf  1208.    2elnxf x   

1209.  
 2x1

2xf


  1210.   x23xf   

1211.     x2 exxxf   1212.  
x1
x21lnxf




   
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1213.    2xx2lnxf   1214.   x2

x2

e
e3xxf 

  

1215.  
1x

xxf
3


  1216.  

3x2
1xxf

2




  

1217.   2

2

xx2
x21xf



   

 

 Quyidagi funksiyalar Teylor formulasi bo‘yicha 0x  nuqtaning atrofida 

  2
0xxo   hadgacha yoyilsin: 

1218.  
x
1xf  , 2x0   1219.    3x2sinxf  , 1x0   

1220.   x2xexf  , 1x0   1221.   x22exxf  , 1x0   

1222.     x22 e1xxf  , 1x0   1223.      2xsin1xsinxf  , 1x0   

1224.    1x2lnxf  , 
2
1x0   1225.   3 2x7lnxf  , 1x0   

1226.   xln
1x
1x2xf




 , 1x0   1227.   2x1
x2xf


 , 2x0   

 

 Quyidagi limitlar hisoblansin: 

1228.
 

20x x
xx1lnlim 


 1229. 2

x

0x x
x1elim 


 

1230. 4

2

0x x
2
x1xcos

lim



 

1231. 30x x
xsintgxlim 


 

1232. 20x x
xarcsinarctgxlim 


 1233.

xxsin
xtgxlim

0x 



 

1234.
 

x
ex1lim

x
1

0x




 1235.
 

2

x

0x x
1x1lim 


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1236.
 

3

xsin

0x x
xcos1lim 


 1237.

 
30x x

xtgxshlim 


 

1238.  x1ln
xcosxx1elim 3

2xsin

0x 



 1239.

tgx

0
2

x
tgxx

2
lim 














 







 

1240. 






 







 

 2
x

x
11lnxlim 23

x
 

1241. 
















 



4 912x
1

23

x
2xxe1

2
xxxlim  

1242.
 
 xln1ln

xsinsinlim
1x 




  

1243.
xcos

e1lim
2x2x

2
x







  

1244.   










2ee2xlim x

1

x
1

x
  

1245. 









 xtgx
1

x
1lim 20x

 

 

1246.   













 

 x
11ln1xx

2
xxlim 32

x
 

 

Test 

1) 0 1 0 0( ) ( ) ... ( ) ( )n
n nf x a a x x a x x R x       .Funksiyani  3a  ni hisoblang. 

  cosf x x  0x   nuqtada. 

 A) 0            B) 1
3

             C) 1
6

       D) 1
6!

  

2) xexf )(  funksiyani 0x   nuqtada Teylor (Makloren)  qatoriga yoyilmasini 
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toping. 

A) 0),(
!

..
!3!2

1
32

 xx
n
xxxxe n

n
x   

B) 2 31 .. ( ), 0x n ne x x x x x x         

C) 
2 3

1 .. ( 1) ( ), 0
2! 3! !

n
x n nx x xe x x x

n
          

      D) 2 31 2! 3! .. ! ( ), 0x n ne x x x n x x x            

3) 0 1 0 0( ) ( ) ... ( ) ( )n
n nf x a a x x a x x R x       .Funksiyani  5a  ni hisoblang.   sinf x x  

0x   nuqtada. 

 A) 1
5!

            B) 1
3!

             C) 1
6!

       D) 1
24

  

4) )1ln()( xxf   funksiyani  0x   nuqtada  Teylor  (Makloren) qatoriga 

yoyilmasi to’g’ri berilgan qatorni toping. 

 A) 
1

( 1) ( )
k kn

n

k

x x
k





               B) 

1

1

( 1) ( )
k kn

n

k

x x
k







              C) 

1

( 1) ( )
!

k kn
n

k

x x
k





                 D) 

1

1

( 1) ( )
k kn

n

k

x x
k







  

5) ( ) ln(1 )f x x   funksiyani  0x   nuqtada  Teylor  (Makloren) qatoriga yoyilmasi 

to’g’ri berilgan qatorni toping. 

 A) 
1

( )
kn

n

k

x x
k




                B) 
1

1

( 1) ( )
k kn

n

k

x x
k







              C) 

1

( )
!

kn
n

k

x x
k




                  

D) 
1

1

( 1) ( )
k kn

n

k

x x
k







  

6) 
23

1)(



x

xf  funksiyani  0x   nuqtada  Teylor  (Makloren) qatoriga yoyilmasi 

to’g’ri berilgan qatorni toping. 

 A) 1
0

3( 1) ( )
2

kn
k k n

k
k

x x


                B) 
1

0

3( 1) ( )
2

kn
k k n

k
k

x x




                

C) 
1

1
0

3( 1) ( )
2

kn
k k n

k
k

x x





                  D) 
1

1
0

3( 1) ( )
2

kn
k k n

k
k

x x





   

7) Lagranj ko’rinishidagi qoldiq had berilgan qatorni toping. 
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 A) 
( 1)

1
0

( )( ) ( )
( 1)!

n
n

n
f cR x x x
n


 


     B) 

( 1)
1

0
( )( ) ( )

!

n
n

n
f cR x x x

n


      C) 

( )
1

0
( )( ) ( )
!

n
n

n
f cR x x x

n
   

D) 
( 1)

10
0

( )( ) ( )
( 1)!

n
n

n
f xR x x x

n


 


 

8) Rxxf   ,)1()(   funksiyani  0x   nuqtada  Teylor  (Makloren) qatoriga 

yoyilmasi to’g’ri berilgan qatorni toping. 

 A) 
0

( 1)...( 1) ( )
!

n
k n

k

k x x
k

   


  
               B) 

0

( 1)...( ) ( )
!

n
k n

k

k x x
k

   


 
               

C) 
0

( 1)...( ) ( )
( 1)!

n
k n

k

k x x
k

   


 


                 D) 
0

( 1)...( 1) ( )
!

n
k n

k

k x x
k

   


  
  

9) 2( ) xf x e  funksiyani 0x   nuqtada Teylor (Makloren)  qatoriga yoyilmasini 

toping. 

A) 
2 3

2 4 8 21 2 .. ( ), 0
2! 3! !

n n
x nx x xe x x x

n
         

B) 2 2 31 2 4 8 .. 2 ( ), 0x n n ne x x x x x x         

C) 
2 3

2 4 81 2 .. ( 2) ( ), 0
2! 3! !

n
x n nx x xe x x x

n
          

      D) 2 2 31 2! 3! .. ! ( ), 0x n ne x x x n x x x            

10) Makloren qatori berilgan qatorni toping. 

 A) )0(,)(
!

)0(...
!2
)0(

!1
)0()0()(

)(
2 





 xxx

n
fxfxffxf nn

n

  

 B) 
( )

2(1) (1) (1)( ) (1) ( 1) ( 1) ... ( 1) ( ), ( 1)
1! 2! !

n
n nf f ff x f x x x x x

n


 
           

 C) 
( )

2(0) (0) (0)( ) (0) ( 1) ( 1) ... ( 1) ( ), ( 1)
1! 2! !

n
n nf f ff x f x x x x x

n


 
           

 D) 
( )

2(0) (0) (0)( ) (0) ... ( ), ( 0)
2! 3! ( 1)!

n
n nf f ff x f x x x x x

n


 
      


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Mavzu. Funksiyaning monotonligi. Funksiyaning 
ekstremumlari 

27-28-ma’ruzalar 

Reja 

10.  Funksiyaning monotonligi. 

20.  Funksiyaning ekstremumlari. 

 

10. Funksiyaning monotonligi.  ([1], 2.4 Monotone functions,41-bet) Faraz 

qilaylik,  )(xf  funksiya  ),( ba  da  )(  ba  berilgan bo‘lsin. 

Ma’lumki,  

),(, 21 baxx  , uchun ))()(()()( 212121 xfxfxfxfxx   bo‘lsa, 

)(xf  funksiya  ),( ba  da o‘suvchi (qat’iy o‘suvchi), ),(, 21 baxx   uchun 

))()(()()( 212121 xfxfxfxfxx   bo‘lsa, )(xf  funksiya ),( ba  da 

kamayuvchi (qat’iy kamayuvchi) deyiladi. 

1-teorema.  ([1],  2.4 Monotone maps, 186-bet)  Aytaylik,  )(xf  funksiya  

),( ba  da berilgan bo‘lib, ),( bax  da )(xf   hosilaga ega bo‘lsin. 

)(xf  funksiyaning ),( ba  da o‘suvchi bo‘lishi uchun ),( bax  da 

0)(  xf  

bo‘lishi zarur va etarli. 

◄ Zarurligi. )(xf  funksiya  ),( ba  da o‘suvchi bo‘lsin. Unda 0x  

bo‘lganda 

0)()(  xfxxf  

bo‘ladi. Hosila ta’rifidan foydalnib topamiz:  

0)()(lim)0()(
0







 x
xfxxfxfxf

x
. 

Yetarliligi. Aytaylik, ),( bax  da )(xf   mavjud bo‘lib, 0)(  xf bo‘lsin. 

],[ 21 xx  da )),,(,( 2121 xxbaxx   )(xf  funksiyaga Lagranj teoremasini qo‘llab 

topamiz: 
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.0)()()()( 1212  xxcfxfxf  

Demak, )(,)()( 2121 xfxfxfxx   o‘suvchi. ►  

Xuddi shunga o‘xshash, quyidagi teorema isbotlanadi. 

2-teorema. ([1], 2.4 Monotone maps,186-bet) Faraz qilaylik, )(xf  funksiya 

),( ba  da berilgan bo‘lib, ),( bax  da )(xf   hosilaga ega bo‘lsin. )(xf  funksiya 

),( ba  da kamayuvchi bo‘lishi uchun ),( bax  da  

0)(  xf  

bo‘lishi zarur va etarli. 

SHuningdek quyidagi teoremalarni isbotlash qiyin emas. 

3-teorema. ([1], 2.4 Monotone maps,186-bet) )(xf  funksiya ),( ba  da 

berilgan bo‘lib, ),( bax  da )(xf   hosilaga ega bo‘lsin. )(xf  funksiyaning 

),( ba  da  qat’iy o‘suvchi bo‘lishi uchun 

1) ),( bax  da 0)(  xf . 

2) ),( x  da 0)(  xf  tenglik bajariladigan ),(),( bа  intervalning 

mavjud bo‘lmaslik shartlarining bajarilishi zarur va etarli.  

4-teorema. )(xf  funksiya ),( ba  da berilgan bo‘lib, ),( bax  da )(xf   

hosilaga ega bo‘lsin. )(xf  funksiyaning ),( ba  da  qat’iy kamayuvchi bo‘lishi uchun 

1) ),( bax  da 0)(  xf , 

2) ),( x  da 0)(  xf   

tenglik bajariladigan ),(),( bа  intervalning mavjud bo‘lmasligi shartlarining 

bajarilishi zarur va etarli. 

Demak, ),( ba  da 

)(0)( xfxf  o‘suvchi ,0)(  xf  

)(0)( xfxf    kamayuvchi  ,0)(  xf  

 0)(xf )(xf  qat’iy o‘suvchi  ,0)(  xf  

 0)(xf )(xf  qat’iy kamayuvchi 0)(  xf  

bo‘ladi. 
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1-misol. Ushbu 

x
xxf
2

)(
2

  

funksiyaning o‘suvchi, kamayuvchi bo‘lish oraliqlari topilsin. 

◄Ravshanki,  

)2ln2(2)( xxxf x    

bo‘ladi. 

Ushbu 0)2ln2(2,0)(   xxxf x  tengsizlik 







2ln
2,0x  da o‘rinli 

bo‘ladi. Demak, )(xf  funksiya 







2ln
2,0x  da o‘suvchi, ),

2ln
2()0,(    

da kamayuvchi bo‘ladi. ►  

   20. Funksiyaning ekstremumlari. Faraz qilaylik, )(xf  funksiya  RX   

to‘plamda berilgan bo‘lib, Xx 0  bo‘lsin. 

1-ta’rif. Agar shunday  0  son topilsaki, 

XxxxUx  ),()( 000    nuqtalarda 

 )()()()( 00 xfxfxfxf   

tengsizlik bajarilsa, )(xf  funksiya 0x  nuqtada maksimumga (minimumga) erishadi 

deyiladi, 0x  nuqtaga esa )(xf  funksiyaning  maksimum (minimum) nuqtasi 

deyiladi.  

2-ta’rif. Agar shunday 0  son topilsaki, }{\)( 00 xxUx   

 XxU )( 0  nuqtalarda 

 )()()()( 00 xfxfxfxf   

tengsizlik bajarilsa, )(xf  funksiya 0x  nuqtada qat’iy maksimumga (qat’iy 

minimumga) erishadi deyiladi, 

Funksiyaning maksimum hamda minimumi umumiy nom bilan uning 

ekstremumlari,  maksimum hamda minimum nuqtalari esa uning  ekstremum  nuqtalari 

deyiladi. 
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5-teorema. Faraz qilaylik, )(xf  funksiya  RX   to‘plamda berilgan bo‘lib, 

Xx 0  nuqtada ekstremumga erishsin.  

Agar )(xf  funksiya 0x  nuqtada  )( 0xf   hosilaga ega bo‘lsa, u holda 

0)( 0  xf  

bo‘ladi. 

◄Aytaylik, )(xf  funksiya 0x  nuqtada maksimumga erishib, shu nuqtada 

hosilaga ega bo‘lsin. U holda 

XxUx  )(:0 0  da )()( 0xfxf   

bo‘ladi. 

),( 00   хх  intervalda )(xf  funksiyaga Ferma teoremasini qo‘llab 

topamiz: 

0)( 0  xf .► 

3-ta’rif. Funksiya hosilasini nolga aylantiradigan nuqta uning stansionar 

(kritik) nuqtasi deyiladi. 

Eslatma. Agar )(xf  funksiya  biror nuqtada ekstremumga erishsa, u shu 

nuqtada hosilaga ega bo‘lishi shart emas. 

Masalan, xxf )(  funksiya  00 x  nuqtada minimumga erishadi, biroq u 

shu nuqtada hosilaga ega emas. 

Demak, )(xf  funksiyaning ekstremum nuqtalari uning statsionar hamda 

hosilasi mavjud bo‘lmagan nuqtalari bo‘lishi mumkin. 

4-ta’rif.  Agar shunday  0  son topilsaki, 

0)(да),(
ёки0)(да),(

00

00





xgxxx
xgxxx




 

bo‘lsa, )(xg  funksiya 0x  nuqtaning chap tomonida ishora saqlaydi deyiladi.  

Agar shunday  0  son topilsaki, 

0)(да),(
ёки0)(да),(

00

00





xgxxx
xgxxx




 

bo‘lsa, )(xg  funksiya 0x  nuqtaning o‘ng tomonida ishora saqlaydi deyiladi.  
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6-teorema. Aytaylik, )(xf  funksiya RX   to‘plamda berilgan bo‘lib, 

quyidagi shartlarni bajarsin: 

1) )(да)(,0 0 xfXxUx    hosila mavjud; 

2) 0)( 0  xf ; 

3) )(xf   hosila 0x  nuqtaning o‘ng va chap tomonlarida ishora saqlasin. 

Agar )(xf   hosila 0x  nuqtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirsa, )(xf  funksiya 

0x  nuqtada ekstremumga erishadi.  

Agar )(xf   hosila 0x  nuqtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirmasa, )(xf  

funksiya 0x  nuqtada ekstremumga erish-maydi.  

◄ Aytaylik,  

0)(да),(
,0)(да),(

00

00





xfxxx
xfxxx




 

bo‘lsin. U holda )(0)(,),( 00 xfxfxxx   o‘suvchi, ya’ni 

),()( 0xfxf  0)(,),( 00  xfxxx  )(xf kamayuvchi, ya’ni  

)()( 0xfxf   bo‘lib, )()(да),( 000 xfxfxxx    bo‘ladi. Demak, bu 

holda )(xf  funksiya 0x  nuqtada maksimumga erishadi. 

Aytaylik,  

0)(да),(
,0)(да),(

00

00





xfxxx
xfxxx




 

bo‘lsin. U holda 0)(,),( 00  xfxxx  )(xf kamayuvchi, ya’ni 

),()( 0xfxf   0)(),,( 00  xfxxx  )(xf  o‘suvchi, ya’ni 

)()( 0xfxf   bo‘lib, ),( 00   xxx  da )()( 0xfxf   bo‘ladi. 

Demak, bu holda  )(xf  funksiya 0x  nuqtada minimumga erishadi.   

Agar ,0)(да),( 00  xfxxx   0)(да),( 00  xfxxx   

yoki ),( 00 xxx   da 0)(  xf , ),( 00  xxx  da 0)(  xf  bo‘lsa, unda 

)(xf  funksiya ),( 00   xx  da o‘suvchi yoki ),( 00   xx  da kamayuvchi 

bo‘lib )(xf  funksiya 0x  nuqtada ekstremumga erishmaydi. ► 
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7-teorema. )(xf  funksiya RX   to‘plamda berilgan bo‘lib, quyidagi 

shartlarni bajarsin: 

1) );()( ХСxf           

2) )(да}{\)(,0 00 xfxxUx    hosila mavjud va chekli; 

3) )(xf    hosila 0x  nuqtaning o‘ng va chap tomonlarida ishora saqlansin. 

Agar )(xf   hosila 0x  nuqtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirsa, )(xf  funksiya 

0x  nuqtada ekstremumga erishadi. 

Agar )(xf    hosila 0x  nuqtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirmasa, )(xf  

funksiya 0x  nuqtada ekstremumga erishmaydi. 

Bu teorema yuqoridagi 6-teorema kabi isbotlanadi. 

8-teorema. Faraz qilaylik  )(xf  funksiya RX   to‘plamda berilgan va  

,Nm  ,2m Xx 0  bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin: 

1) )(да)(,0 )1(
0 xfXxUx m   hosila mavjud; 

2) )( 0
)( xf m  hosila mavjud;   

3) .0)(,0)(...)()( 0
)(

0
)1(

00   xfxfxfxf mm  

U holda  Nkkm  ,2  bo‘lganda )(xf  funksiya 0x  nuqtada ekstremumga 

erishib, 0)( 0
)( xf m  bo‘lganda 0x  nuqtada maksimumga, 0)( 0

)( xf m  da 

minimumga erishadi. 

Agar Nkkm  ,12  bo‘lsa, )(xf  funksiya 0x  nuqtada ekstremumga 

erishmaydi.  

◄ )(xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi Teylor formulasi 

  00
0

0
0

)(

,)()(
!

)(
)( xxxxxx

k
xf

xf n
n

k

k
n

 


  

ni olamiz. Bu formula teoremaning shartida ushbu 

  000
0

)(

0 ,)(0)(
!

)(
)()( xxxxxx

m
xf

xfxf mm
m

  

ko‘rinishga keladi. Bundan esa 0хх   da  
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 
0

0

00
)(

00 ,
)(
)(

!
)()()()( xx

xx
xx

m
xfxxxfxf m

mm
m 















 

bo‘lishi kelib chiqadi. 

« » ning ta’rifiga ko‘ra 0|)(|
!

1
0

)( xf
m

m  son uchun 

}{\)(,0 00 xxUx    nuqtalarda 

 
)(

!
1

)(
)(

0
)(

0

0 xf
mxx

xx m
m

m





 

bo‘ladi. Demak, }{\)( 00 xxUx   uchun  

 
!

)(
ва

)(
)(

!
)( 0

)(

0

00
)(

m
xf

xx
xx

m
xf m

m

mm







 

miqdorlar bir xil ishorali bo‘ladi. Bundan esa }{\)( 00 xxUx   da 

m
m

хх
m

xf
)(

!
)(

0
0

)(

  

ning ishorasi )()( 0xfxf   ayirmaning ishorasi bilan bir xil bo‘lishi kelib chiqadi. 

Agar Nkkm  ,2  bo‘lib, 0)( 0
)( xf m  bo‘lsa, unda 0)()( 0  xfxf , 

ya’ni )()( 0xfxf   bo‘ladi. )(xf  funksiya 0x  nuqtada minimumga erishadi.  

Agar Nkkm  ,2  bo‘lib, 0)( 0
)( xf m  bo‘lsa, unda 0)()( 0  xfxf , 

ya’ni )()( 0xfxf   bo‘ladi. )(xf  funksiya 0x  nuqtada maksimumga erishadi. 

Agar Nkkm  ,12  bo‘lsa, )()( 0xfxf   ayirma ishora saqlamaydi. Bu 

holda funksiya 0x  nuqtada ekstremumga erishmaydi. ► 

Xususan, agar 0x  nuqta )(xf  funksiyaning statsionar nuqtasi bo‘lib, )(xf  

funksiya 0x  nuqtada chekli 0)('' 0 xf  hosilaga ega bo‘lsa, shu nuqtada )(xf  

funksiya 0)('' 0 xf  bo‘lganda maksimumga,   0)('' 0 xf   minimumga ega 

bo‘ladi.    

2-misol. Ushbu 

152)( 3 23 5  xxxf  
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funksiya ekstremumga tekshirilsin. 

◄ Bu funksiya );( R  aniqlangan bo‘lib, u shu to‘plamda uzluksiz. 

Uning hosilasini topamiz: 

 
 

3
3
1

3
2

3
110

3
25

3
52)('

x
xxxxf 




                         (1)   

Ravshanki, funksiyaning hosilasi 11 x  nuqtada nolga alanadi: 0)1(' f ; 
02 x  nuqtada esa funksiyaning hosilasi mavjud emas. 
Hosila ifodasi (1) dan ko‘rnadiki, 1x  nuqtaning chap tomonidagi nuqtalarda 

0)(  xf  o‘ng tomonidagi nuqtalarda   0)(  xf  bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya 

1x  nuqtada minimumga erishadi va     21min  fxf  bo‘ladi.    

YAna hosila ifodasi (1) dan ko‘rinadiki, 0x  nuqtaning chap tomonidagi 

nuqtalarda 0)(  xf , o‘ng tomonidagi nuqtalarda 0)(  xf  bo‘ladi.   

Demak, )(xf  funksiya 0x  nuqtada maksimumga erishadi va 

    10max  fxf  bo‘ladi. ► 

Mashqlar 

 )(xf  funksiyaning hosilasi nolga teng bo‘lgan nuqtada funksiya ekstremumga 
erishishi shart emasligi isbotlansin. 

1. Ushbu   












бўлса0агар,0
бўлса0агар,)(

2
1

x
xexf x  

funksiya ekstremumga tekshirilsin. 
3. Aytaylik,  baCxf ,)(   bo‘lsin. Bu funksiyaning  ba,  dagi eng katta va 

eng kichik qiymatlari qanday topiladi?    
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2. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.  

3. Xudoyberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A. 

Matematik analizdan ma’rizalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.  

4. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t. M. 

«FIZMATLIT», 2001.  
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Glossariy 

 

Ma’lumki,  

),(, 21 baxx  , uchun ))()(()()( 212121 xfxfxfxfxx   bo‘lsa, 

)(xf  funksiya  ),( ba  da o‘suvchi (qat’iy o‘suvchi), ),(, 21 baxx   uchun 

))()(()()( 212121 xfxfxfxfxx   bo‘lsa, )(xf  funksiya ),( ba  da 

kamayuvchi (qat’iy kamayuvchi) deyiladi. 

1-ta’rif. Agar shunday  0  son topilsaki, 

XxxxUx  ),()( 000    nuqtalarda 

 )()()()( 00 xfxfxfxf   

tengsizlik bajarilsa, )(xf  funksiya 0x  nuqtada maksimumga (minimumga) erishadi 

deyiladi, 0x  nuqtaga esa )(xf  funksiya-ning  maksimum (minimum) nuqtasi 

deyiladi.  

2-ta’rif. Agar shunday 0  son topilsaki, }{\)( 00 xxUx   

 XxU )( 0  nuqtalarda 

 )()()()( 00 xfxfxfxf   

tengsizlik bajarilsa, )(xf  funksiya 0x  nuqtada qat’iy maksimumga (qat’iy 

minimumga) erishadi deyiladi, 

4-ta’rif.  Agar shunday  0  son topilsaki, 

0)(да),(
ёки0)(да),(

00

00





xgxxx
xgxxx




 

bo‘lsa, )(xg  funksiya 0x  nuqtaning chap tomonida ishora saqlaydi deyiladi.  

Agar shunday  0  son topilsaki, 

0)(да),(
ёки0)(да),(

00

00





xgxxx
xgxxx




 

bo‘lsa, )(xg  funksiya 0x  nuqtaning o‘ng tomonida ishora saqlaydi deyiladi.  
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Keys banki 

 

 27-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Funksiyaning hosilasi nolga teng bo‘lgan 

nuqtada funksiya ekstremumga erishishi shartmi? 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va 

tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

 to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual). 

27-amaliy mashg`ulot 

1 – m i s o l .  Ushbu 

 
x

cosxf 
  

funksiyaning o‘suvchi va kamayuvchi bo‘ladigan oraliqlari topilsin. 

◄Berilgan funksiya juft bo‘lganligi uchun uni  ,0 da qarash etarli bo‘ladi. 

Ravshanki, 

 
x

sin
x

xf 2





 . 

Endi   0xf  , ya’ni 0
x

sin
x2 





 tengsizlikni echamiz. 







x
00

x
sin  va  Nnn2

x
n2 


 . 

Keyingi tengsizliklardan 

1x   va  Nn
n2
1x

1n2
1




 

bo‘lishi kelib chiqadi. 

Demak,  ,1  va     Nn,
n2
1,

1n2
1










intervallarda funksiya 

qat’iy o‘suvchi bo‘ladi. 
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Ravshanki,   0xf  , ya’ni 0
x

sin
x2 





 tengsizlikning echimi 

 Nn
1n2

1x
n2
1




  

bo‘ladi. Demak,  xf  funksiya  

 Nn
1n2

1,
n2
1










 

intervallarda qat’iy kamayuvchi bo‘ladi. 

 xf  juft funksiya bo‘lgani uchun u  0,  dagi  

 Nn
1n2

1,
n2
1










  

intervallarda qat’iy o‘suvchi, 

 1,  va  Nn
n2
1,

1n2
1







 


  

Intervallarda esa qat’iy kamayuvchi bo‘ladi.► 

2 – m i s o l .  Ushbu  

  xln
10
xxf

2

  

funksiya o‘suvchi, kamayuvchilikka tekshirilsin. 

◄Bu funksiya  ,0  da aniqlangan bo‘lib, uning hosilasi  

 
x
1

5
xxf   

bo‘ladi. 

Endi   0xf  , ya’ni 0
x
1

5
x

  

yoki   0xf  , ya’ni 0
x
1

5
x

  

bo‘lishga tekshiramiz. Ravshanki, 
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   05x5x0
x5

5x0
x
1

5
x 2




  

Bundan esa,  ,5  da   0xf  ,  5,0  da   0xf   bo‘lishini topamiz. 

Demak, berilgan funksiya  5,0  da kamayuvchi,  ,5  da o‘suvchi bo‘ladi.► 

3 – m i s o l .  Agar  xf  va  xg  funksiyalar  b,a  segmentda: 

1)    xg,xf   hosilalarga ega, 

2)    xg xf   tengsizlik o‘rinli, 

3)    agaf   

bo‘lsa,  b,ax  da    xgxf   bo‘lishi isbotlansin. 

◄      xxgxf   deylik. Unda       0xgxfx   bo‘ladi. 

Demak,  x  funksiya  b,a  da o‘suvchi.  

Endi       0agafa   bo‘lishini e’tiborga olib  b,a  da   0x   ya’ni 

   xg xf   bo‘lishini topamiz. 

Xususan,         x0
2
xxxg,x1lnxf

2

 deyilsa, ular 

uchun uchchala shart bajarilib, ushbu 

    x0
2
xxx1ln

2

 

tengsizlik kelib chiqadi.► 

Quyidagi funksiyalarning o‘suvchi, kamayuvchi bo‘ladigan oraliqlari 

topilsin. 

1247.   3xx3xf   1248.   43 xx8xf   

1249.   5x3xxf 3   1250.    x21xxf   

1251.   kxexf   1252.   |x|xxf   

1253.   2x1
x2xf


  1254.   3|x|xf   
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1255.  
x
exf

x

  1256.   xxcosxf   

1257.   xsinxxf   1258.   xln10xxf 2   

1259.  
xln

xxf   1260.   2x2exxf   

1262.   |x2sin|xxf   1263.   xlnxxf 2  

1264.   2

3

x3
xxf


  1265.   22 xlnxxf   

1266.  
1x

x2
x
1xf 2 
  1267.    0x,0nexxf xn    

1268.   42 xx8xf   1269.  
x

x
11xf 





   

1270.   3x
1

3xf   1271.     1x1xxf 2   

1272.   xlnarctgxxf    

 

Quyidagi funksiyalar o‘suvchilikka va kamayuvchilikka tekshirilsin: 

1273.   |x|lnxf   1274.   arctgxxxf   

1275.   xarcsinxxf 3   1276.   43 xxlgxf   

1277.    1xxlgxxf 75   1278.   





 


2

x0xcoslgxf  

1279.    1x3arcsinxf   1280.     n

n
arctgx1xlimxf 


 

1281.   |xln|xf   1282.    3x2xarctgxf 2   

1283.      6x4xln6x4xxf 22   1284.  
xcos1

1xf 2
  

1285.  
16x6x

xxf 2 
  1286.   x4x2

e2xf   
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1287.    20x8xlogxf 2

2
1    

 

 xf  va  xg  funksiyalar RX   to‘plamda berilgan bo‘lib, bu 

to‘plamda  xf  musbat va kamayuvchi,  xg  esa manfiy va o‘suvchi bo‘lsa, 

quyidagi funksiyalarning o‘suvchi yoki kamayuvchi bo‘lishi aniqlansin: 

1289.    xgxfy   1290.    xg4xfy   

1291.  xfy 2  1292.  xgy 2  

 

 xf  va  xg  funksiyalar RX   to‘plamda berilgan bo‘lib, shu 

to‘plamda bu funksiyalar manfiy va kamayuvchi bo‘lsa, quyidagi 

funksiyalarning o‘suvchi yoki kamayuvchi bo‘lishi aniqlansin: 

1293.    xgxfy   1294.  xfy 3  

1295.    xg8xf4y   1296.  xgy 6  

1297.Agar  xf  funksiya  b,a  intervalda o‘suvchi bo‘lib,  xf   mavjud bo‘lsa, 

 xf   ning  b,a  da o‘suvchiligi haqida nima deyish mumkin? 

1298.  xf  va  xg  funksiyalar quyidagi shartlarni bajarsin: 

1)  xf  va  xg  funksiyalar n  marta differensiallanuvchi; 

2)        1-n0,1,2,...,kxgxf 0
k

0
k  , 

3)      xgxfдаxx nn
0  . 

U xolda     xgxfдаxx 0   bo‘lishi isbotlansin. 

 

Quyidagi tengsizliklar isbotlansin: 

1299. 2
x
1x    0x   

1300.
x
13x2    1x   
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1301.   x1x1     1,1x   

1302. x1ex    

1303. exe x    

1304.
2

xx1e
2

x    0x   

1305.   xx1ln    0x   

1306.  
1x

xx1ln


   0x   

1307.  x1ln1ex    0x   

1308. 2x
1xln21    0x   

1309. x2xsin


  





 


2

x0  

1310.
6

xxxsin
3

   0x   

1311.
2

x1xcos
2

   0x   

1312.
3

xxtgx
3

  





 


2

x0  

1313. xarctg    0x   

1314. x2tgxxsin   





 


2

x0  

1315. xcos
x

xsin 3









 





 


2

|x|0  

1316.     baba   10   

1317. nnn yxyx    .0yx   
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1318.
2

yx
2

yx nnn 







 

   Nn  0,y  ,0x   

1319.
y

yx
y
xln

x
yx 




  0yx   

1320.
1xx

x
11e

x
11









 






    0x   

1321.  1x1x    2,1x   

4 – m i s o l .  Ushbu   1x5x2xf 3 23 5   funksiya ekstremumga 

tekshirilsin. 

◄Berilgan funksiyaning hosilasini topamiz: 

 
3

3
1

3
2

x
1x

3
10x

3
10x

3
10xf 




 

  xf  funksiyaning hosilasi 1x   nuqtada nolga aylanadi   01f  , 0x   

nuqtada esa funksiya hosilasi mavjud emas. Demak,  xf  funksiyaning ekstremumga 

sinaladigan nuqtalari 0x,1x   bo‘ladi. 

 0x   nuqtaning   ,  atrofini  10   olib,  0,  va  ,0  da 

funksiya hosilasining ishorasini aniqlaymiz: 

 0,x   da   0
x
1x

3
10xf

3



  

  ,0x  da   0
x
1x

3
10xf

3



  

bo‘lib, berilgan funksiya 0x   nuqtada maksimumga erishib,     10fxfmax   

bo‘ladi. 

 Endi 1x   nuqtaning atrofida funksiya hosilasining ishorasini aniqlaymiz: 

 0,1x   da   0
x
1x

3
10xf

3



  
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  1,0x  da   0
x
1x

3
10xf

3



  

bo‘lib, berilgan funksiya 1x   nuqtada minimumga erishib,     21fxfmin   

bo‘ladi► 

5 – m i s o l .  Ushbu 

 








бўлса 0x  агар   ,1
бўлса 0x  агар   ,xxf

2

 

funksiya ekstremumga tekshirilsin. 

 ◄Berilgan funksiyaning hosilasi   x2xf   bo‘lib, uning ishorasi  0,  da 

manfiy,  ,0  da esa musbat bo‘lsada funksiya 0x   nuqtada minimumga ega 

bo‘lmaydi, chunki berilgan funksiya 0x   nuqtada uzluksiz emas.► 

6 – m i s o l .  Ushbu 

 











бўлса 0x  агар   ,0
бўлса 0x  агар   ,exf

2x
1

 

funksiya ekstremumga tekshirilsin. 

◄ 0x   da berilgan funksiyaning hosilasi 

 
x
2exf 2x

1




 

bo‘ladi. 

 Demak, 0x   nuqta funksiyaning ekstremumga erishishiga sinaladigan nuqta 

bo‘ladi. 

   
    0xfда,0x

0xfда0,x



    0  

bo‘lib, 0x   nuqtada berilgan funksiya uzluksiz bo‘lganligi sababli  xf  funksiya 

0x   nuqtada minimumga ega bo‘ladi.► 

7 – m i s o l . Ushbu 

  xcos2eexf xx    
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funksiya ekstremumga tekshirilsin. 

 ◄Berilgan funksiya hosilasi 

  xsin2eexf xx    

bo‘lib, u 0x   nuqtada nolga aylanadi. Funksiyaning yuqori tartibli hosilalarini 

topib, ularni 0x   nuqtadagi qiymatlari hisoblaymiz: 

   
   

        40f,xcos2eexf
00f,xsin2eexf
00f,xcos2eexf

ivxxiv

xx

xx













 

Juft tartibli hosila 0x   nuqtada musbat bo‘lgani uchun berilgan funksiya 0x   

nuqtada minimumga ega bo‘lib,     40fxfmin   bo‘ladi.► 

 

Quyidagi funksiyalar ekstremumga tekshirilsin: 

1322. 8x6xy 2   1323. 42 xx2y   

1324. 3x6x
2

11x2
4

xy 23
4

  1325.  31xy   

1326. x2 exy   1327. xx eey   

1328. xln
x
1y 2  1329. arctgxxy   

1330. 2x1xy   1331. x3x3xy 23   

1332. xxsiny   1333. x4sinx2sin2y   

1334.
xln

xy   1335. |6x5x|y 2   

1336. |x|2 e|1x|y   1337. x
1

xy   

1338. |x3x|y 23   1339.











бўлса   0x  агар     ,0
бўлса  0x  агар  ,ey x

1

 

1340. Ushbu      2
n

2
2

2
1 ax...axaxy   funksiya x  ning qanday 
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qiymatida minimumga erishadi. n21 a,...,a,a -berilgan sonlar.  

 

Quyidagi funksiyalarning ekstremumlari topilsin: 

1341. 5 4xy   1342. 4x9x6xy 23   

1343.
8x

4y
2 

  1344.
  

2x
x82xy 

  

1345.
x
1xy   1346.  x1lnxy   

1347.
1x2x
2x3xy 2

2




  1348.  3 22 1xy   

1349.
x
ey

x

  1350. xlnxy 2  

1351. 3 23 x36x3x2y   1352. x2cos
2
1xcosy   

1353. Nn,e
!n

x
!2

xx1y x
42









   

  xf  funksiya RX   to‘plamda berilgan bo‘lsin. Agar Xx  da 

        00 xfxf   xfxf   bo‘lsa,  0xf  miqdor funksiyani X  dagi   e n g   k a 

t  t a   ( e n g  k i ch i k )   qiymati deyiladi. 

  b,a  segmentda uzluksiz bo‘lgan funksiyaning eng katta va eng kichik 

qiymatlari quyidagiga topiladi: 

1)  xf  funksiyaning  b,a  dagi ekstremumga sinaladigan nuqtalari topilib, 

bu nuqtalarda funksiya qiymatlari xisoblanadi. 

2)  af ,  bf  lar xisoblanadi. 

Topilgan qiymatlar orasidagi eng kattasi (eng kichigi) berilgan funksiyaning 

 b,a  dagi eng katta (eng kichik ) qiymati bo‘ladi. 

Quyidagi funksiyalarning eng katta va eng kichik qiymatlarining 

mavjudligi aniqlansin va mavjud bo‘lgan holda ular topilsin: 
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1354. xy    1x1   

1355. x6xy 3    4x3-   

1356. x2xy    4x0   

1357.
x
1y    4x0   

1358. xx2siny   





 




2
x

2
-  

1359. xxy     x0,1  

1360.  3 22 x2xy    3x0   

1361. xnlxy 2    ex1   

1362. 1-xy 3 2    x-  

1363. x2cosxsin2y   





 


2

x0  

 

Quyidagi funksiyalarning eng katta va eng kichik fiymatlari topilsin: 

1364. 35x9x3xy 23    4x4   

1365.
2xey    1x0   

1366. xxy    2x2   

1367.
x1
x1arctgy




   1x0   

1368. 52x-xy 24    2x2-   

1369. SHunday son topilsinki, unga shu sonning kvadratini qo‘shganda, hosil 

bo‘ladigan yig‘indi eng katta qiymatga ega bo‘lsin.  

1370. Ushbu 
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 
x

sinxxf 
  

funksiya (0,1) oraliqda cheksiz ko‘p sondagi ekstremum nuqtalarga ega bo‘lishi 

isbotlansin. 

1371. Ushbu  

2
1xx

1x
2
3

2

2





    x  

tensizlik isbotlansin. 

1372.Ushbu 22 baxcosbxsina   tengsizlik isbotlansin. 

 

Quyidagi ketma-ketlik nechanchi hadida eng katta qiymatiga ega bo‘ladi? 

1373. 32
n nn3n105x   1374.

1985n
nxn 

  

1375.
19n
nx

3

n 
  1376.

200n
nx 2

2

n 
  

1377. n

10

n 2
nx   1378. n

n nx   

 

Quyidagi funksiyalarning aniq yuqori chegarasi (sup), aniq quyi chegarasi 

(inf) topilsin. 

1379.  
x1

xxf


    x0  

1380.  
1x

1xf 2 
    x  

1381.   xtgxf 2  





 





2

x
2

 

1382.  
4x

1xf 2 
   1x1   
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1383.   2x
x
1xf    1x0   

1384.   xxlnxf     x0  

1385.     x2 e4xxf     x0  

1386.   x
1

e
x
1xf


    x0  

1387.   4

2

x1
x1xf




     +<x< -  

1388.    
2

2x
1x1xxf 










  





  6x

2
3

 

 

Test 
1) Faraz qilaylik,  )(xf  funksiya  ),( ba  da  )(  ba  berilgan bo’lsin. 

),(, 21 baxx  , uchun 1 2 1 2( ) ( )x x f x f x   bo’lsa, )(xf  funksiya  

),( ba  da  …………  deyiladi. 

A)o’suvchi          B)kamayuvchi      C)qat’iy  o’suvchi     D) qat’iy  kamayuvchi     

 

2) Faraz qilaylik,  )(xf  funksiya  ),( ba  da  )(  ba  berilgan bo’lsin. 

),(, 21 baxx  , uchun 1 2 1 2( ) ( )x x f x f x   bo’lsa, )(xf  funksiya  

),( ba  da  …………  deyiladi. 

A) qat’iy  o’suvchi               B)kamayuvchi      C)  o’suvchi     D) qat’iy  

kamayuvchi     

 

3) Faraz qilaylik,  )(xf  funksiya  ),( ba  da  )(  ba  berilgan bo’lsin. 

),(, 21 baxx  , uchun 1 2 1 2( ) ( )x x f x f x   bo’lsa, )(xf  funksiya  

),( ba  da  …………  deyiladi. 

A) kamayuvchi     B) qat’iy  o’suvchi         C)  o’suvchi     D) qat’iy  
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kamayuvchi     

 

4) Faraz qilaylik,  )(xf  funksiya  ),( ba  da  )(  ba  berilgan bo’lsin. 

),(, 21 baxx  , uchun 1 2 1 2( ) ( )x x f x f x   bo’lsa, )(xf  funksiya  

),( ba  da  …………  deyiladi. 

A) qat’iy  kamayuvchi     B) qat’iy  o’suvchi         C)  o’suvchi     D) 

kamayuvchi   

 

5) Agar shunday 0  son topilsaki, XxxxUx  ),()( 000    

nuqtalarda 

 )()()()( 00 xfxfxfxf   

tengsizlik bajarilsa, )(xf funksiya  0x  nuqtada maksimumga erishadi deyiladi, 0x  

nuqtaga esa )(xf  funksiyaning  ……………….  nuqtasi deyiladi. 

 A) maksimum     B) minimum      C)qutb        D)qo’zg’almas   

 

6) Agar shunday 0  son topilsaki, XxxxUx  ),()( 000    

nuqtalarda 

 )()()()( 00 xfxfxfxf   

tengsizlik bajarilsa, )(xf funksiya  0x  nuqtada  minimumga  erishadi deyiladi, 0x  

nuqtaga esa )(xf  funksiyaning  …………………….   nuqtasi deyiladi. 

A) minimum      B) maksimum     C)qutb         D)qo’zg’almas   
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Mavzu. Funksiyaning qavariqligi, egilish nuqtalari va 

asimptotalari 
29-ma’ruza 

Reja 

10.  Funksiyaning qavariqligi va botiqligi.  

20.  Funksiyaning egilish nuqtalari. 

30.  Funksiya grafigining asimptotalari. 

 

10. Funksiyaning qavariqligi va botiqligi. ([1] 6.9 Convexity and inflection 

points, 189-bet) Faraz qilaylik, )(xf  funksiya ),( ba  da berilgan bo‘lib, 

),(, 21 baxx   uchun 21 xx    bo‘lsin.  

)(xf  funksiya grafigining ))(,()),(,( 2211 xfxxfx  nuqtalaridan o‘tuvchi 

to‘g‘ri chiziqni )(xly   desak, u quyidagicha   

)()()( 2
12

1
1

12

2 xf
xx
xxxf

xx
xxxl








  

bo‘ladi. 

1-ta’rif. Agar har qanday oraliq ),(),( 21 baxx   da joylashgan 

),( 21 xxx  uchun 

))()(()()( xlxfxlxf   

bo‘lsa, )(xf  funksiya ),( ba  da botiq (qat’iy botiq) funksiya deyiladi. 

2-ta’rif. Agar har qanday oraliq ),(),( 21 baxx   da joylashgan 

),( 21 ххх  uchun 

 )()()()( xlxfxlxf   

bo‘lsa, )(xf  funksiya ),( ba  da qavariq (qat’iy qavariq) funksiya deyiladi. 

Botiq hamda qavariq funksiyalarning grafiklari 7-chizmada tasvirlangan: 
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7-chizma. 

Aytaylik, 1,0,0 1121   bo‘lib, ),(, 21 bахх   bo‘lsin. 

Funksiyaning botiqligi hamda qavariqligini quyidagicha ta’riflash ham mumkin. 

3-ta’rif. Agar 

)()()( 22111221.1 xfxfxxf    

 )()()( 2211221.1 xfxfxxf    

bo‘lsa, )(xf  funksiya ),( ba da botiq (qat’iy botiq) deyiladi. 

4-ta’rif. Agar 

)()()( 22111221.1 xfxfxxf    

 )()()( 2211221.1 xfxfxxf    

bo‘lsa, )(xf  funksiya ),( ba  da qavariq (qat’iy qavariq) deyiladi. 

1-misol. Ushbu 

                        2)( xxf   

funksiya  R  da qat’iy botiq funksiya  bo‘ladi.  

◄ 3-ta’rifdan foydalanib topamiz: 

 2
222121

2
11

2
22112211 )(2)()()( xxxxxxxxf   

 )()()( 21
2
2221

2
11

2
2

2
2

2
2121

2
1

2
1  xxxxxx  

)()( 2211
2
22

2
11 xfxfxx   ► 

1-teorema. Faraz qilaylik, )(xf  funksiya ),( ba  da berilgan bo‘lib, unda 

)(xf   hosilaga ega bo‘lsin. )(xf  funksiyaning ),( ba  da botiq (qat’iy botiq) bo‘lishi 

uchun )(xf  ning  ),( ba  da o‘suvchi (qat’iy o‘suvchi) bo‘lishi zarur va yetarli. 

◄ Zarurligi. )(xf funksiya ),( ba  da botiq bo‘lsin. U holda ),,(, 21 baxx    
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,21 xx   ),( 21 xxx  uchun  

)()()( 2
12

1
1

12

2 xf
xx
xxxf

xx
xxxf








  

bo‘lib, undan 

xx
xfxf

xx
xfxf








2

2

1

1 )()()()(
 

bo‘lishi kelib chiqadi. (   )()( 1212 xxxxxx   deyildi). Keyingi tengsizlikda 

1xx   so‘ng 2xx   da limitga o‘tib, 

,)()()(
12

12
1 xx

xfxfxf



  

12

12
2

)()()(
xx

xfxfxf



  

bo‘lishini topamiz. Undan )()( 21 xfxf   bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, )(xf   

funksiya (a,b) da o‘suvchi.  

)(xf  funksiya ),( ba  da  qat’iy  botiq bo‘lsin. U holda 

xx
xfxf

xx
xfxf








2

2

1

1 )()()()(
 

bo‘ladi. Lagranj teoremasiga muvofiq 

;),()()(
111

1

1 xcxcf
xx

xfxf





 

222
2

2 ),()()( xcxcf
xx

xfxf





 

bo‘lib,  undan )()( 21 xfxf   bo‘lishi kelib chiqadi. 

Yetarliligi. )(xf   funksiya ),( ba  da  o‘suvchi (qat’iy  o‘suvchi) bo‘lsin: 

),,(, 21 baxx   21 xx   da 

)()( 21 xfxf      ( )()( 21 xfxf  ). 

Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz: 
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;),()()(
111

1

1 xcxcf
xx

xfxf





 

222
2

2 ),()()( xcxcf
xx

xfxf





. 

Ravshanki,  212211 ccxcxcx  . Demak, )()( 21 cfcf   

))()(( 21 cfcf  bo‘lib,  yuqoridagi munosabatlardan 

xx
xfxf

xx
xfxf








2

2

1

1 )()()()(
       















xx
xfxf

xx
xfxf

2

2

1

1 )()()()(
 

bo‘lishi kelib chiqadi. Bu esa )(xf  funksiyaning ),( ba  da botiq (qat’iy botiq) ekanini 

bildiradi.  ► 

Xuddi shunga o‘xshash, quyidagi teorema ham isbotlanadi. 

2-teorema. )(xf  funksiya ),( ba  da berilgan bo‘lib, unda )(xf   hosilaga ega 

bo‘lsin. 

)(xf  funksiyaning ),( ba  da  qavariq  (qat’iy qavariq) bo‘lishi uchun )(xf   

ning ),( ba  da kamayuvchi (qat’iy kamayuvchi) bo‘lishi zarur va etarli. 

Aytaylik, )(xf  funksiya ),( ba  da berilgan bo‘lib, u shu intervalda )(xf   

hosilaga ega bo‘lsin. Bundan tashqari ),( ba  intervalning har qanday ),(   

)),(),(( ba  qismida )(xf   aynan nolga teng bo‘lmasin. 

3-teorema. )(xf  funksiya ),( ba  intervalda botiq (qavariq) bo‘lishi uchun 

),( ba da  

)0)((0)(  xfxf  

bo‘lishi zarur va yetarli. 

Bu teoremaning  isboti yuqoridagi hamda funksiyaning monotonligi haqidagi 

teoremalardan kelib chiqadi.  

2-misol. Ushbu  

)0(ln)(  xxxf  

funksiya  qavariq bo‘ladi. 

 ◄Bu funksiya uchun  
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01)( 2 
x

xf  

bo‘ladi. 2-teoremaga ko‘ra berilgan xxf ln)(   funksiya  ,0  da qat’iy qavariq 

bo‘ladi. ► 

20. Funksiyaning egilish nuqtalari. ([1] 6.9 Convexity and inflection points, 

189-bet) Faraz qilaylik, )(xf  funksiya RX   to‘plamda berilgan bo‘lib,  

0,),(, 000   XxxXx  bo‘lsin.  

5-ta’rif. Agar )(xf  funksiya ),( 00 xx   da botiq (qavariq), ),( 00 xx  

da qavariq (botiq) bo‘lsa, 0x  nuqta )(xf  funksiyaning egilish nuqtasi deyiladi. 

Aytaylik, )(xf  funksiya  ),( 00   xx  da )(xf   hosilaga ega bo‘lsin. 

Agar  ),( 00 ххх   da 0)(  xf    )0)((  xf , 

),,( 00  ххх  da 0)(  xf    )0)((  xf , 

bo‘lsa, )(xf   funksiya 0x  nuqtada ekstremumga erishadi va demak, 0)( 0  xf  

bo‘ladi. Demak, )(xf  funksiya egilish nuqtasi-da  0)(  xf  bo‘ladi.  

3-misol.  Ushbu  

                          3)( xxf   

funksiya 00 x  nuqtada egiladi. 

◄Bu funksiya uchun  

хxf 6)(   

bo‘lib,  

)0,(  х  da 0)(  xf  

),,0(  х  da 0)(  xf          )0(   

bo‘ladi. ► 

30. Funksiya grafigining asimptotalari. ([1], 5.3 Asymptotes, 135-bet) Faraz 

qilaylik, )(xf  funksiya RX   to‘plamda berilgan bo‘lib, 0x  nuqta X  to‘plamning 

limit nuqtasi bo‘lsin.  

6-ta’rif.  Agar ushbu  
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)(lim),(lim
00 00

xfxf
xxxx 

 

limitlardan biri yoki ikkalasi xam cheksiz bo‘lsa, 0xx   to‘g‘ri chiziq )(xf  funksiya 

grafigining vertikal asimptotasi deyiladi.  

Masalan, 
х

xf 1)(   funksiya grafigi uchun 0x  to‘g‘ri chiziq vertikal asimptota 

bo‘ladi. 

Aytaylik, )(xf  funksiya  ),( 0 x da aniqlangan bo‘lsin. 

7-ta’rif. Agar shunday k  va  b sonlari topilsaki,  

)0)(да()()(  xxxbkxxf   

bo‘lsa, bkxy   to‘g‘ri chiziq )(xf  funksiya grafigining og‘ma asimptotasi 

deyiladi. 

4-teorema. )(xf  funksiya grafigi bkxy   og‘ma asimptotaga ega bo‘lishi 

uchun 

bkxxfk
x
xf

xx



))((lim,)(lim  

bo‘lishi zarur va etarli. 

◄ Zarurligi. bkxy   to‘g‘ri chiziq )(xf  funksiya grafigining og‘ma 

asimptotasi bo‘lsin. Unda  

)()( xbkxxf   

bo‘lib, 0)(да  xx   bo‘ladi. Bu tenglikni e’tiborga olib topamiz: 

;lim)(lim k
x

xbkx
x
xf

xx








 

.))((lim))((lim bxbkxxf
xx




  

Yetarliligi.   Ushbu  

bkxxfk
x
xf

xx



))((lim,)(lim  

munosabatlar o‘rinli bo‘lsin. Bu munosabatlardan  

)()(0)())(( xbkxxfxbkxxf    
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bo‘lishi kelib chiqadi.  ► 

4-misol. 2

3

)1(
)(




x
xxf  funksiyaning og‘ma asimptotasi topilsin. 

◄ Bu funksiya  uchun 

;1
)1(

lim)(lim 2

2





 x

x
x
xfk

xx
 

2
)1(

lim))((lim 2

3















x

x
xkxxfb

xx
 

bo‘ladi. Demak, 2 xy  to‘g‘ri chiziq berilgan funksiya grafigining og‘ma 

asimptotasi bo‘ladi.►  

Mashqlar 

1. Ushbu  

xx
xxf |1|)( 

  

funksiyaning botiq hamda qavariq bo‘ladigan oraliqlari topilsin. 
2. Ushbu  

1
22)(

2





x

xxxf  

funksiya grafigining  og‘ma asimptotasi topilsin. 
3. Ushbu  
а) x exxf 2)(  , 
б) xxxf arcctg2)(  , 

в) 1)(  xexf  funksiyalarni hosilalar yordamida to‘liq tekshirilsin, 

grafiklari chizilsin.  
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Glossariy 

 

1-ta’rif. Agar har qanday oraliq ),(),( 21 baxx   da joylashgan 

),( 21 xxx  uchun 

))()(()()( xlxfxlxf   

bo‘lsa, )(xf  funksiya ),( ba  da botiq (qat’iy botiq) funksiya deyiladi. 

2-ta’rif. Agar har qanday oraliq ),(),( 21 baxx   da joylashgan 

),( 21 ххх  uchun 

 )()()()( xlxfxlxf   

bo‘lsa, )(xf  funksiya ),( ba  da qavariq (qat’iy qavariq) funksiya deyiladi. 

3-ta’rif. Agar 

)()()( 22111221.1 xfxfxxf    

 )()()( 2211221.1 xfxfxxf    

bo‘lsa, )(xf  funksiya ),( ba da botiq (qat’iy botiq) deyiladi. 

4-ta’rif. Agar 

)()()( 22111221.1 xfxfxxf    

 )()()( 2211221.1 xfxfxxf    

bo‘lsa, )(xf  funksiya ),( ba  da qavariq (qat’iy qavariq) deyiladi. 

5-ta’rif. Agar )(xf  funksiya ),( 00 xx   da botiq (qavariq), ),( 00 xx  

da qavariq (botiq) bo‘lsa, 0x  nuqta )(xf  funksiyaning egilish nuqtasi deyiladi. 

6-ta’rif.  Agar ushbu  

)(lim),(lim
00 00

xfxf
xxxx 

 

limitlardan biri yoki ikkalasi xam cheksiz bo‘lsa, 0xx   to‘g‘ri chiziq )(xf  funksiya 

grafigining vertikal asimptotasi deyiladi.  

7-ta’rif. Agar shunday k  va  b sonlari topilsaki,  

)0)(да()()(  xxxbkxxf   

bo‘lsa, bkxy   to‘g‘ri chiziq )(xf  funksiya grafigining og‘ma asimptotasi 
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deyiladi. 

Keys banki 

 

 29-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Ushbu  

г) x exxf 2)(  , 

д) xxxf arcctg2)(  , 

е) 1)(  xexf  funksiyalarni hosilalar yordamida to‘liq tekshirilsin, 

grafiklari chizilsin. 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va 

tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

 to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual). 

29-amaliy mashg`ulot 

1 – m i s o l .  Ushbu 
  4x5x3xf 45   

funksiyaning qavariqligi, botiqligini aniqlab egilish nuqtasi topilsin. 
 ◄Berilgan funksiyaning hosilalarini hisoblaymiz: 

  34 20x-15xxf  , 
1)-(x60x60x-60x(x)f 223   

 Ravshanki, 0x1   da   00f  , 1x2   da   01f   bo‘ladi. Bu nuqtalar 
atrofida  xf   ning ishorasini aniqlaymiz; 

 0,  da   0xf  ,  ,0  da   0xf  ,  0  
 1,1   da   0xf  ,  1,1  da   0xf  . 

Demak,  1,  da   0xf   bo‘lib, shu oraliqda funksiya qavariq bo‘ladi;  ,1  
da   0xf   bo‘lib, shu oraliqda funksiya botiq bo‘ladi. 1x   nuqta egilish nuqtasi 
bo‘ladi. (6-chizma).► 

9 – m i s o l .  Ushbu   3 5xxf   funksiya grafigining egilish nuqtasi 
topilsin. 
 ◄Bu funksiyaning hosilalarini hisoblaymiz: 

  3
2

x
3
5xf  ,  

3
3
1

x9
10x

9
10xf





 

 Ravshanki 0x   nuqtada funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi mavjud emas. 
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Bu nuqta atrofida  xf   ning ishorasini aniqlaymiz: 
 0x   bo‘lganda   0x,0xf   bo‘lganda   0xf   bo‘lgani sababli 
berilgan funksiya  0,  da qavariq,  ,0  da botiq bo‘lib 0x   egilish nuqtasi 
bo‘ladi.► 

10 – m i s o l .  Ushbu 

 
3x

3x6xxf
2




  

funksiya grafigining asmptotalari topilsin. 
 ◄Ravshanki, 3x   da   xf . Demak 3x   to‘g‘ri chiziq funksiya 
grafigining vertikal asimptotasi bo‘ladi. Endi quyidagi 

 
x
xflimk

x 
 ,   kx-xflimb

x 
  

limitlarni hisoblaymiz. 

1

x
31

x
3

x
61

lim
)3x(x
3x6xlimk

2

x

2

x













 

3
3x
x33limx

3x
3x6xlimb

x

2

x





















 

Demak, 3xy   to‘g‘ri chiziq berilgan funksiya grafigining og‘ma asimptotasi 
bo‘ladi. (7-chizma).► 

Quyidagi funksiyalarning qavariq va botiq bo‘lish oraliqlari topilsin. 

1389. 4x-xy 3  1390. 2x
1 =y  

1391. 126x-8x-3xy 234   1392.  0a
xa

ay 22

3




  

1393. 3)1x(
1y


  1394. 3 5x -2+x=y  

1395.
x
1arcsin=y  1396.

x1
xy


  

1397. 2x1y   1398.
2xey   

1399. sinxxy   1400.  3x1lny   

1401.
xx
1x

y



  1402. 35 )1x(20)1x(4y   

1403. 2-x-1y 2  1404.   x2 ex1y   
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1405.Ushbu 1+ x
2
3+ax+x=y 234   funksiya a  ning qanday qiymatida 

  ,  da botiq bo‘ladi. 
1406.Ushbu nxy   funksiya 1n   bo‘lganda  ,0  oraliqda qavariq, 1n0   
bo‘lganda  ,0  da botiq bo‘lishi ko‘rsatilsin. 
1407.Agar  b,a  segmentda   0xf   bo‘lsa, ixtiyoriy b][a, х,х 21   lar uchun 

2
)x(f)x(f

2
xxf 2121 







 

 

bo‘lishi isbotlansin. 
  xf  funksiya  b,a  da berilgan bo‘lib, b)(a,х,х 21   va 

0,0 21  , 1= + 21   uchun 
)f(x+)f(x)x +x f( 22112211   

bo‘lsa,  xf  funksiya  b,a  da botiq, 
)f(x+)f(x)x +x f( 22112211   

bo‘lsa,  xf  funksiya  b,a  da qavariq deyiladi. 
1408.Ushbu 

  





,y,x
2

eee
yx

2
yx

 

tengsizlik isbotlansin. 
Quyidagi funksiya grafigining egilish nuqtalari topilsin. 

1409. 45x-3xy 45   1410. cosxy   

1411.
2
xx1y

4
2   1412. x

1

ey   

1413.y=1-ln(x2-4) 1414.y=arctg
x
1  

1415.
x
1+4x=y 2  1416. 2x

1x
y


  

1417.
x
xlny   1418. lnx2xy 2   

1419. 3

4

)x1(
xy


  1420. 3x1y   

Quyidagi funksiyalarni qavariqlikka, botiqlikka tekshirilsin, egilish 
nuqtalari topilsin. 

1421. 99x-3x-xy 23   1422.
4x

1y 2 
  

1423. x4 e1)(xy   1424. x-arctgxy   
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1425. 3 3 x12x4y   1426. 1-x-2y 5  

1427. 3
5

x +x=y  1428. 





 





2

x
2

ey xsin  

 
Quyidagi funksiyalarning egilish nuqtalari topilsin. 

1429. 310x-xy 25   1430. arctgxey   

1431.
x
1+4x=y 2  1432.

x
xlny   

1433.a  va b  qanday qiymatlarida 23 bxaxy   funksiyaning egilish nuqtasi 
1x   bo‘ladi?  

1434.Ushbu 
x

 sinx+x=y 43 
 funksiyaning egilish nuqtasi 0x  bo‘lishi 

isbotlansin. 
1435.Ushbu xsinxy  funksiyaning egilish nuqtasi quyidagi 

222 4x)x(4y   
tenglikni qanoatlantirishi ko‘rsatilsin. 
1436.h  ning qanday qiymatlarida x  nuqta 

 0hehy
22 xh 


   

funksiyaning egilish nuqtasi bo‘ladi? 
Quyidagi funksiyalarning egilish nuqtalari topilsin. 

1437. xcosxsiny 44   1438. 1-ey x  
 

Quyidagi funksiya grafiklarining asimptotalari topilsin. 

1439.
1x

2xx2y
2




  1440.
3x4x

1y 2 
  

1441.
1x

xy 4

5


  1442.

x
x1y

2
  

1443.
x

xcosx2y   1445.
4
xarctg+4x=y  

1446. 1x1xy   1447.
1x

xy
2


  

1448. arctgxxy   1449. x1xy 2   

1450. 2
x

ex1y   1451. 1-ey x  
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1452.
x
xlnxy   1453.

x

x
11y 





   

1454.
x
1xsin=y  1455. lnxxy 2  

1456.  -xe1lny   1457.
xcosxsin

1y


  

1458. lnshxy   1459. arctgx-lnxy   
 

Test 
1. Ushbu   53f x x  funksiya grafigining egilish nuqtasi topilsin. 

A) x=0      B)   x=2    C) x=1  D) x=3 

2. Ushbu       
2 6 3

3
x xf x

x
 


    funksiya grafigining asmptotalari topilsin. 

A)  3y x         B)  3y x           C)  2y x           D)  2y x    

3.  Ushbu 2

3

)1(
)(




x
xxf  funksiyaning og‘ma asimptotasi topilsin. 

A) 2 xy          B)    2y x         C)  2y x            D) 1y x   

4. Ushbu 3)( xxf   funksiya grafigining egilish nuqtasi topilsin. 
A) x=0          B)    x=1          C)  x=-1       D) x=2 

5. Ushbu    5 4 f x 3 5 4x x    funksiya grafigining egilish nuqtasi topilsin. 
A) x=1           B)   x=2         C) x=-1           D) x=0 

6. Ushbu   21 4f x x
x

   funksiyaning og‘ma asimptotasi topilsin. 

A) x=0      B)   x=2    C) x=1  D) x=3 
7. Ushbu    2 23 3( 1) ( 1)f x x x     funksiya grafigining egilish nuqtasi 

topilsin. 
A) x=0          B)    x=1          C)  x=-1       D) x=2 

8. Ushbu    21 4f x x
x

   funksiya grafigining egilish nuqtasi topilsin. 

A)  
2
2x

3

      B) 
3 2
2

x       C) 
3 3
2

x              D) 
3 2
3

x    

9. Ushbu   2 23 3( 1) ( 1)f x x x     funksiyaning og‘ma asimptotasi topilsin. 
A) Asimptotaga ega emas. B) x=1   C) x=-1  D) x=0 

10.  Ushbu      )0(ln)(  xxxf  funksiya qavariq yoki botiqmi. 
A) qavariq     B) botiq      C) qavariq emas      D) botiq emas 
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Mavzu. Aniqmasliklarni ochish. Lopital qoidalari 

30-ma’ruza  

Reja 

10.  

ва

0
0

  ko‘rinishidagi hollar. 

20.  00,1,,0   ko‘rinishidagi hollar. 

 

([1], 6.11 The Theorem of de L’Hopital,197-bet) Ma’lum shartlarda funksiya 

limitini hisoblash qoidalari o‘rganilgan edi. Ko‘p hollarda bunday shartlar 

bajarilmaganda, ya’ni  

     ,
0
0  ининг лимит

)(
)(:0)(,0да0 








xg
xfxgf(x)xx  

     ,  ининг лимит
)(
)(:)(,да0 











xg
xfxgf(x)xx  

 ,  ининг лимит)()(:)(,да0  xgxfxgf(x)xx  

     ,00  ининг лимит)())((:0)(,0да0 




 xgxfxgf(x)xx  

     




  1  ининг лимит)())((:)(,1да0

xgxfxgf(x)xx  

0xx   da 0)(,)(  xgxf : )()( xgxf  ni limiti 0 ni topishda funksiyaning 

hosilalariga asoslangan qoidaga ko‘ra hisoblash qulay bo‘ladi. Bunday usul bilan 

funksiya limitini topish Lopital qoidalari deyiladi. 

10.  

ва

0
0

  ko‘rinishidagi hollar. 

1-teorema.  Faraz qilaylik, )(xf  va  )(xg   funksiyalar  ),( ba  da berilgan 

bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin: 

1) ;0)(lim,0)(lim
00




xgxf
bxbx

 

2) )(ва)(да),( xgxfbax    hosilalar mavjud; 
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3) ;0)(да),(  xgbax  

4) Ushbu   )(,
)(
)(lim

0
R

xg
xf

bx






 mavjud.  U holda 

 )(
)(lim

0 xg
xf

bx
 

bo‘ladi. 

◄ 0)(,0)(  bgbf   deb olamiz. Unda  )(xf  va  )(xg   funksiyalar  

)0(да],(   bb  uzluksiz bo‘lib qoladi. Teoremaning 4-shartiga ko‘ra: 

 



 
)(
)(:),(,0,0

xg
xfbbx  

bo‘ladi.  

Endi ],( bb   da Koshi teoremasidan foydalanib topamiz: 

]).,[),((
)(
)(

)()(
)()(

)(
)(

bbbxc
cg
cf

xgbg
xfbf

xg
xf















 
 

Demak,    


 )(

)(lim
0 xg

xf
bx

. 

SHuni isbotlash talab qilingan edi. ► 

1-misol. Ushbu   

eex
e
xx

ex





















)(ln
lim  

munosabat isbotlansin. 

◄ exxg
e
xxxf 





 )(,)(ln)(


 funksiyalari uchun  ),1( e  da 1-

teoremaning barcha shartlari bajariladi: 

 

;0)(lim)(lim

,0)((lnlim)(lim)1















exxg
e
xxxf

exex

exex



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2) ,1)(ln)(
1

1


 








 

e
x

ex
xxf   ;1)(  xg  

3) ;01)(  xg  

4) .
1

1)(ln
lim

)(
)(lim

1
1

e
e
x

ex
x

xg
xf

exex




























            

Demak,   

.
)(ln

lim
)(
)(lim

eex
e
xx

xg
xf

exex






















► 

2-teorema. ([1], 6.11 The Theorem of de L’Hopital,198-bet) Aytaylik, )(xf  

va )(xg  funksiyalar ),( a  da berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin: 

;0)(lim,0)(lim)1 


xgxf
xx

 

),()2  ax  da )(),( xgxf   hosilalar mavjud; 

),()3  ax  da ;0)(  xg  

4) Ushbu  





 )(
)(lim

xg
xf

x
 

mavjud   )( R .  U  holda 


 )(

)(lim
xg
xf

x
 

bo‘ladi. 

◄ 0a  deb,  
x

t 1
  deymiz. Unda )1,0(

a
t   bo‘lib, x  da 0t . 

Endi )(tF  va )(tG  funksiyalarni quyidagicha  

)()(),()( 11
tt gtGftF   

aniqlaymiz. Unda  

0t  da ;0)(,0)(  tGtF  
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);1()()(),1()()( 2
1

2
1

t
gtG

t
ftF tt   

)0(,
)(
)(

)(
)(

1

1









t
g
f

tG
tF

t

t   

bo‘lib, 1-teoremaga ko‘ra, 0t  da  


)(
)(

tG
tF  

bo‘ladi. Keyingi munosabatdan esa 


 )(

)(lim
xg
xf

x
 

bo‘lishi kelib chiqadi ►  

2-misol.  Ushbu  




 2arctg2
1lim

2
1

x
e x

x
 

limitni hisoblang. 

◄Agar  2arctg2)(,1)( 2
1

xxgexf x  deyilsa, ular uchun 2-

teoremaning barcha shartlari bajariladi, jumladan 

4

1

3 1
4)(,2)( 2

x
xxge

x
xf x


  

bo‘lib,   

2
1

2
1lim

1
4

2

lim
)(
)(lim 4

4

4

1

3
2














 x
x

x
x

e
x

xg
xf

x

x

xx
 

bo‘ladi. 2-teoremaga ko‘ra  

2
1

arctg2
1lim

)(
)(lim

)(
)(lim 2

2
1










 x
e

xg
xf

xg
xf x

xxx
 

bo‘ladi. ► 
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Quyidagi teoremalar ham yuqorida keltirilgan teoremalarga o‘xshash 

isbotlanadi. 

3-teorema. ([1], 6.11 The Theorem of de L’Hopital,198-bet) Faraz qilaylik,  

)(xf  va   )(xg  funksiyalar  ),( ba  da berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin: 

1) ;)(lim,)(lim
00




xgxf
bxbx

 

2) ),( bax  da  )(),( xgxf   hosilalar mavjud; 

3) ),( bax  da   ;0)(  xg  

4) Ushbu )(,
)(
)(lim

0
R

xg
xf

bx






  mavjud.  U holda  


 )(

)(lim
0 xg

xf
bx

 

bo‘ladi. 

4-teorema. Faraz qilaylik, )(xf  va  )(xg  funksiyalar  ),( a  da berilgan 

bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin: 

1) ;)(lim,)(lim 


xgxf
xx

 

2) ),(  ax  da  )(),( xgxf   hosilalar mavjud; 

3) ),(  ax  da   ;0)(  xg   

4) Ushbu )(,
)(
)(lim R

xg
xf

x






  mavjud.  U holda 

 )(
)(lim

xg
xf

x
  bo‘ladi. 

20. 00,1,,0   ko‘rinishidagi hollar. ([1],6.11.1 Applications of 

de L'Hopital's theorem, 199-bet) Bu ko‘rinishdagi aniqmasliklar 

,

0
0

 hollarga 

keltirilib, so‘ng yuqoridagi teoremalar qo‘llaniladi. 

1) 0xx   da   )(,0)( xgxf  bo‘lganda  )()( xgxf   funksiyaning 

limitini topish uchun uni   

)(
1

)(

)(
1

)()()(

xf

xg

xg

xfxgxf   
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deb, so‘ng 1- yoki  2-teoremalar qo‘llaniladi.  

2) 0xx   da  )(,)( xgxf  bo‘lganda )()( xgxf   

funksiyaning limitini topish uchun uni   

)(
1

)(
1

)(
1

)(
1

)()(

xgxf

xfxgxgxf



  

deb, so‘ng 1-teorema qo‘llaniladi. 

3) 0xx   da 0)(,0)(  xgxf  hamda 0xx   da 

 )(,1)( xgxf  bo‘lganda    )()( xgxf  funksiyaning limitini topish uchun 

avvalo 
)())(( xgxfy   

funksiya logarifmlanadi, so‘ng yuqoridagi teoremalar qo‘llaniladi. 

3-misol. Ushbu  

2
1

0

sinlim x

x x
x









 

limit hisoblansin. 

◄Avvalo  
2

1

0

sinlim x

x x
xy 








 deb olamiz.  Ravshanki, 0x  da 

.1)(,1sin)( 2 
x

xg
x

xxf  

Sodda hisoblashlar yordamida topamiz: 

 












 20200

sinln
lim

sinln
limlnlim

x

x
x

x
x

x

y
xxx

 







 x

x
xxx

x
x

x 2

sincos
sinlim

2

0
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 
 









 3030

sincoslim
2
1sincoslim

2
1

x

xxx
x

xxx
xx

 

.
6
1

3
sinlim

2
1

20


 x
xx

x
 

Demak,  6
11

0

2sinlim










 e

x
x x

x
  ► 

Mashqlar 

 

1. Ixtiyoriy  R da  ushbu  






2
ln

1)arctg4(
lim

1




 x

x

x
 

tenglikning o‘rinli bo‘lishi isbotlansin. 
2. Ushbu  

)arctg
2

(lim xx
x





 

limit  hisoblansin. 
Adabiyotlar 

1.   Canuto C., Tabacco A. - Mathematical Analysis I, Italy 2008. 

2. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.  

3. Xudoyberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A. 

Matematik analizdan ma’rizalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.  

4. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t. M. 

«FIZMATLIT», 2001.  

Glossariy 

,
0
0  ининг лимит

)(
)(:0)(,0да0 








xg
xfxgf(x)xx  

     ,  ининг лимит
)(
)(:)(,да0 











xg
xfxgf(x)xx  

 ,  ининг лимит)()(:)(,да0  xgxfxgf(x)xx  

     ,00  ининг лимит)())((:0)(,0да0 




 xgxfxgf(x)xx  
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     




  1  ининг лимит)())((:)(,1да0

xgxfxgf(x)xx  

0xx   da 0)(,)(  xgxf : )()( xgxf  ni limiti 0 ni topishda funksiyaning 

hosilalariga asoslangan qoidaga ko‘ra hisoblash qulay bo‘ladi. Bunday usul bilan 

funksiya limitini topish Lopital qoidalari deyiladi. 

 

Keys banki 

 

30-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Ixtiyoriy    da ushbu  






2
ln

1)arctg4(
lim

1




 x

x

x
 

tenglikning o‘rinli bo‘lishi isbotlansin. 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va 

tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

 to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual). 

30-amaliy mashg`ulot 

1 – m i s o l .  Ushbu 

30x x
arctgxxlim 


 

limit hisoblansin. 

 ◄Bu xolda 
0
0

 ko‘rinishidagi aniqmaslikka ega bo‘lamiz. Lopital qoidalardan 

foydalanib topamiz. 

 
  3

1
)x1(3

1lim
x3

x1
11

lim
x

arctgxxlim
x
arctgxxlim 20x2

2

0x30x30x














.► 

2 – m i s o l .  Ushbu 
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ctgx
xlnlim

0x
 

limit hisoblansin. 

 ◄Bu holda 



 ko‘rinishidagi aniqmaslikka ega bo‘lgan Lopital qoidasidan 

foydalanib topamiz: 

 
 

0
x

xsinlim

xsin
1

x
1

lim
ctgx

xlnlim
ctgx

xlnlim
2

0x

2

0x0x0x









.► 

 

 

3 – m i s o l .  Ushbu 







 

 xln
1

1x
xlim

1x
 

limit hisoblansin. 

 ◄Bu xolda   ko‘rinishidagi aniqmaslik yuzaga keladi. Agar 

xln)1x(
1xxlnx

xln
1

1x
x







 deyilsa, 
0
0

 ko‘rinishidagi aniqmaslik hosil bo‘lib 

limitni Lopital qoidasiga ko‘ra topamiz: 

 
 
    



















 

  1x
x
1xln

1xln
x
1x

lim
xln1x

1xxlnxlim
xln1x
1xxlnxlim

xln
1

1x
xlim

1x1x1x1x
 

 
2
1

x
1

x
1

x
1

lim

1
x
1xln

xlnlim
1

x
1xln

xlnlim
2

1x1x1x













 










.► 

4 – m i s o l .  Ushbu 
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x2tg

4
x

)tgx(lim



 

limit hisoblansin. 

 ◄
4

x 
  da   x2tgtgx  ifoda 1  ko‘rinishdagi aniqmaslik bo‘ladi. Avvalo 

  x2tgtgxy   

ni logarifmlab topamiz: 

  1
x2tg

)x2tg(
tgxlntgxlnyln  . 

Bu 
4

x 
  da 

0
0

 ko‘rinishdagi aniqmaslik bo‘ladi. Unda Lopital qoidasidan 

foydalanib 

 
 
  

1x2sinlim

x2cos
)x2tg(2
xcos

1
tgx
1

lim
x2tg

tgxlnlim
x2tg
tgxlnlim

4
x

2

2

2

4
x1

4
x

1

4
x




















 

bo‘lishini topamiz. Demak,   1tgxlnlim x2tg

4
x





 bo‘lib,  

e
1tgxlim x2tg

4
x





 

bo‘ladi.► 

 

Quyidagi limitlar hisoblansin: 

1500.
1xx2

1xlim 3

5

1x 



 1501.

6x7x
2xx2xlim 3

23

1x 



 

1502.
tgx

xcos1lim
0x




 1503.
ax
eelim

ax

ax 



 

1504. 20x x
xsinxcosxlim 


 1505.

xsin
1elim

x2

0x




 

1506.
xsinx

xtgxlim
0x 




 1507.
)x1ln(

eelim
xx

0x 
 


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1508.
xsin

xcosxxsinlim 30x




 1509.
xcos
x3coslim

2
x 


 

1510.
3x x

xlnlim


 1511. 100

x10

x x
elim


 

1512.  0n
x
asinxlim n

x



 1513.

 
x

x1elim
x
1

0x




 

1514.
 

x

2

0x ex3cos
x1lnlim  


 1515.

x
1xlim

2

x




 

1516.
x

xln2xlim
x




 1517.
 

2x3x
x2arcsinlim

22x 




 

1518.
xtg

x)x1ln(lim 20x




 1519.  0a
ax
axlim aa

xa

0x






 

1520.
)bxln(sin
)axln(sinlim

0x
 1521.

 
6

2

0x x
xsinxsinsinxlim 


 

1522.
4 3

34

1x x1
xxx2lim






 1523.
1xsin2

1tgx
lim 2

3

4
x 





 

1524.
x5sinar
x2arctglim

0x
 1525.  0a

x
a)xa(lim 2

xx

0x





 

1526.
xxsin

eelim
xzsin

0x 



 

1527.   xtg1x2sinlim
2
1x




 

1528.  x
1

x
xlnlim


 1529. xln21

6

0x
xlim 


 

1530. 













 )1e(xx2

1xlim x220x
 1531.   xln1xlim x

0x



 

1532.
tgx

0x x
1lim 








 1533.

a2
xtg

ax a
x2lim










   
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1534.   2x
1

0x
xcoslim


 1535. x01,02

x
exlim 


 

1536. )1eln(
1

0x

x
xlim 


 1537.  tgx

0x
xarcsinlim


 

1538. shxln
1

0x
xlim


 1539.

2x
1

0x x
xsinlim 








 

1540.
  x

1

x
1

0x e
x1lim













 


 1541. n

x
1

0x x
elim

2


 

1542.
 axctg

ax tga
tgxlim



 







 1543.   xln

1

0x
ctgxlim


 

1544.   xsin

0x
ctgxlim


 1545.

x
1

0x
xarccos2lim 





 


 

1546. 





 

 xarcsin
1

x
1lim

0x
 1547. 













xlnxxlim 27

6
3
7

x
 

1548. 











tgxarg2lnxlim
x

 1549.  1a,0axlim x

x



 

1550.  x
1

x2

x
3x3lim 


 1551. x

xln

x )x(ln
xlim


 

1552.Agar  xf  funksiya ikkinchi tartibli  xf   hosilaga ega bo‘lsa, u holda ushbu 

       
20h h

xf2hxfhxflimxf 



 

tenglik o‘rinli bo‘lishi isbotlansin. 

1553.Ushbu 

xsinx
xlim

2

x 
 

limit hisoblashda Lopital qoidasidan foydalanish mumkinmi? Limit hisoblansin. 
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1554.Ushbu 

x
xsinxlim

x




 

limit hisoblashda Lopital qoidasidan foydalanish mumkinmi? Limit hisoblansin. 

 

Quyidagi limitlar Lopital qoidasi bo‘yicha hisoblanmasligi ko‘rsatilsin. 

Limitlar  topilsin. 

1555.
xsin

x
1sinx

lim
2

0x




 1556.

xsin
x
1sinx

lim 2

3

0x




 

1557.
xcosx
xcosxlim

x 



 1558.

xsinx
xsinxlim

x 



 

1559.
xcosx
xsinxlim

x 



 1560.  1a

)xcosxsin2(e
elim x

ax

x







 

 

 

Test 

1.Ushbu   lim 30
x arctgx

x x



     limit hisoblansin. 

A) 
1
3

    B) 2     C)  5    D) 3 

2. Ushbu        
ctgx

xlnlim
0x

             limit hisoblansin. 

A)   0     B) 2       C) 3      D) 1 

3. Ushbu       





 

 xln
1

1x
xlim

1x
           limit hisoblansin. 

          A) 
1
2

         B)   
1
2

         C)   24         D)15 

 4. Ushbu        x2tg

4
x

)tgx(lim



                  limit hisoblansin. 
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        A) -1        B)   1      C) 2        D)   -2 

5.  Ushbu        
1xx2

1xlim 3

5

1x 



            limit hisoblansin. 

      A) 1         B) -1        C)  -2     D)  2  

6.  Ushbu        20x x
xsinxcosxlim 


            limit hisoblansin. 

     A)  0         B)  2       C) -1     D) 1 

7.  Ushbu        
xsinx

xtgxlim
0x 




               limit hisoblansin. 

   A) 0          B) 1        C) -2      D) 4 

8.   Ushbu        
xcos
x3coslim

2
x 


               limit hisoblansin. 

   A) -3        B)  3       C) 1        D)-1 

9.  Ushbu        
6x7x

2xx2xlim 3

23

1x 



               limit hisoblansin. 

   A) 
1
2

     B) 
1
2

      C) 1      D) 2 

10. Ushbu        
x

xln2xlim
x




               limit hisoblansin. 

   A) 1      B) -1        C) 2       D) -2 
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Mavzu. Boshlang’ich funksiya va aniqmas integral 

tushunchalari 
31-ma’ruza 

Reja 

10. Boshlang’ich funksiya tushunchasi. Funksiyaning aniqmas integrali. 

20.  Integralning xossalari.  

30. Asosiy aniqmas integrallar jadvali.  

 

10.  Boshlang’ich funksiya tushunchasi. Funksiyaning aniqmas integrali. 

Faraz qilaylik,  )(xf  funksiya ),( ba  intervalda  ( bu interval chekli yoki cheksiz 

bo’lishi mumkin )  aniqlangan bo’lib, )(xF  funksiya esa shu intervalda 

differensiallanuvchi  bo’lsin. 

 1—ta’rif. ([1], Definition 9.1,  300-bet ) Agar  ),( bax  da 

  f(x)(x)F  yoki  f(x)dxdF(x)   

bo’lsa, )(xF  funksiya ),( ba  da  )(xf  ning  boshlang’ich  funksiyasi  deyiladi. 

 Masalan. 

 1). 2)( xxf   funksiyaning ),( R  dagi boshlang’ich funksiyasi 

3

3
1)( xxF   bo’ladi, chunki  

    )(
3
1)( 23 xfxxxF 








 . 

 2). 
21

)(
x

xxf


  funksiyaning )1,1(  intervaldagi boshlang’ich funksiyasi 

21)( xxF   bo’ladi, chunki  

      )(
1

1)(
2

2 xf
x

xxxF 






 . 

 Aytaylik, )(xf  funksiya   ba,  da aniqlangan bo’lib, )(xF  funksiya shu 

segmendga differensiallanuvchi bo’lsin.  

 2—ta’rif.  Agar  
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  baxxfxF ,         )()(   

 bo’lib,  

                       ).()0( afaF   ).()0( bfbF   

bo’lsa, )(xF  funksiya   ba,   da  )(xf  ning  boshlang’ich  funksiyasi  deyiladi.  

 8.1—misol. Ushbu  














0agar       ,1

0agar      0,
0.agar        ,1

)(
x

x
x

xf  

funksiya   1,1   intervalda  boshlang’ch  funksiyaga  ega  emasligi  ko’rsatilsin. 

 ◄ Teskarisini  faraz  qilaylik. Biror )(xF  funksiya  1,1  da )(xf  ning 

boshlang’ich funksiyasi  bo’lsin:  1,1  da  

)()( xfxF  . 

Lagranj  teoremasiga  ko’ra      ,0 x da   10  x  

                                  )0(                   )()()0()( xcxxcfxcFFxF   

bo’ladi.  Keyingi  tenglikdan   topamiz: 

.1)0()(lim)0(
0





 x

FxFF
x

 

Bu  esa  0)0()0()0(  fFF   bo’lishiga  zid. ► 

 1—eslatma.  Keyinchalik, )(xF  funksiya  boshlang’ich  funksiyasi  

bo’ladigan  oraliqni  ko’rsatib  o’tirmaymiz. Oraliq  sifatida  )(xf  ning  aniqlanish  

oralig’i  X   ko’zda  tutiladi  va  X  sifatida   

         
   


,),,(,,

,,,,,,,,),,(,,
bb

aababababa
 

lar  olinishi  mumkin. 

 1—teorema.   Agar )(xf  funksiya  X  oraliqda  uzluksiz  bo’lsa, )(xf  shu  

oraliqda  har  doim  boshlang’ich  funksiyaga  ega  bo’ladi. 

 Bu  teoremaning   isboti  keyingi mavzularda  keltiriladi.  

 ([1], Proposition 9.3, 300-bet) )(xF   va  )(xФ  funksiyalarning  har  biri  )(xf  

funksiya  uchun   boshlan-g’ich  funksiya  bo’lsin:  

)()(     ),()( xfxФxfxF  . 
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Demak, )()( xФxF  . Bundan   

)(                  )()( constCCxФxF   

tenglik  kelib  chiqadi. 

 Demak,  )(xf  funksiyaning  barcha  boshlang’ich  funksiyalari  bir—biridan 

o’zgarmas songa farq qiladi va istalgan boshlang’ich funksiyasi ushbu ko’rinishda 

ifodalanadi:    )(                  )( constCCxF  . 

 3—ta’rif.  )(xf  funksiya boshlang’ich funksiyalarining umumiy ifodasi    

)(  )( constCCxF   shu )(xf  funksiyaning aniqmas integrali  deb ataladi va 

 dxxf )(  

 kabi belgilanadi. Bunda  —integral belgisi, )(xf  integral ostidagi funksiya, dxxf )(  

esa integral ostidagi ifoda deyiladi. 

 Demak,  

  .)()( CxFdxxf  

Masalan,  

  Cdx
x

x

2ln
22  

bo’ladi, chunki  hosila olish qoidalariga ko’ra  

x
x

C 2
2ln

2












 . 

 2.  Integralning xossalari. 

 1). )(xf  funksiya aniqmas integarali  dxxf )(  ning differensiali                               

dxxf )(  ga teng:  

  dxxfdxxfd )()(   

 ◄ Haqiqatan ham, )(xF  funksiya )(xf  ning boshlang’ich funksiyasi bo’lsin: 

).()( xfxF   U  holda  

CxFdxxf  )()(  

bo’ladi.  Keyingi  tenglikdan  topamiz:  
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                    dxxfdxxFxdFCxFddxxfd )()()()()(  . ► 

 Bu xossa avval  differensial  belgisi  d ,  so’ngra integral belgisi  kelib, ular 

yonma—yon  turganda o’zaro  bir—birini  yo’qotishni  ko’rsatadi.  

 2). Funksiya differensialining aniqmas integrali shu funksiya bilan o’zgarmas 

son yig’indisiga  teng: 

CxFxdF  )()(  

 ◄ )(xF  funksiya )(xf  ning biror boshlang’ich  funksiyasi bo’lsin: 

).()( xfxF   u holda  

  CxFdxxf )()(  

tenglik o’rinli bo’ladi.  Ikkinchi tomondan,  

   )()()( xdFdxxFdxxf . 

Oxirgi ikki tenglik  2)—xossani isbot etadi. ► 

 Yuqorida keltirilganlardan, differensiallash (funksiyaning hosilasini hisoblash) 

hamda integrallash (funksiyaning aniqmas integarlini hisoblash) amallari o’zaro 

teskari amallar ekanligi kelib chiqadi. 

 Ayni paytda funksiya hosilasi hisoblanganda natija bitta funksiya bo’lsa, uning 

aniqmas integrali hisoblanganda esa natija cheksiz ko’p funksiya (ular bir—biridan 

o’zgarmas  songa farq qiladi ) bo’ladi.  Aniqmas integral deb yuritilishining boisi  ham  

shu. 

 30.   Integrallashning sodda qoidalari.  ([1], Theorem 9.8 (Linearity of the 

integral), 304-bet ) 1)  Agar )(xf  funksiya boshlang’ich funksiyaga ega  bo’lsa,  u  

holda )(xkf   ( k  o’zgarmas son) funksiya ham boshlang’ich funksiyaga  ega  va  0k  

da  

                                   dxxfkdxxkf )()(                                2.8  

formula o’rinli bo’ladi.  

 ◄ )(xf  funksiyaning boshlang’ich funksiyasi )(xF  bo’lsin. U holda 

)()( xfxF   va    CxFdxxf )()(   bo’lib,  
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             kCxkFCxFkdxxfk  )()()(                            3.8   

bo’ladi, bunda   С —ixtiyoriy o’zgarmas son. Ushbu  

  )()()( xkfxFkxkF   

tenglik o’rinli  bo’lishidan )(xkf  funksiyaning boshlang’ich  funksiyasi )(xkF  ekanini 

topamiz. Demak,  

                                1)()( CxkFdxxkf                       4.8  

bunda  1С  ixtiyoriy o’zgarmas son. Endi  3.8  va   4.8  munosabatlardan С  va 1С  

o’zgarmas sonlarning ixtiyoriligi hamda 0k  bo’lishidan  2.8  formulaning o’rinli 

ekani kelib chiqadi. ► 

 Shunga o’xshash integralning quyidagi xossasi isbotlanadi: 

 ([1], Theorem 9.8 (Linearity of the integral), 304-bet ) 2). Agar )(xf  va )(xg  

funksiyar boshlang’ich funksiyalarga ega bo’lsa, )()( xgxf   ham boshlang’ich 

funksiyaga ega va     

                                  dxxgdxxfdxxgxf )()()()(                        5.8  

fo’rmula o’rinli bo’ladi. 

 Odatda bu xossa integralning additivlik xossasi deyiladi.  

 2—eslatma. Yuqorida keltirilgan  2.8  va  5.8  tengliklarni hamda kelgusida 

uchraydigan shunga o’xshash o’ng va chap tomonlaridagi ifodalar orasidagi ayirma 

o’zgarmas songa barobarligi ma’nosidagi (o’zgarmas son aniqligidan) tengliklar deb 

qaraladi. 

3. Asosiy aniqmas integrallar jadvali. ([1], (9.1) formulalar, 303-bet ) 

  ;0 constCdx      Cxdxdx1 ;  





1)(           
1

1





 Cxdxx ; 

Cx
x

dxdx
x

  ln1   )0( x ;   





;
11

1
22 Carctgx

x
dxdx

x  

  





;arcsin
11

1
22

Cx
x

dxdx
x   0)(                   ,

ln
aC

a
adxa

x
x ;

  ;cossin Cxxdx   ;sincos Cxxdx     ;
sinsin

1
22 Cctgx

x
dxdx

x
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  ;
coscos

1
22 Ctgx

x
dxdx

x  
 ;Cchxshxdx    ;Cshxchxdx  

  ;1
2 Ccthxdx
xsh    .1

2 Cthxdx
xch
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Glossariy 

1. Boshlang‘ich funksiya – Bir funksiyaning hosilasi ikkinchi funksiyaga 

teng bo’lsa, ikkinchi funksiya uchun birinchi funksiya boshlang‘ich funksiya deyiladi.  

2. Aniqmas integral – bir funksiyaning barcha boshlang‘ich funksiyalar 

oilasiga shu funksiyaning aniqmas integrali deyiladi.  

 

Keys banki 

 31-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Ushbu  
2 2

4

4 3 4
16

x xI dx
x

  


  

integral hisoblansin. 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va 

tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

 to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual). 
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31-amaliy mashg’ulot 

Asosiy aniqmas integrallar jadvali.  

  ;0 constCdx     Cxdxdx1 ;  





1)(           
1

1





 Cxdxx ; 

Cx
x

dxdx
x

  ln1                )0( x     





;
11

1
22 Carctgx

x
dxdx

x
 

  





;arcsin
11

1
22

Cx
x

dxdx
x  

  0)(                   ,
ln

aC
a

adxa
x

x ; 

  ;cossin Cxxdx    ;sincos Cxxdx     ;
sinsin

1
22 Cctgx

x
dxdx

x
 

  ;
coscos

1
22 Ctgx

x
dxdx

x    ;Cchxshxdx    ;Cshxchxdx  

  ;1
2 Ccthxdx
xsh    .1

2 Cthxdx
xch

 

 

Sodda aniqmas integrallar asosan bevosita xossalardan hamda jadvaldan 

foydalanib hisoblanadi. 

1 – m i s o l .  Ushbu 

dx
x

1xx2




 

integral hisoblansin. 

 ◄Integral ostidagi funksiyani quydagicha 2
1

2
1

2
32

xxx
x

1xx 



 

yozib olamiz. So‘ng integralni xossalar va jadvaldan foydalanib topamiz: 

 


























1

2
1

1
2
1

1
2
1

1
2
1

1
2
1

1
2
3

2
1

2
1

2
32 xxxdxxxxdx

x
1xx

C1
3
x

5
xx2C

2









 .► 
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2 – m i s o l .  Ushbu  

dx
x16

x43x4I
4

22





  

integral hisoblansin. 

 ◄Aniqmas integrallarning xossalari va jalvaldan foydalanib topamiz: 

 
















224

2

4

2

x4
dx3

x4
dxdx

x16
x43dx

x16
x4I

C4xxln3
2
xarcsin 2  .► 

3 – m i s o l .  Ushbu 

 


xsin4xcos3
dxI 22  

integral hisoblansin. 

◄Integral ostidagi ifodani  quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz: 

 
 


xtg43

tgxdI 2 . 

Natijada, 

C
3

tgx2arctg
32

1dtgx
4
1

xtg43
dtgxI

x2tg
2

2
3

2 


 















 bo‘ladi.► 

Quyidagi integrallar hisoblansin. 

1.  dxx   2.  x2
dx

 

3.  2x
dx

 4.  dxxm n  

5.  dx10x  6.  dxea xx  

7.    dxx3
32  8. 

 dx
x

1x2x
4

3 2
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9.  





  dxxx

x
11 2  10.     dx1xx1x  

11. dx
x

xexx
3

2x3




 12.  





  dx

x
x1 2

 

13.
 


 dx
xx
x1 2

 14. 
 dx
x

xx 43 2

 

15. 
 dx

2
3223

x

xx

 16.
 


 dx
xx
x1

3

3

 

17.  dxxxx  18. 
 13x

dx
2

 

19.   dxe2 xx2  20.
 
  
 dx

x1x
x21

22

2

 

21.   2

2

x1
dxx

 22. 


 dx
x1

x1x1
4

22

 

23. 


 dx
1x

1x1x
4

22

 24. 


 dx
x16

x42x4
4

22

 

25.    dx32
2xx  26.    dxxcosxsin1  

27.   dxx2sin1  28.  
dx

xsinxcos
x2cos

22  

29.   xsinx2cos
dx

2  30.  xdxtg2  

31.  xdxctg2  32.  dx
2
xsin2 2  

 

Berilgan  xf  funksiya uchun grafigi  00 y,x  nuqtadan o‘tuvchi 

boshlang‘ich funksiya  xF  topilsin. 
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33.           1;1y,x,0,x,1xsin
x2

1xf 00   

34.         1;1-y,x,0;x,
x
3-

x
2xf 002   

35.       2;4-y,x,Rx,xxf 00   

 

36.Agar  xF  funksiya sonlar o‘qida  xf  funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi 

bo‘lsa, u holda quyidagi tasdiqlarning to‘g‘ri yoki noto‘g‘riligi tekshirilsin: 

а) Agar  xf  funksiya davriy bo‘lsa, unda  xF  ham davriy funksiya bo‘ladi. 

б) Agar  xf  - toq funksiya bo‘lsa, unda  xF  - juft funksiya bo‘ladi. 

в) Agar  xf  - juft funksiya bo‘lsa, unda  xF  - toq funksiya bo‘ladi. 

37.Agar     CxFdxxf   bo‘lsa, unda ushbu 

    CbaxF
a
1dxbaxf    0a   

tenglikning o‘rinli bo‘lishi isbotlansin. 

38.Uzilishga ega bo‘lgan shunday funksiyaga misol keltiringki, uning boshlang‘ich 

funksiyasi butun sonlar o‘qida aniqlangan bo‘lsin. 

Quyidagi funksiyalarning boshlang‘ich funksiyalari topilsin. 

39.   Rx, |x|xf   40.   Rx, |x|xxf   

41.   Rx|,x-1|- |x1|xf   42.     Rx, 2-x3x2xf   

43.   Rx,exf x   44.   Rx, shxxf   

45.  








бўлса.1xагар,x-1
бўлса,1xагар,x-1

xf
2

 46.     Rx, x;1maxxf 2   

47.       ;0x, |xsin|xxf   
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Test 

1.   32 1 ?x dx    *  41
2

x
C




 1
2

x C
  

42( 1)x C 
 

 42 5x C 

 

2.   2sin cosx x dx    *

2cos sinx x C 
 

2tgx C  ln sin cosx x C 
 

2sin 2cosx x c 
 

3.   2sin cosx x dx   *

2cos sinx x C  
 

2tgx C  ln sin cosx x C 
 

2sin 2cosx x c 
 

4.   sin 3cosx x dx   *

cos 3sinx x C  
 

2tgx C  ln sin cosx x C 
 

2sin 2cosx x c 
 

5.  (2 cos2 1)x dx   *sin2x x C   2cos2x x C   tgx C  ctgx C  

6.  (sin 2 )x x dx   * 2cos2
2 2

x x C    2cos2x C  tgx C  ctgx C  

7.  2cos 2xdx   *sin2x C  2cos2x C  tgx C  ctgx C  

8.  
xa dx   *

ln

xa C
a
  

xe C  sin x C  ln ax C  

9.  2x dx   * 2
ln2

x

C  
xe C  2x C  ln ax C  

10.  
22 xe dx   * 2xe C  xe C  2xe C   ln ax C  

11.  
xa dx   *

ln

xa C
a



  
xa C   sin x C  ln ax C  

12.  ( 2 )e x dx    * 2ex x C   xe C  22ex x C  
 

ln xe C   

13.  ( 2)axe dx   * 2
axe x C
a
   

2axe x C   sin x C  ln ax C  

14.   4xe dx   *

4xe x C   

xe C  ln x C  4xe C   



 
 

NamDU  MATEMATIKA KAFEDRASI                                       Xakimov R. 
 

406 

 MATEMATIK ANALIZ I-kurs 

15.   24 ?x dx    *

 34 / 3x C 
 

x C  ln x C  xe C  

16.   23 2 ?x x dx    *
3 2x x C   

x C  3x C  xe C  

17.   4 23 ?x x dx    *
5

3

5
x x C   

2x C  51x C  29x C  

18.  
23 ?x dx    * 3x C  x C  2x C  xe C  

19.  
6 ?x dx   

*
7

7
x C  

2x C  51x C  29x C  

20.   2 ?x x dx    *
3 2

3 2
x x C   

x C  3x C  xe C  

21.   

 6 34 ?x x dx    

*
7

4

7
x x C   

2x C  2x x C   29 15x x C 
 

22.   cos ?x x dx    *
2

sin
2
x x C 

 

sin x C  2x C  cos xe C  

23.  
6( 3) ?x dx    *

 73
7

x
C




 

2 5x C   cos 51x x C 
 

29x C  
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Mavzu. Integrallash usullari. Sodda kasrlarni integrallash 
32-ma’ruza 

Reja  

10.O’zgaruvchini almashtirib integrallash usuli.  

20.Bo’laklab integrallash usuli. 

30.Sodda kasrlarni integrallash. 

 

10.  O’zgaruvchilarni almashtirib integrallash usuli.  

([1], Theorem 9.12 (Integration by substitution)) 

 Ushbu   dxxf )(  aniqmas integralni hisoblash talab etilgan bo’lsin. Bunda )(xf  

funksiya biror ),( baX   intervalda aniqlangan va  

    )())(()( xgxgxf                        6.8  

ko’rinishda yozilishi mumkin deylik. 

 Agar )(t  funksiya ),( 21 ttT   intervalda boshlang’ich funksiya )(t  ga ega 

bo’lib, )(xg  funksiya ),( baX  intervalda (bunda Txg )( ) differentsiallanuvchi 

bo’lsa, u holda  

      Cxgdxxgxgdxxf ))(()())(()(                   7.8     

formula  o’rinli . 

 ◄Haqiqatan,   ).())(()())(())(( xgxgxgxgxg   ► 

 Odatda integralni bunday usul bilan hisoblash o’zgaruvchini almashtirish usuli  

bilan integrallash deb ataladi.  

 O’zgaruvchilarni almashtirish usulining muhim tomoni o’zgaruvchilarni juda 

ko’p usul bilan almashtirish imkoniyati bo’lgan holda ular ichidan integralni sodda va 

hisoblash uchun qulay holga keltiradiganini tanlab olishdan iborat.  

 8.3—misol.    


const)(               22 a
ax

xdx   ni   hisoblansin. 

 ◄Berilgan integralda o’zgaruvchi x  ni tax  22  kabi almashtiramiz. Bunda 

dtxdx 2  bo’lib  (  6.8  va  7.8  ) larga qarang) 
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        


CaxCt
t
dt

ax
xdx )ln(

2
1ln

2
1

2
1 22

22  ► 

 8.4—misol.  xdxe x sincos   ni hisoblansin.  

 ◄ Bu integralda tx cos  almashtirishni bajaramiz. Natijada dtxdx  sin  

bo’lib,  

   Cxttx eCedtexdxe coscos sin  

bo’ladi. ► 

 20.  Bo’laklab  integrallash usuli. ([1], Theorem 9.10 (Integration by parts) ) 

Ikki )(xuu   va )(xvv    funksiya ),( ba   intervalda uzluksiz )(xu  va )(xv  hosilalarga 

ega bo’lsin. Ma’lumki,  (6—bob-ning 4—§ ga qarang ) 

)()()()())()(( xduxvxdvxuxvxud  . 

Bu  tenglikdan    

   )()())()(()()( xduxvxvxudxdvxu                8.8           

bo’lishi  kelib  chiqadi.  

 Endi   8.8   tenglikni integrallab topamiz: 

      duxvxvxuduxvxvxudxdvxu )()()()())()(()()(   

Sunday qilib, quyidagi 

     duxvxvxuxdvxu )()()()()(                     9.8  

formulaga kelamiz. Bu   9.8  formula bo’laklab integrallash formulasi deyiladi.  

 Bo’laklab integrallash formulasidan foydalanish uchun integral ostidagi ifodani 

)(xu  hamda )(xdv  lar ko’paytmasi ko’rinishida yozib olinadi, bunda albatta )(xdv  

hamda duxv )(  ifodalarning integrallarini oson hisoblana olinishi lozimligini e’tiborda 

tutish kerak. 

 8.5—misol.    xdxln   ni  hisoblansin. 

 ◄Integral ostidagi xdxln  ifodani dxdvxu  ,ln  lar  ko’paytmasi deb olamiz. 

U holda xvdx
x

du  ,1  bo’ladi. Bo’laklab integrallash formulasidan foydalanib 

topamiz:  
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     C
e
xxCxxxdx

x
xxxxdx lnln1lnln ► 

 8.6—misol.    1,2,3...)(           
)( 22 


  n

ax
dxJ nn    ni  hisoblansin. 

 ◄Bu integralda  

   xv
ax

nxdxdudxdv
ax

u nn 





  ,
)(

2                  ,
)(

1
12222    

bo’ladi.   9.8   formuladan foydalanib topamiz: 

      






 dx

ax
xn

ax
x

ax
dxJ nnnn 122

2

2222 )(
2

)()(
 .              10.8  

Bu tenglikning o’ng tomonidagi   
dx

ax
x

n 122

2

)(
  ni  

    





 122
2

22122

2

)()(
1

)( nnn ax
dxadx

ax
dx

ax
x  

ko’rinishda yozsak, unda  10.8  munosabat ushbu  

1
2

22 22
)( 


 nnnn JnaJn

ax
xJ  

ko’rinishni oladi. Keyingi tenglikdan esa quyidagi 

   nnn J
an

n
ax

x
na

J 





 22221
1

2
12

)(2
1                    11.8  

rekurrent formula kelib chiqadi. 

 Ravshanki, 1n   bo’lganda  

  





 C
a
xarctg

a
a
x
a
xd

aax
dxJ 1

)(1

)(1
2

221  

bo’ladi. 

 2n  bo’lganda, mos nJ  integrallar   11.8  rekurrent formula yordamida 

topiladi.  Masalan: 

 C
a
xarctg

aax
x

a
J

aax
x

aax
dxJ 








  3222122222222 2

1
2
1

2
1

2
1

)(
. ► 
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30. Sodda kasrlarni integrallash. ([1], Theorem 9.15, (9,7) (9,8) 9,9) 

formulalar.)  Sodda kasrlarning aniqmas integrallarini  hisoblaymiz. 

 1).  
ax

A


 sodda  kasrning  aniqmas  integrali . 

  






.ln)( CaxA
ax
axdAdx

ax
A  

 2).  )1(
)(




m
ax

A
m  sodda kasrning aniqmas integrali ham tez hisoblanadi: 

   










 

 .
)(

1
1

)()(
)(

)(
)( 1 C

axm
AaxdaxA

ax
axdA

ax
Adx

m
m

mm  

 3).  
qpxx

CBx



2   sodda  kasrning  (bunda  qpxx 2   kvadrat uchhad  haqiqiy  

ildizga  ega emas)  integrali   
 dx

qpxx
CBx

2   ni  hisoblash uchun avval kasrning 

mahrajida turgan  qpxx 2   kvadrat uchhadni ushbu  

42

22
2 pqpxqpxx 






   

ko’rinishda yozib olamiz.  U  holda 

 
 dx

qpxx
CBx

2 







 


 dx

apx

CBx

2
2

2

 

bo’ladi,  bunda  .
4

2
2 pqa    Bu integralda  tpx 

2
  almashtirishni bajaramiz: 

                                        
 dx

qpxx
CBx

2    









 22

22

2222

)(
2

)
2

(
at
atdB

at
dtBpC

at
tdtB                                                          

.

4

2

4
2

2)ln(
2

1
2

)ln(
2)(1

)(1
2

122

2

1
22

2

C
pq

px
arctg

pq

BpCqpxxB

C
a
tarctg

a
BpCatB

a
t
a
td

a
BpС


















 








  

  

Demak,   
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122
2

2

4

2

4
2

2)ln(
2

C
pq

px
arctg

pq

BpCqpxxBdx
qpxx

CBx














  

bunda  1C  ixtiyoriy o’zgarmas. 

4).   )1(
2




 m
qpxx

CBx
m  sodda kasrning integrali  




 dx

qpxx
CBxJ mm 2

 ni 

hisoblash uchun 3)—holdagidek o’zgaruvchini almashtiramiz: tpx 
2

.  Natijada  

quyidagiga  ega  bo’lamiz:   

 

   

 
       

 








 














 















 




















 










.

2
1

1
1

222

dt

42

 

221222222

22

22222

mmmm

mmmm

at
dtBpC

atm
B

at
dtBpC

at
atdB

at
t

BpCBt
dx

pppx

CBxdx
qpxx

CBxJ

 

Bu  munosabatdagi   


mat
dt

22
  integral ushbu bobning 2—§ ida keltirilgan integ-ral 

bo’lib, u rekurrent  formula orqali hisoblanadi. 
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Glossariy 

 

1. Bo‘laklab integrallash usuli – integral ostida bir funksiya bilan ikkinchi 
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funksiyaning differensiali ko’payib turganda ishlatiladigan usul.  

2. Sodda kasrlar –   
ax

A


,   , ( 1)
( )m

A m
x a




 , 
qpxx

CBx



2   ushbu 

ko’rinishdagi kasr sodda kasrlar deyiladi.  

 

Keys banki 

 

 32-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Ushbu  

2 2
,   ( 1,2,3...)

( )n n

dxJ n
x a

 
  

integral hisoblansin. 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va 

tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

 to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual). 

32-amaliy mashg‘ulot. 

  

 Misol.    


const)(               22 a
ax

xdx   ni   hisoblansin. 

 Berilgan integralda o’zgaruvchi x  ni tax  22  kabi almashtiramiz. Bunda 

dtxdx 2  bo’lib  (  6.8  va  7.8  ) larga qarang) 

        


CaxCt
t
dt

ax
xdx )ln(

2
1ln

2
1

2
1 22

22   

 Misol.  xdxe x sincos   ni hisoblansin.  

  Bu integralda tx cos  almashtirishni bajaramiz. Natijada dtxdx  sin  bo’lib,  

   Cxttx eCedtexdxe coscos sin  

bo’ladi.  

 Misol.    xdxln   ni  hisoblansin. 

 Integral ostidagi xdxln  ifodani dxdvxu  ,ln  lar  ko’paytmasi deb olamiz. U 
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holda xvdx
x

du  ,1  bo’ladi. Bo’laklab integrallash formulasidan foydalanib 

topamiz:  

     C
e
xxCxxxdx

x
xxxxdx lnln1lnln  

 Misol.    1,2,3...)(           
)( 22 


  n

ax
dxJ nn    ni  hisoblansin. 

 Bu integralda  

   xv
ax

nxdxdudxdv
ax

u nn 





  ,
)(

2                  ,
)(

1
12222    

bo’ladi.   9.8   formuladan foydalanib topamiz: 

      






 dx

ax
xn

ax
x

ax
dxJ nnnn 122

2

2222 )(
2

)()(
 .              10.8  

Bu tenglikning o’ng tomonidagi   
dx

ax
x

n 122

2

)(
  ni  

    





 122
2

22122

2

)()(
1

)( nnn ax
dxadx

ax
dx

ax
x  

ko’rinishda yozsak, unda  10.8  munosabat ushbu  

1
2

22 22
)( 


 nnnn JnaJn

ax
xJ  

ko’rinishni oladi. Keyingi tenglikdan esa quyidagi 

   nnn J
an

n
ax

x
na

J 





 22221
1

2
12

)(2
1                    11.8  

rekurrent formula kelib chiqadi. 

 Ravshanki, 1n   bo’lganda  

  





 C
a
xarctg

a
a
x
a
xd

aax
dxJ 1

)(1

)(1
2

221  

bo’ladi. 

 2n  bo’lganda, mos nJ  integrallar   11.8  rekurrent formula yordamida 

topiladi.  Masalan: 
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 C
a
xarctg

aax
x

a
J

aax
x

aax
dxJ 








  3222122222222 2

1
2
1

2
1

2
1

)(
.  

O’zgaruvchini almashtirish usulidan foydalanib quyidagi integrallar hisoblansin.   

1.
 

 dx
1x7x3

7x6
2

 2.
 

 dx
1xx

1x
2

 

3.



dx

x1
x

2
 4.  


dx

1x

xdx
2

32
 

5.
dxx1x 2 

 6.


 1xx
dx

2
 

7.
 

dx
x1

arctgx
2

 8.


 x2
x

ee

dx

 

9.   xlnlnxlnx
dx

 10.    xx1
dx

 

11.    x1x
dx

 12.
 dx

x
xln100

 

13. 
 dxxe

2x

 14.
 

 dx
1x
1x

4

2

 

15.
 

 dx
49
32

xx

xx

 16.  



dx

x1x1

xdx
322

 

17.   dxx1 2

 18.  dxxsinxcos5

 

19.
 

 dx
xcosxsin

xcosxsin
3

 20.
 

dx
xcos2xsin

dx
22

 

21.
 xsin

dx
 22.

 xcos
dx

 

23.
 chx

dx
 24.

 
dx

xcos1
xcosxsin

2

3
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25.
  x1

dx
x

xarctg

 26.



dx

xcos9xsin25
x2sin

22
 

27.
 dx

xsin
tgx

2

4

 28.



dx

xcosxcos41
xsin

2
 

 

Ushbu  tsinax,atgtx,tsinax 2  va boshqa trigonometrik 

almashtirishlardan foydalanib quyidagi integrallar hisoblansin.  

29.  
 2

32x1

dx

 30.



dx

2x
x
2

2

 

31.   dxxa 22

 
32.  

 2
322 ax

dx

 

33.
 

 dx
xa
xa

 34.
 

dx
xa2

xx
 

35.     xbax
dx

 
 

 

Ko’rsatma   tsinabax 2  almashtirishdan foydalanilsin.  

36.
    dxxbax

 

 

Ushbu  chtax,shtax    va boshqa giperbolik almashtirishlardan 

foydalanib quyidagi integrallar hisoblansin.  

37.   dxxa 22

 38.



dx

xa
x

22

2

 

39.
 

 dx
ax
ax

 40.     bxax
dx
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Ko’rsatma,    tsinabax 2  almashtirishdan foydalanilsin. 

 

41.
    dxbxax

 

 

Bo’laklab integrallash usulidan foydalanib quyidagi integrallar hisoblansin.  

42.  dxxsinx
 43. 

 dxxe x

 

44.
 -1ndxxlnxn   45.  dxxarcsin

 

46. 
 dxex

2x3

 47.
 dx

x
xarcsin

2
 

48.  dxarctgx
 49.

   dxx1xln 2

 

50.
  dxtgxlnxsin

 51.
  dxxlncos

 

52.  dxbxcoseax

 53.  dxbxsineax

 

54.   dxxlnx 2

 55.   dxxsine 2x2

 

56.
   dxarctgxx 2

 57.
 

 dx
x1
x1lnx

 

58.  dxshxx2

 
59.
 






 dx

x
xln 2

 

60.
 dx

xcos
x

2
 61.

 
 dx

e
earctg

x

x

 

 

Quyidagi  NnIn   integrallar uchun rekurrent formulalar topilsin.  

62.   0a,dxexI axn
n  63.  dxxlnI n

n  



 
 

NamDU  MATEMATIKA KAFEDRASI                                       Xakimov R. 
 

417 

 MATEMATIK ANALIZ I-kurs 

64.
-1,dxxlnxI n

n   

 
65.

2n,
ax

dxxI
2

n

n 


 
 

66.
2n,dxxsinI n

n    67.
2n,dxxcosI n

n    

68.
2n,

xsin
dxI nn  

 
 

 

Quyidagi tengliklar hisoblansin.  

69.
 


C

a
xarctg

a
1

xa
dx

22
, 

 0a   

70.
 







C
xa
xaln

a2
1

xa
dx

22
, 

 0a   

71.
 


Cxaln

2
1

xa
xdx 22

22
. 

 

72.
 


C

a
xarcsin

xa
dx

22
, 

 0a   

73.
 


Caxxln

ax
dx 22

22
, 

 0a   

74.
 


Cxa

xa
xdx 22

22
. 

 

75.
  C

a
xarcsin

2
axa

2
xdxxa

2
2222

, 
 0a   

76.
  Caxxln

2
aax

2
xdxax 22

2
2222

. 
 

 

69–76 misollardagi tengliklardan foydalanib quyidagi integrallar hisoblansin. 

77.
 

 dx
1xx

1x
2

 78.
  1x2x

xdx
24
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79.
  2xx

dxx
24

3

 80.
  3xcos2xsin

dx
 

81.
 0b

bxa
dx

2





 82.


 2xx21
dx

 

83.


 2xx2
dx

2
 84.


 2xx5

dx

 

85.


 42 x2x31
xdx

 86.



dx

xcosxsin1
xcos

2
 

87.


 1xxx
dx

2
 88.  

 1x1x
dx

2
 

89.  
 2x1x

dx
2

 90.   dxxx2 2

 

91.   dxxx2 2

 92.




 dx
1xx

1x
4

2

 

 

Noma’lum koyeffitsentlar usulidan foydalanib quyidagi integrallar hisoblansin.  

93.     2x1x
dx

 94.
  2x3x2

xdx
2

 

95.
 

 dx
13x6x

11x2
2

 96.
 

 dx
6x5x
9x5x

2

2

 

97.
dx

4x
8x5x3

2

3

 


 98.
  10x6x

dxx
2

2

 

99.      3x2x1x
xdx

 100.
  2x3x

xdx
3

 

101.     1x1x
dx

2
 102.     1x1x

xdx
2

 



 
 

NamDU  MATEMATIKA KAFEDRASI                                       Xakimov R. 
 

419 

 MATEMATIK ANALIZ I-kurs 

103.
 









dx

2x3x
x 2

2
 104.

  1x
dx
3

 

105.
  1x

xdx
3

 105.      1x1x
dx

22
 

107.

 
    


4x2x32x

xdx2x3
22

2

 108.     1x1x
dxx

3

2

 

109.
dx

x2xx
4x3x2x

234

23

 


 110.
  1xxx

dx
34

 

111.    dx
1x1x

3xx3
23

2

 


 112.

 
   


1x1x

dx1x
4

4

 

113.  
dx

1x
x

100

3

   114.
  1x

dx
4

 

115.
 

 dx
1x
1x

4

2

 116.      32 x1x11x
dx

 

117.   
 dx

x1x
x1

7

7

 118.
 

dx
2x3x

x
48

11

 

119.
  1x

dx
6

 120.
  1x

dx
6
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Test 
23 ?x dx    3x C  x C  2x C  xe C  

6 ?x dx    7

7
x C  

2x C  51x C  29x C  

 2 ?x x dx    3 2

3 2
x x C 

x C  3x C  xe C  

 

 6 34 ?x x dx    

7
4

7
x x C 

2x C  2x x C  29 15x x C 

 cos ?x x dx    2

sin
2
x x C 

sin x C 2x C  cos xe C

6( 3) ?x dx     73
7

x 


2 5x C  cos 51x x C  29x C  

2
2

1 ?
cos

x dx
x

   
    

3

3
x tgx C 

x C  3x C  xe C  

 3sin 4 ?x x dx    4cos x x C  2x C  2x x C  29 15x x C 

2

12 ?
sin

x dx
x

   
    

2x ctgx C  sin x C 2x C  cos xe C

3
2

1 ?
1

x dx
x

       
4

4
x arctgx C 

2 5x C  cos 51x x C  29x C  
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Mavzu. Ratsional funksiyalarni integrallash 
33-ma’ruza 

Reja  

10. Algebraning ba’zi ma’lumotlari va tasdiqlari  

20. Ratsional funksiyalarni integrallash.  

  

 10.  Algebraning ba’zi ma’lumotlari va tasdiqlari. 

  Biror  

                               n
n xaxaxaaxP  2

210)(                  12.8  

ko’phad   berilgan  bo’lsin,  bunda    naaaa ,,,, 321     o’zgarmas   haqiqiy   sonlar, 

Nnan  ,0   esa   ko’phadning  darajasi. 

 Ma’lumki,  biror Ra  son uchun 0)( aP   bo’lsa a  son )(xP  ko’phadning 

ildizi deb ataladi. U holda Bezu teoremasiga ko’ra )(xP  ko’phad ax   ga qoldiqsiz  

bo’linib, u quydagii  

)()()( xQaxxP   

ko’rinishda  ifodalanadi,  bunda  )1()(  nxQ — darajali  ko’phad. 

 Agar  12.8  ko’phad )( )( Nkax k   ga qoldiqsiz bo’linsa, a  son  12.8   

ko’phadning k  karrali ildizi bo’ladi. Bu holda )(xP  ko’phadni ushbu  

)()()( xRaxxP k   

 ko’rinishda ifodalash mumkin, bunda )()( knxR  —darajali ko’phad.  

 Agar  iz   kompleks son )(xP  ko’phadning ildizi bo’lsa, u holda 

 iz   kompleks son ham bu ko’phadning ildizi bo’ladi. Shuningdek,  iz   

son )(xP  ning k  karrali ildizi bo’lsa,  iz   son ham bu kop’hadning k  karrali 

ildizi bo’ladi. 

 Demak, )(xP  ko’phad  iz   komplaks ildizga ega bo’lganda uning 

ifodasida )( zx    ko’paytuvchi bilan birga zx   ko’paytuvchi ham qatnashadi. 

Bunday holda )(xP  ko’phadning ifodasida quyidagi     

      qpxxxxixixzxzx  2222 2)( )())((   
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     ),2( 22   qp  

kvadrat uchhad ko’paytuvchi bo’lib qoladi. 

 Faraz qilaylik,  

    n
n xaxaxaaxP  ...)( 2

210   

ko’phad berilgan bo’lib, k ,...,, 21  lar uning mos ravishda k ,...,, 21  karrali haqiqiy 

ildizlari  sjirzzz jjs ,,2,1z        ,...,, 21    lar esa ko’phadning mos ravishda 

s ,...,, 21   karrali ko’mpleks ildizlari bo’lsin. Bu ko’phadni ining ildizlariga ko’ra 

ko’paytuvchilarga ajratish haqidagi ushbu teoremani isbotsiz keltiramiz.  

 2—teorema. ([1], Theorem 9.15, 312-bet)  Har qanday n -darajali 
n

n xaxaxaaxP  ...)( 2
210  ko’phad ( naaaa ,...,,, 210 – o’zgarmas haqiqiy sonlar, 

0na ) ushbu  

sk
kkk qxpxqxpxqxpxaxaxaxxP  )()()()()()()( 2

22
2

11
2

21
2121  

 ko’rinishda ifodalanadi, bunda   

    nsk  )(2... 2121      

bo’lib, )...,2,1 (     02 sjqxpx jj    tenglamalar haqiqiy ildizga ega emas. 

 Sodda kasrlar.  To’g’ri kasrlarni sodda kasrlar orqali ifodalash. 

 Ushbu  

         ...)3,2,1(        
)(

,
)( 2 





m

qpxx
CBx

x
A

mm
                  13.8  

ko’rinishidagi kasrlar sodda kasrlar deb  ataladi, bunda CBA ,,  hamda qpa ,, lar 

o’zgarmas sonlar, qpxx 2  kvadrat uchhad esa haqiqiy ildizga ega emas. 

 Ma’lumki, qiyidagi  

    n
n xaxaxaaxP  2

210)(   

va  

    
 xbxbxbbxQ  2

210)(   

ko’phadlarning  ( vn bbbbaaaa ,...,,,,,...,,, 210210  o’zgarmas sonlar NvNn  , ) nisbati  

    n
n

n
n

xbxbxbb
xaxaxaa

xQ
xP





...
...

)(
)(

2
210

2
210   
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kasr ratsional funksiya deyiladi, n  bo’lganda esa u  to’g’ri kasr deb ataladi.  

 Har qanday to’g’ri kasr  13.8  sodda kasrlar orqali ifodalanadi. Buni 

isbotlashdan avval,  ikkita  lemma  keltiramiz.     

 1—lemma.  Agar  
)(
)(

xQ
xP   to’g’ri  kasr  mahrajidagi   )(xQ   ko’phad ushbu 

   )(                )()()( 1 NmxQxxQ m    

ko’rinishda bo’lib , )(1 xQ  ko’phad esa x  ga bo’linmasa, u holda berilgan to’g’ri 

kasr quydagi  

   
)(
)(

)()()(
)(

1

11
1

1

xQ
xP

x
A

x
A

x
A

xQ
xP

m
m

m
m 














               

ko’rinishda ifodalanishi mumkin, bunda mAAA ,...,, 21    o’zgarmas haqiqiy sonlar, )(1 xP    

ko’phad.     

 ◄ 
)(
)(

xQ
xP   to’g’ri  kasrni  quydagi  ko’rinishda  yozib olamiz.  

)()(
)()(

)()()(
)(

)(
)(

1

1

1 xQx
xQAxP

x
A

xQx
xP

xQ
xP

m
m

m
m

m  








            14.8  

Ravshanki,  14.8  munosabatlardagi  )()( 1 xQAxP m   ayirma mA  songa bo’g’liq. Bu 

sonni shunday tanlab olamizki, natijada )()( 1 xQAxP m  ko’phad x  ga bo’linsin.  

Buning  uchun   

0)()( 1   QAP m  

tenglik o’rinli bo’lishi kerak. Demak, 

)(
)(

1 


Q
PAm   

deb olinsa, u holda )()( 1 xQAxP m   ko’phad  x   ga  bo’linadi.  

 Shunday qilib,  

)()()()( 1 xPxxQAxP mm    

bo’ladi, bunda )(xPm —ko’phad .  

 Natjada   14.8   munosabat quydagi  

    
)()(

)(
)()(

)(

1
1 xQx
xP

x
A

xQ
xP

m
m

m
m








              15.8  
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ko’rinishga keladi, bunda  mA  son  yuqoridek aniqlanadi. 

 Endi  

   
)()(
)()(

)()()(
)(

1
1

11
1

1

1
1 xQx

xQAxP
x

A
xQx

xP
m

mm
m

m
m

m






 






 

  

tenglikning o’ng tomonidagi 1mA  sonni shunday tanlab olamizki, )()( 11 xQAxP mm   

ko’phad x   ga bo’linsin. Buning uchun  

0)()( 11    QAP mm  

  tenglik o’rinli bo’lishi kerak. Demak,  

)(
)(

1
1 


Q
PA m

m   

 deb olinsa, u holda )()( 11 xQAxP mm   ko’phad  x   ga  bo’linadi. Shunday qilib,  

     )()()()( 111 xPxxQAxP mmm               )16.8(   

bo’ladi, bunda )(1 xPm  — ko’phad.  

  15.8  va  14.8  munosabatlardan topamiz: 

   
)()(

)(
)()()(

)(

1
2

1
1

1

xQx
xP

x
A

x
A

xQ
xP

m
m

m
m

m
m

















 .               17.8       

Xuddi shunga o’xshash har gal  
)(
)(

xQ
xP   kasrni ifodalovchi tenglikning o’ng tomonidagi  

oxirgi  hadidan, yuqoridagidek  i
i

x
A

)( 
  qismini ajratib topamiz: 

            
)()(

)(
)()()(

)(

1
3

2
2

2

1
2

1

xQx
xP

x
A

xQx
xP

m
m

m
m

m
m
















 
              18.8  

va h.k. 

    
)(

)(
)()(

)(

1

11

1

2

xQ
xP

x
A

xQx
xP





 

                            19.8  

 17.8 ,  18.8 ,  19.8  tengliklardan  

   
)(
)(

)()()(
)(

1

11
1

1

xQ
xP

ax
A

ax
A

ax
A

xQ
xP

m
m

m
m 











   

bo’lishi kelib chiqadi.►  
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 2—lemma. Agar  
)(
)(

xQ
xP   to’gri  kasr  maxrajidagi )(xQ   ko’phad  

    )()()( 1
2 xQqpxxxQ n  

ko’rinishga  ega  bo’lib  ( qpxx 2  kvadrat  uchhad  haqiqiy  ildizga  ega emas), 

)(1 xQ  ko’phad qpxx 2   ga bo’linmasa, u holda berilgan to’gri kasr quydagi 

ko’rinishda ifodalanishi mumkin: 

  
)(
)()(

)(
)(

)(
)(

)(
)(

1

1
2

11
12

11
2 xQ

xP
qpxx

CxB
qpxx
CxB

qpxx
CxB

xQ
xP

n
nn

n
nn 















   

bunda  nn CCCBBB ,,,,,,, 2121    o’zgarmas sonlar, )(1 xP  ko’phad.  

 ◄  
)(
)(

xQ
xP    to’g’ri   kasrni  quydagicha  yozib  olamiz: 

)()(
)()()(

)()()(
)(

)(
)(

1
2

1
2

1
2 xQqpxx

xQCxBxP
qpxx

CxB
xQqpxx

xP
xQ
xP

n
nn

n
nn

n 









 . 

Bu  tenglikdagi  

)( )()( 1 xQCxBxP nn                 20.8  

ko’phad  nB   va  nC  sonlarga bog’liq.   Endi nB   va  nC  sonlarni  shunday  tanlab    

olish mumkinligini ko’rsatamizki, natijada  20.8  ko’phad qpxx 2  ga bo’lin-sin. 

Avvalo )(xP  va  )(1 xQ   ko’phaglarning har birini qpxx 2  kvadrat uchhadga bo’lib 

topamiz: 

                            

qpxx
bxaxS

qpxx
xQ

qpxx
bxaxR

qpxx
xP













2
22

2
1

2
11

2

)()(

)()(

                    21.8  

bunda )(xR  va  )(xS   – ko’phadlar. U holda  

 

qpxx
bCbqaBxbBaCpaBa

aBxSCxBxR

qpxx
bxaCxBbxa

xSCxBxR

qpxx
xQ

CxB
qpxx

xP
qpxx

xQCxBxP

nnnnn
nnn

nn
nn

nn
nn























2
2122221

2

2
2211

2
1

22
1

)(
)()()(

))((
)()()(

)(
)()()()()(

   

bo’ladi. Bu tenglikdan ko’rinadiki )()()( 1 xQCxBxP nn   had qpxx 2  ga bo’linishi 
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uchun x   ning barcha qiymatlarida  

   0)( 2122221  bCbqaBxbBaCpaBa nnnnn ,     

yani     

     








0
,0)(

122

1222

bbCqaB
aaCbpaB

nn

nn                            )22.8(   

bo’lishi kerak. nB   va  nC   larga nisbatan  )22.8(  sistemaning determinanti  

      0
           

    

22

222 




bqa
abpa

D             

bo’ladi.  Buni isbotlaymiz.  Teskarisini faraz qilaylik,  ya’ni   

     0)( 2
2222  qabpabD                           )23.8(  

bo’lsin. 

 Agar 02 a  bo’lsa, unda 02 b   bo’lib, natijada   21.8  dan )(1 xQ  ko’phad 

qpxx 2   ga bo’linishi kelib chiqadi. Bu esa  )(1 xQ  ko’phad qpxx 2   ga 

bo’linmaydi deb olinishiga ziddir. Demak, 02 a . Bu holda )23.8(  tenglik  ushbu  

     0
2

2
2

2

2 
















 q

a
bp

a
b     

ko’rinishni olib, 
2

2

a
b

    haqiqiy son  02  qpxx  tenglamaning ildizi bo’lishini 

ko’ramiz. Bu esa qpxx 2  kvadrat uchhad haqiqiy ildizga ega bo’lmasin deb 

olinishiga ziddir. Demak,  )22.8(  sistemaning determinanti noldan farqli ekan. U 

holda, bu sistemadan yagona nB   va  nC  sonlar topiladi. Bu sonlarni   20.8  ga 

qo’ysak, natijada )()()( 1 xQCxBxP nn    ko’phad qpxx 2  ga bo’linib, 
)(
)(

xQ
xP     kasr 

esa ushbu 

   
)()(

)(
)()()(

)(
)(
)(

1
122

1
2 xQqpxx

xP
qpxx

CxB
xQqpxx

xP
xQ
xP

n
n

n
nn

n 








          )24.8(   

ko’rinishga keladi, bunda )(xPn   —ko’phad. 

 Xuddi  shu yo’l  bilan  
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 (8.26)                

)()(
)(

)()()(
)(

(8.25)               ,
)()(

)(
)()()(

)(

1
32

2
22

22

1
22

1

1
22

1
12

11

1
12

xQqpxx
xP

qpxx
CxB

xQqpxx
xP

xQqpxx
xP

qpxx
CxB

xQqpxx
xP

n
n

n
nn

n
n

n
n

n
nn

n
n




































 

va hokozo 

    
)(
)(

)()(
)(

1

1
2

11

1
2

2

xQ
xP

qpxx
CxB

xQqpxx
xP








                           )27.8(   

bo’lishi topiladi.         27.8,26.8,25.8,24.8   tengliklardan  

   
)(
)(

)()()(
)(

1

1
2

11
12

11
2 xQ

xP
qpxx

CxB
qpxx

CxB
qpxx

CxB
xQ
xP

n
nn

n
nn 















     

bo’lishi kelib chiqadi.► 

 3-teorema. ([1], Theorem 9.15, 312-bet) Har qanday to’g’ri kasr soda kasrlar 

yig’indisi orqali ifodalanadi. 

 ◄  
)(
)(

xQ
xP    to’g’ri  kasr  bo’lsin. )(xQ  esa n  darajali ko’phad  bo’lib,  

       
i

k

m
ii

mm

n
k

nn

qxpxqxpxq

xpxaxaxaxxQ

)( )()           

()( )()()(
2

22
2

1

1
2

21

21

21








 

bo’lsin,  bunda  

     nmmmnnn ik  )(2 2121   

bo’lib,  ) ,,2 ,1(      2 ijqxpx jj     kvadrat uchhadlar haqiqiy ildizga ega emas.  

 
)(
)(

xQ
xP  to’g’ri  kasrni  quydagi  

ik m
ii

mn
k

n qxpxqxpxaxax
xP

xQ
xP

)()()()(
)(

)(
)(

2
11

2
1

11 



 

ko’rinishda yozib, bu tenglikning o’ng tomoniga 1—lemmani bir necha marta 

( knnn  21  marta ) qo’llanib topamiz: 

              
 

     
















 



  1

2

2
1

2

2

1

1
1

1
2

)1(
1

1

)1(

2

2

2

2

1

1

1

1

)()()()( n
n

n
n

n
n

n
n

x
A

x
A

x
A

x
A

x
A

xQ
xP


 

,
)(
)(

)()(
1

)(
1

1

)(
1

)(

2

)2(
1

xQ
xP

x
A

x
A

x
A

x
A

k

k

n
k

k
n

n
k

k
n

k

k

k

k 











 



  

bunda 
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.)()()()( 2
22

2
11

2
1

21 im
ii

mm qxpxqxpxqxpxxQ    

Endi  
)(
)(

1

1

xQ
xP  kasrga 2—lemmani bir necha marta qo’llab, topamiz: 

.
)()(

)()(

(8.29)                 
)()(

)()()(
)(

)(
)(

2

)(
1

)(
1

12

)(
1

)(
1

2

)()(
22

2

)2(
1

)2(
1

1
22

2

)2(
1

)2(
1

22
2

)2()2(
11

2

)1(
1

)1(
1

1
11

2

)1(
1

)1(
1

11
2

)1()1(

2
22

2
11

2
1

1

1

2

22

2

22

1

11

1

11

21

ii

ii

m
ii

i
m

i
m

m
ii

i
m

i
m

m
mm

m
mm

m
mm

m
mm

m
ii

mm

qxpx
CxB

qxpx
CxB

qxpx
CxB

qxpx
CxB

qxpx
CxB

qxpx
CxB

qxpx
CxB

qxpx
CxB

qxpx
CxB

qxpxqxpxqxpx
xP

xQ
xP

i

ii

i

ii

i








































































 

 

 28.8   va  29.8  munosabatlardan  teoremaning  isboti  kelib chiqadi. ► 

Yuqorida isbotlangan teoremadagi o’zgarmas sonlarni boshqacha – noma’lum 

koeffitsientlar usuli deb atalgan usul bilan ham topish mumkin. Bunda  
)(
)(

xQ
xP   to’g’ri 

kasr noma’lum koeffitsientlari bo’lgan sodda kasrlarga yoyilib, so’ng tenglikning o’ng 

tomonidagi sodda kasrlar yig’indisi umumiy maxrajga keltiriladi. 

Natijada  

)(
)(

)(
)(

xQ
xR

xQ
xP

  

tenglik hosil bo’ladi  va  undan  barcha  x  lar uchun o’rinli bo’lgan    xRxP   

tenglik kelib chiqadi. Bu tenglikning har ikki tomonidagi  x ning bir hil daragalari  

oldida  turgan  koeffitsientlarini tenglashtirib, sistema hosil qilinadi. 

 8.7—misol.  
65

12
2 


xx

x  to’g’ri  kasrni  soda  kasrlarga  ajratilsin.  

 ◄ Bu kasrning maxraji )2)(3(652  xxxx  bo’lgani uchun teoremaga 

ko’ra  

2365
12

2 








x
B

x
A

xx
x  

bo’ladi.  Uni                 
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2365
12

2 








x
B

x
A

xx
x

)3)(2(
)3()2(





xx

xBxA  

ko’rinishda yozib, ushbu 

)3()2(12  xBxAx   yoki  )32()(12 BAxBAx   

tenglikka kelamiz. Ikki ko’phadning tengligidan foydalanib,  A   va  B   larga nisbatan 

ushbu 

                             







)30.8(132
2

BA
BA

 

sistemaga kelamiz.  30.8  dan  3,5  BA   bo’ladi. Shunday qilib, berilgan to’g’ri  

kasr  sodda  kasrlar  orqali quyidagicha ifodalanadi: 

.
2

3
3

5
65

12
2 










xxxx
x ► 

20. Ratsional  funksiyalarni  integrallash. ([1], 9.2.1 Integrating rational 

maps, 310-bet) Ma`lumki, ratsional funksiya ikkita   )(xP va   )(xQ   butun ratsional 

funksiyalar nisbatidan iborat: 

)(
)()(

xQ
xPxf   

Agar  
)(
)(

xQ
xP    noto’g’ri    kasr   bo’lsa,  uning  butun  qismini ajratib, butun                                

ratsional funksiya hamda to’g’ri kasr yig’indisi ko’rinishida quyidagicha ifodalab 

olinadi  

)(
)( )(

)(
)(

1

1

xQ
xPxR

xQ
xP

  

U holda  

               

                           )31.8(
)(
)(

 )(
)(
)()(

1

1  dx
xQ
xPdxxRdx

xQ
xPdxxf  

bo’ladi. 

 31.8   munosabatdagi   dxxR )(  integral butun ratsional funksiya (ko’phad) ning 

integrali  bo’lib , u  oson  hisoblanadi.  

To’g’ri  kasrni  integrallash  uchun avval bu kasrni 3—teoremadan foy-dalanib, 
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sodda  kasrlar orqali ifodalab olinadi, so’ngra ularni  30—bandda  ko’rsatilgandek 

integrallanadi. 

8.8—misol.   14x
dx   ni  hisoblansin. 

◄Integral ostidagi  
1

1
4 x

  kasrni  sodda  kasrlarga  ajratamiz: 

111)1)(1)(1(
1

1
1

224 












 x

DCx
x

B
x

A
xxxx

 

Bu  tenglikni  quyidagicha  yozib  olmiz: 

)1)(1)(1(
)1)(()1)(1()1)(1(

1
1

2

222

4 



 xxx

xDCxxxBxxA
x

 

U holda  

)1)(()1)(1()1)(1(1 222  xDCxxxBxxA  

ya’ni 

)()()()(1 23 DBAxCBAxDBAxCBA   

bo’ladi. Natijada DCBA ,,,  larni topish  uchun 

.1
,0
,0
,0






DBA
CBA
DBA
CBA

 

sistemaga  kelamiz.  Bu  sistemani  echib, 

2
1,0,

4
1,

4
1

 DCBA  

bo’lishini  topamiz.  Demak, 

1
1

2
1

1
1

4
1

1
1

4
1

1
1

24 








 xxxx
 

bo’lib, 

    















Carctgx
x
x

x
dx

x
dx

x
dx

x
dx

2
1

1
1ln

4
1

12
1

14
1

14
1

1 24  

bo’ladi. ► 
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Glossariy 

 

1. n-darajali ko‘phad  – n
n xaxaxaaxP  ...)( 2

210  ushbu ifodaga n- 

darajali ko‘phad deyiladi.  

 

2. Ratsional funksiya – ikta ko‘phadning nisbatidan tashkil topgan funksiyaga 

ratsional funksiya deyiladi. 

 

Keys banki 

 

30-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Ushbu  

 22

3 1
1
xI dx

x x



  

integral hisoblansin. 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va 

tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

 to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual). 
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33-amaliy mashg’ulot 

 

1.Sodda kasrlar va ularning integrallari. Ushbu 

1) 
ax

A


,  consta    const,A  , 

2) 
 nax

A


,  2,3,...n    const,a    const,A  , 

3) 
qpxx

NMx
2 


  0q4p    const,q,p,N,M 2  , 

4)  n2 qpxx
NMx




  2,3...n    ,0q4p    const,q,p,N,M 2   

kasrlar sodda kasrlar deyiladi. Ularning integrallari quyidagicha bo‘ladi: 

 


CaxlnAdx
ax

A
; 

    
 1nC

ax1n
Adx

ax
A

1nn 



  ; 

  











 C

4
pq

2
px

arctg

4
pq

2
MpN

qpxxln
2
Mdx

qpxx
NMx

22
2

2 ; 

 
 

 









n1
qpxx

2
Mdx

qpxx
NMx

n12

n2
 

 2,3,...n

4
pq

2
px

dx
2

MpN n
22





















 







    

Keyingi integral 29- mavzuda keltirilgan rekkurent formula yordamida hisoblanadi. 

 



 
 

NamDU  MATEMATIKA KAFEDRASI                                       Xakimov R. 
 

433 

 MATEMATIK ANALIZ I-kurs 

2. Ratsional funksiyalarni integrallash. Ushbu 

  m
m

2
210

n
n

2
210

xb...xbxbb
xa...xaxaaxf




  

ratsional funksiyaning integrali   dxxf  quyidagicha hisoblanadi: 

 agar mn   bo‘lsa, kasrning butun qismini ajratib, uni butun ratsional 

funksiya va to‘g‘ri kasr yig‘indisi ko‘rinishida yozib olinadi. Ravshanki, butun 

ratsional funksiyaning integrali oson hisoblanadi. 

Ma’lumki, har qanday to‘g‘ri kasr sodda kasrlar yig‘indisi sifatida ifodalanadi. 

Demak, to‘g‘ri kasrning integrali sodda kasrlarning integrallariga keltirib hisoblanadi. 

M i s o l .  Ushbu 

dx
x3x

1x6x2I 24

35

 


  

integral hisoblansin. 

 ◄Integral ostidagi kasrning suratini maxrajiga bo‘lib, butun qismini ajratamiz: 

2424

35

x3x
1x2

x3x
1x6x2







 

so‘ng bu tenglikning o‘ng tomonidagi to‘g‘ri kasrni sodda kasrlarga yoyamiz: 

  3x
DCx

x
B

x
A

3xx
1

x3x
1

222224 








 (*) 

Bundan 

          B3Ax3xDBxCAxDCx3xB3xAxI 23222   

bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, 

1.3B0,3A0,DB,0CA   

Keyingi tenglikdan esa 

 
3
1-D0,C,

3
1B,0A   

bo‘lishini topamiz. (*) tenglikka ko‘ra 
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   3x3
1

x3
1

3xx
1

2222 



 

bo‘ladi. Endi berilgan integralni hisoblaymiz: 

  





















 dx

3x3
1

x3
1x2dx

x3x
1x2dx

x3x
1x6x2

222424

35

 

C
3

xarctg
33

1
x3

1x2  .► 

 

M i s o l .  Ushbu 

 



 dx

x1x
1x3I 22

 

integral hisoblansin. 

 ◄Integral ostidagi kasrni sodda kasrlarga yoyamiz: 

   22222 x1
FDx

x1
CBx

x
A

x1x
1x3













 

Umumiy maxrajga keltirib topamiz: 

         xFDxx1xCBxx1A1x3 222  

      AxFCxDBA2CxxBA 234  . 

F,D,C,B,A  larni topish uchun quyidagi 





















1A
0FC

0DBA2
0C

0BA

 

sistema hosil bo‘ladi. Bu sistemani echsak, 

3F-1,D0,C-1,B,1A   

bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, integral ostidagi funksiya 
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   22222 x1
3x

x1
x

x
1

x1x
1x3












 

bo‘ladi. Uning integralini hisoblaymiz: 

      












  2222222 x1

dx3
x1

xdx
x1

xdx
x

dxdx
x1x
1x3I  

     





 222
2

x1
dx3

x12
1x1ln

2
1xln . 

Keyingi tenglikning o‘ng tomonidagi integralni 2-§ da keltirilgan rekkurent 

formulaga ko‘ra topamiz: 

    











  1x
dx

2
1

1x2
xI

2
1

1x
x.

2
1

1x
dxI 2212222  

  Carctgx
2
1

1x2
x
2 


  

Demak, 

      Carctgx
2
3

1x2
1x3x1ln

2
1xlndx

x1x
1x3I 2

2
2 








  .► 

 

 

Noma’lum koeffitsientlar usulidan foydalanib quyidagi integrallar 

hisoblansin. 

1.     2x1x
dx

 2.   2x3x2
xdx

2  

3.  
 dx

13x6x
11x2

2  4.  
 dx

6x5x
9x5x

2

2

 

4. dx
4x

8x5x3
2

3

 


 5.   10x6x
dxx

2

2

 

6.      3x2x1x
xdx

 7.   2x3x
xdx

3  
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8.     1x1x
dx

2  9.     1x1x
xdx

2  

10.  








dx

2x3x
x 2

2  11.   1x
dx
3  

12.   1x
xdx
3  13.

     1x1x
dx

22  

14.
 

    


4x2x32x
xdx2x3

22

2

 15.     1x1x
dxx

3

2

 

16. dx
x2xx

4x3x2x
234

23

 


 17.   1xxx
dx
34  

18.
   dx

1x1x
3xx3

23

2

 


 19.
 

   


1x1x
dx1x

4

4

 

20.
 

dx
1x

x
100

3

 
 21.   1x

dx
4  

22.  
 dx

1x
1x

4

2

 23.      32 x1x11x
dx

 

24.   
 dx

x1x
x1

7

7

 25.  
dx

2x3x
x

48

11

 

26.   1x
dx
6  27.   1x

dx
6  

Quyidagi integrallar Ostrogradskiy usulidan foydalanib hisoblansin. 

28.
     32 1x1x

xdx
 29.  


23 1x

dx
 

30.  


32 1x
dx

 31.  


22

2

2x2x
dxx

 

32.  


24 1x
dx

 33.
  



 dx
1xx1x

2x3x
22

2

 



 
 

NamDU  MATEMATIKA KAFEDRASI                                       Xakimov R. 
 

437 

 MATEMATIK ANALIZ I-kurs 

34.  


34 1x
dx

  

 

Test 

?
1

dx
x


  

ln 1x C   ln 1x C   ln( 1)x C   2ln( 1)x C   

2 ?
1

dx
x


  

arctgx C  2ln 1x C   2ln( 1)x C   22ln( 1)x C   

2 ?
9

dx
x


  

1
3 3

xarctg C  
2ln 9x C   2ln 3x C   22ln( 3)x C   

2
2 ?

9
xdx

x


  
2ln 9x C   1

3 3
xarctg C  

22ln( 3)x C   2ln 3x C   

2

3 ?
9

x dx
x


  31 ln 9

3
x C   

22ln( 3)x C   1
3 3

xarctg C  
2ln 3x C   

2 ?
1

dx
x


  11 ln

2 1
x

C
x





 
2ln 1x C   1

3 3
xarctg C  

2ln 9x C   

2 ?
1

xdx
x


  21 ln 1

2
x C   

2ln 1x C   1
3 3

xarctg C  
2ln 1x C   

2 2 ?dx
x a


  1 ln

2
x a

C
a x a





 

11 ln
2 1

x
C

a x





 
1
3 3

xarctg C  
2ln 9x C   

2 2 ?dx
x a


  

1 xarctg C
a a

  
arctgx C  ln 1x C   2 2ln x a C   

2 ?dx
x

  
1 C
x

   
2ln x C  arctgx C  2 2ln x a C   
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Mavzu. Ba’zi irratsional funksiyalarni integrallash. 

Trigonometrik funksiyalarni integrallash 
34-ma’ruza 

Reja 

10. ))(,( xyxR   ko’rinishidagi  funksiyalarni  integralash.   

20. Binominal differensialni integrallash. 

30. Trigonometrik funksiyalarni integrallash.  

 

10. ))(,( xyxR   ko’rinishidagi  funksiyalarni  integralash.  ([I] Integral 

calculus I, 299-bet) Ushbu   

                                           )32.8())(,( dxxyxR  

integralni  qaraylik,  bunda  ))(,( xyxR   funksiya  x   va  )(xy   larning  ratsional   

funksiyasidir . 

 Agar  )(xy   funksiya  x  ning ratsional  funksiyasi  bo’lsa, ushbu   

 dxxyxR ))(,(  

integral  ratsional  funksiyaning  integrali  bo’ladi.   

 Agar  )(xy   funksiya  x   o’zgaruvchining  ratsional  funksiyasi  bo’lmasa, u  

holda  ravshanki, ))(,( xyxR   ham  x   o’zgaruvchining  ratsional  funksiyasi  

bo’lmaydi. Bu  holda  x   o’zgaruvchini  almashtirish  yordamida ))(,( xyxR   ni  

ratsional  funksiyaga  keltirish  masalasi  kelib  chiqadi . Agar  biz  shunday  )(tx    

amashtirish  topsakki,  natijada  )(tx  , )(xy ))(( ty   lar t  ning  ratsional  

funksiyalari  bo’lsa, (bunda  )(tx     ham  ratsional  funksiya  bo’ladi ), u  holda   

   dtttytRdxxyxR )())((),((())(,(   

bo’lib ,   dxxyxR ))(,(  integralini  hisoblash  ushbu   

  dtttytR )())((),(((   

ratsional  funksiyaning  integralini  hisoblashga  keltiriladi . 

 Endi  )(xy   funksiyaning   ba`zi  bir  muayyan  ko’rinishga  ega  bo’lgan  
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hollarini  qaraymiz : 

 1).  )32.8(   integralda   

n

dcx
baxxy




)(  

bo’lsin, bunda  dcba ,,,   o’zgarmas  sonlar, .Nn    Bu  holda  )32.8(   integral  

quyidagi   

                                
 dx

dcx
baxxR n ),(                  )33.8(  

ko’rinishni  oladi . Bunda  dcba ,,,   sonlardan  tuzilgan  determinant  noldan  farqli,  

ya`ni   

0
,
,


dc
ba

 

deb  qaraymiz .  Agar   

0
,
,


dc
ba

 

bo’lsa,  a  va   b   sonlar  dc ,  sonlarga  proporsional  bo’lib , 
dcx
bax


   nisbat x   ga  

bog’liq  bo’lmaydi  va  ),( n

dcx
baxxR


   funksiya  x  o’zgaruvchining  ratsional  

funksiyasi  bo’lib qoladi. Bu  holda )33.8(  integral avval o’rganilgan  integralga  

keladi.  Shunday  qilib,  keyingi  mulohazalarda  0   deymiz . 

 )33.8(   integralda   

n

dcx
baxt




  

almashtirish bajaramiz.  Natijada   

)(, t
cta

bdtx
dcx
baxt n

n
n 








  

dt
cta

ntbcaddttdx n

n

2

1

)(
)()(







  

bo’lib,  )33.8(   integral  ushbu  
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



 dx
dcx
baxxR n ),(   










dt
cta

ntbcadt
cta

bdtRdttttR n

n

n

n

2

1

)(
)(),()()),((   

ko’rinishni  oladi . 

 Demak, qaralayotgan   

 
 dx

dcx
baxxR n ),(  

integralni  hisoblash  ushbu   2

1

)(
)(),( n

n

n

n

cta
ntbcadt

cta
bdtR





 

    ratsional   funksiyaning  

integralini  hisoblashga  keladi . 

 8.9—misol .  Ushbu   

x
dx

x
x




 11
1  

 

integral  hisoblansin .  

 ◄  Bu integralni  hisoblash  uchun    

x
xt





1
1  

deb  olamiz.  U  holda   

222

2

)1(
4,

1
1








t

tdtdx
t
tx  

bo’lib ,  

 





1
2

11
1

2

2

t
dtt

x
dx

x
x  

bo’ladi .  Natijada  berilgan  integral  uchun  topamiz : 

C
x
xarctg

x
xCarctgtt

t
dtt

x
dx

x
x
















 1

12
1
1222

1
2

11
1

2

2

.  ► 

Quyidagi   

                    dx
dcx
bax

dcx
bax

dcx
baxxR nrrr 















 )(,)(,)(, 21            )34.8(  

integralni  qaraylik. Agar  nrrr ,, 21    ratsional  sonlarni  umumiy  m   maxrajga   

keltirib , )34.8(   integralda   
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m
dcx
baxt




  

almashtirish bajarilsa, natijada )34.8(  integralni  hisoblash  ratsional  funksiyani  

integrallashga  keladi. 

 8.10—misol.    Ushbu   

  3 xx
dx  

integral  hisoblansin . 

 ◄  Bu  integralda  6 xt    almashtirish  bajaramiz .   Natijada   

dttdxtx 56 6,   

bo’lib, berilgan  integral  uchun  topamiz: 

  























Cttttdt

t
tt

t
dtt

xx
dx 1ln

23
6

1
1)1(6

1
6

23
2

3

3
 

CxxxxCxxxx
 1ln6632)1ln

23
(6 66366

3

 ► 

 2).  32.8  integralda cbxaxxyy  2)(  bo’lsin, bunda cba ,,  o’zgarmas 

sonlar  bo’lib, cbxax 2  kvadrat  uchhad  teng  ildizlarga  ega  emas. )32.8(  integral  

quyidagi   

                                     )35.8()0(),( 2  adxcbxaxxR  

ko’rinishda  bo’ladi.   

 Quyida  keltiriladigan  uchta  almashtirish yordamida )35.8(  integral  ratsional  

funksiya  integraliga  keltiriladi.  

 a)   0a    bo’lsin.  Bu  holda  )35.8(   integral   

                                                 )36.8(2 cbxaxxat   

( yoki    cbxaxxat  2  ) 

almashtirish  natijasida   ratsional  funksiyani  integrallashga  keladi:  

.
)2(

)(2)
2

,
2

(),(
2

222
2 dt

bta
acbtta

bta
acbtta

bta
ctRdxcbxaxxR










   

 b)   0c   bo’lsin.  Bu  holda  )35.8(   integral   
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                                                     )37.8()(1 2 ccbxax
x

t   

( yoki    )(1 2 ccbxax
x

t   ) 

almashtirish  yordamida    ratsional  funksiyani  integrallashga  keladi: 

.
)(

)(2)2(),( 22

2

2

2

2
2 dt

ta
acbttc

ta
cabttc

ta
btcRdxcbxaxxR











   

 v)    cbxax 2    kvadrat  uchhad  har  hil 1x   va  2x  haqiqiy  ildizlarga  ega  

bo’lsin.  Ma’lumki, 1x   va  2x   ildizlar  orqali  cbxax 2   kvadrat  uchhadni 

))(( 21
2 xxxxacbxax       

ko’rinishda   ifodalash  mumkin.  Bu  holda  )35.8(  integral  ushbu   

                                           )38.8()(1 2

1

cbxax
xx

t 


  

almashtirish  bilan   

dt
at
xxa

t
at
xxa

at
txax

RdxcbxaxxR










  2
21

2
21

2

2
122 )(2

)
)(

,(),(  

ko’rinishga keladi. Bu  tenglikning o’ng  tomonidagi  integral  ostidagi   funksiya   t   

o’zgaruvchining  ratsional  funksiyasidir.    

 Odatda  )37.8(,)36.8( va   )38.8(   almashtirishlar Eyler  almashtirishlari  

deyiladi.   

 8.11—misol.    


dx
xxx 1

1
2

  integral   hisoblansin. 

 ◄. Bu  integral  uchun )1( a  Eylerning  birinchi   almashtirishini  ( )36.8(  ga  

qarang)  bajaramiz: 

12  xxxt .     

U  holda    

dt
t

ttdx
t

ttxx
t

tx 2

22
2

2

)21(
12,

21
11,

21
1












  

bo’lib,  berilgan  integral  uchun  
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 





dt
tt

ttdx
xxx 2

2

2 )21(
12

1
1  

bo’ladi.  Endi 

22

2

)21(
3

21
32

)21(
12

ttttt
tt








  

bo’lishini  e’tiborga  olib,  topamiz:   

.
1221

1
2
31221ln

2
31ln2

21
1

2
321ln

2
3ln2

1
1

2

22

2

C
xxx

xxxxxx

C
t

ttdx
xxx













► 

20.   Binominal  differensiallarni  integrallash. 

Ushbu   

dxbxax pnm )(   

differensial  ifoda  binomial   differensial  deb  ataladi,  bunda  ba,   o’zgarmasli  

sonlar,  pnm ,,   ratsional  sonlar.  

Ushbu 

                                                   )37.8()( dxbxax pnm  

integralni  hisoblash pnm ,,  ratsional  sonlariga  bog’liq.  Mashhur  rus  matema-tigi  P. 

L. Chebishev  ko’rsatganki  )37,8(   integral  quyidagi  uchta   

 1)   p        butun  son , yoki  

 2)   
n

m 1   butun  son,  yoki 

 3)   
n

m 1 p    butun  son, 

bo’lgan  holdagina  ratsional  funksiyalarning  integrali  orqali  ifodalanadi. 

 1)   p — butun  son  bo’lsin .  Bu  holda  m   va  n   ratsional  sonlar           ( 

ya’ni  kasrlar )  maxrajining  eng  kichik  umumiy  bo’luvchisini   orqali  belgilab, 

)37,8(  integralda tx   almashtirish  bajarilsa, integral ostidagi  funk-siya  ratsional  

funksiyaga  aylanib,  )37,8(  integral  ratsional  funksiyaning  integraliga  keltiriladi.   
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 2)  
n

m 1 — butun  son  bo’lsin.    Avval  )37,8(   integralda   

ntx
1

   

almashtirish  bajaramiz.   Natijada   )37,8(   integral  quyidagi 

                                        




 )38.8()(1)(
11

dttbta
n

dxbxax n
m

ppnm  

ko’rinishni  oladi .  Qisqalik  uchun 

11





n
mq  

deb  belgilaymiz.  Bu  holda   p   kasr  sonning  maxrajini  s   bilan  belgilab, )38.8(   

integralda   

sns bxabtaz
11

)()(   

almashtirish  bajarilsa,  natijada  integral  ostidagi  ifoda  ratsional  funksiyaga  aylanib,  

ya’na  )37,8(  integral  ratsional  funksiya  integralini  hisoblashga  keltiriladi. 

 3).  qp    butun  son  bo’lsin.  Yuqoridagi  )38,8(   integralni  quyidagi-cha  

yozib  olamiz: 

  





 

 .)( dtt
t

btadttbta qp
p

qp  

Agar  keyingi  integralda  

s

t
btaz

1







 

  

almashtirish  bajarilsa,  )37,8(  integral ratsional  funksiyaning  integraliga  keladi. 

 8.12–misol.  Ushbu 

 


dx
x

x
231

 

integral  hisoblansin. 

 ◄ Bu  integralni   37.8   integral   bilan  taqqoslab,  2p   ( butun  son) 

ekanligini  aniqlaymiz. Yuqorida  qaralgan 1) holga  ko’ra  )( 66 xttx    

almashtirish  bajarib  topamiz: 
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  



dt

t
tdx

x
x

22

8

23 )1(
6

)1(
. 

Bu  tenglikning  o’ng  tomonidagi  integral  ostidagi  funksiyani   

222
24

22

8

)1(
1

1
1432

)1( 





 tt
tt

t
t  

ko’rinishda  yozish  mumkin  ekanini  e’tiborga  olsak,  u  holda  

 


 22

35

22

8

)1(
43

3
2

5)1( t
dtarctgttttdt

t
t  

bo’ladi.  Oxirgi  integral  shu  bobning  2—§ ida  keltirilgan )17.8(  rekurrent  

munosabat  yordamida  osongina  hisoblanadi. 

.
2
1

1
1

2
1

)1( 222 Carctgt
tt

dt





  

Natijada  quyidagiga  ega  bo’lamiz: 

.
1

1
2
1

2
73

3
2

5
1

)1( 2
35

22

8

C
t

arctgttttdt
t

t





  

Demak ,  6 xt   ekanini  etiborga  olib, uzul – kesil  yozamiz: 

 





C
x

xxarctgxxxdx
x

x
1

321184
5
6

)1( 3

6
666 5

23
   ► 

 8.13— misol.  
 3 21 x

xdx    integralni  hisoblang.  

 ◄ Bu integralni  dxxx
x

xdx






2
1

3
2

3 2
)1(

1
  ko’rinishda yozib, 

2
1,

3
2,1  pnm    bo’lishini  topamiz.   Bu   holda  31



n

m   bo’lib,  

2
1

3
2

)1( xt   

almashtirishni  bajaramiz.  Unda   

2
3

223
2

)1(,1  txtx     va    tdttdx 2)1(
2
3 2

1
2    

bo’lib,  berilgan  integral  uchun  ushbu   



 
 

NamDU  MATEMATIKA KAFEDRASI                                       Xakimov R. 
 

446 

 MATEMATIK ANALIZ I-kurs 

 


3
2

3
67

2222
1

3
2

1,
5

6
7

3)1(3)1( xtCtttdtttdxxx  

ifoda  topiladi.  ► 

30 .   Trigonometrik   funksiyalarni  integrallash 

Yuqoridagidek ,  )cos,sin( xxR    orqali  xsin   va   xcos    larning  ratsional 

funksiyasini  belgilaylik.  Bunday  ifodaning   

                                             )39.8()cos,(sin dxxxR  

integralini  qaraylik. 

 Agar  )39.8(   integralda   

                                               )(
2

  xxtgt  

almashtirish  bajarilsa,  u  holda  )39.8(   integral  ostidagi  )cos,sin( xxR   ifoda  t   

o’zgaruvchining  ratsional  funksiyasiga  aylanib )39.8(   integralni  hisoblash  ratsional  

funksiya  integralini  hisoblashga  keladi. 

 Darhaqiqat,  quyidagi 

2

2

2

2

2

2
2

1
2,2

,
1
1

2
1

2
1

cos

,
1

2

2
1

2
2

sin

t
dtdxarctgtx

t
t

xtg

xtg
x

t
t

xtg

xtg
x



















 

munosabatlarni   e`tiborga  olsak,  u  holda   )39.8(   integral  quyidagi   

  











 22

2

2 1
2

1
1,

1
2)cos,(sin

t
dt

t
t

t
tRdxxxR  

ko’rinishga  keladi .  Ravshanki ,  

22

2

2 1
2

1
1,

1
2

tt
t

t
tR













 

funksiya  t   o’zgaruvchining  ratsional  funksiyasi . Demak, )39.8(  integralni  hisoblash  



 
 

NamDU  MATEMATIKA KAFEDRASI                                       Xakimov R. 
 

447 

 MATEMATIK ANALIZ I-kurs 

ratsional  funksiya  integralini  hisoblashga keladi . 

 8.14 – misol .   x
dx
sin3

  integral  hisoblansin . 

 ◄ Bu  integralda   
2
xtgt     almashtirish  bajarib  topamiz : 

.
22
3
1

3
2
2

)
3

22()
3
1(

)
3
1(

3
2

9
8)

3
1(

)
3
1(

3
2

123
2

,
323

2
1
2

1
23

1
sin3

222
2

22

2

C
t

arctg
t

td

t

td

tt
dt

tt
dt

t
dt

t
tx

dx





























 



 

Demak ,  

  x
dx
sin3

C

xtg
arctg 




22

1
2

3

2
2 .  ► 

Shuni ta`kidlash  lozimki,  dxxxR )cos,(sin  integralda 
2
xtgt    almashtirish  universal  

almashtirish  bo’lib, u  )39.8(   integralni  har  doim  ratsional  funksiya  integraliga  

keltirsada  ko’pincha  bu  almashtirish  murakab  hisoblashlarga  olib  keladi .  

 Ayrim  hollarda  trigonometrik  funksiyalarni integrallashda ,tgxt   

xtxt cos,sin     almashtirishlar  qulay  bo’ladi .  

 8.15—misol.    x
dx

4cos
   integral  hisoblansin . 

◄ Agar  bu  integralda  
2
xtgt    universal  almashtirish  bajarilsa , u  holda   

 


 dt
t
t

x
dx

42

32

4 )1(
)1(2

cos
 

bo’ladi .  Biroq  qaralayotgan  integralda  tgxt    almashtirish  bajarilsa , u  holda    

    dtttgxdxtg
x

dx )1()1(
cos

23
4  

bo’lib , undan   

CxtgtgxCtt
x

dx
 33cos

33

4  
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bo’lishini  topamiz. ► 

Mashqlar 

 

8.16. Ushbu  )()(,)( Rxxexxxxf x   funksiyalarning  

),(    dagi  boshlang’ich  funksiyalari  topilsin . 

 8.17.  Ushbu    ))(( xbax
dx integral  hisoblansin. 

8.18. Ushbu  bxdxeax cos integral  hisoblansin. 

8.19. Quyidagi   

),0(ln)1 22

22



 aCaxx

xa
dx  

        ),0()2 22

22



 aCxa

xa
dx  

Caxxaaxxdxax

C
a
xaxaxdxxa








22

2
2222

2
2222

ln
22

)4

,arcsin
22

)3
 

tengliklar  isbotlansin . 

8.20. Ushbu   

dx
xx

x
  88 cossin

4sin  

integral  hisoblansin . 
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Glossariy 

 

1. Irratsional funksiyalar –  

1 2

, , , ... ,
nr r rax b ax b ax bR x

cx d cx d cx d
        
               

 , n21 r,...,r,r ratsional 

sonlar, d,c,b,a haqiqiy sonlar, 0bcad   ushbu ko‘rinishdagi 

funksiyalarirratsional funksiyalar deyiladi.  

2. Trigonometrik funksiyalar –  sin ,cosF x x  ushbu ko’rinishdagi funksiyalar 

trigonometrik funksiyalar deb ataladi.  

 

Keys banki 

 

 34-keys. Masala o`rtaga tashlanadi: Ushbu  

24 4 3
dxI

x x x


   

integral hisoblansin. 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar: 

 keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo`lgan asosiy formula, tushuncha va 

tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

 to`plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo`yilgan masalani yeching 

(individual). 
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34-amaliy mashg‘ulot 

 

1
0

. 
dx

dcx
bax,...,

dcx
bax,

dcx
bax,xR

n21 rrr













































 (1) 

ko‘rinishidagi integrallarni hisoblash. (1) integralda n21 r,...,r,r ratsional 

sonlar, d,c,b,a haqiqiy sonlar bo‘lib, 0bcad  . 

 Agar n21 r,...,r,r  ratsional sonlarning umumiy maxraji p  bo‘lsa, (1) 

integralda 

pt
dcx
bax





 
almashtirish bilan qaralayotgan integral ratsional funksiyaning integraliga keladi. 

 2
0

. 
     0ac4b   0,adxcbxax,xR 22

 (2) 

ko‘rinishidagi integralni hisoblash. 

 Bu integral quyidagi uchta almashtirish (Eyler almashtirishlari) bilan ratsional 

funksiyaning integraliga keladi: 

1) tatcbxax,0a 2  , 

2) ctxcbxax,0c 2  , 

3)  1
22 xxtcbxax,0ac4b  , bunda 1x soni 

0cbxax2   tenglamaning ildizlaridan biri. 

 

 3
0

. 
   dxbxax pnm

 ko‘rinishidagi integralni hisoblash, bunda 
p,n,m  ratsional sonlar. Bu integral: 

1) p butun son bo‘lgan holda 
stx   almashtirish bilan, bunda 

ms сони  va n  ratsional sonlarning umumiy mahraji; 
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2)  



n

1m
butun son bo‘lgan holda 

sn tbxa   almashtirish bilan, bunda 

ps сони  ratsional sonning mahraji; 

3) 


 p
n

1m
butun son bo‘lgan holda 

sn tbax 
 almashtirish bilan, 

bunda ps сони  ratsional sonning mahraji,  

ratsional funksiyaning integraliga keladi. 

 

9 – m i s o l .  Ushbu 

 



2x1x1

dxI
 

integral hisoblansin. 

 ◄Ravshanki, 

         
x1
x1x1x1x1x1x1x1x1 2





. 

Demak, integral ostidagi funksiya x  va  x1
x1




 larning ratsional funksiyasi bo‘ladi. 

 Bu integralda 















x1
x1tt

x1
x1 2

 almashtirish bajaramiz. Unda 

  22

2

222

2

t1
2x1,

t1
2tx-1,

t1
4tdt-dx,

t1
t1x














 

bo‘lib, 

 
 








 C

t
1

t
dt

t
t1

2
t1

t2t1

tdt4I 2

22

2
22

 
bo‘ladi. Demak, 

C
x1
x1I 





.► 
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10 – m i s o l .  Ushbu 





3x4x4x

dxI
2

 
integral hisoblansin. 

 ◄Bu integralda 04a   bo‘lgani uchun x2t3x4x4 2   

almashtirish bajaramiz. Unda 

   
dt,

t14
3t2tdx,

t14
3tx,xt4t34x,x4tx4t3x4x4 2

23
2222










 
   t12

3t2t
t14
3t2-t3x4x4

22
2









 

bo‘lib, 

 

   
 













3t

dt2

t12
3t2t

t14
3t

dt
t14

3t2t

I 223

2

2

 
bo‘ladi. Ravshanki, 

C
3t
3tln

3
1

3t
dt2 2 







 
Demak, 

C
33x4x4x2
33x4x4x2ln

3
1C

3t
3tln

3
1I

2

2











.► 

 

11 – m i s o l .  Ushbu 





4 4x1

dxI
 

integral hisoblansin. 

 ◄Berilgan integralni quyidagicha 
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 


 dxx1I 4
1

4

 
yozib olamiz. Integral ostidagi ifoda uchun 

4
1p4,n0,m,1ba 

 

bo‘lib,
0

4
1

4
1p

n
1m




bo‘ladi. Bu integralda 
44 tx1  

deb topamiz: 

        dt1t-tdx,
t

1tx1,1tx 4
5-434

1
4

4
1

44
1

4 





. 

Natijada, 

    
























 



1t
dt

1t
dt

2
1

1t
dttdt1tt

t
1tI 224

2
4
5

44
1

4

 
bo‘ladi. Keyingi integralni hisoblab, 

C
x

x1arctg
2
1

4x1
4x1ln

4
1Carctgt

2
1

t1
t1ln

4
1I

4 4

4 4

4 4














 

bo‘lishini topamiz.► 

 

Integral ostidagi funksiyani ratsional funksiyaga keltirish yo‘li bilan quyidagi 

integrallar hisoblansin. 

1.
  x1

dx

 2.
  x1

dxx

 

3.
dx

x21
x21

 


 4.
 

 dx
11x
11x

 

5.
dx

1x1x
1x1x

 


 6.
dx

1x
1x

3 


 

7.  
4 3 x4x

xdx

 8.
dx

x
4x



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9.


 3 2xx3
dx

 10.   dxx2x4
 

11.
dxx

2xx
2x

3

3

 


 12.
 

 dx
1x
1xx

 

13.
3

5
x
dx

1x
x




 14.    
6 57 5x7x

dx

 

15.    
 ba

bxax

dx
n 1n1n




 

 16.


 3 2xx
dx

 

17.
  3

6

x1
dxx

 18.


 1x21x4x4
dx

3 2
 

19.
dx

1x1
1x1

3 


 20.  
 xx1

dx
34

 

21.    
3 42 1x1x

dx

 
 

 

Oddiy kvadratik irratsionalliklar qatnashgan integrallar hisoblansin. 

22.   dxx4x43 2

 23.   dx2x2xx 2

 

24.   dx4xx 22

 25.



dx

xx1
x

2

2

 

26.  
 1xx1x

dx
2

 27.  
 22 x1x1

dx

 

28.


 dx
x

2x2x2

 29.  
 2xx1x1

xdx

 

30.




 dx
xx1

xx1
2

2
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Eyler almashtirishlaridan foydalanib quyidagi integrallar hisoblansin. 

31.


 1xxx
dx
2

 32.


 2xx211
dx

 

33.   dx2x2xx 2

 
34.




 dx
2x3xx
2x3xx

2

2

 

35.   


2
x1x1

dx

 
 

 

Binomial differensiallarni integrallashdan foydalanib quyidagi integrallar 

hisoblansin. 

36.   dxxx 43

 
37.  


dx

x1

x
23

 

38.


 2

5

x1
dxx

 39.


3 3x1
dx

 

40.


4 4x1
dx

 
41.


53

x
11x

dx

 

42.
dxxx33 3 

 43.
  dx1xx 3 22 

 

44.
dxx13 4 

 45.
dx

x
x13 4




 

46.
dx

x1
x

3

3


  47.


6 6 1xx

dx

 

48.


 3 2x1

dxx

 49.  
3 532 x2x

dx
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50.


5 33 x2x
dx

 51.   dxxx3 3

 

 

Turli usullardan foydalanib quyidagi integrallar hisoblansin. 

52.


 1x1x
dx

22
 53.

  x1x12
dx

 

54.




 dx
xx1x1

xx1x
2

2

 55.

 
 





1x1x
dx1x
42

2

 

56.

 
 





1x1x
dx1x
42

2

 
57.


 1x2xx
dx

24
 

 

 

1 0 .   dxcosx ,xsinR  ko`rinishidagi integrallarni hisoblash. Bunday 

integrallarda 

  x-t
2
xtg  

almashtirishlarni bajarilsa, u holda  

22

2

2 t1
2dtdx2arctgt,x,

t1
t-1cosx,

t1
t2xsin








  

 

bo`lib, qaralayotgan integral ratsional funktsiyaning integraliga keladi. 

 

2 0 .  dxxcosxsin nm  ko`rinishidagi integrallarni hisoblash. Bunday 

integrallar m  toq bo`lganda txcos   almashtirish yordamida, n  toq bo`lganda esa 

txsin   almashtirish yordamida hisoblanadi. 

Agar m  va n  lar juft sonlar bo`lsa, unda xsin2  va xcos2  ni mos ravishda 

2
cos2x1,

2
x2cos1 
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ga almashtirish lozim. 

3 0 .   dxnxcosmxsin ,   dxnxsinmxsin ,   dxnxcosmxcos  

ko`rinishidagi integrallarni hisoblash. Bunday integrallarni quyidagi 

    xnmsinxnmsin
2
1nxcosmxsin   

    xnmcosxnmcos
2
1nxcosmxcos   

    xnmcosxnmcos
2
1nxsinmxsin   

formulalardan foydalanish kerak. 

12 – m i s o l .  Ushbu 

 dx
xcos1xsin

xsin1I  


  

integral hisoblansin. 

 ◄Bu integralda t
2
xtg   almashtirish bajaramiz. Unda 

 





 



























 dt2t
t
1

2
1

t1
t11

t1
t2

dt
t1
t2

t1
t21

I

2

2

2

22

 

bo`lib, 

C
2
xtg2

2
xtg

2
1|

2
xtg|ln

2
1Ct2t

2
1|t|ln

2
1I 22 






 






   

bo`ladi.► 

13 – m i s o l .  Ushbu 

 dxxcosxsinI 53  

integral hisoblansin. 

 ◄Bu integralda txcos   almashtirish bajarib, uni hisoblaymiz: 

     dtsinxdx-,txcosxdxsinxcosxcos1I 52
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  Cxcos
6
1xcos

8
1Ct

6
1t

8
1dttt1 686852   .► 

14 – m i s o l .  Ushbu 

dxx3cosx2sinI 23  

integral hisoblansin. 

 ◄Bu integral quyidagicha hisoblanadi: 







  dx
2

x6cos1
2

x4cos1x2sindxx3cosx2sinx2sinI 22  

       dxx6cos1x4cosx2sinx2sin
4
1dxx6cos1x4cos1x2sin

4
1

 

     



   dxx6cos1x6sinx2sin

2
1x2sin

4
1

 

    dxx6cos1x6sinx2sin3
8
1

 





   dxx12sin

12
1x6sinx8sin

2
3x4sin

2
3x2sin3

8
1

 

Cx12cos
192

1x6cos
48
1x8cos

128
3x4cos

64
3x2cos

16
3

 .

► 

 

Ushbu  dxxcosxsin nm  ko`rinishidagi integrallarni hisoblashdan 

foydalanib quyidagi integrallar hisoblansin. 

58.  xdxcosxsin 42  59.  xdxcosxsin 55  

60.  xdxsin6  61.  xcos
dx

3  

62.  xsin
dx

3  63.  xcos
dx

4  
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64.  xsin
dx

4  65.  xcosxsin
dx

44  

66.  xcosxsin
dx

53  67.  xcosxsin
dx

4  

68.   dxx2cosxcos3  69.   dxx2sinx2cos 75  

70. 
 xcosxsin

dx
53

 71.  3 tgx
dx

 

72.  dx
x4sin
xcos2

 73.  dx
xcos
x3sin

4  

74. dx
xsin
x3cos

5   
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Test 

 

?
1

dx
x


  2 1x C   ln 1x C   ln( 1)x C   2ln( 1)x C   

2
?

1
dx

x



arcsin x C  2ln 1x C   2ln( 1)x C   22ln( 1)x C 

2 ?
9

dx
x


  

1
3 3

xarctg C  
2ln 9x C   2ln 3x C   22ln( 3)x C 

2

2 ?
9

xdx
x


  

2ln 9x C   1
3 3

xarctg C  
22ln( 3)x C  2ln 3x C   

2

3 ?
9

x dx
x


  31 ln 9

3
x C   

22ln( 3)x C  1
3 3

xarctg C  
2ln 3x C   

2 ?
1

dx
x


  

11 ln
2 1

x
C

x





 
2ln 1x C   1

3 3
xarctg C  

2ln 9x C   

2 ?
1

xdx
x


  21 ln 1

2
x C   

2ln 1x C   1
3 3

xarctg C  
2ln 1x C   

2 2 ?dx
x a


  1 ln

2
x a

C
a x a





11 ln

2 1
x

C
a x






1
3 3

xarctg C  
2ln 9x C   

2 2 ?dx
x a


  

1 xarctg C
a a

  
arctgx C  ln 1x C   2 2ln x a C   

2 ?dx
x

  
1 C
x

   
2ln x C  arctgx C  2 2ln x a C   

 


