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So'z boshi

So'nggi yillarda mamlakatimizda oliy ta’lim sifatini oshirishga garatilgan
bir gancha chora-tadbirlar amalga oshirilmogda. Chunki, jahon talablari
darajasidagi raqobatbardosh kadrlar tayyorlash maqsadida talabalarga dunyo
standartlariga javob beradigan bilim va ko nikmalar berish bugungi kunning eng
dolzarb masalalaridan biri bo'lib qolmoqda.

Mazkur Ma‘ruzalar matni “Matematik analiz” fani bo'yicha tayyorlangan
bo'lib, u “5130100-Matematika”  yo'nalishi talabalari uchun 1-semestrga
mo ljallangan va Namangan davlat universiteti “Matematika” kafedrasi
o qituvchilari  tomonidan  tayyorlangan. @ Ushbu  Ma‘ruzalar = matni
mamlakatimizda “Matematik analiz” fanini o"qitish bo yicha uzoq yillardan beri
to'plangan boy tajriba, O’zbekiston Milliy universiteti professor-
o’qituvchilarining ma’ruzalari hamda rivojlangan xorijiy davlatlarning yetakchi
Oliy ta’lim muassasalarining tajribalaridan foydalangan holda, shuningdek,
ularning o' quv dasturlaridagi asosiy adabiyotlardan foydalangan holda yaratildi.

Matematik analiz fani oliy matematikaning fundamental bo'limlaridan
biri bo'lib, u matematikaning poydevori hisoblanadi. Matematik analiz kursi
davomida ko'pgina tushuncha va tasdiqlar, shuningdek, ularning tatbiglari
keltiriladi.

Matematik analiz fanining asosiy vazifasi shu fanning tushuncha,
tasdiglar va boshga matematik ma’lumotlar majmuasi bilan tanishtirishgina
bo'lmasdan, balki talabalarda mantiqiy fikrlash, matematik usullarni amaliy
masalalarni yechishga qo’llash ko' nikmalarini shakllantirishdan iborat.

Ushbu Ma‘ruzalar matnida dastlab har bir mavzu bo'yicha materiallar
batartib berilgan. Bunda har bir mavzu bo'yicha ma’ruza matnlari, nazorat
savollari, mashgqlar, glossariy, amaliy mashg ulot materiallari, test savollari va

keyslar banki keltirilgan.
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Mavzu. To‘plamlar. To‘plamlar ustida amallar
1-ma’ruza
Reja

1°. To*plam tushunchasi.
2°. To‘plamlar ustida amallar.
3°. Matematik belgilar.

1°. To‘plam tushunchasi.

To‘plam matematikaning boshlang‘ich, ayni paytda muhim tushunchalaridan
biri. Uni ixtiyoriy tabiatli narsalarning (predmetlarning) ma’lum belgilar bo‘yicha
birlashmasi (majmuasi) sifatida tushuniladi. Masalan, javondagi kitoblar to‘plami, bir
nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar to‘plami, x° —5x+6=0 tenglamaning ildizlari
to‘plami deyilishi mumkin.

To‘plamni tashkil etgan narsalar uning elementlari deyiladi.

Matematikada to‘plamlar bosh harflar bilan, ularning elementlari esa kichik
xarflar bilan belgilanadi. Masalan, A,B,C —to‘plamlar, a,b,c —to‘plamning
elementlari.

Ba’zan to‘plamlar ularning elementlarini ko‘rsatish bilan yoziladi:

A={2,4,6,8,10,12 },
N={1,2,3,..,n, ...},
z={..,-2,-1,0,1,2, .. }.
Agar a biror A to‘plamning elementi bo‘lsa, a € A kabi yoziladi va «a element A

to‘plamga tegishli» deb o‘qiladi. Agar a shu to‘plamga tegishli bo‘lmasa, uni a ¢ 4
kabi yoziladi va «a element A4 to‘plamga tegishli emas» deb o‘giladi. Masalan,
yuqoridagi A4 to‘plamda 10€ 4,15¢ A.

Agar A chekli sondagi elementlardan tashkil topgan bo‘lsa, u chekli to‘plam,
aks holda cheksiz to‘plam deyiladi. Masalan, 4 ={2, 4, 6, 8, 10, 12} chekli to‘plam,
bir nugtadan o‘tuvchi barcha to‘g‘ri chiziglar to‘plami esa cheksiz to‘plam bo‘ladi.

1-ta’rif.[3, Defenition 3.1.15, 39-bet] A va B to‘plamlari berilgan bo‘lib, 4
to‘plamning barcha elementlari B to‘plamga tegishli bo‘lsa, A to‘plam B ning

qismi (qismiy to‘plam) deyiladi va

NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI 9 Xakimov R.
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AcC B (yoki BD A)

kabi yoziladi.
A to‘plamning elementlari orasida biror xususiyatga (bu xususiyatni P bilan

belgilaymiz) ega bo‘ladiganlari bo‘lishi mumkin. Bunday xususiyatli elementlardan
tuzilgan to‘plam quyidagicha

{x € A ‘ P}
belgilanadi. Ravshanki,

{x €A ‘P}c A
bo‘ladi.
Agar A to‘plam elementlari orasida P xususiyatli elementlar bo‘lmasa, u

holda

{x € A ‘ P}
bitta ham elementga ega bo‘lmagan to‘plam bo‘lib, uni bo‘sh to‘plam deyiladi. Bo‘sh

to‘plam & kabi belgilanadi. Masalan, x+x+1=0 tenglamaning haqiqiy
ildizlaridan iborat 4 bo‘sh to‘plam bo‘ladi:

@z{xeA‘ X -|—x-|—1=0}.
Har ganday A to‘plam uchun
Ac A, Dc A
deb qgaraladi.

Odatda, A4 to‘plamning barcha gismiy to‘plamlaridan iborat to‘plam F (A)

kabi belgilanadi. Masalan, 4 = {a ,b,c} to‘plam uchun

F(4)={la}. b}l a.b} {a e {b.clda.b.c). )
bo‘ladi.
2-ta’rif. [3, Defenition 3.1.15, 39-bet] A va B to‘plamlari berilgan bo‘lib,
AcB,BcA
bo‘lsa, A va B bir biriga teng to‘plamlar deyiladi va
A=B
kabi yoziladi.

NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI 10 Xakimov R.
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Demak, 4 =B tenglik A va B to‘plamlarning bir xil elementlardan tashkil
topganligini bildiradi.

2°. To‘plamlar ustida amallar.

Ikki 4 va B to‘plamlar berilgan bo‘lsin.
3-ta’rif. [3, Axiom 3.4, 37-bet] 4 va B to‘plamlarning barcha elementlaridan
tashkil topgan £ to‘plam A va B to‘plamlar yig‘indisi (birlashmasi) deyiladi va
AU B kabi belgilanadi:
E=4AUB.
Demak, bu holda a € AU B dan ae€ A4, yoki a € B, yoki bir vaqtda a € 4,
a € B bo‘lishi kelib chiqadi.
4-ta’rif. [3, Definition 3.1.23, 41-bet] 4 va B to‘plamlarning barcha umumiy
elementlaridan tashkil topgan £ to‘plam 4 va B to‘plamlar ko‘paytmasi
(kesishmasi) deyiladi va A () B kabi belgilanadi:
F=A4ANB.
Demak, bu holda a € A() B dan bir vaqtda a € A, a € B bo‘lishi kelib
chiqadi.
5-ta’rif. [3, Definition 3.1.27, 42-bet] A to‘plamning B to‘plamga tegishli
bo‘lmagan barcha elementlaridan tashkil topgan G to‘plam A to‘plamdan B
to‘plamning ayirmasi deyiladi va A\ B xabi belgilanadi:
G=A4A\B
Demak, 4 € A\ B dan a e A, a ¢ B bo‘lishi kelib chigadi.
6-ta’rif. A to‘plamning B ga tegishli bo‘lmagan barcha elementlaridan va B
to‘plamning A ga tegishli bo‘lmagan barcha elementlaridan tuzilgan to‘plam A4 va B
to‘plamlarning simmetrik ayirmasi deyiladi va AAB kabi belgila-nadi:
AAB=(4\B)U(B\ 4).
Demak, a € AAB bo‘lishidan a€ A, a¢ B yoki a€ B, a ¢ A bo‘lishi kelib
chiqadi.
7-ta’rif. Aytaylik, a€ A, ae€B bo‘lsin. Barcha tartiblangan (a,b)
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ko‘rinishidagi juftliklardan tuzilgan to‘plam A va B to‘plamlarning dekart
ko‘paytmasi deyiladi va 4 X B kabi belgilanadi. Demak,
AxB:{(a,b)‘aeA,beB}.
Xususan, 4 =B bo‘lganda Ax A= A* deb qaraladi.

8-ta’rif. Aytaylik, S va A to‘plamlar berilgan bo‘lib, 4 — S bo‘lsin. Ushbu
S\A

to‘plam A4 to‘plamni S ga to‘ldiruvchi to‘plam deyiladi va CA yoki C;A kabi

belgilanadi:
CA=S\ 4.

To‘plamlar ustida bajariladigan amallarning ba’zi xossalarini keltiramiz.

A, B va D to‘plamlari berilgan bo‘lsin.

1) ASB.BED posa, A D botladi;

nAUA=4, ANA=A g,

3)AC B bo'lsa, AUB =B, ANB =4y 4.

pAUB=BUA, ANB=BNA g
5(AUB)UD=AUBUD).(ANBND=ANBND) yopaii
6)4C S botlsa, ANCA=D.

7 CLAUB)=CANCB 1y ASS,B<S .

g) CLUNB)=CAUCB i AcS,BS

Bu xossalarning isboti yuqorida keltirilgan ta’rif-lardan kelib chigadi.
1-misol. Ushbu
(A\B)U(B\A)=(4UB)\ (4 B)
tenglik isbotlansin.
dac(A\B)U(B\ 4) bo‘lsin. U holda
ac(A\B):ae A, a¢B
yoki
ac(B\A): aeB, agA
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bo‘ladi. Bundan esa
ac(AUB), ag(ANB)
bo‘lib,
ae(AUB)\ (4N B)
bo‘lishi kelib chigadi. Demalk,

(4\B)U(B\4)c (4UB)\(4NB) )

Aytaylik, a € (4UB)\(4NB) bolsin.

U holda
ac(AUB): ae A yoki aeB,
a¢(ANB):ag A,agB yokiac A,a¢B yoki a¢ A, aecB

bo‘ladi.

Bundan esa

acA\B yokiae B\ A
bo‘lib,
ac(A\B)U(B\ A)

bo‘lishi kelib chigadi. Demak,

(AUB)\(ANB)c(4\B)U(B\ 4) (3)

(2) va (3) munosabatlardan (1) tenglikning o‘rinli bo‘lishi topiladi. »

To‘plamlar ustida bajariladigan amallarni bayon etishda to‘plamlarning qanday
tabiatli elementlardan tuzilganligiga e’tibor qilinmadi.

Aslida, keltirilgan amallar biror universal to‘plam deb ataluvchi to‘plamning
qismiy to‘plamlari ustida bajariladi deb garaladi. Masalan, natural sonlar to‘plamlari

ustida amallar bajariladigan bo‘lsa, universal to‘plam sifatida barcha natural sonlardan

iborat V to‘plamni olish mumkin.

NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI 13 Xakimov R.




MATEMATIK ANALIZ I-kurs

3°. Matematik belgilar.

Matematikada tez-tez uchraydigan so‘z va so‘z birikmalari o‘rnida maxsus
belgilar ishlatiladi. Ulardan muximlarini keltiramiz:

1) «agar ... bo‘lsa, u holda ... bo‘ladi» iborasi «= » belgi orqali yoziladi;

2) ikki iboraning ekvivalentligi ushbu « < » belgi orqali yoziladi;

3) «har qanday», «ixtiyoriy», «barchasi uchun» so‘zlari o‘rniga « V» belgi
ishlatiladi;

4) «mavjudki», «topiladiki» so‘zlari o‘rniga « I» mavjudlik belgisi ishlatiladi.

Mashqlar

1. Ushbu
(AUB)\D=(A\D)U(B\D)
tenglik isbotlansin.
2. Agar A va B chekli to‘plamlar bo‘lib, ularning elementlari soni mos

ravishda ! (A) > 1 (B ) bo‘lsa,
n(AU B)=n(A)+ n(B)—n(A( B)
bo‘lishi isbotlansin.

3. Agar A chekli to‘plam bo‘lib, uning elementlarining soni 77 ga teng bo‘lsa,
F(4)

bu to‘plamning barcha qismiy to‘plamlari to‘plami ning elementlari soni 2" ga

teng ekani isbotlansin.
Adabiyotlar

1. Xudoyberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma’ruzalar, I g. T. “Voris-nashriyot”, 2010.

2. Fixtengols G. M. Kurs differentsial 'nogo i integralnogo ischislenie, 1 t. M.
«FIZMATLIT», 2001.

3. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014. [33-44 betlar]

Nazorat savollari
1. To‘plam deganda nimani tushunasiz?
Qism to‘plam nima? Misollarda tushuntiring.
Ikki to*plamning yig‘indisi va ko‘paytmasi nima?

Ikki to‘plamning ayirmasi va simmetrik ayirmasi nima?

U

To‘plamlar ustida bajariladigan amallarning asosiy xossalarini keltiring.
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Glossariy

To’plam — ixtiyoriy tabiatli narsalarning ma’lum belgilari bo’yicha birlashmasi.
Cheksiz to’plam — elementlari soni cheksiz bo’lgan to’plam cheksiz to’plam

deyiladi.

Bo’sh to’plam — birorta ham elementga ega bo’lmagan to’plam bo'sh to plam
deyiladi.

Simmetrik ayirma — ikki to’plamning bir-biriga tegishli bo’Ilmagan elementlari
to’plami.

Qarama qarshi sonlar — faqat ishorasi bilan farq qgiladigan sonlar.
Natural sonlar to’plami —sanoqda ishlatiladigan sonlar.

Butun sonlar to’plami — natural sonlar va ularga qarama-qarshi sonlar hamda
0 sonidan tashkil topgan to’plam.

Keys banki
1-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: agar A va B chekli toplamlar bo'lib,
ularning elementlari soni mos ravishda n(A), n(B) bo'lsa,
n(AUB)=n(A)+n(B)-n(4NB)
bolishi isbotlansin.

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha va
tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).

1-amaliy mashg‘ulot
Na’muna uchun misollar yechimi

3-misol. Ushbu
(4\B)U(B\4)=(4U B)\(4N B)
tenglik isbotlansin.

dae (A\B) U (B\A) bo'Isin. U holda

ac AN\B = acA,a€B
yoki
aeB\A = a€eB,a€A
bo'lib, bulardan a € AU B, a € A() B bo'lishi kelib chigadi.
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Demak, a € (A U B)\(A N B) va

(A\B)U(B\A)c(AU B)\ (4N B) 3)
bo’ladi.
ac (A U B)\(A N B) bo'Isin. U holda
ae(AUB) = aeA,yokiae B,
acA(NB= a€A,a€B,yokiac A,a€ B yoki a€ A,ac B
bo'lib, bulardan @ € 4 \B yoki a € B\ A bo'lishi kelib chiqadi.
Demak, ae(A\B)U(B\A) va

(AUB)\(AnB)c(A\B)U(B\A) @)
bo’ladi. (3) va (4) munosabatlardan topamiz:

(4\B)U(B\4)=(4UB)\(4NB).»

Misollar

Ixtiyoriy A,B,C,D to plamlar uchun quyidagi munosabatlar isbotlansin.
35.(4UB)UC=4U(BUC).
36.(ANB)NC=4AN(BNC).
37.(AUB)NC=(4NC)U(BNC).
38. (A\B)NC=(4NC)\(BNC).
39. (A\B)\C - (A\C)\(B\C).
40. (A\B)U(B\C)U(C\A)U(Aan c)=4aUBUC.
41. (ANCc)U(BND)<=(4UB)N(CU D).
42. (B\C)\(B\A) c ANC.

43. A\(BUC) =(A\B)\C.
4. (AUB)\Cc 4U(B\C).
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4

N

(aUc)\Bc(4\B)UC.

46. A(WBcAc AUB.
47. AN(AUB)=A4.

48. Agar A\B = C bo'lsa, A= B C ning o'rinli bo'lishi kelib chigadimi?

49. Agar A= B U C bo'lsa, A\B = C ning o rinli bo lishi kelib chigadimi?

5

<

5

ity

5

N

- (4UB)\(4UC)c 4U(B\C).
(4N B)\C= (A\C) N (B\C).
. A\(BU C)c(A\B)U(A\C).

53. Agar A va B chekli to'plamlar bo'lib, ularning elementlari soni mos ravishda

n(A), n(B) bo'lsa,

bo'lishi isbotlansin.

n(A U B) = n(A)+ n(B)— n(A N B)

54. Agar A chekli to'plam bo'lib, uning elementlari soni m ga teng bo'lsa, bu

to'plamning barcha gismiy to'plamlari to'plamining elementlari soni 2™ ta bo'lishi

qaysilari bo'sh

isbotlansin.
Test
No Savol to'g’ri javob mugqobil javob mugqobil javob
1. | Quyidagi
to plamlardan {(xeR:x*+1=0}; {xeR:|x|:3}; (xeR:x’ =1};

bo sh to plam
deyiladi?

Birorta ham
elementga ega
bo'lmagan to'plamga;

cheksiz bo'lgan
to'plamga;

to'plam?
2. | Faqat butun sonlarni
. . 2 . 2 . 2
aniqlaydigan {xeN:x"-3x=0}; xeN:|x+—]=0¢; (xeN:x*+3x-7=0};
to'plamni ko rsating o
3. | Qanday to plamga Elementlari soni

Elementlari soni chekli
bo’lgan to plamga;
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4.

Qanday
to'plamlarga teng
to ‘plamlar deyiladi?

Ayni bir xil
elementlardan tashkil
topgan to'plamlarga;

Elementlari soni aynan
teng bo'lgan
to'plamlarga;

Chekli to'plamlarga;

A={a,b,c,d,e, f} va
B=1{b,d,e,g,h}
to'plamlarning
kesishmasi A()Bni
toping.

ANB={b,d,e}

ANB=1{b,d,e, f}

ANB={b,d,e, g}

2 7
A={x:——<x<—
{ 3 4}
va
1
B={x:—ZSxS2}

to'plamlarning
kesishmasini toping.

1 7
ANB={x:——<x<—
{ 2 4}

AﬂB={x:—%SxS2}

2 7
AMNB={x:——<x<—
{ 3 4}

2 7
A={x:——<x<—
{ 3 4}
va
1
B={x:—ZSxS2}

to'plamlarning
birlashmasini toping.

AUB={x:—§SxS2}

2 1
AUB={x:—=<x<——
{ 3 4}

AUB={x:—%SxS2}

A:{x:—ngsz}
3 4

va

B:{x:—13x32}
4

to'plamlar berilgan.
A\ B ni toping.

A\Bz{x:—%ﬁxs2}

A\B={x:—%£x£2}

A to'plamning B
to'plamga tegishli
bo'lmagan
elementlari to plami
A va B to plamning
... deyiladi.

ayirmasi

simmetrik ayirmasi

yig’indisi

10.

AaB =7

(4\B)U(B\ 4)

(4\B)N(B\4)

(4\B)\(B\ 4)
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2-mavzu. Akslantirishlar va ularning turlari

2-Ma’ruza.
Reja

1°. Akslantirish tushunchasi.
2°. Akslantirishning turlari.
3%, Ekvivalent to‘plamlar. Sanoqli to‘plamlar.

1°. Akslantirish tushunchasi.

E va F to‘plamlar berilgan bo‘lsin.
1-ta’rif. [3, Definition 3.3.1, 49-bet] Agar E to‘plamdan olingan har bir x

elementga biror f qoida yoki qonunga ko‘ra F' to‘plamning bitta y elementi
(yeF ) mos qo‘yilgan bo‘lsa, E to‘plamni F' to‘plamga akslantirish berilgan

deyiladi va

S
f:E — F yoki x>y, (er,yeF)

kabi belgilanadi. Bunda E to‘plam f akslantirishning aniglanish to‘plami deyiladi.
: : 11 .
1-misol. Ushbu N = { 1,2,3,...} va N'= 1,5,3,... to‘plamlar berilgan
bo‘lsin.

1 (1
1) har bir natural n (n eN ) songa — (— eN 'j sonni mos qo‘ysak, unda
n\n

71
f:N—>N', n>—
n

akslantirish hosil bo‘ladi. Uni f(n)= 1 kabi ham yoziladi.
n

1 1
2) har bir natural son n (n eN ) songa — (—2 eN 'j sonni mos qo‘ysak,
n n
unda
1
12

2
o:N—>N', n—>

1
akslantirishga ega bo‘lamiz: ¢ (n)=—.
n

3) har bir natural n (n eN ) songal (1€ N') sonini mos qo‘yish natijasida
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g:N—>N', n il
akslantirish hosil bo‘ladi: g(n)=1.
Aytaylik,
fE>F
akslantirish berilgan bo‘lsin. x € E' elementga mos qo‘yilgan y € F' element x ning
aksi (obrazi) deyiladi va y = f (x) kabi belgilanadi.
Endi yeF elementni olaylik. £ to‘plamning shunday x elementlarini

qaraymizki, f (x): y bo‘lsin. Bunday x € £ elementlar y € E' ning asli (proobrazi)
deyiladiva f~'(y) kabi belgilanadi:

ST ={xeEl f(x) =y}
[Definition 3.4.1, 56-bet] Agar A — E bo‘lsa, ushbu

f(x)]x e 4
to‘plam A4 to‘plamning F' dagi aksi deyiladi va f (A) kabi belgilanadi:
F(A)= (o) we 4
[Definition 3.4.4, 57-bet] Agar B — F' bo‘lsa, ushbu
{xeE| f(x)e B}
to‘plam B to‘plamning E dagi asli deyiladi va f _I(B) kabi belgilanadi:
ST (B)={xeE| f(x)eB}.
2-misol. Faraz qilaylik, N ={1,2,3,...,n,...} va M{-1,+1} to‘plamlar
berilgan bo‘lib, ushbu
fN->M
akslantirish quyidagi
f(m)=(=1)"

ko‘rinishda bo‘lsin.

Ravshanki, 5e€N ning aksi f(5)=—1; leM ning asli esa

f'(1)={2,4,6,..} boladi. Shuningdek, A={3,4'c N to‘plamning aksi
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f(A)={-1L1} =M, B={-1} c M to‘plamning asli esa

f(B)=1,3,5,...}
bo‘ladi.
Faraz gilaylik, A va B to‘plamlari /' to‘plamning gismiy to‘plamlari bo‘lsin:

Ac F, Bc F.Unda
S 4anB)=r(A)N f(B). (1)
bo‘ladi.
<« Aytaylik,x € £ '(4 N B) bo‘lsin. Unda f(x)e AN B bo‘lib, f(x)€ A va
£(x) € B bo‘ladi. Keyingi munosabatlardan x € 1 (A) , xe f! (B) bo‘lishi kelib
chigadi. Demak, x € f ' (4)N ' (B). Bundan esa
[TANBY (AN f7(B) 2)
bo‘lishini topamiz.
Aytaylik, xe £ (4) N f'(B) bolsin. Unda x € f ' (4) va xe £ (B)
bo‘lib, f(x)€ A, f(x)e€ B bo‘ladi. Natijasi f(x) € A() B bo‘lib, undan
x e f7'(4N B) bo‘lishini topamiz. Bu esa
SAONS (B [ (AN B) 3)
bo‘lishini bildiradi.
(2) va (3) munosabatlardan (1) tenglikning o‘rinli bo‘lishi kelib chiqadi. »
Yugqoridagidek,

STAUB) = AU (B),
S(AUB)=f(HU f(B)

tengliklarning o‘rinli bo‘lishi isbotlanadi.
2°. Akslantirishning turlari.

Aytaylik,
f:E—>F 4)

akslantirish berilgan bo‘lib, f(E£) esa E to‘plamning aksi bo‘lsin:
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S(E)={f()|xeE}.
2-ta’rif. Agar (4) akslantirishda
f(E)cF
bo‘lsa, (4) akslantirish £ to‘plamni F' to‘plamning ichiga akslantirish deyiladi.

Masalan,
N=A{1,2,3,.},N'= {1,

to‘plamlari uchun ushbu

fiN—>N/, nii
3n

akslantirish N to‘plamni N’ to‘plamning ichiga akslantirish bo‘ladi.

3-ta’rif. [Definition 3.3.17, 53-bet| Agar (4) akslantirishda

fE)=F

bo‘lsa, (4) akslantirish E to‘plamni /' to‘plamning ustiga akslantirish (syur’ektiv
akslantirish) deyiladi.

Masalan,

N=1{,2,3,.} M={-11

to‘plamlari uchun

S
n—(-1)"
akslantirish N to‘plamni M to‘plamning ustiga akslantirish bo‘ladi.
4-ta’rif. Agar (4) ustiga akslantirish bo‘lib, bu akslantirish £ to‘plamning turli
elementlarini F' to‘plamning turli elementlariga akslantirsa, (4) in’ektiv akslantirish
deyiladi.
5-ta’rif. [Definition 3.3.14, 54-bet] Agar (4) ustiga akslantirish bo‘lib, u

in’ektiv akslantirsh ham bo‘lsa, (4) o‘zaro bir giymatli akslantirish (moslik)
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to‘plamlar uchun ushbu
71
f:N->N' n—>—.
n
akslantirish o‘zaro bir qiymatli akslantirish bo‘ladi.

6-ta’rif. f:E — F akslantirish o‘zaro bir giymatli akslantirish bo‘lsin. F
to‘plamning har bir y, (y€F) elementiga E to‘plamning bitta x elementini
(x € E) mos qo‘yadigan va

gy)=g(f(x)=x.

munosabat bilan aniqlanadigan
g F—>F
akslantirish f:E — F ga nisbatan teskari akslantirish deyiladi va s kabi
belgilanadi:
1 F—>E.
Demak, f: E — F ga teskari akslantirish mavjud bo‘lishi uchun:
a) f ustiga akslantirish,

b) F' to‘plamdan olingan har bir y elementning E to‘plamdagi asli

SO =T () =x
yagona bo‘lishi kerak.

3°. Ekvivalent to‘plamlar. Sanoqli to‘plamlar.

Ko‘p holda to‘plamlarni ularning tashkil etgan elementlari soni bo‘yicha o‘zaro
solishtirishga to‘g‘ri keladi. Chekli to‘plamlar solishtirilganda bir to‘plamning
elementlari soni ikkinchisidan ko‘p, yoki kam, yoki ularning elementlarining soni bir-
biriga teng degan hulosaga kelinadi. Bu holda elementlari soni ko‘p bo‘lgan to‘plamni
«quvvati» ko‘proq deyish mumkin.

Cheksiz to‘plamlarni solishtirishda vaziyat boshgacharoq bo‘ladi. Cheksiz
to‘plamlar ekvivalentlik tushunchasi yordamida solishtiriladi.

7-ta’rif. Agar f : E — F o‘zaro bir qiymatli akslantirish (moslik) bo‘lsa, E va
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F ekvivalent to‘plamlar deyiladi va E ~ F' kabi belgilanadi.
Demak, E va F' to‘plamlarning ekvivalentligi E ~ F ularning elementlari
o‘zaro bir qiymatli moslikda ekanligini bildiradi.
Masalan,
N={1,2,3,4,..}, N, ={2,4,6,8,...}
to‘plamlar uchun

A
n—>2n, (meN, 2neN,)

akslantirish o‘zaro bir qiymatli. Binobarin,
N~ N,
bo‘ladi. (Bu holda n <> 2n kabi yoziladi).
Aytaylik 4,B,D to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Unda
1) A~ A,
2) A~B=>B~ A4,
3) A~B,B~D = A~D
bo‘ladi. Bu xossalarning isboti yuqorida keltirilgan ta’rifdan kelib chiqadi.
Ikki 4 va B to‘plamlari o‘zaro ekvivalent bo‘lsa, ularni bir xil quvvatli
to‘plamlar deb qaraladi.
Demak, quvvatni ekvivalent to‘plamlarning miqdoriy xarakteristikasi sifatida
tushunish mumkin.
Chekli  to‘plamlarning o‘zaro ekvivalentligi ularning tashkil etgan
elementlarining sonini bir-biriga tengligini bildiradi.
Umuman, 4 va B chekli to‘plamlarning o‘zaro ekvivalent bo‘lishi uchun
ularning elementlari soni bir xil bo‘lishi zarur va etarli:
A~ B < n(d)=n(B),
bunda n(G)—G to‘plamning elementlari soni.

8-ta’rif. Natural sonlar to‘plami N ga ekvivalent bo‘lgan har ganday to‘plam
sanoqli to‘plam deyiladi.
Masalan, ushbu

N, =1{2,4,6,8,..,2n,..},
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N, ={1,827,64,....n°,...},

11 1
Ny ={,—,—,c,—,...
I e
to‘plamlar sanoqli to‘plamlar bo‘ladi, chunki
n<2n, N~N,;

n<n’, N~N,;
1

n<>—, N~Nj;.
n

Natural sonlar to‘plami N ga ekvivalent bo‘lgan barcha to‘plamlar sanoqli
to‘plamlar sinfini tashkil etadi. Bu sinf to‘plamlarining quvvati bir xil bo‘ladi.
Ravshanki,
N,cN,N,cN,N;c N
bo‘ladi. Ayni paytda, yuqorida ko‘rdikki,
N~N,,N~N, ,N~N;.
Bunday vaziyat (to‘plamning qismi o‘ziga ekvivalent bo‘lishi) faqat cheksiz
to‘plamlardagina sodir bo‘ladi.
Matematik analiz kursida tayin E va F to‘plamlar uchun f:F — F
akslantirishlar va ularning xossalari o‘rganiladi.

Dastavval yuqoridagi to‘plamlar sifatida haqiqiy sonlar to‘plamini olamiz va

uning xossalarini o‘rganamiz.
Mashqlar

1. Agar A= {a,b} , B= {a, ﬂ,y}. bo‘lsa, A to‘plamning B to‘plamga
akslantirishlari soni 9 ga teng bo‘lishi isbotlansin.
2. Aytaylik, A4 sanoqli to‘plam bo‘lib, x ¢ 4 bo‘lsin. U holda 4 U {x}~ A

bo‘lishi isbotlansin.
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Adabiyotlar
1. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan marizalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.
2. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t. M.
«FIZMATLIT», 2001.
3. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014. [49-61 betlar]

Nazorat savollari.
1. Akslantirish nima?
2. To plam elementining hamda to'plamning aksi va asli deganda nimani
tushunasiz?
3. Akslantirishlarning qanday turlari mavjud?
4. O zaro bir qiymatli akslantirish nima?
5. Qanaday to'plamlar ekvivalent to'plamlar deyiladi?

6. Sanoqli to'plam nima?

Glossariy

Akslantirish — Agar E to‘plamdan olingan har bir x elementga biror f qoida yoki
qonunga ko‘ra F' to‘plamning bitta y elementi (y eF ) mos qo‘yilgan bo‘lsa, £
to‘plamni /' to‘plamga akslantirish berilgan deyiladi.
To plmning aksi — Agar A — E bo‘lsa, ushbu

{ f(x)|xe A}
to‘plam A4 to‘plamning F dagi aksi deyiladi.
To plmning asli — Agar B — F' bo‘lsa, ushbu

{xeE| f(x)e B}
to‘plam B to‘plamning £ dagi asli deyiladi.
Ichiga akslantirish — Agar f : E — F akslantirishda
f(E)cF
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bo‘lsa, bu akslantirish £ to‘plamni /' to‘plamning ichiga akslantirish deyiladi.

Ustiga akslantirish (syur’ektiv akslantirish) — Agar f : E — F akslantirishda

f(E)=F
bo‘lsa, bu akslantirish E to‘plamni /' to‘plamning ustiga akslantirish (syur’ektiv

akslantirish) deyiladi.
In’ektiv akslantirish — Agar f : £ — F ustiga akslantirish bo‘lib, bu akslantirish £

to‘plamning turli elementlarini /' to‘plamning turli elementlariga akslantirsa, u
in’ektiv akslantirish deyiladi.

O¢zaro bir qiymatli akslantirish (moslik) — Agar f : E — F ustiga akslantirish
bo‘lib, u in’ektiv akslantirsh ham bo‘lsa, u o‘zaro bir qiymatli akslantirish (moslik)
deyiladi.

Ekvivalent to‘plamlar — Agar f : £ — F o‘zaro bir qiymatli akslantirish (moslik)
bo‘lsa, £ va F' ekvivalent to‘plamlar deyiladi.

Sanoqli to‘plam — Natural sonlar to‘plami N ga ekvivalent bo‘lgan har ganday
to‘plam sanoqli to‘plam deyiladi

Keys banki

2-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Aytaylik, A sanoqli to‘plam bo‘lib, x ¢ A bo‘lsin.
Uholda AU {x}~ 4 bo‘lishi isbotlansin.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha va
tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);
e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
2-amaliy mashg’ulot
1. N natural sonlar to’plamida f(n)=3n akslantirish berilgan bo’lsin.
f(n):N — N akslantirish qanday akslantirish bo’ladi.
Yechish: Ikkita n,n, € N sonlarni qaraylik. n, #n, ekanligidan f(n,) # f(n,)

ekanligi kelib chiqadi. Hagiqatdan ham, n, #n, bo’lsa, 3n, #3n,. Demak, f(n)
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akslantirish bir qiymatli akslantirish ekan ya’ni, f(n) akslantirish ineksiya .
Hisoblashlardan ko’rinadiki, {f(N)} c N, ammo N & { f(N)} shuning uchun
bu akslantirish sureksiya emas.

2. N natural sonlar to’plamida f(n) =n" akslantirish berilgan bo’lsin.
f(n):N — N akslantirish qanday akslantirish bo’ladi.

3. N natural sonlar to’plamida f(n) = n’ +2n akslantirish berilgan bo’lsin.
f(n):N — N akslantirish qanday akslantirish bo’ladi.

4. N natural sonlar to’plamida f(n)=2n akslantirish berilgan bo’lsin.
f(n):N — N akslantirish qanday akslantirish bo’ladi.

5. A={xeR :|x| <1} va B={xeR:0<x <1} to’plamlar berilgan bo’lsin.
f(x)=x" ya’ni f(x):A—> Bakslantirish qanaqa akslantirish bo’ladi.

6. A={xeR :|x| <1} to’plam berilgan bo’Isin. f(x)=x’ ya’'ni
f(x): 4 — Aakslantirish gqanaqa akslantirish bo’ladi.

2arctgx
7. IR hagiqiy sonlar to’plamida f(x)= ZOCEY akslantirish berilgan bo’lsin.
T

f(x):R — B bo’lsa, B to’plamni toping.
X . . :
8. A={xeR :|x| <1} to’plamda f(x)= th akslantirish berilgan bo’lsin.

f(x):4— B bo’lsa, B to’plamni toping.

9. f(x)=arcsinx akslantirish 4={xeR :|x| <1} to’plamni gaysi to’plamga
akslantirishini toping.

10. f(x)=sinx akslantirish IR haqiqiy sonlar to’plamini qaysi to’plamga
akslantirishini toping.

11. f(x)=x" akslantirish B ={x € R:3 < x” <9} to’plamni qaysi to’plamga
akslantirishini toping.

12. f(x)=sinx akslantirish 4 = {x eR:0<x< 10} to’plamni qaysi

to’plamga akslantirishini toping.
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Test

. o muqobil
No Savol to'g’ri javob mugqobil javob _
javob
. x*+5
x =5 nuqtanin xX)= +29
1. 1 g /() 30 30 25 35
akslantirish orqali aksini toping.
x =7 nuqgtaning f(x)=sinx akslantirish
2. 0 1 -1
orqali aksini toping
% sonning f'(x) = cos x akslantishdagi . .
3. - b1 —
3 6
asli(proobrazi)ni toping
; — ,1-800x° ; ;
4 1 sonning f(x)=e akslantishdagi 0 1 )
asli(proobrazi)ni toping
1 sonning f(x)=2"akslantish orqali
5.12 -1 1 2
proobrazini toping
6. | Inektiv akslantirishni ko’rsating f(x)=4" f(x)=x f(x)=sinx
. X
x=0 nuqgtaning f(x)=sin
7. 88+/x 0 1 5
akslantirish orqali aksini toping
N={l,2,3,..} va M={-11} toplamlar
berilgan. N ni M ga syur’ektiv )
8. 8 84 syu n—(-1)’ n—(-1)" n—(-1)""
akslantiruvchi akslantirishni ko rsating.
N={1,2,3,..} va M={-11} toplamlar
berilgan. N ni M ning ichiga
9. 8 g 1chie n—>(—1)2" n—(-1)’ n—>l
akslantiruvchi akslantirishni ko rsating. n
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N={,2,3,..} va M= {1, l,l,...}
23
to'plamlar berilgan. N ni M ga o’'zaro bir 1 1
qiymatli akslantiruvchi akslantirishni n n 2n
ko rsating.
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Mavzu. Haqiqiy sonlar

3-Ma’ruza
Reja
1. Ratsional sonlar va cheksiz davriy o‘nli kasrlar.

3. Haqiqiy son tushunchasi.

Son tushunchasi uzoq o‘tmishdan ma’lum. Odamlar sanash taqozosi bilan
dastlab 1, 2, 3, ... — natural sonlarni qo‘llaganlar. So‘ngra manfiy son, ratsional son va
nihoyat, haqiqiy son tushunchasi kiritilgan va o‘rganilgan.

Biz o‘quvchiga o‘rta maktab, kollej va litseylarda matematika kursidan natural,
butun, ratsional sonlarni, ular ustida bajariladigan amallarni, amallarning xossala‘rini,
shuningdek to‘g‘ri chiziqda (sonlar o‘qida) geometrik ifodalanishini ma’lum deb
hisoblaymiz.

Haqiqiy sonlarning matematik analiz kursida muhimligini e’tiborga olib, ular

haqidagi ma’lumotlarni talab darajasida bayon etamiz.

1. Ratsional sonlar va cheksiz davriy o‘nli kasrlar.
a
Ta’rif. [3, Definition 4.2.1, 82-bet] Z qisqarmas kasr ko'rinishda tasvirlash
mumkin bo'lgan sonlar ratsional sonlar deyiladi. Bunda a,b — butun sonlar va b #0.

Faraz qilaylik, P biror musbat ratsional son bo‘lsin. Bo‘lish qoidasidan
q

foydalanib p butun sonni g ga bo‘lamiz. Agar p ni g ga bo‘lish jarayonida biror

gadamdan keyin qoldiq nolga teng bo‘lsa, u holda bo‘lish jarayon to‘xtab, P kasr
q

o‘nli kasrga aylanadi. Odatda, bunday o‘nli kasr chekli o‘nli kasr deyiladi. Masalan,
59 : : . o .
4—0 kasrda 59 ni 40 ga bo‘lib, uni 1,475 bo‘lishini topamiz:

> =1,475.
40
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Agar p ni g ga bo‘lish jarayoni cheksiz davom etsa, ma’lum qadamdan keyin

yuqorida aytilgan qoldiglardan biri yana bir marta uchraydi, so‘ng undan oldingi
ragamlar mos tartibda takrorlanadi.
Odatda bunday kasr cheksiz davriy o‘nli kasr deyiladi. Takrorlanadigan

ragamlar (ragamlar birlashmasi) o‘nli kasrning davri bo‘ladi.
1
Masalan, 5 kasrda 1 ni 3 ga bo‘lib, 0,333... bo‘lishini topamiz;

1 =0,333...
3

Ushbu
0,333..., 1,4777..., 2,131313...
kasrlar cheksiz davriy o‘nli kasrlardir. Ularning davri mos ravishda 3, 7, 13 bo‘ladi va
bu cheksiz davriy o‘nli kasrlar quyidagicha
0,(3), 1,4(7), 2,(13)
yoziladi;
0,(3)=0,333...
1,4(7)=1,4777...
2,(13)=2,131313... .

Shuni ta’kidlaymizki, davri 9 ga teng bo‘lgan cheksiz davriy o‘nli kasrni chekli
o‘nli kasr qilib yoziladi.
Masalan,
0,4999...=0,4(9)=0,5,
2,71999...=2,71(9)=2,72.
Har ganday chekli o‘nli kasrni nollar bilan davom ettirib cheksiz davriy o‘nli
kasr ko‘rinishida yozish mumkin.
Masalan,
1,4=1,4000...=1,4(0)
0,75=10,75000...=0,75(0).
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Demak, har ganday P ratsional son cheksiz davriy o‘nli kasr ko‘rinishida

ifodalanadi. Aksincha, har qanday cheksiz davriy o‘nli kasrni P ko‘rinishida yozish
q

mumbkin.

Masalan, ushbu
0,(3)=0,333..., 7,31(06) =7,31060606...

cheksiz davriy o‘nli kasrlarni qaraylik. Avvalo ularni

3 3 3
0,3)=0+—+—%+—+...,
©) 10 10> 10°

3 1 6 6
731(06)=7+—+ + + + ...
(06) 10 10> 10* 10°

ko‘rinishda yozib, so‘ng cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya yig‘indisi

formulasidan foydalanib topamiz:

4
7,31(06)=7,31060606..,:1733+ 104 731, 1 6

= + .
1 100 100 99

100 33) 132

Demalk, ixtiyoriy ratsional son cheksiz davriy o‘nli kasr orqali va aksincha,

ixtiyoriy cheksiz davriy o‘nli kasr ratsional son orqali ifodalanadi.

2. Haqiqiy son tushunchasi.
Cheksiz davriy bo‘lmagan o‘nli kasrlar ham bo‘ladi. Bu kesmalarni o‘lchash

jarayonida yuzaga kelishini ko‘rsatamiz.

Faraz qilaylik, biror J kesma hamda o‘lchov birligi, masalan metr berilgan
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bo‘lsin. J kesmaning uzunligini hisoblash talab etilsin.

Aytaylik, 1 metr J kesmada 5 marta butun joylashib, kesmaning J, gismi ortib
qolsin. Ravshanki J, ning uzunligi 1 metrdan kam bo‘ladi. Bu holda J kesmaning

uzunligini taxminan 5 m. ga teng deb olish mumkin:

J uzunligi =5 m.
Agar bu aniqlik etarli bo‘lmasa, o‘lchov birligining E qismini, ya’ni 1 dm. ni

olib, uni J;, kesmaga joylash-tiramiz. Aytaylik, 1 dm. J, kesmada 7 marta butunlay
joylashib, J, kesmaning J, qismi ortib qolsin. Bunda J, ning uzunligi 1 dm. dan
kichik bo‘ladi. Bu holda J kesmaning uzunligi taxminan 5,7 m ga teng deb olinishi
mumkin:
Juzunligi =5,7 m.
Bu jarayonni davom ettira borish natijasida ikki holga duch kelamiz:

1) biror gqadamdan keyin, masalan n+1 qadamdan keyin o‘lchov
birliginingﬁ qismi J, kesmaga «, marta butunlay joylashadi. Bu holda o‘lchov

jarayoni to‘xtatilib,

J uzunligi =5,7 ..., .
\_ﬁ/_J
nTa pakam

bo‘lishi topiladi.

2) o‘lcham jarayoni to‘xtovsiz davom (cheksiz davom) etadi. Bu holda J
kesmaning uzunligining aniq qiymati deb ushbu

57.a,..
cheksiz o‘nli kasr olinadi:
J uzunligi =5,7..a, ...

Aytaylik, to‘g‘ri chizigda biror O nuqta (koordinata boshi) hamda o‘lchov

birligi tayinlangan bo‘lsin. U holda O nuqtadan o‘ngda joylashgan har bir P

nuqtaga, OP kesmani o‘lchash natijasida hosil bo‘lgan ushbu «,,a,c,...a,,...

cheksiz o‘nli kasrni mos qo‘yish mumkin. Bunda
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a, e NU{0}, ¢, €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, n>1.

Bu moslik o‘zaro bir qiymatli moslik bo‘ladi. Ravshanki, yuqoridagi cheksiz
o‘nli kasrlar orasida cheksiz davriy o‘nli kasrlar bo‘lib, ular manfiy bo‘lmagan
ratsional sonlar bo‘ladi. Qolgan kasrlar esa ratsional sonlar bo‘lmaydi.

1-ta’rif. Ushbu

a=0o,,a,0,..0a,...,
ko‘rinishidagi cheksiz o‘nli kasr manfiy bo‘lmagan haqiqiy son deyiladi, bunda
a, e NU{0}, ,€{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},n>1.

Agar 3n>0;a, >0 bo‘lsa, u musbat haqiqiy son deyiladi.

Manfiy haqiqiy sonning «—» ishora bilan olingani musbat haqiqiy son sifatida
ta’riflanadi.

Barcha hagqiqiy sonlardan iborat to‘plam R harfi bilan belgilanadi.

Barcha natural sonlar to‘plami NV, ratsional sonlar to‘plami Q, haqiqiy sonlar
to‘plami R uchun N < O R bo‘ladi.

2-ta’rif. Ushbu

R\QO

to‘plam elementi (son) irratsional son deyiladi.

Biz yuqorida, davri «9» ga teng bo‘lgan cheksiz davriy o‘nli kasrni chekli o‘nli
kasr qilib olinishini aytgan edik. Buning oqibatida bitta son ikki ko‘rinishga, masalan,
|
5 soni

=0,5000...

=0,4999...

N [— N =—

ko‘rinishlarga ega bo‘lib qoladi.

Umuman, a,,o,,Q,,...0 (an # O) ratsional son ushbu,

n

) oy,0,0,,...a, ; (a, —1)999...,

2) ay,0,0,,...0,000..., ikki ko‘rinishda yozilishi mumkin. Haqiqiy sonlarni
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solishtirishda ratsional sonning 1)- ko‘rinishidan foydalanamiz.
Ikkita manfiy bo‘lmagan

a=a,,0,0,.0,...,

b=py,B,By--B,-

haqiqiy sonlar berilgan bo‘lsin.

3-ta’rif. Agar Vn >0 da o, = f,,ya’ni
oy =Py, =P, 0y =Py, .a, =0,

bo‘lsa, a va b sonlar teng deyiladi va a = b kabi yoziladi.
4-ta’rif. Agar
oy =Py, =P, 0y =Py, .oa, =0,
tengliklarning hech bo‘lmaganda bittasi bajarilmasa va birinchi bajarilmagan tenglik
n = k da sodir bo‘lsa, u holda:

o, >, bo‘lganda a soni b sonidan Kkatta deyiladi va a>b kabi

belgilanadi.

o, <P, bo‘lganda a soni b sonidan kichik deyiladi va a<b kabi

belgilanadi.

Aytaylik, to‘g‘ri chizig, unda tayin olingan O nugta (koordinata boshi) va
o‘Ichov birligi berilgan bo‘Isin.

Hagqiqiy sonlar to‘plami R bilan to‘g‘ri chiziq nuqtalari orasidagi bir qiymatli
moslik o‘rnatish mumkin:

O nuqgtadan o‘ngda joylashgan P nuqtaga OP kesmaning uzunligiga teng x
soni mos qo‘yiladi (x son P nuqtaning koordinatasi deyiladi);

O nuqtadan chapda joylashgan Q nuqtaga QO kesmaning uzunligiga teng x
sonining minus ishorasi bilan olingan — x soni mos qo‘yiladi;

O nugqtaga nol soni mos qo‘yiladi.

Arximed aksiomasi. Ixtiyoriy chekli haqiqiy a soni uchun shunday natural m

soni topiladiki,

bo‘ladi.
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<« Aytaylik,

a=a,,a,0,..0o,.>0,

bo‘lsin. m =a, +1, m e N deb olinsa, unda 3-ta’rifga binoan a < m bo‘ladi »
Kurs davomida tez-tez uchrab turadigan haqiqiy sonlar to‘plamlarini keltiramiz.
Aytaylik, a e R,be R, a <b bo‘lsin:
[a,b] ={x € R|a < x <b} —segment deyiladi,
(a,b)={x € R|a < x < b} — interval deyiladi,
[a,b) ={x € R|a < x<b} —yarim interval deyiladi,
(a,b] ={x € R|a < x < b} —yarim interval deyiladi.
Bunda a va b sonlar [a,b], (a,b), [a,b), (a,b] laring chegaralari deyiladi.
Shuningdek,
[a,+oo): {xeR|x2=a},
(~o,a)={xeR|x<a},
(~0,)= R
deb garaymiz.
Faraz qilaylik, a va b ixtiyoriy haqiqiy sonlar bo‘lib, a < b bo‘Isin. U holda
(a,b)# D
bo‘ladi.
<« Haqiqatdan ham,
a=a,,0,0,.0,.20
b=PBo.BiByBy
bo‘lib, m >0 uchun
oy =Py = Bty =B,y vaa, <p,
bo‘lsin. Agar k natural son m dan katta sonlar ichida eng kichigi bo‘lsa, (a i < 9) unda
r=oa,,a,0,..0,a,.. (o, +1)

ratsional son uchun a < 7 < b bo‘ladi. Demak, (a,b)#J »
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Mashgqlar

1. Ushbu x? =3 tenglikni qanoatlantiruvchi ratsional sonning mavjud emasligi
isbotlansin.
2. Agar r € Q,a € R\ Q bo‘lsa, a +r € R\ Q bo‘lishi ko‘rsatilsin.
3.Vae R,Vb e R,Vc € R sonlari uchun
a>bb>c=a>c
bo‘lishi isbotlansin.
Adabiyotlar
1. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014. [3, 81-90, 96—110]
2. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan marizalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.
3. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t. M.
«FIZMATLIT», 2001.

Nazorat savollari
1. Ratsional son nima?
2. Cheksiz davriy va cheksiz davriy bo'lmagan davriy o'nli kasrlar nima? 3.
Haqiqiy son deganda nimani tushunasiz?
4. Arximed aksiomasini ayting.
5. Tez-tez uchrab turadigan haqiqiy sonlar to‘plamlarini keltiring va ularni

izohlab tushuntiring.

Glossariy

a
Ratsional son — Z qisqarmas kasr ko rinishda tasvirlash mumkin bo'lgan sonlar

ratsional sonlar deyiladi. Bunda a,b — butun sonlar va b # 0.

Manfiy bo‘lmagan hagqiqiy son —ushbu a = a,,a,a,...ar,, ... , ko‘rinishidagi
cheksiz o‘nli kasr manfiy bo‘lmagan haqiqiy son deyiladi, bunda o, € N U {0},
a,<€1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},n>1.

Irratsional son — Ushbu R\Q to‘plam elementi (son) irratsional son deyiladi.
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Arximed aksiomasi — Ixtiyoriy chekli haqiqiy « soni uchun shunday natural m soni
topiladiki, m > a bo‘ladi.
Keys banki

3-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Ushbu x?=3 tenglikni ganoatlantiruvchi ratsional
sonning mavjud emasligi isbotlansin.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha va
tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching

(individual).

3-amaliy mashg’ulot

Ma’lumki, N - barcha natural sonlar to‘plamini, Z - barcha butun sonlar

to‘plamini, Q) - barcha ratsional sonlar to‘plamini ifodalaydi:
N = {1,2,3,...}1,...},
Z :{...,—2,—1,0,1,2,...},

Q:{r:r:E, pEeZ, q:N}.
q
Cheksiz davriy bo‘lmagan o*nli kasr bilan ifodalanadigan son irratsional son
deyiladi. Uni £ (peZ, geN) ko‘rinishida yozib bo‘lmaydi.
q

Ratsional va irratsional sonlar umumiy nom bilan haqiqiy son deyiladi. Barcha

haqiqiy sonlar to‘plami R harfi bilan belgilanadi.
1-misol.Agar a va f3 irratsional son bo‘lsa, & + B, o — f sonlar

irratsional bo‘ladimi?
Yechim. Faraz qilaylik @ =+/2 va #=1—-~/2 bo'lsin, uholda o + 8 =1
bo'ladi. Xuddi shunday, o = J2 va B=-1+ V2 bo'lsin, u holda & — S =1 bo’ladi.

Demak, agar @ va f3 irratsional son bo‘lsa, & + B, o — f sonlar irratsional bo‘lishi
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shart emas.

1. Kvadrati 3 ga teng bo‘lgan ratsional sonning mavjud emasligi isbotlansin.
2. Agar r- ratsional son, « - irratsional son bo‘lsa, & +  ning irratsional son bo‘lishi

isbotlansin.

3. Agar o va [ irratsional son bo‘lsa, @ + 3, @ — 3 sonlar irratsional bo‘ladimi?
4. Agar o va [ irratsional son bo‘lib, a + [ esa ratsional son bo‘lsa, &« — f va
o + 2 sonlarning irratsional bo‘lishi isbotlansin.

5. Ushbu

az\/1+\/2+...+\/; (neN, n22)

sonning irratsional bo‘lishi isbotlansin.

6. Ushbu
log2, log,3

sonlarning irratsional son bo‘lishi isbotlansin.

Quyidagi to‘plamlar chegaralanganlikka tekshirilsin:

{x —n’—6n: neN}.

{ : neN}.
1+n’

xz(_l) -n+10: neN}.

{ \/n2+1

10. E={x=£n: neNn, a>1}.

]
by
I

9. £

a

11. E={x=[1+(—1)n]n+ﬂ: neN}.

n

12. x € R sonning absolyut qiymati |x| quyidagicha ta’riflanadi:
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x, azap x>0
x| = i
—x, aeap x<0
Ixtiyoriy x haqiqiy son uchun

20, =]

, —|x| <x< |x|
bo‘lishi isbotlansin.

13. Ixtiyoriy x va y haqiqiy sonlari uchun

1) |x+y|£|x|+ y

b

2) [lxf =y < - .
3) x-y[=[xd |y
bo‘lishi isbotlansin.

14. Ixtiyoriy x va y haqiqiy sonlari ushbu

x - y] s%(xz +y2)
tengsizlikni ganoatlantirishi isbotlansin.
15. Ushbu
E={x: |x|<a, a>0},
F:{x: —a<x<a, a>0}

to‘plamlarning o°zaro tengligi isbotlansin.

16. Ushbu
E={x: |x|>a},
F={x: x>a, x<-a}
to‘plamlarning tengligi isbotlansin.,

Quyidagi tengsizliklarning echimlar to‘plami topilsin:

L [Bx—1|<|2x -1+ x| 2. |x-2|<3

3. h+ﬂ>2 4. M<x+1

SR A 6. |x2—5|>2
I+x| x+1
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7. | —2x-3>x" -2x-3 8. |x+3|-|x+1]<2
9. |x* - 2x|> x* - |2x] 10. |x + 2|+ |x —2|>12

11. |x — 4|+ |x+4[<10

Quyidagi tenglamalarning echimlar to‘plami topilsin:

[

. |2x+3|=x2.

2. |sinx| =sinx +2.

NSS!
x+1] x+1

4. |x*—5x+6|=—(x"—5x+6).

5. |x|=x*-6.

6. ‘(x2+2x+5)+(x—5)‘=‘x2+2x+5‘+|x—5|.

7|t —4) = (" +2)| = -4 -] + 2.

Test
. o muqobil muqobil
No Savol to'g’ri javob mugobil javob ) )
javob javob
a .
n qisqarmas kasr
1. | ko'rinishda tasvirlash ratsional irratsional butun natural
mumkin bo’lgan sonlar
... sonlar deyiladi.
Irratsional sonni 1
2. _ V2 2,2(3322) 297~ 2,5
ko’rsating 2
Ratsional sonni 1
3. ) — T e 2
ko’rsating 2

NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI 42 Xakimov R.




MATEMATIK ANALIZ I-kurs

4. | Butun sonni ko’rsating 2 % 2 3
Ratsional sonni 5

5. _ 2,88(3) T e =
ko’rsating 2

6. Butun sonni ko’rsating 23—4 % J7 Jit
Irratsional sonni 5

7. _ NE) 4,(27) 2= 2,9
ko’rsating 6
x*—33=0 tenglamaning

8. | yechimlari ... sonlardan irratsional butun natural ratsional
iborat!

9. [|50=? 50 -50 25 -25

10. | |-(-75)=? 75 =75 7,5 -7,5
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4-mavzu. Haqiqiy sonlar to‘plamining
chegaralari

4-Ma‘ruza
Reja
1. Sonlar to‘plamining aniq chegaralari.
2. Aniq chegaraning mavjudligi.
Hagqiqiy sonlar to‘plamining chegaralanganligi, to‘plamning aniq chegaralari

tushunchalari matematik analiz kursida muhim rol o‘ynaydi.

1. Sonlar to‘plamining aniq chegaralari.

Biror £ < R to‘plam berilgan bo‘lsin.
1-ta’rif. Agar E to‘plamning shunday x, elementi (x, € £) topilsaki, £
to‘plamning ixtiyoriy x elementlari uchun
X=X,
tengsizlik bajarilsa, ya’'ni
dx, ek, VxekE: x<x,
bo‘lsa, x, soni £ to‘plamning eng katta elementi deyiladi va
X, =max E
kabi belgilanadi.
2-ta’rif. Agar £ to‘plamning shunday x, elementi (x, € E) topilsaki, £
to‘plamning ixtiyoriy x elementlari uchun
X2 X,
tengsizlik bajarilsa, ya’'ni
dx, ek, Vxek: x=x,
bo‘lsa, x, soni £ to‘plamning eng kichik elementi deyiladi va
X, =min £
kabi belgilanadi.

Masalan,
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bo‘ladi.

3-ta’rif. [1, definiyion 5.5.1, 116-bet] Agar shunday M soni (M € R)
topilsaki, £ to‘plamning ixtiyoriy x elementlari uchun

xX<M
tengsizlik bajarilsa, ya’'ni
dM eR, Vxek: x<M

bo‘lsa, E to‘plam yuqoridan chegaralangan deyiladi, M soni to‘plamning yuqori
chegarasi deyiladi.

4-ta’rif. Agar shunday m soni (m € R) topilsaki, E to‘plamning ixtiyoriy x

elementlari uchun

tengsizlik bajarilsa, ya’ni

dmeR, Vxek: x>m
bo‘lsa, £ to‘plam quyidan chegaralangan deyiladi, m soni to‘plamning quyi
chegarasi deyiladi.

Ravshanki, to‘plam yuqgoridan chegaralangan bo‘lsa, uning yuqori chegaralari
cheksiz ko‘p, shuningdek quyidan chegaralan-gan bo‘lsa, uning quyi chegaralari
cheksiz ko‘p bo‘ladi.

5-ta’rif. Agar £ < R to‘plam ham quyidan, ham yuqoridan chegaralangan
bo‘lsa, £ chegaralangan to‘plam deyiladi.

6-ta’rif. Agar ixtiyoriy M soni (M € R) olinganda ham shunday x, elementi
(x, € E) topilsaki,

X, >M
tengsizlik bajarilsa, ya’'ni
VM eR, Ix,eE: xy>M

bo‘lsa, £ to‘plam yuqoridan chegaralanmagan deyiladi.

NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI 45 Xakimov R.



MATEMATIK ANALIZ I-kurs

7-ta’rif. Agar ixtiyoriy m soni (m € R) olinganda ham shunday x, elementi

(x, € E) topilsaki,
Xy, <m
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
VmeR, dx,ek: xy<m

bo‘lsa, £ to‘plam quyidan chegaralanmagan deyiladi.

Masalan,

1) E, ={..., =2, —1, 0} to‘plam yuqoridan chegaralangan;

2) E, ={1, 2,3,...} to‘plam quyidan chegaralangan;
11
3) E; =41, 5, g, ...¢ to‘plam chegaralangan;

4) E, = {x eR ‘x > 0} to‘plam yuqoridan chegaralanmagan;

5) Es = {x eR ‘ x < 0} to‘plam quyidan chegaralanmagan bo‘ladi.

Endi sonlar to‘plamining aniq yuqori hamda aniq quyi chegaralari
tushunchalarini keltiramiz.

Aytaylik, £ < R to‘plam va a € R soni berilgan bo‘Isin.

8-ta’rif. [1, definition 5.5.5, 117-bet] Agar

1) a soni E to‘plamning yuqori chegarasi bo‘lsa,

2) E to‘plamning ixtiyoriy yuqori chegarasi M uchun a < M tengsizlik
bajarilsa, a soni E to‘plamning aniq yuqori chegarasi deyiladi va sup £ kabi
belgilanadi:

a=sup k.

Demak, £ to‘plamning aniq yuqori chegarasi, uning yuqori chegaralari orasida
eng kichigi bo‘ladi.

9-ta’rif. Faraz qilaylik, £ — R to‘plam va b € R soni berilgan bo‘lsin. Agar

1) b son E to‘plamning quyi chegarasi bo‘lsa,

2) E to‘plamning ixtiyoriy quyi chegarasi m uchun b > m tengsizlik bajarilsa,

b soni E to‘plamning aniq quyi chegarasi deyiladi va inf E kabi belgilanadi:
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b=inf E .

Demak, £ to‘plamning aniq quyi chegarasi, uning quyi chegaralari orasida eng
kattasi bo‘ladi.

“sup” va “inf” lar lotincha “supremum” va “infimum” so‘zlaridan olingan
bo‘lib, ular mos ravishda eng yuqori, eng quyi degan ma’nolarni anglatadi.

1-teorema. Faraz qilaylik, £ — R to‘plam va a € R soni berilgan bo‘lsin. a
soni E to‘plamning aniq yuqori chegarasi bo‘lishi uchun

1) a soni E to‘plamning yuqori chegarasi,

2) a sonidan kichik bo‘lgan ixtiyoriy @ (a <a) uchun E to‘plamda x > o

tengsizlikni gqanoatlantiruvchi x sonining topilishi zarur va yetarli.
<« Zarurligi. Aytaylik,
a=supk
bo‘lsin. 8-ta’rifga binoan:

1) Vx € E uchun x <a, ya’ni a soni E to‘plamning yuqori chegarasi;

2) a soni yuqori chegaralar orasida eng kichigi. Binobarin, a dan kichik «
soni uchun x > a bo‘lgan x € E soni topiladi.

Yetarliligi. Teoremaning ikkala sharti bajarilsin. Bu holda, ravshanki, a <a
shartni qanoatlantiruvchi har ganday o« soni £ to‘plamning yuqori chegarasi
bo‘lolmaydi. Demak, a - to‘plamning yuqori chegaralari orasida eng kichigi. Unda
ta’rifga ko‘ra

a=sup £
bo‘ladi. P

Xuddi shunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi.

2-teorema. Faraz qilaylik, £ < R to‘plam va b € R soni berilgan bo‘lsin. b
soni E to‘plamning aniq quyi chegarasi bo‘lishi uchun

1) b soni E to‘plamning quyi chegarasi,

2) b sonidan katta bo‘lgan ixtiyoriy B (f > b) uchun E to‘plamda x < f3
tengsizlikni gqanoatlantiruvchi x sonining topilishi zarur va etarli.

Eslatma. Agar £ — R to‘plam yuqoridan chegaralanmagan bo‘lsa, u holda
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SUpE =+ |
quyidan chegaralanmagan bo‘lsa, u holda
inf £ =—o0

deb olinadi.

2°. Aniq chegaralarning mavjudligi.
Aytaylik,
o =0a,,0,0,..0,..
musbat haqiqiy son bo‘lsin, bunda

a,e NU{0}, «a,eN,={0,1,2,3,456,7,8 9}, n>1.

Ushbu
a =ag, 00,0, =y + Ay 2y g G
n 0>™%1% 2 n 0 10 102 lon,
o, «a o, +1
b, =a,0,0,..(a, + )=+ —+ ..+
10 10 10"

ratsional sonlar uchun
a,<a<b,

bo‘ladi.

Demalk, ixtiyoriy haqiqiy son olinganda shunday ikkita ratsional son topiladiki,
ulardan biri shu haqiqiy sondan kichik yoki teng, ikkinchisi esa katta bo‘ladi.

Endi sonlar to‘plamining aniq chegaralarining mavjudligi haqidagi teoremalarni
keltiramiz.

3-teorema. [1, theorem 5.5.9, 117-bet] Agar bo‘sh bo‘lmagan to‘plam
yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, uning aniq yuqori chegarasi mavjud bo‘ladi.

Bu teoremani

Ec[0,+x), EzJ

to‘plam uchun isbotlaymiz.

<« E to‘plam yuqoridan chegaralangan bo‘Isin:

dM e R, VxeE: x<M.
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Arximed aksiomasini e’tiborga olib, M € N deyish mumkin.
Endi £ to‘plam
o =0,,0,0,.. (ae k)
elementlarining butun qgismlaridan, ya’ni ¢, laridan iborat to‘plamni F|, deylik:
F,={a,e NU{0} |, a=a,,a,a,..cE}.
Bu to‘plam ham yuqoridan M soni bilan chegaralangan va F, # . Ravshanki,
F, c NU{0}. Bundan F to‘plamning chekli ekanligini topamiz. Demak, F;
to‘plamning eng katta elementi mavjud. Uni ¢, deylik:
max F, = ¢, (1)
E to‘plamning
Co 00y ...
ko‘rinishdagi barcha elementlaridan iborat to‘plamni £, deb olamiz:
E, ={cy,a,a,...€ E}.
Ravshanki, £, Cc E, E, # <.
Endi £ to‘plam
Co 00y ...
elementlarining ¢, laridan iborat to‘plamni olib, uni F; deylik:
F, ={a, €{0,1,2,...9} | ¢y, a,, ... € E,, }.
Bu chekli to‘plam bo‘lib, F; #& bo‘ladi. Shuning uchun uning eng katta
elementi mavjud. Uni ¢, deb olamiz:
max F, = ¢, (2)
E to‘plamning
Cy»C10L,05...
ko‘rinishdagi barcha elementlaridan iborat to‘plamni £, deb olamiz:
E, ={c,,ca,a,..€ E}.

Ravshanki, £, c E,, E, #O.

NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI 49 Xakimov R.




MATEMATIK ANALIZ I-kurs

Endi E| to‘plam
CO ,C]a2a3 soe
elementlarining ¢, laridan iborat to‘plamni olib, uni F, deylik:

F, ={a,€{0,1,2,...9} | cy,c,,a, ... € E} }.
Bu to‘plam ham chekli va F, # & bo‘lib, uning eng katta elementi mavjud:
max I, =c¢, (3)
E, to‘plamning
Cy>C1C05...
ko‘rinishdagi barcha elementlaridan iborat to‘plamni £, deb olamiz:
E, ={c,,c,c,0;...€ E|}
Bu jarayonni davom ettira borish natijasida
A =0Cy,CCy...Cp...

haqiqiy son hosil bo‘ladi.

Endi E to‘plam va bu a son uchun 1-teoremaning ikkala shartlarini
bajarilishini ko‘rsatamiz:

1) Yuqoridagi (1) munosabatga ko‘ra V «,,a,a,a5...€ E uchun o, < ¢,
bo‘ladi.

Agar a, < ¢, bo‘lsa,uholda «,c,c,... <a bo‘ladi.

Agar a, =c, bo‘lsa, u holda ¢y,o,a,... € E, bo‘lib, (2) munosabatga ko‘ra
o, < ¢, bo‘ladi.

Agar a; < ¢, bo‘lsauholda «,c,c,... <a bo‘ladi.

Agar o, =c, bo‘lsa, u holda c,,c,c,...€ E, bo‘lib, (3) munosabatga ko‘ra
o, < c, bo‘ladi.

Bu jarayonni davom ettirish natijasida ikki holga duch kelamiz:

a) shunday » > 0 topiladiki,

aO :Co, al :Cl, ces OCn_l :Cn_l, an <Cn

bo‘lib, a,,a,a,... < a bo‘ladi.
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b) ixtiyoriy n 20 da «, =c, bo‘lib, a,,,a,... = a bo‘ladi.
Demak, har doim «,,a,a,... < a munosabat o‘rinli bo‘ladi;

2) a sondan kichik bo‘lgan ixtiyoriy

B =PBo. BB
haqiqiy sonni olaylik:
Bo,BiBy-B,--<Cy,ci05y..Cp .
Unda shunday n > 0 topiladiki,

Bo=co» Bi=cp Boi=c,y B,<c,

bo‘ladi. Shuni e’tiborga olib, Vx € E, < E uchun

x> By, B By-B, -

bo‘lishini topamiz.

Shunday qilib teoremada keltirilgan £ to‘plam va a soni uchun 1-teoremaning
ikkala shartining bajarilishi ko‘rsatildi. Unda 1-teoremaga muvofiq £ to‘plamning
aniq yuqori chegarasi mavjud va

a=supk
bo‘lishi kelib chigadi. »

Xuddi shunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi.

4-teorema. Agar bo‘sh bo‘lmagan to‘plam quyidan chegaralangan bo‘lsa,
uning aniq quyi chegarasi mavjud bo‘ladi.

Eslatma. To‘plamning aniq quyi hamda aniq yuqori chegaralari shu to‘plamga

tegishli bo‘lishi ham mumkin, tegishli bo‘lmasligi ham mumkin.

Mashqlar
1. Agar 4 va B to‘plamlari (4 R, B c R) chegaralangan bo‘lib, 4 — B

bo‘lsa,
supA<supB, inf A>infB
bo‘lishi isbotlansin.

2. Agar Vxe A (Ac R) uchun x<a (o €R) bo‘lsa, sup 4 <a bo‘lishi

isbotlansin.
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Nazorat savollari

1. To'plamning eng kata va eng kichik elementlari nima?
To plamning yuqori va quyi chegaralari ta’riflarini bering.
To plamning aniq yuqori va aniq quyi chegaralari ta’riflarini bering.

Aniq yuqori chegaraning mavjudligi haqidagi teoremani ayting.

U

Aniq quyi chegaraning mavjudligi haqidagi teoremani ayting.

Glossariy

To‘plamning eng katta elementi - agar £ to‘plamning shunday x,, elementi
(x, € E) topilsaki, £ to‘plamning ixtiyoriy x elementlari uchun x < x,
tengsizlik bajarilsa x,, soni £ to‘plamning eng Kkatta elementi deyiladi.

To‘plamning eng kichik elementi - agar £ to‘plamning shunday x, elementi
(x, € E) topilsaki, £ to‘plamning ixtiyoriy x elementlari uchun x > x,, tengsizlik
bajarilsa x, soni £ to‘plamning eng kichik elementi deyiladi.

Chegaralangan to‘plam — agar £ — R to‘plam ham quyidan, ham yuqoridan
chegaralangan bo‘lsa, u chegaralangan to‘plam deyiladi.

To‘plamning aniq yuqori chegarasi — agar 1) a soni £ to‘plamning yuqori
chegarasi bo‘lsa, 2) E to‘plamning ixtiyoriy yuqori chegarasi M uchun a < M

tengsizlik bajarilsa, a soni E to‘plamning aniq yuqori chegarasi deyiladi va sup £

kabi belgilanadi.
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To‘plamning aniq quyi chegarasi —agar 1) b son E to‘plamning quyi
chegarasi bo‘lsa, 2) E to‘plamning ixtiyoriy quyi chegarasi m uchun b > m
tengsizlik bajarilsa, b soni E to‘plamning aniq quyi chegarasi deyiladi va inf E
kabi belgilanadi.

Keys banki

4-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Agar A va B to‘plamlar (4 < R, B R)
chegaralangan bo‘lib, A — B bo‘lsa,
supA<supB, infA>inf B
bo‘lishi isbotlansin.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqglar:
e keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va
tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
4-amaliy mashg‘ulot
Na’muna uchun misollar yechimi

2
Ez{xz 2” :neN}
n-+4

to ‘plamning aniq yuqori hamda aniq quyi chegarasi topilsin.

<« Ravshanki, Vn € N uchun

1-misol. Ushbu

2
n

0<
n’+4

<1 (1)

bo'ladi. Demak, berilgan to'plam chegaralangan.

(1) munosabatdan Vx € £ uchun
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2
n
xX=— <1
n°+4

bolishi kelib chigadi.

Ve >0 sonni (0< ¢ <1) olib, Eto’plamda, uning

n’ 4(1-¢)
Xo=—F——, N>,|——
n"+4 g
elementi qaralsa, uning uchun
2
n
> >1-¢
n-+4

tengsizlik bajariladi (chunki

2

2n+4>1—8:>n2>n2+4—n28—48:>n28>4(1—8):>
n
:>7’l2 >M:>n> M)

£ £

(1) va (2) munosabatlardan topamiz:

SupEzSup{xz 2n :neN}zl.
n°+4

Xuddi shunga o' xshash

infE=inf{x= “ :neN}zo
n-+4

bo'lishi ko'rsatiladi. »
Quyidagi to’ plamlar chegaralanganlikka tekshirilsin (1-6):

1. E={x= " - neN}.
1+n

2. E:{x:I—n2—6n: neN}

{ (=1)"-n+10 }
3. E=<x= : neN;.

\/n2+1

)
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4, E={x=£ﬂ: neNn, a>l}.

a
5. Ez{x

6. Ushbu

[1+(—1)n]n+ﬂ: neN}

E{le: neN}
n

to'plamning aniq yuqori hamda aniq quyi chegaralari topilsin.

7. Ushbu

E={x=1+ﬂ: neN}

n

to’'plamning aniq yuqori va aniq quyi chegaralari topilsin.
8. E C R to'plam uchun SupE va inf E lar mavjud bo'lib,
SupE =1inf E
bo'lsa, £ to'plam to frisida nima deyish mumkin.
9. Agar Ec R, F c E to'plamlar uchun:
1) VxeE,VyeF:x<y,
2)Ve>0,3x, e £y, eFiy,—x,<¢
bo'lsa, u holda
SupE =inf F
bo'lishi isbotlansin.
10. Agar £ < R to'plam chegaralangan bo'lib, £, < £ bo'lsa, u holda
SupE, < SupE, inf E, >inf E
bo'lishi isbotlansin.
11. Agar E < R to'plam chegaralangan bo'lib, a € R bo'lsa, u holda
Sup{a + E} =a+ SupE
bo'lishi isbotlansin.

12. Agar £ < R to'plam chegaralangan bo'lib, a >0 bo'lsa, u holda
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Sup{a . E} =a-SupE
bo lishi 1sbotlansin.

13. Aytaylik, chegaralangan E = {x} C R to’plam har bir x elementining qgarama-
qarshisi —x lardan tuzilgan to’plam F' bo'lsin: F = {—x xek } . U holda
SupF =—inf E, inf F=-SupE

bo'lishi isbotlansin.
14. Aytaylik, £ = {x} cR,F= { y} C R chegaralangan to plamlar bo'lib,
E+F:{x+y:er,yeF} bo'lsin. U holda

Sup(E + F) = SupE + SupF,

inf (E + F)=inf E +inf F

bo'lishi isbotlansin.
15. Aytaylik, £ = {x} cR,.F= { y} C R chegaralangan to'plamlar bo’lib,
E—F:{x—y:er,yeF} bo'lsin. U holda

Sup(E — F) = SupE —inf F/
bo'lishi isbotlansin
16. Ushbu E, = {x DX > O}, F = {y Dy > 0} to'plamlar yordamida tuzilgan
E -F = {x y:xek, ,ye F+} to'plam uchun

inf(E, -F,)=inf E, -inf F_,

Sup(E, - F,) = SupE, - SupF,
bo'lishi isbotlansin.

17. Aytaylik, £ < R, F' < R to'plamlar yuqoridan chegaralangan bo'lsin. Unda
Sup(EU F)=max (SupE, SupF)
bo'lishi isbotlansin.

(max(a, b)—a va b larning kattasi )
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Test

Ne Test topshirig’i To'g'ri javob Mugqobil javob Mugqobil javob
M e€R soni EcCR
1. | to‘plamning yuqori chegarasi | Vxe E:x<M dxeE:x>M dxeE:x<M
deyiladi, agar ...
meR sont EcC R
2. | to‘plamning quyi chegarasi VxeE:x2m VxeE:x<m dxeE:x<m
deyiladi, agar...
M €R soni EcCR M S(OIll . M soni M soni
. . . . E to‘plamning . . . .
3. | to‘plamning aniq yuqori yuqori chegaralari E to‘plamning E to‘plamning
chegarasi deyiladi, agar... orasidagi eng Kichigi quyi chegarasi yuqori chegarasi
m soni m soni
meR sont EcC R Fto'plamnine auvi | ™ soni E to‘plamning
4. | to‘plamning aniq quyi che aP;alari ori 31 dZ ; E to‘plamning yugqori chegaralari
chegarasi deyiladi, agar... & . g quyi chegarasi orasidagi eng
eng kattasi Kichigi
E to‘plam chegaralangan _ .
5. o VxeE: m<x<M VxeE: x<M E—{—OO,"‘OO}
deyiladi, agar ...
E to‘plam yuqoridan
6. | chegaralangan deyiladi, agar | Vxe E, M, x<M E:{—oo;+oo} VxeE:m<x<M
E to‘plam quyidan
7. | chegaralangan deyiladi, agar | Vx € E,dm,x>m VxeE :x<M VxeE:m<x<M
8. Chegaralanmagan . E ={—o00;+00} VxeE:x<M VxeE:m<x<M
E to‘plamni ko‘rsating:
(0, 1) intervalning aniq
9. | yuqgori chegarasini 1 2 3
ko ‘rsating:
Chegaralangan E to‘plamni E E
10 ko ‘rsating: [a.0] (=00, +0) (—o0,a]
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S-mavzu. Haqiqiy sonlar ustida amallar

5-ma’ruza
Reja
1. Haqiqiy sonlar yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbati.
2. Haqiqiy sonning darajasi.
3. Haqiqiy sonning absolyut qiymati.
4. Bernulli tengsizligi. Nyuton binomi formulasi.

5. Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipi.

1. Haqiqiy sonlar yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbati.
Avval aytganimizdek, ratsional sonlar ustida, xususan chekli o‘nli kasrlar ustida
bajariladigan amallar va ularning xossalari ma’lum deb hisoblaymiz.
Aytaylik, ikkita musbat
a=a,,a0,.qQa,..

b=p,,B5,...B,..
haqiqiy sonlar berilgan bo‘lsin. Unda 7 >0 bo‘lganda ushbu

d=a.aa.a=aq+8,.% %
n 0s“¥1¥ oMy 0 10 102 cee 10}1’
" a , a a,+1
n 0>41%2 (,, ) 0 10 102 L
ratsional sonlar uchun
a <a<a,, 0
shuningdek,
bn :ﬂO’ﬂlﬂZ"'ﬂn :ﬂo +_1+_2+ +

10 10> 710"

" B BB B, +1
b= BBy (B, + )=y 4t B

ratsional sonlar uchun

b,<b<b, )

n

bo‘ladi.
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Endi (1) va (2) tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ratsional sonlarning yig‘indisi
a; + b}; lardan iborat {a; + b}; } to‘plamni qaraymiz. Ravshanki, bu to‘plam yuqoridan
chegaralangan. Unda 4-ma’ruzadagi 3-teoremaga ko‘ra {a; +b;l} to‘plamning aniq
yuqori chegarasi mavjud bo‘ladi.

1-ta’rif. [1, p. 104, def.5.3.4]{ a,; + b;l } to ‘plamning aniq yuqori chegarasi a va
b hagqiqiy sonlar yigindisi deyiladi va a+b kabi belgilanadi:

a+b=supia, +b}.

n>0

(1) va (2) tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ratsional sonlarning ko ‘paytmasi
a,; -b,; lardan iborat { a,; -b,; } to‘plamni qaraymiz. Bu to‘plam yuqoridan
chegaralangan bo ‘ladi. Shuning uchun uning aniq yuqori chegarasi mavjud bo ‘ladi.
2-ta’rif. [1, p. 105, def.5.3.9]{ a,; -b,; } to'plamning aniq yuqori chegarasi a va
b hagqiqiy sonlar ko ‘paytmasi deyiladi va a-b kabi belgilanadi.
a-b=supia,-b }.

n>0

n

(1) va (2) tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ratsional sonlarning nisbati %

n

"

lardan iborat {%} to‘plam yuqoridan chegaralangan bo‘ladi.

n

. a . : : . .. .
3-ta’rif. {b—”} to‘plamning aniq yuqori chegarasi a sonining b soniga

n

a
nisbati deyiladi va E kabi belgilanadi.

4 _qupddn
b o b [

Aytaylik @ va b musbat haqiqiy sonlar bo‘lib, a > b bo‘lsin.
4-ta’rif. [1, p.106]{ a,; —b,: } to ‘plamning aniq yuqori chegarasi a sonidan b

sonining ayirmasi deyiladi va a —b kabi belgilanadi.
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a—b=supia,—b}.

n>0
Eslatma. 1) Haqiqiy sonlar ustida bajariladigan qo‘shish, ko‘paytirish, ayirish
va bo‘lish amallarini to‘plamning aniq quyi chegarasi orqali ham ta’riflash mumkin.

Masalan, a va b haqiqiy sonlar yig‘indisi quyidagicha ta’riflanadi:

a+b=inf{a, +b}.

n>0
Haqiqiy sonlarda, yuqorida kiritilgan amallar o‘rta maktab matematika kursida

o‘rganilgan amallarning barcha xossalarga ega.
2. Haqiqiy sonning darajasi.

Avval haqiqiy sonning 0-hamda 7 - darajalari (n€ N) quyidagicha

a"=a-a-..-a, (neN)
aniqlanishini ta’kidlaymiz.
Teorema [2, p.18, property 1.8] (isbotsiz). Faraz qilaylik, a>0 va ne N
bo ‘Isin. U holda shunday yagona musbat x soni topiladiki,
X =a
bo ‘ladi.
5-ta’rif. Musbat haqiqiy a sonining n darajali ildizi deb ushbu
x"=a
tenglikni gqanoatlantiruvchi yagona x soniga aytiladi va

1
x=4a=a"

kabi belgilanadi.

Aytaylik, a musbat haqiqiy son, 7 esa musbat ratsional son bo‘lsin:

m
a>0, r=—, myneN.
n

Bu holda a sonining r- darajasi quyidagicha

1
ar =(am);
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aniqlanadi.

6-ta’rif. Faraz qilaylik, a >1, b>0 haqiqiy sonlari berilgan bo‘lsin, a

sonining b- darajasi deb ushbu {ab’; } to‘plamning aniq yuqori chegarasiga aytiladi:

a"=sup{a™}. bunda b, = By, B, BrseBs b= BysBrs Bose B

n>0

3. Haqiqiy sonning absolyut qiymati.
[2, p.13] Aytaylik x € R son berilgan bo ‘Isin. Ushbu
x, agar x>0 bo'lsa,
|x| - {—x, agar x <0 bo'lsa,
miqdor x sonining absolyut qiymati deyiladi.
Hagqiqiy sonning absolyut giymati quyidagi xossalarga ega:

1) x € R son uchun

|x|20, |x|:|—x, xS|x, —x£|x|
munosabatlar o ‘rinli,
2) |x|<a & —a<x<a,
|x|£a < —a<x<a, (a>0)

3) xeR, ye R sonlar uchun

e+ | <[+ |y

b

e = ]z [x[ = |y,

e v =[x -]y,

B0
|y

bo ‘ladi.
Bu xossalarning isboti bevosita sonning absolyut qiymati ta’rifidan kelib

chiqadi. Ulardan birini, masalan |x + y| < |x| + | y| bo‘lishini isbotlaymiz.

« Aytaylik, x+ y >0 bo‘lsin. Unda |x+ y| =x+ y bo‘ladi. x < |x|, y < |y|
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bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:
|x+y|:x+y£|x|+|y|.
Endi x+ y <0 bo‘lsin.

Unda |x+y|=—(x+y)=(-x)+(-y) bo‘ladi. —x<|x

, —y<|y| bo‘lishini
e’tiborga olib topamiz:
|x+y|:(—x)+(—y) S|x|+|y|. >
1-misol. Ushbu
Bx—1|<[2x -1+ ] 3)

tengsizlik x ning qanday qiymatlarida o‘rinli bo‘ladi?

<« Sonning absolyut qiymati xossasidan foydalanib topamiz:

Bx—1|=](2x = 1) + x| <|2x = 1| +|x].

Demak, (3) tengsizlik ixtiyoriy x € R uchun o‘rinli bo‘ladi. »

Barcha manfiy bo‘lmagan haqiqiy sonlar to‘plamini R, bilan belgilaylik.
Ravshanki, R, c R.

Har bir x € R haqiqiy songa uning absolyut giymati |x| ni mos qo‘yish bilan
ushbu

f:x—>|x| (f:R—>R)

akslantirishga ega bo‘lamiz.

Demak haqiqiy sonning absolyut qiymati R to‘plamni R, to‘plamga

akslantirish deb garalishi mumkin.
Ixtiyoriy x € R, y € R sonlarni olaylik. Ushbu
¥ =)
miqdor x va y nugqtalar orasidagi masofa deyiladi va d(x,y) kabi belgilanadi:
d(x,y)=|x~yl|.
Masofa quyidagi xossalarga ega:

1)d(x,y)=0 Ba d(x,y)=0< x=y,
2) d(x,y)=d(y,x),
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3) d(x,z)<d(x,y)+d(y,z), (z€R).

4. Bernulli tengsizligi. Nyuton binomi formulasi.
Ixtiyoriy x > —1 (x € R) hamda ixtiyoriy n € N uchun ushbu
(1+x)" 21+ nx 4)
tengsizlik o‘rinli.
<« Bu tengsizlikni matematik induksiya usuli yordamida isbotlaymiz.
Ravshanki, n =1 da (4) tengsizlik (tasdiq) o‘rinli bo‘ladi
I+x=1+x.
Endi ne N da (4) munosabat o‘rinli deb, uni #+1 uchun ham o‘rinli bo‘lishini
ko‘rsatamiz. (4) tengsizlikning har ikki tomonini 1+ x ga ko‘paytirib topamiz:
A+x)" > +nx)-Q+x)=1+n+Dx+nx>>1+ (n+1)x.
Matematik induksiya usuliga binoan (4) munosabat ixtiyoriy ne€ N uchun
o‘rinli bo‘ladi. >
(4) tengsizlik Bernulli tengsizligi deyiladi.
[2, p.19-20] Endi Nyuton binomi formulasini keltiramiz.
Ma’lumki, ae R, beR da

(a+b)Y’ =a’ +2ab+b°,
(a+b) =a’+3a’b+3ab’ +b°
bo ‘ladi. Umuman, ixtiyoriy ne N da
(a+b)'=C)-a"+Ca"" -b+..+Cl-a""b" +..+
L (3)
+Clab" +Cl-b" =) Cla" b

k=0

bo ‘ladi, bunda

o
ct -t ‘1)'";”' “ED) pc1203k k=120

(5) tenglik ham matematik induksiya usuli yordamida isbotlanadi.

<« Ravshanki, n=1 da Cl0 a+C,-b=a+b. Demak, bu holda (5) tenglik
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o'rinli. Endi (5) tenglik n uchun o'rinli bo lsin deb, uni n+1 uchun ham o ‘rinli

bo ‘lishini ko ‘rsatamiz. (5) tenglikning har ikki tomonini a +b ga ko ‘paytirib topamiz:

(a +b)n+1 — an+1 + Z(Crllc + C:_l) . an+1—k _bk +bn+1-

k=1

Ravshanki,
o Yo Ui 1)-"(;‘ F=2) 0 k1) + k) =
_ nn+1)(n+1)-1)..(n+1)—(k-1)) _ct
k' n+l
Demak,

n+l

n
(a +b)n+1 — an+1 + ZC::_H . an+1—k _bk +bn+1 =Z C,I,:_l . an+1—k 'bk
k=1 k=0

bo‘ladi. Bu esa (5) tenglik n+1 bo ‘Iganda ham bajarilishini ko ‘rsatadi. W
Odatda (5) tenglik Nyuton binomi formulasi deyiladi.

5. Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipi.
Ma’lumki, ushbu
{xeR: anSb}:[a, b]

to‘plam segment deb ataladi.

Aytaylik, [a,, b,] va [a,, b,] segmentlar berilgan bo‘lsin. Agar

la,, b]ca,, b,]

bo‘lsa, [a,, b,] segment [a,, b,] segmentning ichiga joylashgan deyiladi. Bu holda
a,<a,<b, <bh bo‘ladi.

7-ta’rif. Agar

la,, b,],[a,, b,],...., [a,, b,],... (6)
cegmentlar ketma-ketligi quyidagi
la,, b]>][a,, b,]>D...0][a,,b]>..
munosabatda, ya’ni Vne N da
la,,b,]1>1a,,,, b,.,]

bo‘lsa, (6) ichma-ich joylashgan segmentlar ketma-ketligi deyiladi.
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Teorema. Aytaylik,
la,, b,],[a,, b,],...., [a,, b,],...

cegmentlar ketma-ketligi quyidagi shartlarni bajarsin:

1) VneN: [a,b]>]a,b,.,]

2) Ve>0, dn,e N, n>n,: b,—a,<¢& bo‘lsin.
U holda shunday ¢ € R mavjud bo‘ladiki, cela,,b, ], (n=1,2,3,...) bolib, bunday
¢ yagona bo‘ladi.

4 Teoremada qaralayotgan segmentlar ketma-ketligi ichma-ich joylashgan
segmentlar ketma-ketligi bo‘ladi. Ravshanki, bu holda ushbu

a<a,<a,<..<a <b <b <..<b <)

munosabat bajariladi.

Endi a,, a,,...,a, sonlaridan tashkil topgan
E={a,a,,.. a}

to‘plamni garaymiz. Bu to‘plamning yuqoridan chegaralanganligini ko‘rsatamiz.

Ixtiyoriy natural m sonini olib, uni tayinlaymiz.

Agar n<m bo‘lsa, [a,,b ]c[a,b,] bolib,a <a, 6 <b <b , yani
a, <b, bo‘ladi.

Agar n>m bolsa, [a,, b ]c][a,,b, ] bo'lib,a, <a <b <b , ya'ni
a, <b, bo‘ladi.

Aniq yuqori chegara haqidagi teoremaga ko‘ra

supE =c (ceR)

mavjud bo‘ladi.

To‘plamning aniq yuqori chegarasi ta’rifiga binoan
VneN daa,<c vaVmeN dac<b, boladi.
Demak,
VneN da cela,,b,].
Agar shu nuqtadan farqli va barcha segmentlarga tegishli

¢' (c'ela,, b,], Vie N) mavjud deb qaraladigan bo‘lsa, unda
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b —a, Z|c—c'|>0
bo‘lib, bu teoremaning 2-shartiga zid bo‘ladi.
Demak, c=c' ».
Odatda bu teorema ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipi deyilib, u haqiqiy
sonlar to‘plamining uzluksizlik (to‘liglik) xossasini ifodalaydi.
Mashqlar

1. Ixtiyoriy Xx,, X,, ..., X, haqiqiy sonlar uchun

XX 4t x| < x|+ ]+

xn
bo‘lishi isbotlansin.
2. Ikki haqiqiy son yig‘indisi ta’rifidan foydalanib ushbu
a+b=b+a, a+a=2a
tengliklar isbotlansin.
Adabiyotlar
1. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.
2. Canuto C., Tabacco A. Mathematical analysis I, Springer-Verlag Italia, Milan,
2008.
3. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma’rizalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.
4. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t. M.
«FIZMATLIT», 2001.
Nazorat savollari

1. Ikki haqiqiy sonning yig’indisi, ayirmasi, ko’paytmasi va nisbati ta’riflarini
bering.
Haqiqiy sonning darajasi ta’rifini bering. Misollarda tushuntiring.
Haqiqiy sonnig absolyut qiymati nima?
Bernulli tengsizligini keltiring.

Nyuton binomi formulasini yozing.

A T

Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipini tushuntiring.
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Glossariy
Haqiqiy sonning absolyut qiymati — aytaylik x € R son berilgan bo‘lsin.
x, agar x>0 bo'lsa,

Ushbu |x| = miqdor x sonining absolyut qiymati deyiladi.
—x, agar x <0 bo'lsa,

Nuqtalar orasidagi masofa — ixtiyoriy x € R, y € R sonlar uchun |x - y|
miqdor x va y nuqtalar orasidagi masofa deyiladi.

Bernulli tengsizligi — ixtiyoriy x > —1 (x € R) hamda ixtiyoriy n € N uchun
ushbu (1+ x)" >1+ nx tengsizlik Bernulli tengsizligi deyiladi.

Nyuton binomi formulasi —
(a+b)'=C,-a"+Cya"" -b+..+Cl-a"*b" +..+Clab"" +C-b" =) Cia"*b"
k=0
Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipi — aytaylik,
la,, b,],[a,, ,],...., [a,, b,],...
segmentlar ketma-ketligi quyidagi shartlarni bajarsin:
1) VneN: Ja,b1>]a,,b,.]
2) Ve>0, dnye N, n>n,: b —a, <& bo'lsin.
U holda shunday ¢ € R mavjud bo‘ladiki, c€[a,, b,], (n=1,2,3,...) bo‘lib, bunday
¢ yagona bo‘ladi.

Keys banki

S5-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Ixtiyoriy X, x,, ..., x, haqiqiy sonlar uchun

X+ X+t x| <y [+ |+

xn
bo‘lishi isbotlansin.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha va
tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching

(individual).
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S-amaliy mashg‘ulot

Na’muna uchun misollar yechimi

I-misol. S = 1> + 2% + ...+ n” yig‘indini hisoblang.

Yechish: Ushbu (x + 1)3 — x> =3x> +3x +1 tenglikni qaraymiz. Bu tenglikda

x =1,2,...,n deb olib va hosil bo‘lgan tenglikni hadma-had qo‘shib, topamiz:

Z((k+1 ) 3Zk2 +Zk+n

k=1

Bundan
3 3 3
(n+1) —n* =38, +En(n+1)+n
bo‘lishini hosil gilamiz. Endi yuqoridagi tenglikdan S, ni topsak,

S =%(2n3 +3n’ +n) =%n(n+1)(2n +1).

Demak,

n(n+1)(2n+l).
6

P+2°+..+n*=

Quyidagi tengsizliklarni isbotlang:

L= 32l

2. |x1 + X, +...+xn|s |x1|+|x2|+...|xn|

Ixtiyoriy a va b sonlar uchun quyidagi tengliklar o'rinli bo'lishini iosbotlang:
bn+l a b Zbk n— k

2n
2. a 2n+1 +b2n+l (a +b)2(—l)kbka2n_k :

k=0
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Quyidagi tengliklarni isbotlang:

)Y (2k=1°=Ci; 2) ) k-kl=m+1)! -1
k=1 k=1

3) Z( 1)k—1k2 — ( 1)n—1 n(n2+ 1) ,
k=1

5) Zk(k—i—l)(k—l—Z) _ n(n+1)(n4—|— 2)(n—|—3);

k: 1

Zk4 n(n+1)(2n+1)(3n° +3n —1)
30 !

Zk5 n*(n+1)°(2n° —|—2n—1)
12

Quyidagi tengliklarni isbotlang:

1) En:cos(a:—l—ka): Sin(n?a) C(;S <$+ga) , a#2rk, ke€Z;

sin —
2

.« )
S —
2

n sin(Ta>Sin(m+§a>
) Y sin(x + ka) = a#2rk, keZ.
Quyidagi yig‘indilarni hisoblang:

1) ) sin(2k — D)a;  2) Y cos(2k — D)a;  3) Y sin’ ka;
k=1 k=1 k=1

4) Z cos” kx; 5) Z sin® kx;  6) Z cos” k.
k=1 k=1 k=1

NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI 69 Xakimov R.




MATEMATIK ANALIZ I-kurs

Quyidagi yig‘indilarni hisoblang:

Z C2n7

6) > (—1*(Cp)*

k=0

Quyidagi tengliklarni isbotlang:

1) Z kCﬁ = n2”_1;
k=1

n

2) ) (D" kCE =0

202k 1.

k=1
S
k —k _ +1 ]
) Z Cncfn - fn—l—n? Z n—i—k: g—l—m—i—lﬂ
Test
Mugqobil
Ne Test topshirig’i To'g'ri javob Mugqobil javob
javob
Musbat haqiqiy a sonining
n darajali ildizi deb ushbu
1. | ... tenglikni x"=a X" =g x"=a"
ganoatlantiruvchi yagona x
soniga aytiladi.
Noto'g'ri munosabatni
2 [ >[=x] ] =[] x<lx]
ko rsating.
Noto'g'ri munosabatni
3. pr=sA<pd=pl | e+l ] e-o 2] =1

ko'rsating.
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Ushbu [3x—1 < |2x —1|+|x]
tengsizlik x ning ganday

qiymatlarida o‘rinli bo‘ladi?

VxeR

VxeR"

VxeR

Ushbu ... miqdor x va y

nuqtalar orasidagi masofa

deyiladi.

Rl

|x+ |

[x= (=)

Bernulli tengsizligini

ko'rsating

(1+x)">21+nx

I-x)"21+nx | (1+x)"<1+nx

Ushbu
8x—=3y+5|>[8x+3|—3y -2
tengsizlik x va y ning

gqanday qiymatlarida o‘rinli

bo‘ladi?

Vx,y€eR

Vx,yeR"

Vx,yeR"

Ushbu

17x+11y=7| <|17x=3|+[11y -4
tengsizlik x va y ning
gqanday qiymatlarida o‘rinli

bo‘ladi?

Vx,yeR

Vx,yeR™

Vx,yeR"

Noto'g'ri munosabatni

ko'rsating.

n
nlam —gn

fab =%la-Xb | {¥fa =%la

10.

Ushbu
‘xz —2x—3‘ >x?—2x-3

tengsizlikni yeching.

xe(-13)

XE(

—0;-1)U(3+  xe(-31)
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6-mavzu. Sonlar ketma-ketligi va uning limiti

6-ma’ruza
Reja
1. Sonlar ketma-ketligi tushunchasi.

2. Sonlar ketma-ketligining limiti.

1. Sonlar ketma-ketligi tushunchasi.
Biz birinchi bobda ixtiyoriy £ to‘plamni /' to‘plamga akslantirish:
f:E—>F

tushunchasi bilan tanishgan edik.

Endi E=N, F=R deb, har bir natural n songa biror haqiqiy x, sonini mos
qo‘yuvchi

fin—>x, (n=123,.) (1)

akslantirishni garaymiz.

1-ta’rif. 1- akslantirishning akslaridan iborat ushbu

Xis Xyy Xgy veey X,ps e (2)

n

to‘plam sonlar ketma-ketligi deyiladi. Uni {x,} yoki x, kabi belgilanadi.
x,(n=1,2,3,...) sonlar (2) ketma-ketlikning hadlari deyiladi. Masalan,

1

111
H 29 39---9 na---a

1
n

2) x =(=1)":=11,-1,.., (=1)",...

3 x =81, V2, 3B, i

4) x, =1:1,1,1,..,L...

1) x,=—:1

5) 0,3;0,33; 0,333;...; 0,333...3; ...
—
n Ta

lar sonlar ketma-ketliklaridir.

Biror {x,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.

2-ta’rif. [1, p.130, def. 6.1.16] Agar shunday o°‘zgarmas M soni mavjud
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bo‘lsaki, ixtiyoriy x,(n=12,3,..) uchun x <M tengsizlik bajarilsa (va'ni
AM,VneN:x, <M bo'lsa), {x,} ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan
deyiladi.

3-ta’rvif.  Agar shunday o‘zgarmas m soni mavjud bo lsaki, ixtiyoriy
x,(n=12,3,...) uchun x, >2m tengsizlik bajarilsa (ya'ni, Im, VneN:x =m
bo‘lsa), {x,} ketma-ketlik quyidan chegaralangan deyiladi.

4-ta’rif. Agar {x,} ketma-ketlik ham yuqoridan, ham quyidan chegaralangan
bollsa (yani 3Im,M,VneN: m<x <M bo'lsa), {x,} ketma-ketlik

chegaralangan deyiladi.
1-misol. Ushbu

n

X, = P (n=1,2,3,...)
ketma-ketlikning chegaralanganligi isbotlansin.
<« Ravshanki, Vn € N uchun
K —|’—1 o k
bo‘ladi. Demak, qaralayotgan ketma-ketlik quyidan chegaralan-gan.

Ma’lumki,
0<(n—-2Y=n>-4n+4
bo‘lib, undan 4n <4+ n’ ya’ni,

n
4+n’

1
S_
4

bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa berilgan ketma-ketlikning yuqoridan
chegaralanganligini bildiradi. Demak, ketma-ket-lik chegaralangan »

5-ta’rif. Agar {x } ketma-ketlik uchun
VM eR, 3njeN:x, >M

bo‘lsa, ketma-ketlik yuqoridan chegaralanmagan deyiladi.
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2. Sonlar ketma-ketligining limiti.

Aytaylik, a € R son hamda ixtiyoriy musbat & son berilgan bo‘lsin.
6-ta’rif. Ushbu

Ug(a):{xeR|a—£<x<a+£}:(a—6, a+¢g)
to‘plam a nuqtaning & - atrofi deyiladi.
Faraz gilaylik {x, } ketma-ketlik va a € R soni berilgan bo‘lsin.
7-ta’rif. [2, p.68, def. 3.5] Agar ixtiyoriy € >0 son olinganda ham shunday n,
natural soni mavjud bo ‘lsaki, n>n, tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha natural

sonlar uchun

x,—a|<e 3)
tengsizlik bajarilsa, (ya’ni

Ve>0, dn,e N,Vn>n,:|x, —alke
bo‘lsa), a son {x, } ketma-ketlikning limiti deyiladi va

a=lmx, yoki n—> o da x, >a

n—>0

kabi belgilanadi.

Ravshanki, yuqoridagi (3) tengsizlik uchun

|x, —al<ke<=a—-s<x,<a+e¢

ya'ni, x, €U, (a), (n>n,) bo‘ladi. SHuni e’tiborga olib, ketma-ketlikning limitini
quyidagicha ta’riflasa bo‘ladi.

8-ta’rif. [I, p.128, def.6.1.5] Agar a nuqtaning ixtiyoriy U_(a) atrofi
olinganda ham {x,} ketma-ketlikning biror hadidan keyingi barcha hadlari shu
atrofga tegishli bo‘Isa, a son {x,} ketma-ketlikning limiti deyiladi.

Yuqorida keltirilgan ta’riflardan ko‘rinadiki & ixtiyoriy musbat son bo‘lib,
natural 7, soni esa & ga va qaralayotgan ketma-ketlikka bog‘liq ravishda topiladi.

2-misol. Ushbu

x,=c (ceR,n=12,3,..)

ketma-ketlikning limiti ¢ ga teng bo‘ladi.
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<4Hagiqatan ham, bu holda V £ >0 ga ko‘ra n,=1 deyilsa, unda Vn > n,

uchun |x, — c|=0<¢& bo‘ladi. Demak, limx, =limc=c »

n— n—0

3-misol. Ushbu
1
X, =— (n=1,2,3,....)
n
ketma-ketlikning limiti 0 ga teng bo‘lishi isbotlansin:
1

Iim—=0.
n—o0 n
<4 Ravshanki,
1 1
1 0‘ _1
n n

1 1
bo‘lib, —<é& (¢ >0) tengsizlik barcha n>— bo‘lganda o‘rinli. Bu holda
n &

noz[é}+l

deyilsa, ([a]—a sonidan katta bo‘lmagan uning butun qismi), unda V# > n, uchun

1
——0|<e
n
bo‘ladi. Ta’rifga binoan
.1
lim—=0.»
n—>»o0 n

4-misol. Aytaylik, a € R,

a|>1 bo‘lsin. U holda

limi =0

n—o q
bo‘lishi isbotlansin.
< |a| =140 deylik. Unda 6 = |a| —1> 0 va Bernulli tengsiz-ligiga ko‘ra
(1+06)" 214+ noé >nod
bo‘lib, Vne N da
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L1
a " no
bo‘ladi. Demak,
%—0‘=Ln<g (e>0)
a a
tengsizlik barcha
1
n>—-
&o
bo‘lganda o‘rinli. Agar
n, = [L} +1
go
deyilsa, ravshanki, Vn > n, uchun
Ln -0l<e
a
bo‘ladi. Demak,
lim—=0 »
n—»0 a
S-misol. Ushbu x, = (n=1,2,3,...)

n+1
ketma-ketlikning limiti 1 ga teng bo‘lishi isbotlansin.

« Ixtiyoriy £ >0 son olamiz. So‘ng ushbu

X, — 1| <¢
tengsizlikni garaymiz. Ravshanki,
x, —1|=|—"——1=-"
n+1 n+1
Unda yuqoridagi tengsizlik
<&
n+1

ko‘rinishga keladi. Keyingi tengsizlikdan
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n>l—l
Py

1
bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, limit ta’rifidagi n, € N sifatida n, = [— - 1} +1 olinsa
g

(¢ >0 gako‘ra n, e N topilib), Vn > n, uchun |xn — 1| < & bo‘ladi. Bu esa

n

lim =1

oo 4]
bo‘lishini bildiradi. »

6-misol. Faraz qilaylik, a € R,

a|>1 va a € R bo‘lsin. U holda

Iim—=0

n—>0 an

bo‘lishi isbotlansin.

1
<« Shunday natural k£ sonni olamizki k>a +1 bo‘lsin. Endi |a|*>1

1 I
bo‘lishini e’tiborga olib, |a|*=1+0J, ya’ni 6 =|a|f¥ —1>0 deymiz. Unda Bernulli

tengsizligiga ko‘ra
lalt=(1+8)">1+n8 >ns
bo‘lib, Vne N da

bo‘ladi. Bu holda

deyilsa, V n > n, uchun

a

bo‘ladi. Demak, limn— =0.»

n—>0 an
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7-misol. Ushbu

[im 8" _

n—»o0 n

tenglik isbotlansin.

<« Ravshanki, V&>0 va V ne N uchun

Oslg—n<g<:>lgn<ng<:>n<10"€<:> LY
n (10%)"

bo‘ladi. Agar 10° >1 bo‘lishini e’tiborga olsak, 6-misolga ko‘ra

n
n—o0 Jna —0
(10°)"

ekanini topamiz. Unda ta’rifga ko‘ra 1 soni uchun

dn,eN, Vn>n,: (1(;16)" <1

: . lgn , . lgn
bo‘ladi. SHunday qilib, V n > n, uchun —— <& bo‘ladi. Demak, lim—=—=0. »
n n—>»o0 n

8-misol. Ushbu
x,=(-1)" (n=12,3,..)
ketma-ketlikning limiti mavjud emasligi isbotlansin.
<« Teskarisini faraz qilaylik. Bu ketma-ketlik a limitga ega bo‘lsin. Unda
ta’rifga binoan,
Ve>0, dn,eN, Vn>n,: |[(-1)"'—al<e
bo‘ladi.
Ravshanki, n juft bo‘lganda |1 - a| <& , n toq bo‘lganda |(—1) —-a | <g,
ya’'ni | l+a | < & bo‘ladi. Bu tengsizliklardan foydalanib topamiz:
2=(l-a)+(1+a)|f1-al|+|1-a|<2¢.
Bu tengsizlik & >1 bo‘lgandagina o‘rinli. Bunday vaziyat £ >0 sonining
ixtiyoriy bo‘lishiga zid. Demak, ketma-ketlik limitga ega emas. »
Teorema. [1, p.128, prop. 6.1.7] Agar { xn} ketma-ketlik limitga ega bo ‘Isa, u

yagona bo ‘ladi.
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o Teskarisini faraz qgilaylik. { xn} ketma-ketlik ikkita a va b ( a# b)

limitlarga ega bo ‘Isin:

limx =a, limx =b (a#b)

n— n—
Limitning ta rifiga ko ‘ra

Ve>0, dnyeN, Vn>n,: |x, —ake,

Ve>0, dn,eN, Vn>n,: |x,—-bl<e

bo ‘ladi.
Agar ny va no sonlarining kattasini n desak, unda Vn>n da
xn—a|<g, xn—b|<£
bo ‘lib
|xn—a|+|xn—b|<28
bo ‘ladi.
Ravshanki, a—b|:|a—xn +X, —b|§|xn —a|+ X, —b|.

Demak, YV &€ >0 da | a—>b | <2¢& bo'lib, undan a =b bo lishi kelib chigadi. W

Mashqlar

1. Ketma-ketlik limiti ta’rifidan foydalanib ushbu
X, =n+2—+/n+l

ketma-ketlikning limiti topilsin.

2. Agar limx =a, limy =a bo‘lsa, u holda ushbu

n— n—o

Xis Vis Xys VaseeusXys Y, sene
ketma-ketlikning limiti ham a ga teng bo‘lishi isbotlansin.

3. Agar limx, =a bo‘lsa, uholda

n—»o0

X, X, X
lim——=2 L—q
n—»0 n

bo‘lishi isbotlansin.
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Nazorat savollari

1. Sonlar ketma-ketligi nima?
2. Qachon ketma-ketlik yuqoridan (quyidan) chegaralangan (chegaralanmagan)
deyiladi?

3. Sonlar ketma-ketligi limiti ta’rifini bering. Misollarda tushuntiring.

Glossariy

Sonlar ketma-ketligi — f ‘n—>Xx, (n =1, 2,3,) akslantirishning
akslaridan iborat ushbu x,, x,, x5, ..., x,, ... to‘plam sonlar ketma-Kketligi deyiladi.

Yugqoridan chegaralangan ketma-ketlik — agar shunday o‘zgarmas M soni
mavjud bo‘lsaki, ixtiyoriy x, (n=1,2,3,...) uchun x, < M tengsizlik bajarilsa (ya’'ni
AM,VneN:x, <M bolsa), {x,} ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan
deyiladi.

Quyidan chegaralangan ketma-ketlik — agar shunday o‘zgarmas m soni
mavjud bo‘lsaki, ixtiyoriy x, (n=1,2,3,...) uchun x, > m tengsizlik bajarilsa (ya’ni,
dm, VneN:x, 2m bo‘lsa), {x,} ketma-ketlik quyidan chegaralangan deyiladi.

Chegaralangan ketma-ketlik — agar {x, } ketma-ketlik ham yuqoridan, ham
quyidan chegaralangan bo‘lsa (ya’ni 3m, M, Vne N: m<x, <M bo‘lsa), {x,}

ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.
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Yugqoridan chegaralanmagan ketma-ketlik — agar {x,} ketma-ketlik uchun
VM eR, 3nyeN: x, >M bo‘lsa, ketma-ketlik yuqoridan chegaralanmagan
deyiladi.
Nugqtaning ¢ -atrofi — ushbu
Ug(a):{xeR‘ a—e<x<a+ée}=(a—-¢€,a+¢)
to‘plam a nuqtaning & - atrofi deyiladi.
Ketma-Ketlikning limiti — agar ixtiyoriy & > 0 son olinganda ham shunday

n, natural soni mavjud bo‘lsaki, n > n, tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha natural
sonlar uchun ‘xn — a‘ < ¢ tengsizlik bajarilsa, (ya’'ni

Ve>0, d3nye N,Vn>n,: |x, —al<e

n

bo‘lsa), a son {x,} ketma-ketlikning limiti deyiladi va

a=1limx, yoki n—>o da x, —>a
n—»0

kabi belgilanadi.
Keys banki

6-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Agar limx, =a bo‘lsa, uholda

n—>®

X X+ X
lim~—1—=2 L=gq
n—0 n

bo‘lishi isbotlansin.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha va
tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);
e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching

(individual).
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6-amaliy mashg‘ulot

Na’muna uchun misollar yechimi

l-misol. limx, =a ekanligi ta'rif yordamida ko rsatilsin (nO (8) — ?)

n—>0

3
X, = ?n , a=2
n =2

< (limx, =a) & (V&>0 In,=n,(¢)eN: Va>n, |x,—d|<s).

n—>0

2 -2+ 6| 6
=3 | -3

X —a|:
" n =3

_2‘:

6

6 6
< < <
(n—i/g)(n2+i/§n+\3/32) n* +3Bn+309  Pn

6 6 6
<—<e=>n>—=>n=|—
n g g

Demak, V& >0 son olinganda ham 7, = max {2, E}} deb olsak, Vn > n,
&

uchun |xn - a| <& bo'ladi. = limx, =a >

n—>0

Quyidagi ketma-ketliklarning umumiy hadiga ko'ra dastlabki 5 ta hadi

topilsin:
n n+3
388. x, =(-1) 389. x, =
n+
390. x, zw 391. x, = sinﬂ
n 2

Ketma-ketlikning dastlabki hadlariga ko ra umumiy hadi topilsin:

1 11 1
395. V1-2,42-3,4/3-4,... 396. —1,—,——,—,——,.
VI-2,32:3,43-4, 2 34 5
25 125 625 1 29 8
397. 5,—,—,—,... 398. ——,—,—..
2 6 24 1171913

Ketma-ketlik hadlari orasida eng kattasi topilsin:
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2

400. x = sin 20 401, x = 2
2 A
w’ 10"

402. x, = ——— 403. x, =
(2n+1)! " n!

Ketma-ketlik hadlari orasida eng Kichigi topilsin:

5 2
405. x, = n+— 406. x, = —

n n +1

nr 1Y
407. x, = COS— 408. x, = | 1+—

2 n

Quyidagi ketma-ketliklarning chegaralanganligi isbotlansin:

3
409, x, = 2 F1 410. x, = ——
n +4 4+n
2" on’ -1
Ml x = = 412, x,= 02—
n! n+2

Quyidagi ketma-ketliklarning chegaralanmaganligi isbotlansin:

419. x, = (-1)"-n. 420. x, = ITE
: a2 ¢ = —otl
421. x,= n+(-1)" -n 5 Tog, (nt1)

424. Ketma-ketlikning yugoridan hamda quyidan chegaralanganligi ta’riflari
keltirilsin.

425. Quyidagi ketma-ketliklarning yuqoridan chegaralanmaganligi isbotlansin: 1)

3
n

x,=+/n,2)x =

, 3) x — nCOSﬂ'X.
n®+1 "

426. Agar {xn} va { yn} ketma-ketliklar chegaralangan bo'lsa,

{Xn + yn}, {Xn - yn}, {xn . yn} ketma-ketliklar ham chegaralangan bo lishi
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1sbotlansin.

427. Agar {xn} chegaralangan, { yn} chegaralanmagan bo'lsa, {xn + yn}

chegaralanmagan ketma-ketlik bo'lishi isbotlansin.

428. Agar {xn} va { yn} ketma-ketliklar chegaralanmagan bo'lsa,
{xn +¥, } , {xn . yn} ketma-ketlikla hagida nima deyish mumkin? Misollar keltirilsin.

Quyidagi ketma-ketliklarning o’suvchi yoki kamayuvchi bo'lishi

aniqlansin:
+1
429, x,= 2 430, x, =n’
n
n+l1 . .
431. x, = 432. x = 3" -2
2n-1
433. x, = 7 434. x = 3_

\/Z n!

lim x, = a ekanligi ta'rif yordamida ko rsatilsin (”0 (8) - ?).

n—>0
2 —
1. x =13—n ,az—l. S.xnzzn l,az—g.
" 14207 2 2-3n 3
3n—1 3 Sn+1 1
2.x, = , A=—. 6. x, = , A=—.
Sn+1 5 10n -3 2
3.xn=1+3n, =-3 7. x :2n+3, =2,
6—n n+5
3n° +2 3 2-3n° 3
4. x, = 5 , a=—. 8.xn=—2,a=——
4n- -1 4 4 +5n 5

1 1 . T
1. x, = , a4 =— 5.x,=sin—, a=1.
2n+1 2 2
2
2. x =(_1) a=-1. 6. xn:sin@,azo.
" no’ 3
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3y = n+l a——l 7.x, =(=1)"n,a=-1
3-2n’ 2
NG ) 22
4. x,=n",a=0 8.xn=n n,azl
n+1
Test
Ne Test topshirig’i To'g'ri javob Mugqobil javeb | Muqobil javob
Agar shunday o‘zgarmas M
soni mavjud bo‘lsaki,
ixtiyorty x, (n=1,2,3,...) yugoridan quyidan
1. L chegaralangan
uchun x, <M tengsizlik chegaralangan chegaralangan
bajarilsa, {x,} ketma-ketlik
...deyiladi
Chegaralangan ketma-ketlikni PR -1 3" 111
2. v S oarar | T T oowm | 4T oo
ko'rsating. n” +2017 n —10 n” +2017
Chegaralanmagan ketma- n
3. : y x,= (-1)'n v = L _ logyn
ketlikni ko'rsating. n! n
Ketma-ketlik limitni
4. 0 1 -1
hisoblang: x, = lsinﬂ
n
Ketma-ketlik limitni
1
5. 25,2 -3 3 —
hisoblang: x, = ! - 3n 2
n +2
Agar {x,} ketma-ketlik uchun
. VM eR 3n,eN: x, >M yuqoridan yuqoridan quyidan
. bo‘Isa, ketma-ketlik ... chegaralanmagan | chegaralangan | chegaralangan
deyiladi
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Ketma-ketlik limitni

hisoblang: x, =+n’>+1-n

Agar {x,} va {y,} ketma-

ketliklar chegaralangan

bo'lsa, quyidagilardan qaysi

biri chegaralangan bo'ladi? 1)

(X, +2.}:2{x,=2,}53)

B

1,2,4

1,2,3

1,3,5

Ketma-ketlik limitni

12+3n°

hisoblang: x =———
& % 5n° +2n* +9

| W

(SSHINN

10.

Ketma-ketlik limitni

hisoblang: x —M
Y Iy s
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7-mavzu. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari

7-ma’ruza
Reja
1. Yaginlashuvchi ketma-ketlikning chegaralanganligi. Tengsizliklarda limitga
o‘tish.
2. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklar ustida amallar.

3. Cheksiz kichik hamda cheksiz katta migdorlar.

{xn } sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘Isin.

1-ta’rif. Agar {xn} ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘lsa, u yaqinlashuvchi
ketma-ketlik deyiladi.

1. Yaqinlashuvchi ketma-ketlikning chegaralanganligi. Tengsizliklarda
limitga o‘tish.

1-teorema. [1, p.131, Corollary 6.1.17] {xn} ketma-ketlik yaqinlashuvchi
bo ‘Isa, u chegaralangan bo ‘ladi.

o Aytaylik,

limx, =a, (aeR)

n—>
bo ‘Isin. Limit ta rifiga ko ‘ra
Ve>0, dnyeN, Vn>ny; |x,—alke
bo‘ladi. Demak, n > n uchun
a—e<x,<a+e¢
bo ‘ladi. Agar

xno

=M

max {‘a - &

, ‘a+£, Xl [X5]s e

deyilsa, u holda, ¥Yne N uchun
‘xn ‘ <M
tengsizlik bajariladi. Bu esa {xn} ketma-ketlikning chegaralanganligini bildiradi. ™

2-teorema. Agar {xn } ketma-ketlik yaqinlashuvchi va
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limx, =a
n—

bo‘lib, a > p (a < q) bolsa, u holda shunday n,€N topiladiki, Vn > n, bo‘lganda
x, >p (x,<q)
bo‘ladi.
< Aytaylik,
limx, =a, a>p (peR)

n—>o0
bo‘lsin. € > 0 sonining ixtiyoriyligidan foydalanib, £ <a — p deb qaraymiz.
Ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan, V & >0 uchun, jumladan, 0<e<a—p
uchun, shunday n, € N topiladiki, Vn > n, bo‘lganda
|x,—al<e <& —-&g<x,—a<eg
bo‘ladi. Ravshanki,

O<e<a-p=>p<a-eg,

—e<Xx,—a<e=>a—-&<x,.
Bu tengsizliklardan Vn > n, bo‘lganda
Xy > P
bo‘lishi kelib chigadi. »
(a < g hol uchun ham teorema yuqoridagidek isbot etiladi).
3-teorema. Agar {xn } va { Y } ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lib,

1) Iimx, =a, lim y, =b;
n—> n—®

2) VneN yayn x,<y, (x,2y,)
bo‘lsa, uholda a <b (a=b) bo‘ladi.
<« Shartga ko‘ra

limx,=a, limy, =b.
n—0 n—o

Ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan:
Ve>0, dny e N, Vn>ny: ‘xn —a‘<8,

Ve>0, 3n, e N, Vn>n, ‘yn—b‘<8
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bo‘ladi.
Agar n, = max{n,, n,} deyilsa, unda Vn > n, uchun bir yo‘la
‘xn —a‘< g, ‘yn —b‘< g
tengsizliklar bajariladi.

Ravshanki,

x,—d<e < a-e<x,<a+e,

yv,—bl<e & b-g<y,<b+e.
Bu tengsizliklardan hamda teoremaning 2-shartidan foydalanib topamiz:
a—-&<x,<y,<b+e¢.
Keyingi tengsizliklardan
a—&g<b+eg, a—b<2¢
va Ve >0 bo‘lgani uchun a —b <0, ya’ni a <b bo‘lishi kelib chigadi.

Xuddi shunga o‘xshash, limx, =g, limy,=5b hamda Vne N uchun
n—»00 n—00

x, 2y, bo‘lishidan a > b tengsizlik kelib chiqishi ko‘rsatiladi. »
4-teorema. Agar {xn } va {Zn } ketma-ketlik yaqginlashuvchi bo‘lib,

1) limx,=a, limz,=a
n—o n—o

2) Vne N uchun x,<y, <z,

bo‘lsa, u holda { Y } ketma-ketlik yaqinlashuvchi va

limy, =a
n—»0
bo‘ladi.
<« Shartga ko‘ra
limx, =a, Ilimz, =a.
n—>00 n—o

Limit ta’rifiga binoan:
Ve>0, dny e N, Vn>n,: ‘xn —a‘<8,

Ve >0, dn, e N, Vn>n, ‘zn—a‘<8

bo‘ladi. Agar n, = max{n,, n, } deyilsa, unda Vn > n, uchun
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a-&<x,, z,<a+e
tengsizliklar bajariladi. Teoremaning 1-shartidan foyda-lanib topamiz:
a—-&e<x,<y, <z, <a+eg.
Keyingi tengsizliklardan
a-¢<y,<a+g, yani |y, —d<e
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,

lim y, =a.
n—

Shuni isbotlash talab gilingan edi. P
1-misol. Ushbu

lim &/n

n—>00
limit topilsin.
<« Ravshanki, barcha n>2 bo‘lganda
2 >1
bo‘ladi. Aytaylik,
Wn=1+a,
bo‘lsin. Unda
n=01+a,) (1)
van=(1+a, )2 bo‘ladi.
Bernulli tengsizligidan foydalanib topamiz:
Jn=Q+a,) 21+n-a,>n-a,. (2)

(1) va (2) munosabatlardan

va

1<%<(1+%T

tengsizliklar kelib chiqadi. Agar
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B
lim| 1+ —| =1
n—)oo( Jn ]
ekanini e’tiborga olsak, unda 4-teoremaga ko‘ra

lim %/n =1

n—»0
bo‘lishini topamiz. P

2-misol. Ushbu

limit topilsin.

<4qRavshanki,
1 1 1 1 1 1 1 1
I+—+—+. +—>—+—+—+..+—=n-—=1,
2 n n n n n n
1 1 1
l+—+—+..+—<1+1+1+...+1=n.
2 3 n
Demak,

1 1 1
l<n1+—+—+...+—<¥/Z.
\/ 2 3

n

4-teoremadan foydalanib topamiz:

limi/l+l+l+...+l:l. >
2 3

n—>0 n
2°. Yaginlashuvchi ketma-ketliklar ustida amallar.

Faraz qilaylik, {xn } hamda { Y } ketma-ketliklar berilgan bo‘Isin:
{x,30 X, Xy, X3y ey X, 5eee
Wbt Vi V2o V3o eees Vo
Quyidagi
X\ + Y, X+t Yy, X3+ Vi, ey X, F Y,

Xl—yl, X2_y2, X3_y3, ooy Xn—yn,...

Xl'yl, X2'y2, X3'y3,...,xn'yn,...
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X, X x x
a2 S (p, 20, n=1,2,3,..)
Vi Va2 V3 Yn
ketma-ketliklar mos ravishda {xn} va { yn} ketma-ketliklarning yig’indisi,

ayirmasi, ko‘paytmasi hamda nisbati deyiladi va ular

BRSSP S PR {x—}

Yn
kabi belgilanadi.
5-teorema. [1, p.131, theorem 6.1.19] Aytaylik {xn } va { Y } ketma-ketliklari

berilgan bo ‘lib,
limx, =a, limy,=b(a€R, beR)

n— n—

bo ‘Isin. U holda n — « da (c-xn)—>c-a;

x,+y, >a+b; x, -y, = ab; ;—"—)% (b=0), ya'ni

a) VceR ma lim(c-x,)=c-limx,;
n—> n—o

b) lim(x, +y,)=limx, +1lim y,;
n—>owo n—>o0 n—o0

¢) limx,-y,)=limx, -lim y,;
n— n— n—

y  limx,
d) lim—="==2—_ (b=0)

n—»o0 yn h—I)n yn
n—>ow

bo ‘ladi.
Teoremaning tasdiglaridan birini, masalan c)-ning isbotini keltiramiz.

<« Teoremaning shartiga ko‘ra,

limx, =a, limy,=0>.
n—> n—o
Ravshanki,
X, v, —alj=|x, v, —a-y, +a-y, —b <
3)
<|x, —a‘o Y, +‘a‘o Y, —b‘.

NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI 92 Xakimov R.




MATEMATIK ANALIZ I-kurs

{ yn} ketma-ketlik yaqginlashuvchi bo‘lganligi sababli u 1-teoremaga ko‘ra

chegaralangan bo‘ladi:

AM >0, VneN: |y,|<M.

Ketma-ketlik limiti ta’rifidan foydalanib topamiz:
8 1 A
Ve >0 berilgan hamda W ga ko‘ra shunday n, e N topiladiki, Vn>n,

uchun

bo‘ladi.

8 " "
SHuningdek, a ko‘ra shunday n, € N topiladiki, Vn > n, uchun
g2 2 l N ‘a‘ g y 0 p 0

€
—-b| <
=8 201 +d])
bo‘ladi.
Agar n, = max{n,, n, } deyilsa, unda Vn > n, uchun bir yo‘la
‘ &€

“20+[d) @

X, —a\<i, v, -
2M

bo‘ladi.

(3) va (4) munosabatlardan

bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa
bo‘lishini bildiradi. »

3°. Cheksiz kichik hamda cheksiz katta miqdorlar.

Faraz qilaylik, {an } ketma-ketlik berilgan bo‘Isin.
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2-ta’rif. [2. p.130]Agar {an } ketma-ketlikning limiti nolga teng, ya'ni

lima, =0
n—

bo‘Isa, {an } - cheksiz kichik migdor deyiladi.

Masalan,

a,=— Ba a,=q", (]q‘<1)

n n

S

ketma-ketliklar cheksiz kichik miqgdorlar bo‘ladi.
Aytaylik, {xn} ketma-ketlik yaqginlashuvchi bo‘lib, uning limiti a ga teng
bo‘lsin:

lim x, = a.
n—

U holda «a, =x, —a cheksiz kichik miqdor bo‘ladi. Keyingi tenglikdan

topamiz: x, = a + ¢, . Bundan esa quyidagi muhim xulosa kelib chiqadi:

{x,} ketma-ketlikning a (a € R) limitga ega bo‘lishi uchun «, = x, —a
ning cheksiz kichik miqdor bo‘lishi zarur va etarli.
Ketma-ketlikning limiti ta’rifidan foydalanib quyidagi ikkita lemmani isbotlash
qiyin emas.
1-lemma. Chekli sondagi cheksiz kichik miqdorlar yigindisi cheksiz kichik
miqdor bo‘ladi.
2-lemma. Chegaralangan miqdor bilan cheksiz kichik miqdor ko‘paytmasi
cheksiz kichik migdor bo‘ladi.
3-ta’rif. [2, p.70, def 3.7]Agar har gqanday M soni olinganda ham shunday
natural ny soni topilsaki, barcha n > n, uchun
‘ X, ‘ > M
tengsizlik bajarilsa, {xn } ketma-ketlikning limiti cheksiz deyiladi va
lim x, =
n—>o0

kabi belgilanadi.
Agar {xn } ketma-ketlikning limiti cheksiz bo‘lsa, {xn } cheksiz katta miqdor
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deyiladi.
Masalan,
x, = (1) n
ketma-ketlik cheksiz katta miqdor bo‘ladi.

Endi cheksiz kichik va cheksiz katta miqdorlar orasidagi bog’lanishni

ifodalovchi tasdiglarni keltiramiz:

1) Agar {xn } cheksiz kichik miqdor (xn # O) bo‘lsa, u holda {L} cheksiz

xn

katta miqdor bo‘ladi.

2) Agar {xn} cheksiz katta miqdor bo‘lsa, u holda {L} cheksiz  kichik

xn

miqdor bo‘ladi.
Mashqlar

1. Agar limx, =a, a>0 bo‘lsa, uholda 3n, e N, Vn>n,: x, >0

bo‘lishi isbotlansin.
2. Ushbu

) 2n n+1
lim cos

oo 2p? —1  2n-1

limit hisoblansin.
3. Ushbu

limz—nzO, (n!'=1-2-3-...-n)

n—w 7
limit munosabat isbotlansin.
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Nazorat savollari
1. Yaginlashuvhcei ketma-ketlik ta’rifini ayting.
2. Agar {x,} va {y,} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo‘lib,

Dlim x, =a, lim y, =b;

2) Vne N uchun x, <y,
bo‘lsa, u holda a < b bo‘ladimi? Misollar keltirlsin.
3. Yagqinlashuvchi ketma-ketliklar ustida bajariladigan amallar haqidagi teoremani
ayting.
4. Cheksiz kichik va cheksiz kata ketma-ketliklar ta’riflarini keltiring.

5. Ikkita cheksiz katta miqdor yig’indisi, ayimasi, ko’paytmasi va nisbati yana

cheksiz katta miqdor bo’ladimi?

Glossariy
Yaqinlashuvchi ketma-ketlik — agar {xn } ketma-ketlik chekli limitga ega
bo‘lsa, u yaginlashuvchi ketma-ketlik deyiladi.

Ikki mirshab haqidagi teorema — agar {xn } va {zn } ketma-ketliklar

yaqinlashuvchi bo‘lib, 1) limx, = a, limz, =a;2) Vhe N uchun x, <y, <z,

n—0 n—0

bo‘lsa, u holda {y, } ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi va lim y, = a bo‘ladi.

n—0
Cheksiz kichik miqdor — agar {an } ketma-ketlikning limiti nolga teng, ya’ni

lim &, =0 bo‘lsa, {a, } — cheksiz kichik miqdor deyiladi.

n—»0
Cheksiz katta miqdor — agar {xn } ketma-ketlikning limiti cheksiz bo‘lsa, u
cheksiz katta miqdor deyiladi.
Keys banki

7-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Agar limx, =a, a >0 bo‘lsa, u holda

n—>0

dn,eN, Vn>n,: x,>0 bo‘lishi isbotlansin.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha va
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tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);
e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
7-amaliy mashg‘ulot
Na’muna uchun misollar yechimi

I-misol. «Ikki mirshab haqidagi teorema»dan foydalanib {xn} ketma-

ketlikning yaqinlashuvchiligi ko rsatilsin.

(2n+3j”
xn= >
n

2n+3<2n+3n_5_n_5 1

< < —<—,agar n>10 bo'lsa,
n’ n’ nwon 2 s
2n+3_ 243 5 .
—2—5—=—2——agar n210 bo’lsa.
n n n 0
1 .
Agar y, = va z, =7 deb belgilasak, unda v #>10 uchun y, <x <z

20"

qo'sh tengsizlik bajariladi. limy, =limz, =0 va «ikki mirshab haqidagi teoremay» ga

n—>0

ko'ra limx, =0 bo'ladi. »

n—>0

Misollar
Cheksiz kichik ketma-ketlikning chegaralangan ketma-ketlikka ko paytmasi

haqidagi teoremadan foydalanib {xn} ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanligi

ko rsatilsin.

1. x = Sgnten) L
o no " n(8+sinn)
3 x = 1 ) 4y o cosm
BEEN S S " n
. Tm no|n
st 2_[2}
5.x,=—+. 6. x, =——~===.
n In(n +1)
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Qismiy ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremadan foydalanib {x,} ketma-

ketlikning uzoqlashuvchi ekanligi ko rsatilsin.

7. x, =(0,5) 7",

9. x, =+ (1) ].

8. x =20,

n

10. x, =sin

2002°

«Ikki mirshab haqidagi teorema» dan foydalanib {x,} ketma-ketlikning

yaqinlashuvchiligi ko rsatilsin.

1. x, {ﬁj .
n

12.xn=(

n+10)"
wm-1)°

13. x, =2 14, ¢ - —l*nesinn,
(Zn) n
15. x, {2”2*3) :
n
Test
Ne Test topshirig’i To'g'ri javob Mugqobil javeb | Muqobil javob
Yaqinlashuchi ketma - 2+(~1)" .
L. X = X, =CoS— X, = p"n
ketlikni ko rsating. " n 3
Yaginlashuchi bo'lmagan \ "
2. o _ x =n" X, 2(1] x, =vn’+1-n
ketma -ketlikni ko rsating. 3
Agar {a,} ketma-
S cheksiz kichik cheksiz katta S
3. | ketlikning limiti nolga teng _ _ kichik migdor
miqdor miqdor
bo‘lsa, {a, } ... deyiladi.
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Chegaralangan miqdor bilan o )
cheksiz kichik cheksiz katta S
4. | cheksiz kichik migdor ) ) kichik miqdor
_ _ miqdor miqdor
ko‘paytmasi ... bo‘ladi
Cheksiz kichik migdorni " 1)
5. | Ches w1 ] st | O
ko'rsating. 3 " oon
Cheksiz katta miqdorni — 2_
6. 1 xnzlg(lgn), (n22) xn_2n23 xn:n 31
ko'rsating. n n
Uzoqlashuvchi ketma - m—3 -1
7. x, =n’ cos— X, =" X, =
ketlikni ko rsating n n
Ketma-ketlik limitini
8. : 9n+1 3 1 0
toping: x, =
Ketma-ketlik limitini 1
9. 5 2 =
toping: x, =X/2" +5" 2
Ketma-ketlik limitini
toping:
10, Pe 3 2 0
_2n*+3-2"+cosn
! 2" +sinn
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8-mavzu. Monoton ketma-ketliklar va ularning limiti
8-ma’ruza
Reja

1. Monoton ketma-ketlik tushunchasi.

2. Monoton ketma-ketlikning limiti.

3. e soni.

1. Monoton ketma-ketlik tushunchasi. [2, p.71]

Aytaylik, {x,} :

Xy Xoury Xy oun (1)

ketma-ketlik berilgan bo ‘Isin.

1-ta’rif. Agar (1) ketma-ketlikda ¥Yn e N uchun x, <x,,, tengsizlik bajarilsa,
{x,} o‘suvchi ketma-ketlik deyiladi. Agar (1) ketma-ketlitkda ~Vne N uchun
x, <x,,, tengsizlik bajarilsa, {x,} qat’iy o‘suvchi ketma-ketlik deyiladi.

2-ta’rif. Agar (1) ketma-ketlikda ~VneN wuchun x,=x,,, tengsizlik
bajarilsa, {x,} kamayuvchi ketma-ketlik deyiladi. Agar (1) ketma-ketlikda ¥Yn e N

uchun x, > x,,, tengsizlik bajarilsa, {x,} qat’iy kamayuvchi ketma-ketlik deyiladi.

1-misol. Ushbu

X

n

_n+l 2 3 4
no 1727 377
ketma-ketlik qat’iy kamayuvchi ketma-ketlik bo‘ladi.

<« Haqiqatdan ham, berilgan ketma-ketlik uchun

n+1 n+2
xn = s xn+1 =
n n+1
bo‘lib, Vi € N uchun
n+2 n+l -1
xn+1 _xn = - =

n+l1 no n(n+1)
bo‘ladi. Unda x,,, <x, bo‘lishi kelib chigadi. »
Yugqoridagi ta’riflardan quyidagi xulosalar kelib chiqadi:

1) agar {x,} ketma-ketlik o‘suvchi bo‘lsa, u quyidan chegaralangan bo‘ladi:
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2) agar {x,} ketma-ketlik kamayuvchi bo‘lsa, u yuqoridan chegaralangan
bo‘ladi.

O‘suvchi hamda kamayuvchi ketma-ketliklar umumiy nom bilan monoton
ketma-ketliklar deyiladi.

2-misol. Ushbu

2
n

X = n=12,3,..
"ot +1 ( )

ketma-ketlikning qat’iy o‘suvchi ekanligi isbotlansin.

<« Bu ketma-ketlikning » —hamda (7 + 1) —hadlari uchun

‘- n - 1
" on? 41 n®+1
(n+1)° 1
n+l _1

Tl (nr1)P+l
bo‘ladi. Ravshanki,

1 < 1
(n+1? n*
SHu tengsizlikni e’tiborga olib, topamiz:
1 1

- —>1-——=x,.
(n+1)"+1 n”+1

xn+1

Demak, Vne N uchun x, <x,,,. Bu esa qaralayotgan ketma-ketlikning qat’iy

o‘suvchi bo‘lishini bildiradi. P
2. Monoton ketma-ketlikning limiti.

Quyida monoton ketma-ketliklarning limiti haqidagi teoremalarni keltiramiz.

I-teorema. [2, p.71, th.3.9]Agar {x,} ketma-ketlik

1) o ‘suvchi,

2) yuqoridan chegaralangan bo ‘Isa, u chekli limitga ega bo ‘ladi.

<« Aytaylik, {x,} ketma-ketlik teoremaning ikkala shartlarini bajarsin. Bu
ketma-ketlikning barcha hadlari-dan iborat to‘plamni £ bilan belgilaymiz:

E={x, Xy, ., X, ...}
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Ravshanki, £ yuqoridan chegaralangan to‘plam bo‘lib, E = @. Unda
to‘plamning aniq chegarasining mavjudligi haqidagi teoremaga muvofiq, sup E
mavjud bo‘ladi. Uni a bilan belgilaylik:

sup £ =a.

Ixtiyorty & > 0 sonini olaylik. To‘plamning aniq yuqori chegarasi ta’rifiga

binoan:

1) Vne N uchun x, <a

2) dx, €, X, >a—&
bo‘ladi. Ayni paytda Vn>n, uchun x, > X tengsizlik bajarilib, x, >a—¢
bo‘ladi.

Natijada Vn>n, uchun a—-¢<x,<a+¢& yani ‘a - xn‘ <¢ bo‘lishini
topamiz.

Demak {x,} ketma-ketlik chekli limitga ega va

limx, =a=sup E.»
n—

2-teorema. Agar {x,} ketma-ketlik

1) kamayuvchi,

2) quyidan chegaralangan bo ‘Isa, u chekli limitga ega bo ‘ladi.

Bu teorema yuqorida keltirilgan teoremaning isboti kabi isbotlanadli.

3-misol. Ushbu

ketma-ketlikning limiti topilsin.
<« Ravshanki, Vn>1 uchun x, >0 bo‘ladi. Bu ketma-ketlikning x,,, va x,
hadlarining nisbatini qaraymiz:

! ! 8
Xppl _ (n+1).1:£= n+1 1'”n ( n j <1.
x, ((@+D"™ n" (m+D"

Demak, x,,, < x,. Bundan esa berilgan ketma-ketlikning kamayuvchi ekanligi
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kelib chigadi.
Ayni paytda Vi >1 da
0<x, <x
munosabat o‘rinli bo‘ladi. Demak berilgan ketma-ketlik chegaralangan. 1-teoremaga

ko‘ra {x,} ketma-ketlik chekli limitga ega. Uni a bilan belgilaymiz:

. n!
lim—=a. (a20)
n—)wn

Endi ushbu x, —x, , ayirmani qaraymiz. Bu ayirma uchun

n n n
n _ (n+1)" —n >

D) " (n1)

n

xn _xn+1 :xn -X

2n"—n"_x n B
"o+ 1)” " (n+1)"

2 X xn+1

bo‘lib, undan
Xn 2 2xn+l
bo‘lishi kelib chigadi. Keyingi munosabatlardan topamiz:

lim x, 22 lim x az?2a.

n—0 n—

Ravshanki, bu holda a =0 bo‘ladi. Demak,

n+l>

|
lim 2= =0.»

n—o0 nn

3. e soni. [2, p.72]
Ushbu

X, =(1+1j , (m=12,3,...) (1)

n
ketma-ketlikni qaraymiz.
Tasdiq. (1) ketma-ketlik o ‘suvchi bo ‘ladi.

<« Berilgan ketma-ketlikning x,,, hamda x, hadlarining nisbatini topamiz:

n+l
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n+l n n+l n
M:(H 1 j :(1+1j = (n+2? =
X, n+1 n (n+D)"" -(n+1)"

B n* +2n n+1.n+1_ - 1 n+1.n+1
(n+1)° n (n+1)° n

Bernulli tengsizligiga ko‘ra:

n+l
o1 s ””2: " boladi.
(n+1) (n+1)° n+l

Natijada Vn € N uchun

i g M .n+1=1

X n+l n

n

X

ya’ni, x,,, > x, bo‘lishi kelib chiqadi. P
Tasdiq. (1) ketma-ketlik chegaralangan bo ‘ladi.
<« Ravshanki, & >1 uchun
kK1=1-2-3-..-(k=1)-k>2-2.2.....2=2%1
bo‘ladi.

Endi Nyuton binomi formulasidan foydalanib topamiz:

=(1+1j =1+C}Z-1+C3-L2+...+C,’f L+ +C". L—2+Z Ck=
n n n n kzn
=2+Zl n(n—1).. (n k+1) 2+Z (1__j(1__j ( js
k=2 k! n* =2k
1
<2+22k1—3—2n1 <3

Demak, Vn € N uchun 0<x, <3 bo‘ladi.

Monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremaga ko‘ra
1 n
= (l + —j
n

3-ta’rif. (1) ketma-ketlikning limiti e soni deyiladi:

ketma-ketlik chekli limitga ega. P
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lim(l + ljn =e.
n—>o0 n
Bu e soni irratsional son bo ‘lib,
e=2,718281828459045...
bo ‘ladi.
Mashgqlar

n+l
1. Ushbu x, = (1 + —j ketma-ketlikning kamayuvchi ekanligi isbotlansin.
n

2

2. Ushbu lim zi limit hisoblansin.
n—o DN

3. Ushbu /2 , V2+ V2 , V2++2+ V2 , ... ketma-ketlikning yaqinla-

shuvchanligi isbotlansin va limiti topilsin.

Adabiyotlar
1. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan marizalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.
2. Canuto C., Tabacco A. Mathematical analysis I, Springer-Verlag Italia, Milan,
2008.
3. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t. M.
«FIZMATLIT», 2001.
4. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.

Nazorat savollari

1. (Qat’iy) o’suvchi (kamayuvchi) ketma-ketliklar ta’riflarini bering?
2. Monoton ketma-ketliklarning limiti haqidagi teoremalarni keltiring.

3. e soni qanday son?

Glossariy
Monoton ketma-ketlik — O‘suvchi hamda kamayuvchi ketma-ketliklar
O‘suvchi ketma-Kketlik — Agar {x, } ketma-ketlikda Vae N uchun x, <x,,,

tengsizlik bajarilsa.
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Qat’iy o‘suvchi ketma-ketlik — Agar {x,} ketma-ketlikda Vn e N uchun

x, <x,,, tengsizlik bajarilsa.

Kamayuvchi ketma-ketlik — Agar {x, } ketma-ketlikda Vne N uchun x, >2x,
tengsizlik bajarilsa.

Qat’iy kamayuvchi ketma-ketlik — Agar {x,}ketma-ketlikda Vne N uchun

x, > x,,, tengsizlik bajarilsa.

Quyidan chegaralangan ketma-ketlik — Agar shunday » soni mavjud bo'lib,

{x, } ketma-ketlikning har bir hadi shu sondan katta bo'lsa.

Yugqoridan chegaralangan ketma-ketlik — Agar shunday » soni mavjud bo’lib,
{x, } ketma-ketlikning har bir hadi shu sondan kichik bo'lsa.

e soni — lim(1+lj =e

n—»o n

Keys banki
8-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Ushbu

\/5, x/2+\/§, \/2+«/2+\/§,

ketma-ketlikning yaqinlashuvchanligi isbotlansin va limiti topilsin.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha va
tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);
e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
8-amaliy mashg‘ulot
Na’muna uchun misollar yechimi
21-masala. Monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teorema yoki limitlar
ustidagi amallar haqidagi teoremalardan foydalanib {x,} ketma-ketlik yaqinlashishga
tekshirilsin.
< Monoton ketma-ketlikning limiti hagidagi teoremadan foydalanib, berilgan {x, }

ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanligini ko rsatamiz.
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+L>xn ={x,}T.

(n+l)!

Endi bu ketma-ketlikning yuqoridan chegaralanganligini ko rsatamiz:

xn+1 :xn

xn=1+l+—+l... et
2003 417 gl 2 2% 23

Shunday qilib, {x,} T va Vrne N uchun x, <2 = limx, -3 = {x,} -

yaqinlashuvchi >
Misollar

Monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teorema yoki limitlar ustidagi

amallar haqidagi teoremalardan foydalanib {x,}

ketma-ketlik yaqginlashishga

tekshirilsin.
n | n
Ly =ty Senlegn) L 2l
" no 2. x, =———+£°2,
n ln(n+1)
2
n°+n n cos
3.x, = . 4. x, =(-1) -] 1+ .
s cr {1+
. (7
n+sm(4j 6. % — n+l
5. X, =n—2. " 7’12 ‘(8+Sin7’l)
- 8.

() (L (ILMILJ(I;
Xn = ) 2 ) X g1l 1g12 lg(10+ n)
0.

. . , sin]] |sin2| sin 7|
sin  sin2a sinna 10. x, = ot
X, = > —. 2 2"
2 2 2
1 2 n
.y, =—+_—>+..+ > 12. xn:1+l+...+l.
223 (n+1) 2 n
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' n
13. x, = 14. x, =(1+lj :
n n
cos?2 cosn 1 1
15. x, =cosl+ +...+ . 16. x, =1+—+..+—.
n 2 n2 n ﬁ \/Z
1 n
17. x, =22, 18.x =2,
n n!
n—1
19. x, =0,77..7. O U S G2 Vi
" 1.2 23 n(n+1)
1 1
21 x, =1+—+...+—.
! n!
Test

!
1. Ushbu x, = in ketma-ketlikning limiti topilsin.

n
A) 0 B)1 C) o D) aniglab bo'lmaydi
2

2. lim 22”—1 limitni hisoblang.

n>+0 3~ +5n 42

A) % B) 1 C)0 D)

2

3. lim—"">" _ limimi hisoblang.

n>+03n” +4n+7

A) % B)2 C)0 D)1

2

4. 1im 2" Jimitni hisoblang.

noe 5p—1

y V2 B) 2 C)0 D) o0

5 5
2

5. imY¥25 |iitni hisoblang,

> Tn+61

2 2
A = B) = C) 0 D) 1
) 2 )2 ) )
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. 8’ -1 . ..
6. 11m2n— limitni hisoblang.
n—)% 6n —5n+1
B) -4 B) 0 0) 1 D)
. tgn ..
7. lln(}— limitni hisoblang.
n— n
A B)0 C)2 D) o
. sinm . ..
8. lln(} limitni hisoblang.
=0 p
A B) 2 C)0 D) o
9. lim —— limitni hisoblang.
n— n
A) 12 B)0 Q)1 D) o

n—>0

1
10. limn (e” — IJ limitni hisoblang.

A1 B)0 C)2 D)
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9-mavzu. Qismiy va fundamental ketma-ketliklar. Ketma-

ketliklarning quyi hamda yugqori limitlari
9-ma’ruza
Reja
1. Qismiy ketma-ketliklar. Boltsano—Veyershtrass teoremasi.
2. Fundamental ketma-ketliklar. Koshi teoremasi.

3. Ketma-ketlikning quyi hamda yuqori limitlari.
1. Qismiy ketma-ketliklar. Boltsano—Veyershtrass teoremasi.

[1, p.149] Aytaylik,
{1 0 X0, Xy, Xg0 ey Xy (1)

ketma-ketlik berilgan bo ‘Isin. Bu (1) ketma-ketlikning biror n, nomerli X, hadini

olamiz. So ‘ngra nomeri n, dan katta bo‘lgan n, nomerli x, —hadini olamiz. Shu usul
bilan x, , x, va h.k. hadlarni tanlab olamiz. Natijada nomerlari

ny<n, <ny<.<n <.

tengsizliklarni ganoatlantiruvchi (1) ketma-ketlikning hadlari ushbu

X, o Xy yeeey X, 5 e (2)

n 2 ny 2 ny 2
ketma-ketlikni hosil giladi.
(2) ketma-ketlik (1) ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligi deyiladi va {x, }

k

kabi belgilanadi.
Masalan,
2,4,6,8, ...,
,3,5 7,..,
1, 4,9, 16, ...

ketma-ketliklar 1, 2, 3, 4,..,n, ... ketma-ketlikning gismiy ketma-ketliklari,

LLL...,L..
-1, -1, ..,-1 ..
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ketma-ketliklar 1, =1, 1, =1, ..., (=1)""', ... ketma-ketlikning qismiy ketma-ketliklari
bo ‘ladi.
Keltirilgan tushuncha va misollardan bitta ketma-ketlikning turli qismiy ketma-
ketliklari bo‘lishi mumkinligi ko‘rinadi.
I-teorema. [1, p.150, prop.6.6.5] Agar {x,} ketma-ketlik limitga ega bo ‘Isa,
uning har ganday qismiy ketma-ketligi ham shu limitga ega bo ‘ladi.
<« Bu teoremaning isboti ketma-ketlik limiti ta’rifidan kelib chigadi. P
Eslatma. Ketma-ketlik qismiy ketma-ketliklarining limiti mavjud bo‘lishidan
berilgan ketma-ketlikning limiti mavjud bo‘lishi har doim ham kelib chigavermaydi.
Masalan, 1, -1,1, -1, ..., (—1)"“, ... ketma-ketlikning qismiy ketma-
ketliklari
LLL..,1L..
-1, -1, .., -1 ..
larning limiti bo‘lgan holda ketma-ketlikning o‘zining limiti mavjud emas.
2-teorema (Boltsano—Veyershtrass teoremasi). [1, p.151, theorem 6.6.8] Har
qgan-day chegaralangan ketma-ketlikdan chekli songa intiluvchi qismiy ketma-ketlik
ajratish mumkin.

<« {x,} ketma-ketlik berilgan bo lib, u chegaralangan bo ‘Isin: Bu holda {x,}
ketma-ketlikning barcha hadlari [a,b] da joylashgan deb qarash mumkin:
x, €la, b], n=1,2,3,..

[a, b] segmentni

a+b a+b
a) b b b
2 2
segmentlarga ajratamiz. {x,} ketma-ketlikning cheksiz ko'p hadlari joylashganini
: : : . b-a :
la,, b;] deymiz. Ravshanki, [a,, b;] ning uzunligi —5 ga teng boladi.

YUqoridagiga o ‘xshash [a,, b;] segmentni

[al, a1+b1} , [a1+b1, bl}
2 2
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segmentlarga ajratamiz. Berilgan ketma-ketlikning cheksiz ko‘p sondagi hadlari

bo ‘Iganini [a,, b, ]| deymiz. Bunda [a,, b, ] ning uzunligi ga teng bo ‘ladi.

2
Bu jarayonni davom ettirish natijasida ushbu
la,, b1, [a,, by], ..., [a;, D], ...
segmentlar ketma-ketligi hosil bo ‘ladi. Bu segmentlar ketma-ketligi uchun
la,, bj]1>la,, b,]1> ...D[a,, b, 1> ... bo'lib, k— oo da

b—a
Sk

bo ‘ladi.
Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipiga ko ‘ra

lima, =limb, =C (CeR)

k—o k—o
bo ‘ladi.
Endi {x,} ketma-ketlikning [a,, b,] dagi birorta x, hadini, [a,, b,] dagi

birorta x, hadini va h.k. [a, b, ] dagi birorta x, hadini va h.k. hadlarini olamiz.

Natijada {x,} ketma-ketlikning hadlaridan tashkil topgan ushbu

X,, X X (ny<n, <..<n,<..)

) Ny ottt PR

qismiy ketma-ketlik hosil bo ‘ladi. Bu ketma-ketlik uchun
ap<x, <b, (k=12,.)

bo‘lib, undan k — © da x, — C ya'ni limx, = C bolishi kelib chigadi. »

koo 'k
2. Fundamental ketma-ketliklar. Koshi teoremasi.

{x,} ketma-ketlik berilgan bo‘Isin.

1-ta’rif. [1, p.127, definition 6.1.3] Agar har qanday & >0 olinganda ham

shunday natural n, soni topilsaki, barcha n >n, va m > n, uchun
|x, —x,|<¢
tengsizlik bajarilsa (va'ni Ve >0, dn, e N, Vn>n,, Vm>n,: |x, —x, |<¢&

bo‘lsa), {x,} fundamental ketma-ketlik deyiladi.
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Masalan,

X, = & (n=12,...)
n+1

fundamental ketma-ketlik bo‘ladi.

<4Haqiqatdan ham, berilgan ketma-ketlik uchun
n m | n+m 1
— < =—+
n+l m+ 1‘

| X, =%, =

1
nm n m
. 2 .
bo‘lib, V& >0 gako'ra ny=|— |+1 deyilsa, Vi >n,, Vm > m, bo‘lganda
&

1 1
|x, —x, |K —+—<¢
ny Ny

bo‘ladi. P

3-teorema. (Koshi teoremasi). [1, p.130, proposition 6.1.12, theorem 6.4.18]
Ketma-ketlikning yaqinlashuvchi bo ‘lishi uchun uning fundamental bo ‘lishi zarur va
etarli.

A Zarurligi. {x,} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lib, 1im x, = a bo ‘Isin.

n—»0

Limit ta rifiga binoan

Ve>0, 3nyeN, Vn>n,:|x, —a|<§.

g
Shuningdek, Ym>n, :|x, —a|< 5 bo‘ladi. Natijada ¥n >n,, Ym>n,

uchun
|x, —x, Hx,—a+a-x,|<x, —a|+|x, —al<e
bo ‘lishi kelib chiqadi. Demak, {x,} fundamental ketma-ketlik.
Yetarliligi. {x,} fundamental ketma-ketlik bo‘lsin:
Ve>0, dn, e N, Va>n,, Vm>n,: |x, —x, |<E&.
Agar m > n, shartni qanoatlantiruvchi m tayinlansa, unda
|x, —x,|<&e & x, —€<x,<x,+¢

bo‘lib, {x,} ketma-ketlikning chegaralanganligi kelib chiqadi.
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Bolsano-Veyershrass teoremasiga binoan bu ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi

qismiy {x, } ketma-ketlikni ajratish mumkin: limx, =a.
n—»0

Demak,
Ve>0, dk, e N, Vk>k,: |x, —al<e¢

g

bo‘ladi.

Agar m = n; deyilsa, unda

bo‘ladi. Keyingi ikki tengsizliklardan
| x, —al=lx, -x, +x, —als|x,-x, [+]x, —al<2e

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, lim x, =a. »

n—
3. Ketma-ketlikning quyi hamda yugqori limitlari.

{x,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Bu ketma-ketlikning qismiy ketma-
ketligining limiti {x,} ning qismiy limiti deyiladi.
2-ta’rif. [1, p.6.4.6, definition 6.4.6] {x,} ketma-ketlik gismiy limitlarining eng
kattasi berilgan ketma-ketlikning yuqori limiti deyiladi va
Tim x,
H—>c0
kabi belgilanadi.
{x,} ketma-ketlik qismiy limitlarining eng kichigi berilgan ketma-ketlikning
quyi limiti deyiladi va

lim x,
n—

kabi belgilanadi.
Masalan, ushbu {x,6}:1,2,3,1,2,3,1, 2, 3,... ketma-ketlikning yuqori
limiti

lim x, =3,
n—oo

quyi limiti esa
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lim x, =1
n—»0

bo‘ladi. Umuman, {x,} ketma-ketlikning quyi hamda yuqori limitlari quyidagicha
ham kiritilishi mumkin.
Aytaylik, {x,} ketma-ketlik berilgan bo‘lib, 4 bu ketma-ketlikning qismiy
limitlaridan iborat to‘plam bo‘lsin. Unda bu ketma-ketlikning quyi limitini
li_)in;x = }gl; inf x =
—o0; {x,} quyidan chegaralanmagan bo'lsa,
=<inf 4; {x,} quyidan chegaralangan va 4 # { + 00 },
+00; A ={+0} bo'lsa
deb olish mumkin.
{x,} ketma-ketlikning yuqori limitini esa

+o0;  {x,} yuqoridan chegaralanmagan bo'lsa,
=<sup 4; {x,} yuqoridan chegaralangan va 4 # { — } bo'lsa,
—o0; A ={-} bo'lsa
deb garash mumkin.

Endi quyi hamda yugqori limitlarning xossalarini keltiramiz.

Biror {x,} ketma-ketlik uchun lim x, =a bolsin. U holda V& >0

H—>00
olinganda ham:

1) shunday n, € N topiladiki, Vn>n, da x, <a+e¢

2) Vn, € N uchun ¢ va n, larga bohliq shunday n’ > n, topiladiki,
X, >a— ¢ bo‘ladi

Bu xossalar quyidagilarni anglatadi: V& > 0 tayin olganda, birinchi xossa {x,, }
ketma-ketlikning faqatgina chekli sondagi hadlarigina

x, <a+e

tengsizlikni ganoatlantirishini, ikkinchi xossa esa bu ketma-ketlikning

X,>a—¢
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tengsizlikni gqanoatlantiruvchi hadlarining soni cheksiz ko‘p bo‘lishini ifodalaydi.

<« Agar {x,} ning cheksiz ko‘p sondagi hadlari a + & dan katta bo‘lsa, u holda

a + ¢ sonidan kichik bo‘lmagan b (b= a+¢) ga intiluvchi {x,} ketma-ketlikning

qismiy ketma-ketligi mavjud va bu lim x,=a gazd.
n—©

Demak, a + ¢ dan o‘ngda ketma-ketlikning ko‘pi bilan chekli sondagi hadlari

yotadi.
Modomiki,

limx, =a
n—0

ekan, unda {x, } ning qismiy limitlaridan biri a ga teng:
]11_{130 X, =d
Limit ta’rifiga ko‘ra bu {x, } ketma-ketlikning, demak, {x,} ning ham
cheksiz ko‘p sondagi hadlari @ —& dan katta bo‘ladi. »
Eslatma. Biror a soni yuqoridagi ikki shartni qanoatlantirsa, u {x,} ketma-
ketlikning yuqori limiti bo‘ladi.
Faraz gilaylik, biror {x,} ketma-ketlik uchun

lim x, =b
n—» 0

bo‘lsin. U holda V& > 0 olinganda ham:

1) shunday n, € N topiladiki, Vn>n,da x, >b—¢

2") Vn, € N uchun ¢ va n, larga bohliq shunday n’ > n, topiladiki,
x,, <b+ & bo‘ladi.

Quyi limitning bu xossasi yuqoridagidek isbotlanadi.
Ketma-ketlikning quyi hamda yuqori limitlari xossalaridan foydalanib, quyidagi
teoremani isbotlash qiyin emas:

4-teorema. [1, p.142, proposition 6.4.12] {x,k} ketma-ketlik C limitga ega

bo ‘lishi uchun
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limx, =limx, =C
n—oo n—oo

bo ‘lishi zarur va etarlidir.
Mashqlar
1. Har ganday monoton ketma-ketlik fagat bitta qismiy limitga ega bo‘lishi
isbotlansin.

2. Koshi teoremasidan foydalanib, ushbu x, =a, +a, +...+a, ketma-
ketlikning (a, € R, |a, |< g, 0<g<l1; k=1,2,..) limitga ega bo‘lishi

isbotlansin.
3. Ushbu lim(x, + y,) < lim x,, + lim y, tengsizlik isbotlansin.
n—>o0 n—>0 n—»0

Adabiyotlar
1. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.
2. Canuto C., Tabacco A. Mathematical analysis I, Springer-Verlag Italia, Milan,
2008.
3. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma’rizalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.
4. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t. M.
«FIZMATLIT», 2001.
Nazorat savollari

1. Qismiy ketma-ketlik nima? Misollar keltiring.

2. Yagqinlashuvchi ketma-ketlikning ikkita qismiy ketma-ketligi turli limitlarga
ega bo‘lishi mumkinmi?

3. Boltsano—Veyershtrass teoremasini keltiring.

4. Fundamental ketma-ketlik nima?

5. Koshi teoremasini ayting.

6. Ketma-ketlikning yuqori hamda quyi limitlari nima? Xossalarini ayting.

Glossariy

Qismiy ketma-ketlik — Aytaylik, {x,}: x,, x,, X5, ..., X,,,... ketma-ketlik

berilgan bo‘lsin. Bu ketma-ketlikning biror #, nomerli x,  hadini olamiz. So‘ngra
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nomeri n, dan katta bo‘lgan 7, nomerli x, hadini olamiz. Shu usul bilan x, , x, va

h.k. hadlarni tanlab olamiz. Natijada nomerlari n, <n, <n; <..<n; <..

tengsizliklarni qanoatlantiruvchi berilgan ketma-ketlikning hadlari ushbu

X X X

Ny sttt n oot

ketma-ketlikni hosil giladi. Hosil bo‘lgan ketma-ketlik

n >
berilgan ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligi deyiladi.

Boltsano—Veyershtrass teoremasi — har qanday chegaralangan ketma-
ketlikdan chekli songa intiluvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin.
Fundamental ketma-Kketlik — agar har ganday & > 0 olinganda ham shunday

natural 7, soni topilsaki, barcha n > n, va m > n, uchun |x, —x, |<¢& tengsizlik

bajarilsa (ya’ni Ve >0, In, e N, Va>n,, Vm>n,: |x, —x, |<& bolsa),

{x,} fundamental ketma-ketlik deyiladi.
Koshi teoremasi — ketma-ketlikning yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun uning
fundamental bo‘lishi zarur va etarli.
Ketma-ketlikning yuqori limiti — {x,} ketma-ketlik qismiy limitlarining eng
kattasi berilgan ketma-ketlikning yuqori limiti deyiladi.
Ketma-ketlikning quyi limiti — {x, } ketma-ketlik qismiy limitlarining eng
kichigi berilgan ketma-ketlikning quyi limiti.
Keys banki
9-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Har qanday monoton ketma-ketlik fagat bitta
qismiy limitga ega bo‘lishi isbotlansin.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha va
tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);
e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
9-amaliy mashg‘ulot
Na’muna uchun misollar yechimi

I-misol. {xn} ketma-ketlikning yuqori va quyi limitlari topilsin
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(Exn —-?, limx, —?).

n— n—e
x, =sinn’
< Berilgan ketma-ketlikning qiymatlari to'plamida
0, +sinl’, +sin2°,..., £sin89°, +1
sonlari cheksiz ko'p uchraydi, chunki Vae N vaVp € N uchun keltirish formulasiga
ko'ra sinn’ = sin(360°p + no) va sin(l 80° + no) = Fsinn’. Demak, yuqoridagi
sonlarning har biri berilgan ketma-ketlikning qismiy limiti bo'ladi. Shu bilan

birgalikda {xn} ketma-ketlikning yuqorida ko'rsatilgan 181 ta sondan boshqa qismiy

limiti yo'q. = limx, =1 va limx, =—-1 >

n— n—»0

Misollar
Quyidagi ketma-ketliklarning yuqori hamda quyi limitlari topilsin

limx —?;limx —?

539. x, ) 540. x, =n'™"
541. x =(_1) +1+(_1) 542. x, =1+ " -coszﬂ

! n 2 n+1 2
543. x, =1+2-(-1)" +3-(-1) 2 =T cos 3
545. x, =—n°[2+(—1)"} 546. x, =(1+lj (1)’ +sin%

n
547, x =A1+2"CY 548. x =cos”2n—ﬂ
X, = \ 3

Quyidagi ketma-ketliklarning qismiy limitlari topilsin.

sa9.(x): LL1317 121
ST 2707474787872

geee
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1 111 11 11 11 11 1
550‘ {xn}: 19_91+_9_9_+_9_,1+_,_+_,_+_,_, ..,_,1+_ — 4+
2 232 34 42 43 45 n n 2
1 1 1 1
+—,.., +—, ..
n n—-1 nn+l
1121231234
551. {Xn} N N A R R AT R R R R R R
2334445555
1 n
552. x, —E[(a+b)+(—1) (a=b)]
553. Qismiy limitlari ushbu
a,,d,,...,a,

sonlarga teng bo‘lgan sonli ketma-ketlikka misol keltirilsin.
554. Qismiy limitlari ushbu
a,,0y,...,0,,...
ketma-ketlikning barcha hadlariga teng bo‘lgan ketma-ketlikka misol keltirilsin.
555. Chekli qismiy limitga ega bo‘lmagan ketma-ketlikka misol keltirilsin.
556. Yaqinlashuvchi bo‘lmagan, lekin yagona qismiy limitga ega bo‘lgan ketma-
ketlikka misol keltirilsin.
557. Cheksiz ko‘p qismiy limitga ega bo‘lgan ketma-ketlikka misol keltirilsin.
558. [1;2] kesmadagi ixtiyoriy haqgiqiy son gismiy limiti bo‘lgan ketma-ketlikka misol
keltirilsin.

559. Agar {xn} ketma-ketlik yaqinlashuvchi va { yn} ketma-ketlik uzoqlashuvchi
bo‘lsa, unda
a){x, +,} b){x, -}
ketma-ketlikning yaqinlashishi haqida nima deyish mumkin?
560. Agar {xn} va { yn} ketma-ketliklar uzoglashuvchi bo‘lsa, unda
a){x, +,} b){x, -}
ketma-ketliklar uzoglashuvchi bo‘ladimi?

561. Agar {xn } ketma-ketlik uchun
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limx =0

n—>0

bo‘lib, { yn} — ixtiyoriy ketma-ketlik bo‘lsa,

lim(x,-y,)=0

tenglik o‘rinli bo‘ladimi?
562. Agar
lim(x,-y,)=0

n—>0

bo‘lsa, unda

limx, =0 yoki limy =0

n—>o0 n—o
tengliklardan biri o‘rinli bo‘ladimi?

Quyidagi munosabatlar isbotlansin.

563. limx, =a < limx, =limx, =a
n— n—»

564. lim(—x, ) =—limx,

n—% n—00

565. limx, +limy, <lim(x, +y, ) <limx, + limy,

n—o n—o n—ow n—o0 n—%

566. limx, +limy, Sﬁi(xn +,) <limx, + limy,

n—>0 n—x n—0 n—0 n—

567. Agar x, 20 va y, 20 (n>1,2,...) bo‘lsa,

limx, -limy, <lim(x, -, ) <limx, - limy,

n—o n—o n—o n—>o n—%

bo‘ladi.
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Test

To'g'ri | Muqobil | Muqobil | Mugqobil

Ne Test topshirig i javob javob javob javob

x, ketma-ketlik uchun yuqori limit

L hisoblansin: x, = cos% 1 2 0 -1

x, ketma-ketlik uchun quy1 limit

2. -2 0 2 :
hisoblansin: x, =(-1)" 2n+l

n
x, ketma-ketlik uchun quy1 limit

3. 0 1 -1
hisoblansin: x, = (1,50052%)" oo

x, ketma-ketlik uchun yuqori limit

4. _ 3 0 1
hisoblansin: x, = (-1)" 3n-] o0

n+2
x, ketma-ketlik uchun quy1 limit
5. 1y Y 0 . y )
hisoblansin: x, D + 1+(2 D
n

x, ketma-ketlik uchun quy1 limit

n+l

hisoblansin: x, = (cos(zn/2))

x, ketma-ketlik uchun yuqori limit

7. e 1 ; o 2
hisoblansin: x, :M
n

x, ketma-ketlik uchun quy1 limit

8| hisoblansin: x, = (—n)"C — ! 0 -1
x, ketma-ketlik uchun yuqori limit
9 1 n ﬁ 0 1 -1
hisoblansin: x, =—+sin— 2
n
x, ketma-ketlik uchun quy1 limit
10. (1= (=D"M2"+1 0 1 -1 o0

hisoblansin: x, =

2"+3
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Mavzu. Funksiya tushunchasi

10-11-ma’ruzalar
Reja

1. Funksiya ta’rifi, berilish usullari.
2. Funksiyaning chegaralanganligi. Davriy funksiyalar. Juft va toq funksiyalar.
3. Monton funksiyalar. Teskari funksiya. Murakkab funksiyalar.

1. Funksiya ta’rifi, berilish usullari.
Biz 2-ma’ruzada E to‘plamni F to‘plamga akslantirish f: E—F ni
o‘rgangan edik.
Endi £=F, FF=R deb olamiz. Unda har bir haqiqiy x songa biror haqiqiy

y sonni mos qo‘yuvchi

f: F—>R (xi V)
akslantirishga kelamiz. Bu esa funksiya tushunchasiga olib keladi.

Funksiya tushunchasi o‘quvchiga o‘rta maktab matematika kursidan ma’lum.
Shuni e’tiborga olib funksiya haqidagi dastlabki ma’lumotlarni qisqaroq bayon etishni
lozim topdik.

Aytaylik, X < R, Y < R to‘plamlar berilgan bo‘lib, x va y o‘zgaruvchilar
mos ravishda shu to‘plamlarda o‘zgarsin: xe X, ye/Y.

I-ta’rif. [1, p. 49, Def. 3.3.1] Agar X to‘plamdagi har bir x songa biror f
qoidaga ko‘ra Y to‘plamdan bitta y son mos qo‘yilgan bo‘lsa, X to’‘plamda
funksiya berilgan (aniglangan) deyiladi va

fix—y yoki y = f(x)
kabi belgilanadi. Bunda X — funksiyaning aniglanish to‘plami (sohasi), Y -
funksiyaning o°‘zgarish to‘plami (sohasi) deyiladi. x — erkli o‘zgaruvchi yoki

Sfunksiya argumenti, y esa erksiz o‘zgaruvchi yoki funksiya deyiladi.
Misollar. 1. X =(—o,+0 ), Y =(0,+ ) bo‘lib, f qoida
fix—>y=x"+1

bo‘lsin. Bu holda har bir x € X ga bitta x* + 1€ Y mos qo‘yilib,
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y=x>+1
funksiyaga ega bo‘lamiz.
2. Har bir ratsional songa 1 ni, har bir irratsional songa 0 ni mos qo‘yish
natijasida funksiya hosil bo‘ladi. Odatda, bu Dirixle funksiyasi deyilib, u D(x) kabi
belgilanadi:

I, agar x ratsional son bo'lsa,

-]

0, agar y irratsional son bo'lsa.
Shunday qilib, y = f (x) funksiya uchta: X to‘plam, Y to‘plam va har bir x € X ga
bitta y € ¥ ni mos qo‘yuvchi f qoidaning berilishi bilan aniqlanar ekan.

Faraz gilaylik, y = f (x) Sunksiya X < R to ‘plamda berilgan bo ‘Isin. x, € X
nuqtaga mos keluvchi y, migdor y = f (x) Sfunksiyaning x = x, nuqtadagi xususiy
qiymati deyiladi va [ (xo): Yo kabi belgilanadi. [1, p. 49, 3.3]

Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasini olamiz. Tekislikdagi (x, f (x))
nuqtalardan iborat ushbu

()= (5. () xe X, f(x)eY |
toplam y= f (x) Sfunksiyaning grafigi deyiladi [2, p. 31]. Masalan,
y=x*-1 (xeX=[-2,2])

funksiyaning grafigi 1-chizmada tasvirlangan. [2, p. 32, Example 2.1]

L 3

O

-1

1-chizma.
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Funksiya ta’rifidagi f qoida turlicha bo‘lishi mumkin.

a) Ko‘pincha x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish formulalar
yordamida ifodalanadi. Bu funksiyaning analitik usulda berilishi deyiladi. Masalan,
y=+1-x7

funksiya analitik usulda berilgan bo‘lib, uning aniqlanish to‘plami
X={xeR|-1<x<1}=[-1,1]
bo‘ladi.
X va Yy o‘zgaruvchilar orasidagi bog ‘lanish quyidagi formulalar yordamida
berilgan bo ‘Isin:
-1, agar x<O0 bo'lsa,

y=f(x)=:0, agar x=0 bolsa,
I, agar x>0 bo'lsa,

Bu funksiyaning aniqlanish to ‘plami X = R bo'lib, qiymatlar to ‘plami esa
Y= { - 1,0,1} bo ‘ladi. Odatda bu funksiya y =sgnx kabi belgilanadi. [2, p. 32, vi)]

b) Ba’zi hollarda xe X, yeY o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish jadval
orqali bo‘lishi mumkin. Masalan, kun davomida havo haroratini kuzatganimizda, ¢
vaqtda havo harorati 7}, ¢, vaqtda havo harorati 7, va h.k. bo‘lsin. Natijada quyidagi

jadval hosil bo‘ladi.

t —Vaqt tl tz t3 tn

T — harorat 1 T, T, T,

Bu jadval ¢ vaqt bilan havo harorati 7' orasidagi bog‘lanishni ifodalaydi, bunda ¢ —
argument, 7 esa ¢ ning funksiyasi bo‘ladi.

v) x va ) o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish tekislikda biror egri chiziq

orgali ham ifodalanishi mumkin (2-chizma).
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2-chizma.
Masalan, 2-chizmada tasvirlangan L egri chiziq berilgan bo‘lsin. Aytaylik,
[a ,b] segmentdagi har bir nuqtadan o‘tkazilgan perpendikulyar L chizigni faqat bitta
nuqtada kessin. Vx e [a,b] nuqtadan perpendikulyar chiqarib, uning L chiziq bilan
kesishish nuqtasini topamiz. Olingan x nuqtaga kesishish nuqtasining ordinatasi y ni
mos qo‘yamiz. Natijada har bir x e [a,b] ga bitta y mos qo‘yilib, funksiya hosil
bo‘ladi. Bunda x bilan y orasidagi bog‘lanishni berilgan L egri chiziq bajaradi.
Aytaylik, fl(x) Sunksiya X, c R to‘plamda, fz(x) Sfunksiya esa X, C R
to ‘plamda aniglangan bo ‘Isin.
Agar
1) X, =X,,
2)VxeX, da fi(x)=f,(x),
bo'lsa, f,(x) hamda f,(x) funksivalar o‘zaro teng deyiladi va f,(x)= f,(x) kabi
belgilanadi. [1, p. 51, Def. 3.3.7]

2. Funksiyaning chegaralanganligi. Davriy funksiyalar. Juft va toq funksiyalar.

f (x) funksiya X < R to‘plamda berilgan bo‘lsin.
2-ta’rif. [2, p. 37, Def. 2.3] Agar shunday o‘zgarmas M soni topilsaki,
VxeX uchun f (x)SM tengsizlik bajarilsa, [ (x) funksiya X to‘plamda

yuqoridan chegaralangan deyiladi. Agar shunday o‘zgarmas m soni topilsaki,
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VxeX uchun f (x) >m tengsizlik bajarilsa, [ (x) funksiya X to‘plamda quyidan
chegaralangan deyiladi.

3-ta’rif. [2, p. 37, Def. 2.3] Agar f (x) funksiya X to ‘plamda ham yuqoridan,
ham quyidan chegaralangan bo‘lsa, f (x) funksiya X to‘plamda chegaralangan
deyiladi.

1+ x?
1-misol. Ushbu  f(x) = " z 2

+ X

funksiyani qaraylik. Bu funksiya R da

chegaralangan bo‘ladi.

1+ x2

<« Ravshanki, Vx e R da f(x)z1 . >0.
+ X

Demalk, berilgan funksiya R da quyidan chegaralangan.
Ayni paytda, f (x) funksiya uchun

1 x? x?
f(x)= + <1
1+x* 1+x* 1+ x*
bo‘ladi. Endi

1
0<(x*-D?=x"-2x"+1 = 2x°<x*+1 > ——=<—
x"+1 2

e : . 1 3

bo‘lishini e’tiborga olib, topamiz: f(x)<1+ 5 = 5

Bu esa f (x) funksiyaning yuqoridan chegaralanganligini bildiradi. Demalk,

berilgan funksiya R da chegaralangan. »
4-ta’rif. Agar har qanday M >0 son olinganda ham shunday x, € X nuqta

topilsaki,
f(x0)>M
tengsizlik bajarilsa, f (x) funksiya X to‘plamda yuqoridan chegaralanmagan
deyiladi.
f (x) funksiya X < R to‘plamda berilgan bo‘lsin.
5-ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas T (T ;tO) son mavjud bo‘lsaki, Vxe X

uchun
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Dx-TeX,x+TelX,

2) f(x+T)=flx),
bo‘lsa, f (x) davriy funksiya deyiladi, 7' son esa f (x) funksiyaning davri deyiladi.

Masalan, f (x) =sinx, f (x) =cosx funksiyalar davriy funksiyalar bo‘lib,
ularning davri 27 ga, f (x) =tgx, f (x) = ctgx funksiyalarning davri esa 7 ga teng.

Davriy funksiyalar quyidagi xossalarga ega:

a) Agar f (x) davriy funksiya bo‘lib, uning davri T (T =0 ) bo‘lsa, u holda

T.=nT,(n=%1,%2,...)

sonlar ham shu funksiyaning davri bo‘ladi.

b) Agar 7, va T, sonlar f (x) funksiyaning davri bo‘lsa, u holda 7} + 7, #0
hamda 7, -7, (T1 =T 2) sonlar ham f (x) funksiyaning davri bo‘ladi.

v) Agar f (x) hamda g(x) lar davriy funksiyalar bo‘lib, ularning har birining
davri T (T #0) bo‘lsa, u holda

1)+ 80). 1) 500, 7(5)-2(0). £ (s(0)20)

funksiyalar ham davriy funksiyalar bo‘lib, 7" son ularning ham davri bo‘ladi.

2-misol. Ixtiyoriy T (T # 0) ratsional son Dirixle funksiyasi

1, agar x ratsional son bo'lsa,

D(x)= {

0, agar y irratsional son bo'lsa.
ning davri bo‘lishi ko‘rsatilsin.

« Aytaylik, T (T * O) ratsional son bo‘lsin. Ravshanki, V x € R irratsional
son uchun x + 7'— irratsional son, V x € R ratsional son uchun x + 7 ratsional son
bo‘ladi. Demak,

1, agar x ratsional son bo'lsa,

0, agar y irratsional son bo'lsa.

D(x+T)={

Shunday qilib, V x € R, T" — ratsional son bo‘lganda
D(x+T)=D(x)
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bo‘ladi. P

Ma’lumki,V x € X (X c R) uchun — x € X bo‘lsa, X to‘plam O nuqtaga
nisbatan simmetrik to‘plam deyiladi.

Aytaylik, O nuqtaga nisbatan simmetrik bo‘lgan X to‘plamda f (x) funksiya
berilgan bo‘lIsin.

6-ta’rif. Agar Vxe X uchun f (— x): f (x) tenglik bajarilsa, f (x) juft
funksiya deyiladi. Agar V x € X uchun f (— x) =—f (x) tenglik bajarilsa, f (x) toq
funksiya deyiladi.

Masalan, f (x)z x? +1 juft funksiya, f (x) =x’ + x esa toq funksiya bo‘ladi.

Ushbu f (x) =x*—x funksiya juft ham emas, toq ham emas.
Agar f (x) va g(x) juft funksiyalar bo‘lsa, u holda

£()+ g(x), £(x)-g(x), £(x)- g(x). % (g(x)%0)

funksiyalar ham juft bo‘ladi.
Agar f (x) va g(x) toq funksiyalar bo‘lsa, u holda
f(x)+g(x). f(x)-glx)
funksiyalar toq bo‘ladi,
7(6)-26). 22 (g(x)20)
g(x)
funksiyalar esa juft bo‘ladi.

Juft funksiyaning grafigi ordinatalar o‘qiga nisbatan, toq funksiyaning grafigi

esa kordinatalar boshiga nisbatan simmetrik joylashgan bo‘ladi.
3. Monoton funksiyalar. Teskari funksiya. Murakkab funksiyalar.
Faraz qilaylik, f (x) funksiya X < R to‘plamda berilgan bo‘lsin.
7-ta’rif. /2, p. 41, Def. 2.6] Agar V x,,x,€ X wuchun x, <x, bo‘lganda
f(x,)< f(x,) tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to‘plamda o‘suvchi deyiladi.

Agar V x,,x,€ X uchun x, <x, bo‘lganda f (x1)< f (xz) tengsizlik bajarilsa,
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f (x) funksiya X to‘plamda qat’iy o‘suvchi deyiladi.

8-ta’rif. [2, p. 41-42, Def. 2.6] Agar ¥V x,,x,€ X uchun x, <x, bo‘lganda
f(x,)> f(x,) tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to‘plamda kamayuvchi
deyiladi. Agar ¥ x,,x,€ X uchun x,<x, bo‘lganda f(x,)> f(x,) tengsizlik
bajarilsa, f (x) funksiya X to‘plamda qat’iy kamayuvchi deyiladi.

O‘suvchi hamda kamayuvchi funksiyalar umumiy nom bilan monoton
Sfunksiyalar deyiladi. [2, p. 42]

X

3-misol. Ushbu f(x)= funksiyaning X :[1,+ 00) to‘plamda

l1+x
kamayuvchi ekanligi isbotlansin.
< [1,+ 00) da ixtiyorly X, va x, nuqtalarni olib, x; < x, bo‘lsin deylik. Unda

2 2

FO) = fe3) = s

+ X, _1+x§ (1+x12)(1+x§)

I B X, (X, —x7) =(x1 —x,)=x; - x,)
1+ x2)(1+x3) 1+ x2)(1+x3)

bo‘ladi. Keyingi tenglikda
X —x,<0,1-x-x,<0
bo‘lishini e’tiborga olib,
fx)= f(x,)>0
yani, f(x,)> f(x,) ekanini topamiz. Demak,
x<x, = flx)>f(x) »
Aytaylik, f (x) va g(x) funksiyalar X < R to‘plamda o‘suvchi (kamayuvchi)

bo‘lib, C = const bo‘lsin. U holda
a) f(x)+ C funksiya o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi.

b) C >0 bo‘lganda C - f(x) o‘suvchi, C <0 bo‘lganda C - f(x) kamayuvchi
bo‘ladi.
v) f(x)+ g(x) funksiya o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi.
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y=f (x) funksiya X c R to‘plamda berilgan bo‘lib, bu funksiyaning
qiymatlaridan iborat to‘plam
Y, ={f(x)| xe X}
bo‘lsin.
Faraz qilaylik, biror qoidaga ko‘ra Y,, to‘plamdan olingan har bir y ga X
to‘plamdagi bitta x mos qo‘yilgan bo‘lsin. Bunday moslik natijasida funksiya hosil

bo‘ladi. Odatda, bu funksiya y = f (x) ga nisbatan teskari funksiya deyiladi va

x= f “'(») kabi belgilanadi.
1
Masalan, y = 5 x +1 funksiyaga nisbatan teskari funksiya x =2y —1 bo‘ladi.

Yugqorida aytilganlardan y = f (x) da x argument, y esa x ning funksiyasi,

teskari x= f "'(y) funksiyada y argument, x esa y ning funksiyasi bo‘lishi
ko‘rinadi.
Qulaylik uchun teskari funksiya argumenti ham x, uning funksiyasi y bilan
belgilanadi: y = g(x).
y=f (x) ga nisbatan teskari g(x) funksiya grafigi f (x) funksiya grafigini I
va III choraklar bissektrisasi atrofiida 180° ga aylantirish natijasida hosil bo‘ladi.
Aytaylik, Y, to'plamda u=F (y) funksiya berilgan bo ‘lsin. Natijada X
to plamdan olingan har bir x ga Y, to'plamda bitta y :
fixmy (y=1K),
va Y, to'plamdagi bunday y songa bitta u :
Fry—>u (u=F()
son mos qo ‘viladi. Demak, X to ‘plamdan olingan har bir x songa bitta u son mos
qo yilib, yangi funksiya hosil bo‘ladi: u=F ( f (x)) Odatda bunday funksiyalar
murakkab funksiya deyiladi. [2, p. 43]
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Elementar funksiyalar

11-ma’'ruza

Elementar funksiyalar kitobxonga o'rta maktab matematika kursidan ma’lum.
Biz quyida elementar funksiyalar haqidagi asosiy ma'lumotlarni bayon etamiz.
1°. Butun ratsional funksiyalar.

Ushbu

1 n

y=a,+ax+a,x’ +.+a,_x"" +ax
ko'rinishdagi funksiya butun ratsional funksiya deyiladi. Bunda a,,aq,...,a,—

0'zgarmas sonlar, n € N . Bu funksiya R = (-, +o0) da aniqlangan.

Butun ratsional funksiyaning ba'zi xususiy hollari:

a) Chiziqli funksiya. Bu funksiya

y=ax+b (a#0)

ko'rinishga ega, bunda a , b o'zgarmas sonlar.

CHizigli funksiya (—o0, + 00) da aniglangan a >0 bo'lganda o'suvchi, a <0
bo'lganda kamayuvchi: grafigi tekislikdagi to'g'ri chizigdan iborat.

b) Kvadrat funksiya. Bu funksiya

y=ax’ +bx+c (a#0)

ko'rinishga ega, bunda a , b , ¢ — 0'zgarmas sonlar.

Kvadrat funksiya R da aniglangan bo'lib, uning grafigi parabolani ifodalaydi.

Ravshanki,

2 2
y = ax’ +bx+c=a(x+ij —w.
2a 4a

Parabolaning tekislikda joylashishi ¢ hamda D = b* —4ac larning ishorasiga bog'liq
bo'ladi. Masalan, a >0, D >0 va a<0, D <0 bo'lganda uning grafigi 3-chizmada

tasvirlangan parabolalar ko rinishida bo’ladi.
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=0 <l
=0 =0

3-chizma.

2°. Kasr ratsional funksiyalar. Ushbu

2 n
_ a, +a1x+a2x +...+anx

y =
by +bx+byx* +..+b, x"
ko'rinishdagi funksiya kasr ratsional funksiya deyiladi. Bunda «, a,,...,a, va
by, by, ...,b, lar o'zgarmas sonlar n € N, m € N . Bu funksiya

X =(-0, +0) \ {x|b, +bx+...+b,x" =0}
to'plamda anigqlangan. Kasr ratsional funksiyaning ba'zi xususiy hollari:

a) Teskari proportsional bog lanish. U
a
y=— (x#0 a=const)
X

ko'rinishga ega. Bu funksiya
X =(-0,0) U (0,+0) = R\ {0}
to'plamda aniqglangan, toq funksiya, a ning ishorasiga qarab funksiya (—o0, 0) va

(0, + ) oraliglarning har birida kamayuv-chi yoki o'suvchi bo'ladi (4-chizma).

»i ‘y
u J aq:o
0 i 0 f iy

4-chizma

NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI 133 Xakimov R.




MATEMATIK ANALIZ I-kurs

b) Kasr chiziqli funksiya. U ushbu

3 ax+b
cex+d

ko'rinishga ega. Bu funksiya
d
X=R\{——} (c#0)
c

to'plamda aniqlangan:

Ravshanki,
ax+b bc—ad 1 a
= d: 2 . + —.
cx + C ri 2
c
Demak,
a bc—ad d a
y: +}/, o = 2 . ﬂ:—, }/:— .
x+p c c c

Uning grafigini y = 4 funksiya grafigi yordamida chizish mumkin.
x

3°. Darajali funksiya. Ushbu
y=x', (x=0)
ko'rinishdagi funksiya darajali funksiya deyiladi.

Bu funksiyaning aniqlanish to'plami a ga bog'liq. Darajali funksiya a >0,
bo'lganda (0, + o) da o'suvchi, a<0 bo'lganda kamayuvchi bo'ladi. y=x"
funksiya grafigi tekislik-ning (0,0) va (1,1) nuqtalaridan o'tadi.

4°. Ko rsatkichli funksiya. Ushbu

y=a'
ko'rinishdagi funksiya ko'rsatkichli funksiya deyiladi. Bunda ae€ R, a>0, a#1.
Ko'rsatkichli funksiya (—oo, 4+ o) anig-langan, Vx€ R da a* >0; a >1 bo'lganda
o'suvchi; 0 <a <1 bo'lganda kamayuvchi bo'ladi.

Xususan, a = e bo'lsa, matematikada muhim rol o'ynaydi-gan y = e” funksiya

hosil bo'ladi.
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Ko'rsatkichli funksiyaning grafigi Ox o'qidan yuqorida joylashgan va
tekislikning (0,1 ) nuqtasidan o'tadi.

5°. Logarifmik funksiya. Ushbu

y=log, x

ko'rinishdagi funksiya logarifmik funksiya deyiladi. Bunda a >0, a #1.

Logarifmik funksiya (0, + o) da aniglangan, y=a" funk-tsiyaga nisbatan
teskari; a >1 bo'lganda o'suvchi, 0 <a <1 bo'lganda kamayuvchi bo'ladi.

Logarifmik funksiyaning grafigi Oy o’'qining o'ng tomonida joylashgan va
tekislikning (0,1 ) nuqtasidan o'tadi.

6". Trigonometrik funksiyalar. Ushbu

y=sinx, y=coSx, y=Igx, y=-cCIgx,

y=secx, )=cosecx
funksiyalar trigonometrik funksiyalar deyiladi.
y=sinx, y=cosx funksiyalar R =(-o0, + ) da aniqlangan, 27 davrli
funksiyalar Vx € R da
—1<sinx<1, —1<cosx<l
bo'ladi. Ushbu
y =1gx,
funksiya

X=R\{xeR|x=(2k+l)%; k=0,+1,+2, }

to'plamda aniqlangan 7  davrli funksiya, ctgx, secx, cosecx funksiyalar
sin x, cosx, tgx lar orqali quyidagicha ifodala-nadi:

1 1 1
cigx=——-, Secx= , Cosecx=———-.

1gx COoSXx s x

7°. Giperbolik funksiyalar. Ko'rsatkichli y =e* funk-tsiya yordamida

tuzilgan ushbu
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X —X

e’ —e e +e
2 2

funksiyalar giperbolik (mos ravishda giperbolik sinus, giperbolik kosinus,

X ex _e—x ex +e—x

3 3

et +e’ et —e "

giperbolik tangens, giperbolik katangens) funksiyalar deyiladi va ular quyidagicha

et —e " et +e” et —e " e +e "
, chx= , thx=———, cthx=
2 e +e

shx = ——
e —e

belgilanadi.
8". Teskari trigonometrik funksiyalar. Ma'lumki, y =sinx funksiya R da

aniqlangan va uning qiymatlari to plami
Y, =[-1, 1]
bo'ladi.

Agar x¢€ _ﬁ, r bo'lsa, u holda X = —Z, 7| va Y, =[-1, 1]
22 2 2

to'plamlarning elementlari o zaro bir qiymatli moslikda bo’ladi.

y =sinx funksiyaga nisbatan teskari funksiya
y=arcsin x

kabi belgilanadi.
SHunga o'xshash y =cosx, y=1tgx, y=ctgx funksiyalarga nis-batan teskari

funksiyalar mos ravishda

y =arccosx, y=arctgx, y = arcctgx,
kabi belgilanadi.
Ushbu y=arcsinx, y=arccosx, y=arctgx, y=arcctgx funksiya-lar

teskari trigonometrik funksiyalar deyiladi.

Mashqlar

1. y= x? funksiya grafigiga ko'ra y= ax* +bx +c funksiya-ning grafigi
chizilsin.

1
2. y =— funksiya grafigiga ko'ra
x

_ax+b
Y cx+d

funksiyaning grafigi chizilsin.
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3. f (x) funksiyaning X < R to‘plamda quyidan chegaralanmaganligi ta’rifi

keltirilsin.
4. O nuqtaga nisbatan simmetrik bo‘lgan X < R to‘plamda berilgan har
ganday f (x) funksiya juft va toq funksiyalar yig‘indisi ko‘rinishida ifodalanishi

isbotlansin.

5. Ushbu f(x)=—

1
» funksiyaning X = [O,+ oo) to‘plamda kamayuvchi
X

ekani isbotlansin.

6. Agar f(x)= i bo‘lsa, f(f(f(x))) topilsin.
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4. Fixtengol’ts G. M. Kurs differentsial 'nogo i integral 'nogo ischisleniya, I t.
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Nazorat savollari

1. Funksiyaning ta’rifi.

Funksiya qanday usullarda beriladi?

Qanday funksiya chegaralangan funksiya deyiladi?

Qanday funksiya davriy funksiya deyiladi?

Qanday funksiya juft funksiya deyiladi?

Qanday funksiya toq funksiya deyiladi?

Qanday funksiya monoton funksiya deyiladi?

©® =2 kWb

Qanday funksiya murakkab funksiya deyiladi?
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Glossariy

Chegaralangan funksiya. Agar f (x) funksiya X to‘plamda ham yuqoridan,
ham quyidan chegaralangan bo‘lsa, f (x) funksiya X to‘plamda chegaralangan
deyiladi.

Davriy funksiya. Agar shunday o‘zgarmas T’ (T =0 ) son mavjud bo‘lsaki,
V x € X uchun

Dx-TeX,x+TelX,

2) f(x+T)=flx),
bo‘lsa, f (x) davriy funksiya deyiladi, 7 son esa f (x) funksiyaning davri deyiladi.

. 1, agar x ratsional son bo'lsa,
Dirixle funksiyasi. D(x)= . .
0, agar y irratsional son bo'lsa.
Funksiya. Agar X to‘plamdagi har bir x songa biror f qoidaga ko‘ra ¥
to‘plamdan bitta y son mos qo‘yilgan bo‘lsa, X to‘plamda funksiya berilgan
(aniglangan) deyiladi va
fix—y yoki y= f(x)
kabi belgilanadi.

Funksiyaning analitik usulda berilishi. x va y o‘zgaruvchilar orasidagi

bog‘lanish formulalar yordamida ifodalanadi.

Funksiyaning grafik ko‘rinishida berilishi. x va y o‘zgaruvchilar orasidagi

bog‘lanish tekislikda biror egri chiziq orqali ifodalanadi.

Funksiyaning jadval ko‘rinishida berilishi. x € X', y € Y o‘zgaruvchilar

orasidagi bog‘lanish jadval orqali ifodalanadi.
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Juft funksiya. Agar V x € X uchun f(~ x)= f(x) tenglik bajarilsa, f(x)

juft funksiya deyiladi.

Kamayuvchi funksiya. Agar V x,,x, € X uchun x, <Xx, bo‘lganda
f (x1 ) > f (xz) tengsizlik bajarilsa, f (x) funksiya X to‘plamda kamayuvchi
deyiladi.

Monoton funksiya. O‘suvchi hamda kamayuvchi funksiyalar umumiy nom

bilan monoton funksiyalar deyiladi.

Murakkab funksiya. Aytaylik, ¥, to‘plamda u = F’ (y) funksiya berilgan
bo‘lsin. Natijada X to‘plamdan olingan har bir x ga Y  to‘plamda bitta y:
frx=y (y=1(x)),
va Y, to‘plamdagi bunday y songa bitta u :
F:y->u (wu=F())
son mos qo‘yiladi. Demak, X to‘plamdan olingan har bir x songa bitta # son mos
qo‘yilib, yangi funksiya hosil bo‘ladi: u = F' ( f (x) ) Odatda bunday funksiyalar
murakkab funksiya deyiladi.

O‘suvchi funksiya. Agar V x,,x, € X uchun x; <x, bo‘lganda

£(x,)< f(x,) tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to‘plamda o‘suvchi deyiladi.

Qat’iy kamayuvchi funksiya. Agar V x,,x, € X uchun x; <Xx, bo‘lganda
f (x1 ) > f (xz) tengsizlik bajarilsa, f (x) funksiya X to‘plamda qat’iy kamayuvchi
deyiladi.

Qat’iy o‘suvchi funksiya. Agar V x,,x, € X uchun x, < x, bo‘lganda
f (x1 ) <f (xz) tengsizlik bajarilsa, f (x) funksiya X to‘plamda qat’iy o‘suvchi
deyiladi.
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Quyidan chegaralangan funksiya. Agar shunday o‘zgarmas m soni topilsaki,
VxeX uchun f (x) > m tengsizlik bajarilsa, f (x) funksiya X to‘plamda quyidan

chegaralangan deyiladi.

Teskari funksiya. Faraz qilaylik, biror qoidaga ko‘ra Y, , to‘plamdan olingan

har bir y ga X to‘plamdagi bitta x mos qo‘yilgan bo‘lsin. Bunday moslik natijasida

funksiya hosil bo‘ladi. Odatda, bu funksiya y = f (x) ga nisbatan teskari funksiya

deyiladi va x = f ~'(y) kabi belgilanadi.

Toq funksiya. Agar V x € X uchun f (— x) =—f (x) tenglik bajarilsa, f (x)

toq funksiya deyiladi.

Yugqoridan chegaralangan funksiya. Agar shunday o‘zgarmas M soni
topilsaki, Vx € X uchun f (x)S M tengsizlik bajarilsa, f (x) funksiya X

to‘plamda yuqoridan chegaralangan deyiladi.

Keys banki

10-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: O nuqtaga nisbatan simmetrik bo‘lgan X < R
to‘plamda berilgan har ganday f (x) funksiya juft va toq funksiyalar yig‘indisi

ko‘rinishida ifodalanishi isbotlansin.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha va
tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);
e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching

(individual).

NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI 140 Xakimov R.




MATEMATIK ANALIZ I-kurs

10-11-amaliy mashg‘ulot
Na’muna uchun misollar yechimi
1-misol. Ushbu
y= —x*+x+2 (2)
funksiyaning aniqlanish sohasi va giymatlari to ‘plami topilsin.
<4(2) munosabat ma’noga ega bo‘lishi uchun —x° + x+2>0 bo‘lishi lozim.
Keyingi tengsizlikni echib topamiz.
—x+x+220 = x*—x-2<0 = (x+1)(x-2)<0 => —-1<x<2.
Demak, berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi X = [—1, 2] bo‘ladi.
Ravshanki, y>0. Ayni paytda

3
bo‘lgani uchun 0< y < E bo‘ladi. Demak, funksiyaning qiymatlari to‘plami

Yf =[0, é} bo‘ladi. P
2

2-misol. Agar
-1, aeap x<0,
f(x)=signx=<0, aeap x=0, va g(x)=x-(1-x°)
I, aeap x>0
botsa, f(g(x)), g(f(x)) tar topilsin.
<
’l,agarx(l—x2)>0
f(g(x))zsgn[x(l—x2)]= O,agarx(l—x2)=0 =
—1,agarx(1—x2)<0
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l,agar 0<x <1 6a x<-1
=4 0,agar x=0 6a x==I

—l,agar x>1 6a —1<x<0.

g(f(x)) = signx(l — signzx) =0.»>

Misollar

Quyidagi funksiyalarning aniqlanish sohalari topilsin.

1
101 y=x+—

102.y=—7—
X 4 x*—5x+6
2
103. y = > 104. y =+2x+1 —+/x+1
25—-x
1
105. y = 106.y =1g(1-x’)

|+ x

107.y =1g(4-x*)
109. y=~9—x" +log
111. y=+/sinv/x

113. y =arccos

x+1

X

1+ x*

X
115. y = |arcsin| lg—
g \/ (gloj

117. y =1g(1 —tgx)

9. y=-—

121. y = x + signx

9x* +1
X

123. y=

108. y =log, log, log, x

NE

sin7Tx

110. y =

112. y =Incosx.

114. y = \/arcsin(logz x).

116. y =./lgcosx +4.

118. y= lg[cos(lgx)].

x* =5
2x-5

120. y=
1

122. y=x+— {x>0}
X

124. y =sinx +cosx
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125. y=Ig(1—-2cosx) 126. y:||x|—1|—x
2
127.y=x2+—x+2 128.y=x2—4-|x—1|+1
X —x+2

129. Agar f(x)=|x|—x bolsa, f(-1),(0),/(1),f(-2),/(2) lar topilsin.
130. Agar

f(x):{xz, arap 0<x<l1

x, arap l<x<?2

bo‘lsa, f(O),f(%j,f(%j,f(Z) lar topilsin.
131. Agar f(x)= i;i bo‘lsa, f(O),f(—x),f(x+1),f(x)+l,f(éj,ﬁlar

topilsin.

132. Agar f(x)=[x]+ signx bo‘lsa, f(O),f(%j,f(—%j,f(%) lar topilsin.

133. Agar f(x)=x"+3x—1bo‘lsa, f(a)+ f(—a) topilsin.

134. Agar f(JC):ax2 + bx + ¢ bo‘lsa, f(x+hh)—f(x)

topilsin.

135. f(x)=ax’ +bx’ + cx +d bo‘lsin. Agar f(-1)=0,/(0)=2,f(1)=-3,
/(2)=5 bo‘lsa, f(x) topilsin.
136. Agar f(x) =3" (a + bx) bo‘lsa,
f(x+2)—6f(x+1)+9f(x):O

bo‘lishi isbotlansin.
137. Agar f (u) funksiya (0,1) da aniglangan bo‘lsa,

f(sinx),f(lnx),f[mj

X

funksiyalarning aniglanish sohalari topilsin.

138. Agar ¢(x)=x2,l//(x)=x/; bo‘lsa,
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#(¢(x)).6(w (x)).w (w(x)).w (4(x)) lar topilsin.
139. Agar ¢(x)=signx, y(x) =% bo‘lsa, ¢(¢(x)),l//(y/(x)),¢(y/(x)),y/(¢(x))

lar topilsin.

140. Agar ¢(x) = Signx, Y (x) =1+ x* bo‘lsa, ¢(l// (x)),l// (¢(x)) lar topilsin.
141. Agar f(x)=+v1-x,x=1+sin’nt=¢(t) bo‘lsa, f(¢(t)) funksiyaning
aniqlanish sohasi topilsin.

142. Agar ¢(x)=lnx2,l//(x)=sinx bo‘lsa,¢(l//(x)),l//(¢(x)) funksiyalar va

ularning aniqlanish sohalari topilsin.

143. Agar | l) =x"+1 bo‘lsa, f(x) topilsin.
x

x—1

144. Agar | —J =x bo‘lsa, f(x) topilsin.
X+

145. Agar | LJ =x” bo‘lsa, f(x) topilsin.
X+

- _
g

n Ta

146. Agar f(x) = \/1-x|-72 bo‘lsa, f, (x) = f(f(f(x))) funksiya topilsin.
X

147. Agar f(x)= 1 :

— bo‘lsa, f(f(f(x))) = x tenglik x ning ganday

qiymatlarida o‘rinli bo‘ladi?
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Test
s s o s Mugqobil
Ne Savol To‘g‘ri javob | Mugqobil javob javob
L. y \/1+xfk. =0 1 V2 2
= unksiyani x =
V1—x
nuqtadagi qiymatini toping.
2. 3 ] 3 1 0
y= 7—x cosx +sinx+ 2
. . T
funksiyani x = > nuqtada
funksiyani hisoblang.
3. | y=x""+e funksiyani x=e 2e 3e 2
nuqtadagi qiymatini toping.
4. | y=x’-3x* + 3x —1 Funksiyani 4 4 442
x=34+1 nuqtadagi qiymatini
toping.
5. | y =sin2x funksiyani asosiy davrini V4 T V4
toping. 2 E
6. | y =sin3x+cos2x + tg x funksiyani 2r V4 T
asosiy davrini toping. 2
7. | Davriy bo’lmagan funksiyani toping. —cin<y — =sinx —cos3x X
y g y PMg. | y=giny/x—1 |V y=cos§+3
8. X 5 Toq funksiya Juft funksiya Juft ham
funksiya. cmas
9. x—1 _ _ X X x—1
y =——+1 funksiyaga teskari y= y=——+I1 y=—
x+1 2—x x+1 X
bo’lgan funksiyani toping.
10. X . _ 2x—4 x+1 2x—1
y =——+2 funksiyaga teskari y= y=— y=
2— x—1 x—1 x—1
bo’lgan funksiyani toping.
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Mavzu. Funksiya limiti

12-ma’ruza
Reja
1. To‘plamning limit nuqtasi.
2. Funksiya limiti ta’riflari va ekvivalentligi.

3. Funksiyaning o‘ng va chap limitlari.

1. To‘plamning limit nuqtasi.
Aytaylik, biror X < R to‘plam va x, € R nugta berilgan bo‘lsin.
I-ta’rif. ([1], p. 215, Def. 9.1.18) Agar x,, nuqtaning ixtiyoriy
U,(x)=(x,—¢&, x,+¢&), (Ve>0)
atrofida X to ‘plamning x, nuqtadan farqli kamida bitta nugtasi bo ‘Isa, ya'ni
Ve>0, Ixe X, x#x,: |x—x,|<¢&
bo‘lsa, x, nuqta X to ‘plamning limit nugqtasi deyiladi.
Misollar. 1. X =[0, 1] to‘plamning har bir nuqtasi shu to‘plamning limit
nugqtasi bo ‘ladi.
2. X =(0,1) to‘plamning har bir nuqtasi va x =0, x=1 nuqtalar shu
to ‘plamning limit nuqtalari bo ‘ladi. ([1], p. 215, Lemma 9.1.21)

I 11
3. X = {1, 5, g, Z, } to‘plamning limit nuqtasi x, = 0 bo‘ladi.

4. X =N ={1, 2, 3, ...} to‘plam limit nuqtaga ega emas.
2-ta’rif. ([2], p. 82. Item 3.3.3) Agar x, nuqtaning ixtiyoriy
Ul(x))=(x,, x,+¢) (U (x))=(x,—¢&, x,)) (Ve >0)
o'‘ng atrofida (chap atrofida) X to ‘plamning kamida bitta nuqtasi bo ‘lsa, x, nugta
X to‘plamning o‘ng (chap) limit nugqtasi deyiladi.
3-ta’rif. Agar ixtiyoriy ¢ € R uchun
U,(4o0)={xeR| x>c}

to‘plamda X to‘plamning kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, "+o" X to‘plamning limit
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“nuqta”si deyiladi.
Agar ixtiyoriy ¢ € R uchun
U,(0)={xeR| x<c}

"

to‘plamda X to‘plamning kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, "—o" X to‘plamning limit

«nuqtansi deyiladi.

Keltirilgan ta’rif va misollardan ko‘rinadiki, to‘plamning limit nuqtasi shu
to‘plamga tegishli bo‘lishi ham, bo‘lmasligi ham mumkin ekan.

1-teorema. Agar x, € R nuqta X c R to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsa, u
holda x, nuqtaning har qanday

U,(x)=(x,—¢&, x,+&) (Ve>0)

atrofida X to‘plamning cheksiz ko‘p nuqtalari bo‘ladi.

<« Aytaylik, x, nuqta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin. Teorema
tasdig‘ining teskarisini faraz gilaylik: x, nuqtaning biror U, (x,) atrofida X
to‘plamning chekli sondagi x,, x,,..., x, nuqtalarigina bo‘lsin. U holda

min {|xg —x; [, [xg = x5 ], ..s [xg—x, |, Sof=0

deb olinsa, x, nuqtaning U (x,) atrofida X to‘plamning x, dan fargli bitta ham
nuqtasi bo‘lmaydi. Bu esa x, nuqta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lishiga ziddir. »

2-teorema. ([1], p. 216, Th. 9.1.24) Agar x, nugta X C R to ‘plamning limit
nugqta-si bo ‘Isa, u holda shunday sonlar ketma-ketligi {x,} topiladiki,

1) VheN da x, e X, x, #Xx,,

2) n—oodax, > x,;
bo ‘ladi.

<« Aytaylik, x, € R nugta X C R to ‘plamning limit nugtasi bo ‘Isin. Unda I-
ta’rifga binoan

Ve>0, Ix, e X, x, #x,: |x, —x,|<¢€

bo ‘ladi. Jumladan,

e=luchun 3x, e X, x; #x,: |x,—x,|<1,
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1
8=§ uchun Ix, € X, x, #x,: |x2—x0|<§,

825 uchun Ixy € X, xy3#xy: |x3—x5[<=,

Szl uchun Ix, € X, x, #x,: |x, =X, |<l,
n n
bo ‘ladi.

Natijada qaralayotgan teoremaning 1) shartini qanoatlantiruvchi {x,} ketma-
ketlik hosil bo ‘lib, uning uchun ¥Yne N da | x, —x, |<1/n tengsizlik o ‘rinli bo ‘ladi.
Keyingi munosabatdan esa n — o da x, —> x, kelib chiqadi. »

Shuni ta’kidlash lozimki, 2-teoremaning shartlarini qanoatlantiruvchi ketma-
ketliklar ko‘plab topiladi.

2. Funksiya limiti ta’riflari va ekvivalentligi.

Faraz qilaylik, f(x) funksiya X < R to‘plamda berilgan bo‘lib, x, nuqta X

to‘plam-ning limit nuqtasi bo‘lsin. x, nuqtaga intiluvchi ixtiyoriy {xn}:
Xy Xyyoey X,0eee (X, €X, X, #X,)
ketma-ketlikni olib, funksiya qiymatlaridan iborat { f(x,)}:
SO, f(xy)s s f(,), .

ketma-ketlikni hosil gilamiz.

3-ta’rif. (Geyne). Agar n—>o da x, > x, (x,€X, x, #x,) bo‘ladigan
ixtiyoriy {x,} ketma-ketlik uchun n—>oo da f(x,)—>b bo‘lsa, bga f(x)
funksiyaning x, nuqtadagi limiti deyiladi va x = x, da f(x) = b yoki

lim f(x)=b

x—)xo

kabi belgilanadi.

Eslatma. Agar n — o da
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x,=>x, (x,eX, x #x,) vay, =>x, (y,€X, ¥, #x,)
bo‘ladigan  turli {x}, {y,} ketma-ketliklar ~ uchun n— oo da
f(x,)=>b,, f(y,)>b, bo'lib, b, #b, bo‘lsa f(x) funksiya x — x, da limitga
ega emas deyiladi.
1-misol. Ushbu
x*—16

x? —4x

Jx)=

funksiyaning x, = 4 nuqtadagi limiti topilsin.

<« Quyidagi {x,}:

limx, =4 (x,#4, n=1,2,.)

n—>0

ketma-ketlikni olaylik. Unda

n

2
x,—-16 x,+4
J(x,)= =

2
x, —4x, X,

bo‘lib, n — o da f(x,) —> 2 bo‘ladi. Demak,

2 —_—
tim = 1020 »
noo x° —4x
2-misol. Ushbu
!
f(x)=sin—
X

funksiyaning x — 0 dagi limiti mavjud bo‘lmasligi ko‘rsatilsin.
<« Ravshanki, n — o da
’ 2 ” 2

X, =— , X, =———>0
(4n-Dr 4n+Drx
bo‘ladi.
Bu ketma-ketliklar uchun
==, fa =T

bo‘lib, n —> o da
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fe)—>-1, f(x)—>1
bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya x, = 0 nuqtada limitga ega emas. »
4-ta’rif. (Koshi). ([1], p. 221, Def. 9.3.6) Agar V& >0 son olinganda ham
shunday & =0(g) > 0 topilsaki, Vxe X (1 (U (x,) \{x,}) uchun

| f(x)-bl<e
tengsizlik bajarilsa, b soni f(x) funksiyaning x, nuqtadagi limiti deyiladi:

lim f(x)=b.

X—>Xq
Bu ta’rifni qisqacha quyidagicha ham aytish mumkin:
Ve>0,36=0(e)>0, Vxe XN Us(xy) \{x,}): | f(x)-bl<e
bo‘lsa, lim f(x)=b.

x—)xo

3-misol. f(x)=C =const bo‘lsin. Bu funksiya uchun
lim f(x)=C

x—)xo

bo‘ladi.

x2 -1

4-misol. Ushbu f(x) = funksiyaning x, =1 nuqtadagi limiti 2 ga teng

x J—
ekani ko‘rsatilsin.

4 Ve>(0 soniga ko'ra 6 =& deb olsak, u holda |x—1|<d (x=#1)
tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x da

x2 -1

x_

-2=|x+1-2|=|x—-1|<o=¢

2

bo‘ladi. Demak, lim al =2.p»

X—>X( x—l

sin
5-misol. Faraz qilaylik, X =R\ {0} da f (x)=—x bo‘lsin. Bu funksiya
X

uchun

. sinx
lim =1

-0 x
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bo‘ladi.

<«Ma’lumki, x e (0, %j uchun
11
—Smx <—-x<-—-I1gx
2 2

bo‘ladi. Bu tengsizliklardan, funksiyalarning juftligini hisobga olib, 0 <| x| <z da

sin x
cosx<——x<1
X

bo‘lishini topamiz. Keyingi tengsizliklardan esa

. 2 2
sin x . X X X
0<l-""<l-cosx=2sin>=~<2.-2 =

x 2 4 2
bo‘lishi kelib chigadi.

Endi V& >0 niolib, 6 =min{¢; 1} deyilsa, unda Vx, |x|<d, x #0 uchun

sin x

O<l—-——=<e¢
X
bo‘ladi. Demak,
im0 =1
-0 x

6-misol. Ushbu

f(x)=a",a>0,xeR, x,=0
funksiya uchun

lima* =1
x—0

bo‘lishi isbotlansin.

<« a>1 bo‘lgan holni qaraylik. Bu holda f(x) funksiya qat’iy o‘suvchi
bo‘ladi:

Vx,, X, €R, x;<x, = f(x)<f(xy): a® <a™.

V& >0 sonni olaylik. Ma’lumki, n — oo da
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1 1
a" —>1, a"—>1
bo‘lib, ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan
1
dn, e N, Va>n;: a" <l+eg,

1
dn,eN, Van>n,: a’”">l-¢

1
bo‘ladi. Endi n, = max{n,, n,}, 6 =-— deyilsa, unda
o

Vx, |[x-0|<dé < —l<x<—
n n,

bo‘lganda

1 1

a® <a*<a" = l-g<a'<l+e < |a'-l|<e

bo‘ladi. Demak, lima™ =1.
x—0

0<a<1 bo‘lganda lima”™ =1 bo‘lishini isbotlash o‘quvchiga havola etiladi.
x—0

>
5-ta’rif. (2], p. 81, Def. 3.21) Agar ¥ & >0 son olinganda ham shunday 6 > 0

son topilsaki, Vx € X (N (Ug(xy)\{xo}) uchun f(x)> ¢ tengsizlik bajarilsa, f(x)
SJunksiyaning x, nuqtadagi limiti +o deb ataladi va

lim f(x)=+00

x—)xo
kabi belgilanadi.
Masalan,
1
f(X)=—, (x%0)
X
funksiya uchun
.1
lim— =+
x—0 x2
bo‘ladi.
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Aytaylik, f(x) funksiya X c R to‘plamda berilgan bo‘lib, x, =+00 nuqta
X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lIsin.
6-ta’rif. ([2], p. 72, Def. 3.11) Agar ¥ & >0 son olinganda ham shunday & >0
topilsaki, Vxe X, x > O uchun
| f(x)-bl<e
tengsizlik bajarilsa, b soni f(x) funksiyaning x, =+ dagi limiti deyiladi va

lim f(x)=b

x—>+00

kabi belgilanadi.

1
7-misol. Aytaylik, X =(0, + ), x, =+00, f(x)=— bo‘lsin. U holda
X

lim —=0
x—>+w X
bo‘ladi.
<« Hagiqatan ham, V& >0 sonnni olaylik. Ravshanki, ¥x >0 uchun
1 1 1
——0=—<¢ & x>—.
X X £

1
Demak, 6 = — deyilsa, unda Vx > 6 uchun

£
1 I 1
L 0‘ LS Y
X X O
bo‘ladi. »
8-misol. Faraz qilaylik,
xm
f(x)=—, a>1, meN, X=R
a
bo‘lsin. Unda
lim =0
x>+ g%

bo‘lishini isbotlaymiz.

<« ¢ >0 sonni olaylik. Ma’lumki, n — oo da
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(D)™

an

0

bo‘ladi. Unda

lm
Ve>0, In,, Va>n,: @@9
a

bo‘ladi.

Agar C = n, deyilsa, unda vx > C uchun
-0

ax

et
a a

bo‘ladi ([x]=n, =C). Demak, lim al

x>+ ¥

lim (1 + l) =e
x>+ X
<« V¢ >0 sonni olamiz. Ma’lumki, n — oo da
(1 + l) —>e,
n

1Y 1\ n+1
(1+ j =(1+ j . —>e.
n+1 n+1 n+2

Limit ta’rifiga binoan,

=0.»

9-misol. Ushbu

munosabat isbotlansin.

Ve>0,3n,eN, Vn>n,:
1 n 1 n+l
e—e<|1+—— | ,|1+—| <e+e
n+l n
Endi C = n, desak, unda Vx > C uchun

[x] X [x]+1
1 1 1
e—&s<|1+ <|1+—| <|1+— <e+¢&
[x]+1 X [x]
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bo‘lib,
1 X
(1+—) —el<e
X

lim(1+1j =e. >
xX—>00 X

3-teorema. ([1], p. 222, Prop. 9.3.9) Funksiya limitining Koshi hamda Geyne

bo‘ladi. Demak,

ta’riflari ekvivalent ta riflardir.

<« Koshi ta’rifiga ko ‘ra b soni f(x) funksiyaning x, nuqtadagi limiti bo ‘Isin:

lim f(x)=>b
X=X
Unda
Ve>0,30>0,Vxe X, |x—x,[<d, x#x,
Bo‘lganda

| f(0)—bl<e (1)
bo‘ladi. x, nuqta X to ‘plamning limit nuqtasi. Unda 2-teoremaga ko ‘ra {x,} ketma-
ketlik topiladiki, n — o da x, = x, (x, #x,, n=1,2,...) bo‘ladi. Ketma-ketlik
limiti ta rifiga binoan

60>0, dnye N, Va>n,:|x,—x,|<0, (2)

bo‘ladi. (1) va (2) munosabatlardan ¥'n > n, uchun

f(x,)—-b|<e
bo‘lishi kelib chiqadi. Bu esa b sonini Geyne ta'rifi bo‘yicha f(x) funksiyaning x,
nuqtadagi limiti ekanini bildiradi.
Endi b soni Geyne ta’rifi bo‘yicha f(X) funksiyaning x, nuqtadagi limiti
bo ‘Isin.
Teskarisini faraz gilamiz, ya'ni f(X) funksiyaning x, nuqtadagi limiti Geyne
ta’rifi bo‘yicha b ga teng bo ‘Isa ham, Koshi ta’rifi bo ‘yicha limiti bo ‘Imasin. Unda

biror €, >0 wuchun ixtiyoriy 6 >0 son olinganda ham 0<|x—Xx,|<d ni
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ganoatlantiruvchi biror x' da
| f(x")=bl|=¢,
bo ‘ladi.
Nolga intiluvchi musbat sonlar ketma-ketligi {5, } ni olaylik:

n—wdad, —0 (5 >0, n=1,2,...).
U holda

0<|x,~x,[< 8, = |f(x,)-b|2¢ 3)
bo ‘ladi. Ammo 5n — 0, da x, = x,, demak, Geyne ta'rifiga asosan

f(x,)—>b

bo ‘ladi. Bu (3) ga ziddir. Demak, b soni Koshi ta rifi bo ‘yicha ham, f(x)

Junksiyaning x, nuqtadagi limiti bo ‘ladi. »
3. Funksiyaning o‘ng va chap limitlari.

Aytaylik, f(x) funksiya X < R to‘plamda berilgan, x, nuqta X ning chap
limit nuqtasi bo‘lib,
(xg—7, X)X (¥>0)
bo‘lsin.
7-ta’rif. ([2], p. 82, Def. 3.22) Agar
Ve>0,36>0,Vxe(x,—0,x)): |f(x)=bl<e
bo‘lsa, b son f(x) funksiyaning x, nuqtadagi chap limiti deyiladi va

b= lim f(x)=/(x,-0)

X—xo—
kabi belgilanadi.

Faraz qilaylik, f(x) funksiya X < R to‘plamda berilgan, x, nuqta X ning
o‘ng limit nugtasi bo‘lib,

(X%, +7) X (y>0)

bo‘lsin.

8-ta’rif. ([2], p. 82, Def. 3.22) Agar

Ve>0,36>0,Vxe(x,, x,+9): | f(x)-b|<e
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bo‘lsa, b son f(x) funksiyaning x, nugtadagi o ‘ng limiti deyiladi va
b= limof(x):f(xo +0)

x—>xO +

kabi belgilanadi.

Masalan,

I, agar x>0 bolsa,
f(x)=:0, agar x=0 bo'lsa,

-1, agar x<O0 bo'lsa,

funksiyaning 0 nuqtadagi o‘ng limiti 1, chap limiti —1 bo‘ladi.

Mashqlar

1. Ushbu
lim f(x)=400, lim f(x)=+o,

X—>+00

lim £(x)=—o, lim f(x)=—

X—>+00

limitlarning ta’riflari keltirilsin.
. T . .. ..
2. Ushbu f(x)=sin— funksiya x, = 0 nuqtada limitga ega emasligi
X
isbotlansin.

.1
3. Limit ta’rifidan foydalanib, hn1l— =0 bo‘lishi isbotlansin.
=l x —
4. f(x) funksiya a nuqtada b limitga ega bo‘lishi uchun uning shu nuqtadagi
o‘ng va chap limitlari mavjud bo‘lib,
fa+0)=f(a-0)=b

tengliklar o‘rinli bo‘lishi zarur va etarli bo‘lishi isbotlansin.

Adabiyotlar
Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.

—

2. Canuto C., Tabacco A. Mathematical analysis 1. Springer-Verlag, Italia,
2008.

3. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma’ruzalar, I g. T. “Voris-nashriyot”, 2010.

4. Fixtengol’ts G. M. Kurs differentsial 'nogo i integral 'nogo ischisleniya, I t.
M. «FIZMATLIT», 2001.

NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI 157 Xakimov R.




MATEMATIK ANALIZ I-kurs

Nazorat savollari
9. To‘plamning limit nuqtasi.
10. Geyne bo‘yicha funksiyaning limiti ta’rifi.
11. Koshi bo‘yicha funksiyaning limiti ta’rifi.

12. Funksiyaning o‘ng va chap limitllari.

Glossariy

Funksiyaning cheksizlikdagi limiti. Agar V& > 0 son olinganda ham shunday
0 >0 topilsaki, Vx e X, x > ¢ uchun

| f(x)-bl<e
tengsizlik bajarilsa, b soni f(x) funksiyaning x, =+oo dagi limiti deyiladi va

lim f(x)=b

x—>+00

kabi belgilanadi.

Funksiyaning limiti cheksizlik bo‘lishi. Agar V& >0 son olinganda ham
shunday & > 0 son topilsaki, Vxe X (1 (U4 (x,) \{x,}) uchun f(x)> ¢ tengsizlik
bajarilsa, f(x) funksiyaning x, nuqtadagi limiti +co deb ataladi va

lim f(x)=+o%

x—)xo

kabi belgilanadi.

Funksiyaning nuqtadagi chap limiti. Agar
Ve>0,36>0,Vxe(x,—0,x)): |f(x)-bl<e

bo‘lsa, b son f(x) funksiyaning x, nuqtadagi chap limiti deyiladi va

b= lim f(x)=/(x,-0)

x—)xo—

kabi belgilanadi.
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Funksiyaning nuqtadagi limiti (Geyne bo‘yicha). Agar n — o0 da x, = X,
(x, e X, x, #x,) bo‘ladigan ixtiyoriy {x,} ketma-ketlik uchun n — oo da
f(x,)—b bo‘lsa, b ga f(x) funksiyaning x, nuqtadagi limiti deyiladi va x — X,
da f(x)— b yoki
lim f(x)=>b

x—)xo

kabi belgilanadi.

Funksiyaning nuqtadagi limiti (Koshi bo‘yicha). Agar V& >0 son olinganda
ham shunday & =35(¢g) > 0 topilsaki, Vxe X (N (Us(x,) \{x,}) uchun
| f(x)-bl<e
tengsizlik bajarilsa, b soni f(x) funksiyaning x, nuqtadagi limiti deyiladi:

lim f(x)=b.

x—)xo
Bu ta’rifni qisqacha quyidagicha ham aytish mumkin:
Ve>0,36=0(e)>0, Vxe XN Us(xy) \{x,}): | f(x)-bl<e
bo‘lsa, lim f(x)=b.

x—)xo

Funksiyaning nuqtadagi o‘ng limiti. Agar
Ve>0,36>0,Vxe(x,, x,+0): | f(x)-b|<e
bo‘lsa, b son f(x) funksiyaning x, nuqtadagi o‘ng limiti deyiladi va

b= limof(x):f(x0+0)

x—>xO +

kabi belgilanadi.

Limit nuqta. Agar x, nuqtaning ixtiyoriy
U,(x)=(x,—¢&, x,+¢&), (Ve>0)
atrofida X to‘plamning x, nuqtadan farqli kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, ya'ni
Ve>0, Ixe X, x#x,: |x—x,|<¢&

bo‘lsa, x, nuqta X to‘plamning limit nuqtasi deyiladi.
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O‘ng (chap) limit nuqtasi. Agar x, nuqtaning ixtiyoriy
Ul (x))=(xy, x,+¢) (U (x))=(x,—¢&, x,)) (Ve >0)
o‘ng atrofida (chap atrofida) X to‘plamning kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, x, nuqta X

to‘plamning o‘ng (chap) limit nuqtasi deyiladi.

Keys banki

11-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: f(x) funksiya a nuqtada b limitga ega bo‘lishi
uchun uning shu nuqtadagi o‘ng va chap limitlari mavjud bo‘lib,
fla+0)=f(a-0)=b
tengliklar o‘rinli bo‘lishi zarur va etarli bo‘lishi isbotlansin.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha va
tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);
e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching

(individual).

12-amaliy mashg‘ulot
Na’muna uchun misollar yechimi
1 —-mis ol. Funksiya limiti ta’rifidan foydalanib

limsinx=1.

P
2
bo‘lishi isbotlansin.

<4 Ve >0 sonni olib, unga ko‘ra 0 ni  =¢ deylik.

Unda < 0 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x larda

T
x__
2
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T T
- xX—— X——
|sinx—1|=sinx—sin—‘=2sin 2cos 22 <
T
T, T
< 2lsin 22 <lx——|<d=¢

bo‘ladi. Demak,

limsinx=1.»

v
x>
2

Misollar

Funksiya limiti ta’rifidan foydalanib quyidagi tengliklar isbotlansin.

2 2 _
569. lim > 10§ 570. lim = 10 2
x4 x — 4 =4 x° —4x
. 2xX +5x-3 572, lim 2> —2%"1_ 4
571, lm——=-7 x> 1
x—-3 X+ 3 X+ —
3
2 . 2
573, lim>>_—>¥ =2 _5 574. lim 228X ¢
x—2 X — 2 x—>-1 X+ 1
575. limcosx =cosa 576. lin(} sinx=0
) 1 i +1—
577. im =00 578. lilel =0
=3 x — 3 x—0 X
579. 1in’31x4 =81
1 .
il aczap x#0 oyica, y
580. f(x)= xlggf(x) =1
0, azap x=0 oynca.
) | )
581. limxsin—=0 582. lim —; =
x—0 X =>2x" 4+3x4+2
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Quyidagi funksiyalar a nuqtada limitga ega emasligi isbotlansin.

583. f(x)="—, a=0
1
584. f(x):cos—, a=0

585. f(x):sinl, a=0

586, f(x)= X+ X+ x+1, azap x2>1 6ynca, Jo1
0, azap x<1 6ynca.
587. f(x)=x-[x], a=2
* <0 oy
588, f(x)= e, azap Xx Vaca, 420
2+x, azap x>0 o6ynca.
1, aecap x ayuonan com oyica,
589. D(x)= i P -
0, aeap x uppayuonan com 6yica.
a € R - ixtiyoriy nuqta.
2 o
0
590. f (x): X', @eap X uppayuowan con byica, . nksiya qanday
l, aeap x payuonan con OyIca.

nuqtalarda limitga ega?

1
591. f(x)=[x]-—, funksiyaning x — 0 dagi limiti mavjudmi ?
X

Quyidagi funksiyalarning ko‘rsatilgan nuqtadagi o‘ng va chap limitlari
topilsin.
x—|x]
592. f(x)=——, a=0
Sx)=—=

593. f(x)=arccos(x—1), a=0

594, f(x)=2%, @ =%
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sinx .
—, aeap x>0 oynca,

595. f(x)=1 x ~

cosx, aeap x<0 6yica.

I
e

596. f(x)=sgnx, a=0

597. f(x)=sgn(cosx), a==

598. f(x)=———, a=3

599. f(x)=——, a=-1

600.f(x):x+[x2}, a=10

601, £(x)="0% 40

|x
Vv1—cos2x

602. f(x)=—"""—, a=0
X
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Test
To‘gri Mugqobil Mugqobil Mugqobil
Ne Savol
javob javob javob javob
1. | 0 qanday giymatlarida 0<0,99 0>10 0>2 0<5
|x—1|< o tengsizligidan
|lgx |< 2 tengsizlik kelib
chiqadi?
2.0 . X +4x-5 3 =7 7
lim———=? — = -
x—2 x2 — 1 3 7 3
3o X +3x7+2x 2 -1 -2 -3
lim — =7 ——
x>2 x° —x-— 6 5
40 X +5x0 + 4y 2 0 -2 1
lim - — =7
=0 x' +2x
5. 207 742 49 16 0 00
lim (x+1)°(3 47x) = 49
x>0 (2x—1) 16
lim| —; —x |=?
ol xT +1
7. liIan[x] =? 1 0 -2 1
8. | lim[x]=? 0 16 0 0
x—1-0
9. 1i13n0 sgn x =? 1 4 5 6
10. 1ir2110{x} =? 1 3 -7 7
3
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Mavzu. Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari

13-ma’ruza
Reja
1. Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari.
2. Monoton funksiya limiti.
3. Koshi kriteriysi.

1. Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari.

Chekli limitga ega bo‘lgan funksiyalar ham yaqinlashuvchi ketma-ketlik singari
qator xossalarga ega.

Faraz gilaylik, f(x) funksiya X < R to‘plamda berilgan bo‘lib, x, € R nuqta
X ning limit nuqtasi bo‘lsin.

I-xossa. ([2], p. 89, Th. 4.1) Agar x = x, da f(x) funksiya limitga ega
bo ‘Isa, u yagona bo ‘ladi.

<« Bu xossaning isboti limit ta’riflarining ekvivalentligi hamda ketma-ketlik
limitining yagonaligidan kelib chigadi. »

2-xossa. Agar

lim f(x)=>, (b — chekli son)

XX,
bo‘lsa, u holda x, nuqtaning shunday U, (x,) (6 >0) atrofi topiladiki, bu atrofda
f(x) funksiya chegaralangan bo‘ladi.
4 Aytaylik,
lim f(x)=>b

X=X,
bo‘lsin. Funksiya limiti ta’rifga binoan
Ve>0, 36 >0, Vxe X N(Ujs(x,) \{x,}) da| f(x)-blke
ya'ni b—¢& < f(x) <b+ ¢ boladi. Keyingi tengsizliklardan f(x) funksiyaning x,
nuqtaning Uz (x,) atrofida chegaralanganligi kelib chiqadi. »
3-xossa. ([2], p. 90, Th. 4.2) Agar
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lim f(x)=b

x—)xo

bo'lib, b< p bo'lsa, u holda x, nuqtaning shunday U z5(x,) atrofi topiladiki, bu

atrofda
fx)<p
bo ‘ladi.
o Shartga ko ‘ra
lim f(x)=0.
X=X,

Funksiyaning limiti ta rifiga ko ‘ra € = p —b >0 uchun shunday 6 >0 son topiladiki,

VxelX,

x—x0‘<5, X # X, uchun
| f(x)-b|<e = flx)<b+e=p

bo‘ladi. Buesa ¥ x eUg(x,) da f(x)< p bo lishini bildiradi. ™

Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar X — R to‘plamda berilgan bo‘lib,
X, € R nuqta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.

4-xossa. ([2], p. 92, Corollary 4.4) Agar
lim f(x)=5,, 1i_>m g(x)=>b,

XX,

X—>Xg
bo‘lib, Vxe X da f(x)< g(x) tengsizlik bajarilsa, u holda b, <b,, ya'ni
lim f(x)< lim g(x)

X=X XX,
bo ‘ladi.
o Aytaylik,
lim f(x)=b,, lim g(x)=b,
bo ‘Isin.

Funksiya limitining Geyne ta'rifiga ko ‘ra x, ga intiluvchi ixtiyoriy
x, =>x, (x,eX, x, #Xx,)
ketma-ketlik uchun
n—oda f(x,)—>b, g(x,)—>b, (1)
bo ‘ladi.
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Ravshanki, ¥ ne N da

fx,)<g(x,) (2)
Yaginlashuvchi ketma-ketlikning xossalaridan foydalanib, (1) va (2)

munosabatlardan lim f(x,) < llm g(x,) , ya'ni b <b, bo lishini topamiz. »
X=X,

X=X
5-xossa. ([1], p. 223, Prop. 9.3.14) Faraz qilaylik,
lim f(x)=5b,, hmg(x) b, (b,b,eR)

limitlar mavjud bo ‘Isin. U holda
a) Vce R da hm (c- f(x)=c- hm f(x);

b) Im(f(x)+g(x))=1lm f(x)+ lim g(x);
v lim (/) g() = lim £(x)- lim g(x):

) lim f(x)

x—)xo

g) Agar by, #0 bo ‘Isa, lim
—x g(x)  lim g(x)
X=X
bo ‘ladi.
Bu tasdiglarning isboti sonlar ketma-ketliklari ustida arifmetik amallar
bajarilishi hagidagi ma’lumotlardan kelib chigadi.
1-misol. Ushbu

X+ xi X+ +x"—n
lim

x—1 x—l

limit hisoblansin.

<« Bu limitni yuqoridagi xossalardan foydalanib hisoblaymiz:

lim x+x7 4 4. AX —n (x—1)+(x2 D+ D)+ 1)
x—)l1 x—1 x—)l1 x—1 B

=1m(x—l)[1+(x+1)+(x2+x+1)+...+(x”‘1 +X"+x+1)]

x—l x—1

n(n+1)

=1+2+3+...+n= >
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2-misol. Ushbu

. l—cosx
lim——
x—0 X

limit hisoblansin.

<« Ma’lumki, 1 - cosx =2sin’ g Shuni hisobga olib topamiz:

2

.2 X . X
1 — cos x 2sin 5 1 sma
x—0 X x—0 X x—0 72 f
2
X
sin — sin — 1
— 2| lim—2 -1im —~.»
2 x>0 Xx  xo0 X 2
2 2

2. Monoton funksiya limiti. ([2], p. 85, Item 3.3.4)

Faraz qilaylik, f (x) funksiva X c R to‘plamda berilgan bo lib,
(xy—7, %, )= X bo'lsin (y>0). Ravshanki, x, € R nuqta X to ‘plamning limit
nugqtasi bo ‘ladi.

1-teorema. Agar f (x) funksiyva X to‘plamda o’‘suvchi bo‘lib, u yuqoridan

chegaralangan bo ‘Isa, funksiya x, nuqtada

lim /(x)

x—)xo—
limitga ega bo ‘ladi.
«f (x) funksiya giymatlaridan iborat bo ‘Igan ushbu

F:{f(x)‘xeXm{x<x0 }}

to ‘plamni  qaraymiz. Teoremaning shartiga ko‘ra bu to'plam yuqoridan
chegaralangan bo ‘ladi. U holda to ‘plamning aniq chegarasining mavjudligi haqgidagi
teoremaga ko ‘ra F tuplam aniq yuqori chegaraga ega. Uni b bilan belgilaymiz:

supF=b>.

Endi, lim f (x)=b bo ‘lishini isbotlaymiz. Aniq yuqori chegara ta’rifiga

x—=>x5—0
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ko ‘ra:

D VxeX n{x<x,}uchun f(x)<b,
2 aAx e X nfx<x,}, X <x,: ( )>b g, (Ve&>0) boladi
Agar 8 = x, — x* >0 deyilsa, unda VY x e (x, =5, x, )" (x, =7, x, ) uchun
b—e<flx)< f(x)<b<b+e

bo lib,
| f(x)-b|<e
tengsizlik bajariladi. Bu esa
lim f (x)=>b
x—x—0

ekanini bildiradi. W
Xuddi shunga o xshash quyida keltiriladigan teorema isbotlanadi.
Aytaylik, f(x) funksiya X C R to ‘plamda berilgan bo lib, (x,,x, +y ) X
bo ‘Isin (7/ >0 ) Ravshanki, x, € R nuqta X to ‘plamning limit nugtasi bo ‘ladi.
2-teorema. Agar f (x) funksiya X to ‘plamda kamayuvchi bo ‘lib, u quyidan

chegaralangan bo ‘Isa, funksiya x, nuqtada

lim £(x)

X=Xy +0
limitga ega bo ‘ladi.
3. Koshi Kkriteriysi.
Endi funksiya limitining mavjudligi haqidagi umumiy teoremani keltiramiz.
Faraz qilaylik, f (x) funksiya X < R to‘plamda berilgan bo‘lib, x, € R nuqta
X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
1-ta’rif. Agar V& > 0 olinganda ham shunday & >0 son topilsaki,
Vxe X n(Uys(x)\{xg ), YyeX n(Us(x)\{x})
lar uchun
[f()-f(v)|<e 3)

tengsizlik bajarilsa, f (x) uchun x, nuqtada Koshi sharti bajariladi deyiladi.
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!
3-misol. Ushbu f(x)=xsin— funksiya uchun x, =0 nuqtada Koshi sharti
X
bajariladi.
g
<« Hagigatan ham, V& >0 songa ko‘ra 0 = E deyilsa, u holda

VxeXﬂ(UE(O)\{O}), ‘v’yeXﬂ(UE(O)\{O})

2 2

lar uchun (ya’ni ‘x‘ <0,

y‘<5 uchun)
! ! ! .1

| /()= f(»)|=| xsin—— ysin— | <[xsin—|+| ysin—| <
X y X y

& &
<|x|+]y|l<=+Z=¢
|x[+]y] 55

bo‘ladi.
3-teorema (Koshi). f (x) funksiya x, nuqtada chekli limitga ega bo‘lishi
uchun bu funksiya x, nuqtada Koshi shartining bajarishi zarur va etarli.
« Zarurligi. f (x) funksiya x, nuqtada chekli limitga ega bo‘Isin:
lim f(x)=>.

x—)xo
Limit ta’rifiga binoan:

Ve>0,36>0,Vxe X n(Us(x, )\{x,}) uchun

| f(x)—Db) |<§ )

bo‘ladi. Shuningdek, VyeX N (Us(X,) \ {X,}) uchun ham

g
If(y)—b)|<§ (5)
bo‘ladi. (4) va (5) munosabatlardan
[FG)=f W] fG)=bl+p-f(y)<e
bo‘lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Aytaylik f (x) funksiya uchun (3) shart bajarilsin. x, nuqtaga

intiluvchi ikkita
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x, >x, (x, 2x,, n=1,2,...), x, e X,

y, =>x, (v, 2x,, n=1,2,...), y, € X,
ketma-ketliklarni olamiz. Bu ketma-ketliklardan foydalanib, ushbu

X Vis Xos Voo vees Xys Vys oo

ketma-ketlikni hosil qilamiz. Uni z, bilan belgilaymiz. Ravshanki, z, ketma-ketlik
uchun

z, > x, (z, 2%y, n=1,2,...), z, € X
bo‘ladi. Teorema shartiga binoan V & > 0 soniga ko‘ra ¢ >0 sonni olamiz.
Modomiki, n — o da z, — x,, ekan, unda limit ta’rifiga ko‘ra:

0>0,3In,eN, Vn>n0:‘zn —x0‘<£
bo‘ladi. Unda Vm > n, , Vn > n, uchun

| f(z,)-1(z,)]<e
tengsizlik bajapiladi. Byndan f (zn) ketma-ketlikning fyndamental ekanligi kelib
chigadi. Demak f (zn) ketma-ketlik yaqinlashyvchi:
n—owda f(z,)>b.

Unda

fe,)=b, f(y,)—>b
bo‘lib, fynksiya limitining Geyne ta’pifiga binoan lim f(x) =5 bo‘ladi. »

x—)xo

Mashgqlar
1. Ushby

n
lim
noe ] 4 x"

limit bilan aniqlanadigan fynksiya topilsin.

2. Ushby

lim sin(zvn? +1)

n—©

limit xisoblansin.
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Nazorat savollari
Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari ganday xossalari bor?
Monoton funksiyaning limiti haqida nima deyish mumkin?

Funksiya uchun Koshi sharti.

e

Koshi kriteriysi.

Glossariy
Funksiyaning nuqtadagi limiti (Geyne bo‘yicha). Agar n — o0 da x, = X,
(x, e X, x, #x,) bo‘ladigan ixtiyoriy {x,} ketma-ketlik uchun n — oo da
f(x,)—>b bo‘lsa, b ga f(x) funksiyaning x, nuqtadagi limiti deyiladi va x — x,
da f(x)— b yoki
lim f(x)=b

x—)xo

kabi belgilanadi.
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Funksiyaning nuqtadagi limiti (Koshi bo‘yicha). Agar V& >0 son olinganda
ham shunday & =35(¢g) > 0 topilsaki, Vxe X (N (Us(x,) \{x,}) uchun
| f(x)-bl<e
tengsizlik bajarilsa, b soni f(x) funksiyaning x, nuqtadagi limiti deyiladi:

lim f(x)=b.

X=X
Bu ta’rifni qisqacha quyidagicha ham aytish mumkin:
Ve>0,36=0(e)>0, Vxe XN Us(xy) \{x,}): | f(x)-bl<e
bo‘lsa, lim f(x)=b.

x—)xo

Koshi sharti. Agar V & >0 olinganda ham shunday 6 > 0 son topilsaki,
Vxe X n(Us(x )\ {x }), YyeX n(Usle)\1x})
lar uchun

[ f(x)-f()<e
tengsizlik bajarilsa, f (x) uchun x, nuqtada Koshi sharti bajariladi deyiladi.

Limitning yagonaligi. Agar x — x, da f(x) funksiya limitga ega bo‘lsa, u
yagona bo‘ladi.

Keys banki

13-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Ushbu

n

lim
noe ]+ x"

limit bilan aniqlanadigan funksiya topilsin.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha va
tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);
e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching

(individual).
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13-amaliy mashg‘ulot
Na’muna uchun misollar yechimi

1-misol. Ushbu

lim(l—x)tg%

x—1
limit hisoblansin.

<«Avvalo 1-x=¢ deb olamiz. Unda x — 1 da t — 0 bo‘ladi. SHuni ¢’tiborga

olib topamiz:

Ty
X T it tCOS? t 2
lim(1-x)rg——=lim¢-1g—(1-¢) =lim? - cig—=lim——=—=1lim ==
x—1 2 1—0 2 1—0 2 =0 . Tt =0 . 7wt
sin— sin—
2 2
>
Misollar
Quyidagi limitlar topilsin.
x—4
605. lim
x—4 \/; _ 2
2
x—2
606. lim(3—)
=2 x _8
4/ 3
607. lim S22 —°
x—16 X — 4
.ox"=1
608. lim , (n, me N)
-1 x™ —]
609 limm/;_1 (n meN)
) x—1 Q/;_ ’
610. lim( n___Mm j, (n,m € N)
I\ T-x" 1-x"
V6—x —1
611. im—7—M—
=53 —\/4+
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X—>00

i/1+4 —4\t/1+3
612. lim X X
| 5

‘i/l‘
X

613. lim al (n,m € N)

=0 81+ ax K1+ bx -1

(o ) (Vo =]

614. lim , neN
x—0 X
. FAlx+

615. lim V" Y* Jx

e x+1

2 n
. XX X -
616. lim X2 al n, neN

x—l x—1

x—1

x2—1
617. lim| =
1

X—>00 X +

2

2 X
618. lim( ad +1)

X—0 X2 -2

619. lim</1-2x

x—0

Quyidagi limitlar topilsin.

) 5 . COSX

. Sin 621. lim
620. lim——— .

x—0 nx 2 E — X

: sinx _ 3_
622. lim— : 623. 1im ¥ ~1

x>0 §in6x —sin7x =0 §in"2x

sinx —sina . 2 1

624. Ilm—— 625. lim —

o ¥ HO(sinzx -sinx sin’ xj

I sin x . l—cosx-+/cosx

626. lim > 627. lim 5
=Tt — X x—0 tgx
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628.

lim x? (cosl - coséj

X—>0 X X

CoSx - cos” 2x - cos’ 3x

630. lim -
x—0 X
632. lim(sinx)tgx
PN
2
. Sshx
634. im——
x—0 X
1
. ch2x ¥
636. lim
=0\ chx
1
638. limx[?)x —lj
sin5x sin x
640. lim < ©

642.

644.

646.

647.

=0 In(1+2x)

. Incos5x
Im———

0 [ncos4x

lim

x—>+0

2) lim (\/E—x);

xX—>—00

1
l+sinx—cosx \x
1+sin4x —cos4x

a) lim(\/1+x+x2 _\/1—X+x2);

xX—>—00

629.

631.

633.

635.

637.

639.

641.

643.

645.

limsin® z\n® +n

n—

1
. [ sinx \x*-d*
lim| —
x—a\ sina

. . 1g%x
hn;(sm X)

=0 cosx —1

lim (sin x + cos x)21x

x—0

) e7x _ e2x
lim
x—0 tgx

1 1
lim x° [4’“ — 4~ }

1
m(dx ;bx)x (a>0, b>0)

oo @€ cos(1—x)

x—+0 \/;

b) lim (m - x)

X—>+00

b) lim

X—>+00

(\/1+x+x2 —\/1—x+x2)
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Test
To‘g‘ri | Mugqobil | Muqobil | Mugqobil
Ne Savol
javob javob javob javob
Ly Jx-2-2 1 1 1 1
Im——— =? - - - -
-6 x—6 4 5 6 7
2. l6— x —1 3 5 7 9
Iim—————=?
53 -4+ x
3 | lim(x —1=Vx2 +1) 0 ! -1 0
4 lim(ax +13x2 —7-2x%)=2 | 13 1 0 13
X—>00 4 4
5. 3 2 1
lim 2%
=0 SIn X
6. | . sin x -1 0 1 00
lim— , =?
=0 81N 6x —SIin7x
7. | .. arcsin2x 2 0 5 7
lIm————=?
x—0 X
81 x Y 1 1 1 1
}CEE(XJFJ o e 5 6 7
9.1 .. 10°-1 In10 1 0 _1
lim = — -
=0 2% ] In2 e
10. ' (x2 + 4))62 68 62 64 e
lim 5 =9
x—0 X _4
NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI 177 Xakimov R.




MATEMATIK ANALIZ I-kurs

Mavzu. Funksiyalarni taqqoslash

14-ma’ruza
Reja
1. Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar.
2.“07” va “0” belgilar, ularning xossalari.

3. Funksiyalarning ekvivalentligi.

1. Cheksiz katta va cheksiz Kkichik funksiyalar.
Aytaylik, OC(X) hamda [ (x) funksiyalar X < R to‘plamda berilgan bo‘lib,
X, € R nuqta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
1-ta’rif. ([2], p. 130, Def. 5.8) Agar

lim a(x)=0
X—>X,

bo ‘Isa, Oc(x) SJunksiya x — x, da cheksiz kichik funksiya deyiladi.
Masalan, x — 0 da Oc(x) =sinXx funksiya cheksiz kichik funksiya bo ‘ladi.
2-ta’rif. (/2], p. 130, Def. 5.8) Agar
lim B(x) =

x—)xo

bo‘lsa, P (x) Junksiya x — x, da cheksiz katta funksiya deyiladi.

1
Masalan, x — 0 da [(x) = — funksiya cheksiz katta funksiya bo‘ladi.
X

Cheksiz kichik hamda cheksiz katta funksiyalar cheksiz kichik hamda cheksiz
katta miqdorlar kabi xossalarga ega bo‘ladi:

1) Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalar yig‘indisi cheksiz kichik funksiya
bo‘ladi;

2) Chegaralangan funksiyaning cheksiz kichik funksiya bilan ko‘paytmasi
cheksiz kichik funksiya bo‘ladi;

cheksiz katta

3) Agar a(x) (@ (x)#0) cheksiz kichik funksiya bo‘lsa, o
(X

funksiya bo‘ladi.

NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI 178 Xakimov R.




MATEMATIK ANALIZ I-kurs

cheksiz kichik funksiya

4) Agar ﬁ(x) cheksiz katta funksiya bo‘lsa, 500)
x

bo‘ladi.
2.“07” va “0” belgilar, ularning xossalari.

Faraz qilaylik, f (x) va g(x) funksiyalari X < R to‘plamda berilgan bo‘lib,
x, nuqta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.

3-ta’rif. ([2], p. 123, Def. 5.1) Agar shunday o zgarmas C >0 soni va shunday
0 >0 son topilsaki, Vx € X N (Ug(xy) \{x,}) uchun

[ f()] < Clgx)]
tengsizlik bajarilsa, ya 'ni
ACeR,, 36 >0, Vxe X N(Ugs(xy) \{xo}):| f(x) £ C| g(x)]

bolsa, x = x, da f (x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan chegaralangan deyiladi
va f(x)=0(g(x)) kabi belgilanadi.

Agar

dCeR, ddeR,, Vx, |[x|>d: | f(x)|<C|g(x)|

bo'lsa, x >x,=0 da f (x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan chegaralangan
deyiladi va yugoridagidek f (x) = O( g(x)) kabi belgilanadi.

Masalan, x —>0 da x* = O(x) bo ‘ladi, chunki xe(—l,l) da ‘xz‘ S‘x‘. /2],
p. 126, 1)

Agar f (x) funksiya x, nuqta atrofida chegaralangan bo‘lsa, x —x, da
£(x)=0(1) kabi yoziladi.

“0 ” ning xossalari ([2], p. 125, Properties):

1) Agar

tim 7 —p
=% g(x)

bo‘lsa, x = x, da f(x)=0(g(x)) bo ladi.
2) Agar x —>x, da f(x)=0(g(x)) va g(x)=0(h(x)) bolsa, u holda
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x = x, da f(x)=0(h(x)) bo ladi. Demak, x — x, da O(O(h(x)))=0(h(x)).

3) Agar x > x, da f(x)=0(g(x)) va h(x)=0(g(x)) bo'lsa, u holda
x—x, da f(x)+h(x)=0(g(x)) bolad.

4) Agar x > x, da f,(x)=0(g,(x)) va f,(x)=0(g,(x)) bo'lsa, u holda
x—x, da f;(x) f,(x)=0(g,(x)- g,(x)) bolad.

4-ta’rif. (|2], p. 124, Def. 5.1) Agar har qanday &>0 son olinganda ham

shunday 6 >0 son topilsaki,
Vxe XN Uz (x))\{x,})

uchun
[f()] < elg(x)]
tengsizlik bajarilsa, ya 'ni
Ve>0,36>0, Vxe XN(Ugz(xy) \{x,}): | f(x)[€ e g(x)]

bolsa, x > x, da f (x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan yuqori tartibli cheksiz
kichik funksiya deyiladi va f(x)=o0(g(x)) yoki f =o(g) kabi belgilanadi.

“o ” ning xossalari (/2], p. 125, Properties):

Agar x — x, da f =0(g) bo‘Isa, u holda x — x, da f =O(g) bo ladi.

1) Agar x > x, da f =0(g), g=0(h) bolsa, u holda x — x, da f =o(h)
bo ‘ladi. Demak, o( o(h))=o(h).

2) Agar x—>x, da f,=0(g), f,=0(g) bolsa, u holda x—>x, da
fi+ f, =olg) bo ladi.

3) Agar x —>x, da f,=o(g,), f,=o0(g,) bo'lsa, u holda x—x, da

fi-fo= O(gl ' gz) bo'ladi. Demak, O(gl)' O(g2)= O(gl ' gz)-
3. Funksiyalarning ekvivalentligi.

Aytaylik, f (x) va g(x) funksiyalari X < R to‘plamda berilgan bo‘lib, x,
nuqta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.

5-ta’rif. (2], p. 124, Def. 5.1) x > x, da | (x) va g(x) Sunksiyalar (x # x,
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da g(x)#0) uchun

lim £ _
X=X g( x)

bo'lsa, x —x, da f(x) va g(x) ekvivalent funksiyalar deyiladi va f(x)~ g(x)
(x —> x,) kabi belgilanadi.

Masalan, x—>0 da f(x)=sinx va g(x)=x funksiyalar ekvivalent
funksiyalar bo ladi: sinx ~x (x —0). (/2], p. 124, Example 5.3)

I-teorema. x - x, da f(x) va g(x) funksiyalar (x#x, da g(x)#0)
ekvivalent bo‘lishi uchun

glx)-f(x)=o(g(x))

tenglikning o‘rinli bo‘lishi zarur va etarli.

« Zarurligi. x - x, da f (x)~ g(x) bo‘lsin. Ta’rifga binoan

lim L0
% g(x)

bo‘lib, undan

X—>X(

gx) ] xon g(x)
bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, g(x) - f (x) = 0( g(x) )

lim{l—&}z lim £ =/ _

Yetarliligi. x — x, da g(x) - f (x) = 0( g(x)) bo‘lsin. U holda x — x, da

1S g~ f(x) _o(gx)
g(x) g(x) g(x)

bo‘lib, undan

lim{l—&}z lim £ =/ _
gx) | x  g(x)

X—>X(

bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa
lim L0
% g(x)
yani f(x)~ g(x) ekanini bildiradi. »
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“~” ning xossalari:

1) x—>x,da f(x)~g(x) limﬁzl.
% g(x)

2) Har qanday funksiya uchun x — x, da f(x)~ f(x) bo‘ladi.
3) Agar x—x, da f(x)~g(x), g(x)~a(x) bolsa, x—x, da
£(x)~ h(x) bocladi.
4) Agar x—x, da fi(x)~g(x), f,(x)~g,(x) bolsa, x—>x, da
£1(x)- f2(x)~ g,(x)- g5 (x) bo'ladi.
Funksiyaning asimptotik yoyilmasi. Aytaylik,
lim L) _

x=% g1 (X)

¢, =const# 0

bo‘lsin. Unda x — x,, da f(x)~ cg, (x) bo‘lib,
S(x)=cig,(x)+o(g(x))
bo‘ladi. Bu holda c,g,(x) funksiya x —x, da f(x) funksiyaning bosh qismi
deyiladi.
Faraz qilaylik, x — x, da ¢,g, (x) (02 = const # 0 ) funksiya f (x) - g (x)
ning bosh qismi bo‘lsin. U holda x — x,, da
S(x)=igi(x)~ ;85 (x)
bo‘lib,
fx)=c1g,(x) + 2, (x) + o g, (x))
bo‘ladi.
Bu jarayonni » marta takrorlab, x - x, da f (x) funksiyani quyidagicha
yozish mumkin:
S(x)=c1g,(x)+ cr8,(x) +++ ¢,g,(x) + o g, (x)) (1)

bunda ¢; #0 va

gi+1(x)=0(gi(x)) (i=1,2,...,n).

Odatda, (1) formula x - x, da f (x) funksiyaning asimptotik yoyilmasi
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deyiladi.
Endi funksiyalarning ekvivalentligiga asoslangan holda funksiyalarning limitini
hisoblashda foydalaniladigan teoremani keltiramiz.
2-teorema. ([2], p. 128, Prop. 5.5) Agar x — x, da f,(x)~ f,(x),
g,(x)~ g,(x) bolib, ushbu
lim L)
=% g (x)
limit mavjud bo ‘Isa, u holda
lim £
=% g5 (X)
limit ham mavjud va
lim LX) = lim L)
=% gy (x) % gy (x)
bo ‘ladi.
<« Aytaylik, x = x, da f,(x)~ f,(x), g,(x)~ g,(x) bo Isin. Unda
ravshanki, x — x,, da
f(x)= £i(x)+ o £ (x)).
g2,(x)=g,(x)+o(g,(x))
bo ‘ladi. Bu munosabatlardan foydalanib topamiz:
lim 723 _ jj LD S
=% gy (x) o gi(x) +o(g () n g (x)
Misol. Ushbu

. COSX—COS2x
lim

x—0 x2

limit hisoblansin.

<« Ravshanki,

. 3x . x

2sin — -Sin —

. _COSX—cCcos2x . 2
lim =lim

x—0 x2 x—0 X

2
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. 3x 3 .
Endi sin Ex = Ex + o(x) va Smg = % + o(x)bo‘lishini e’tiborga olib, topamiz:

3 1
25in3—x-sinf —x+0(x) —x+0(x) éx2 +0(x2)

) 2 . 2 2 ) 3
lim =2lim =2lim =—.
x—0 X2 x—0 X2 x—0 x2 2

Demak,
lim COS X —SIn 2x :2 >
x—0 xz 2
Mashqlar

1. Aytaylik, ne N: a,,a,,...,a, € R bo‘lsin. U holda x — +o da
X" +ax" +a,x" P +-a,_x+a, = O(x")
bo‘lishi isbotlansin.
2. Agar x — x,, da

bo‘lsa, x — x,, da

bo‘lishi isbotlansin.
3. Agar x — x,, da

H(@)~ g (x). £>(x)~ g,(x)

bo‘lsa, x — x,, da
[(x)+ f(x)~ g(x)+ g5 (x).
[(x)= £3(x)~ g (x) - :(x).

munosabatlar o‘rinli bo‘ladimi?

Adabiyotlar

1. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.

2. Canuto C., Tabacco A. Mathematical analysis 1. Springer-Verlag, Italia,
2008.

3. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma’ruzalar, I g. T. “Voris-nashriyot”, 2010.

4. Fixtengol’ts G. M. Kurs differentsial 'nogo i integral 'nogo ischisleniya, I t.
M. «FIZMATLIT», 2001.
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Nazorat savollari
Cheksiz kichik funksiya.
Cheksiz katta funksiya.
Nisbatan chegaralangan funksiya.
Nisbatan yugqori tartibli cheksiz kichik funksiya.

Funksiyaning asimptotik yoyilmasi.

A

Funksiyaning bosh gismi deyiladi.

Glossariy

Cheksiz katta funksiya. Agar
lim B(x) =

x—)xo

bo‘lsa, f (x) funksiya x — x,, da cheksiz katta funksiya deyiladi.

Cheksiz kichik funksiya. Agar

lim a(x)=0
X—>X,

bo‘lsa, a(x) funksiya x — x, da cheksiz kichik funksiya deyiladi.

Cheksizlikda funksiyaga nisbatan chegaralangan (O). Agar
dCeR, ddeR,, Vx, |x|>d: | f(x)|<C|g(x)|
bo‘lsa, x &> x, = da f (x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan chegaralangan

deyiladi va yuqoridagidek f(x)=O( g(x)) kabi belgilanadi.

Ekvivalent funksiyalar. x - x, da f (x) va g(x) funksiyalar (x # x, da
2(x)#0) uchun
tim £
x=x g(X)
bo‘lsa, x — x, da f(x) va g(x) ekvivalent funksiyalar deyi-ladi va f'(x)~ g(x)

(x — x,) kabi belgilanadi.

NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI 185 Xakimov R.



MATEMATIK ANALIZ I-kurs

Funksiyaga nisbatan chegaralangan (O). Agar shunday o‘zgarmas C >0

soni va shunday & >0 son topilsaki, Vx € X (1 (Us(x,)\{x,}) uchun
| f(x)] < Clg(x)]

tengsizlik bajarilsa, ya’'ni

ACeR,, 36 >0, Vxe XN (Ugs(xy) \{xo}):| f(x)ILC| g(x)]
bo‘lsa, x &> x, da f (x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan chegaralangan deyiladi va
£(x)=0(g(x)) kabi belgilanadi.

Funksiyaga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik funksiya. Agar har
ganday & >0 son olinganda ham shunday 6 > 0 son topilsaki,
Vxe XN Uz (x))\{x,})
uchun
ACIIRAF{€9)
tengsizlik bajarilsa, ya’'ni
Ve>0,36>0, Vxe XN(Ugz(xy) \{x,}): | f(X)[€ e g(x)]
bo‘lsa, x &> x, da f (x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan yuqori tartibli cheksiz
kichik funksiya deyiladi va f(x)=o0(g(x)) yoki f =o(g) kabi belgilanadi.

Funksiyaning asimptotik yoyilmasi. x — x, da f (x) funksiyani quyidagicha
yozish mumkin:
f(x)=cg(x)+c,8,(x)++c,g,(x)+0(g,(x))

bunda ¢; #0 va
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Funksiyaning bosh qismi. Aytaylik,
lim L) _

¢, =const# 0
=% gy (x)

bo‘lsin. Unda x — x,, da f(x)~ cg, (x) bo‘lib,

f(x)=cg,(x)+0(g(x))
bo‘ladi. Bu holda ¢, g, (x) funksiya x — x,, da f (x) funksiyaning bosh qismi
deyiladi.

Keys banki

14-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Aytaylik, ne N: q,,a,,...,a, €R

bo‘lsin. U holda x —» +o0 da

2 _ n
+-a, ,x+a, —O(x )

X" +ax" +a,x"
bo‘lishi isbotlansin.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va
tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching

(individual).

14-amaliy mashg‘ulot

Na’muna uchun misollar yechimi
Misol. Ushbu

COSX —COS2x

lim >
x—0 X
limit hisoblansin.
<« Ravshanki,
. 3x . x
2sin— -sin —
COSX—COS2x . 2
lim =lim

2

x—0 X x—0 x2
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. 3x 3 :
Endi smjx = jx +o0(x) va Slng = % + o(x) bo‘lishini e’tiborga olib, topamiz:

) X X 3
lim 5 =2lim > =2lim . =—.
x—0 X x—0 X x—0 X 2

Demak,
. cosx—sin2x 3
lim > =—.p
x—0 X 2
Misollar

a va [ larning qanday giymatlarda f (x) funksiya cheksiz kichik bo‘ladi?

x’ o(x—l)
(x+1)2

666. f(x)=Vx"—x" —ax-f, X —> +00

X

665. f(x)=

_ax_ﬁa X —>

667. f(x)= fe [mox=f. X — +00
e f—
|
668. =x"-sin— 0
f(x) X Smxﬁ’ X+
.
669. f(x)=(1-x“) . x = +0
In(1+ x*
670. f(x)zn(;ﬁx), x = +0
X

671. f(x)=vV4x’+x+1-ax—f, X —> +o0

a va [ larning qanday giymatlarida f (x) va g(x)zaxﬂ funksiyalar

ekvivalent bo‘ladi?

672. f(x)z\/2x+\/x+\/; a) x >+0, b) x > 40

673. f(x)=~1-2x —/1-3x, x>0
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674. f(x) =sin’ 2x + arcsin® x + 2arctgx”, x—0

675. f(x) =1—cos(1—coslj, X — 0
X

x — 0 da cheksiz kichik funksiyaning tartibi » aniqlansin.

676. f (x)=3sin’ x> —5x 677. f(x)=v4-x"+x* -2
678. f(x)=1-x"—cosx’ 679. f(x)=2sinx—1g2x

680. f(x)= sin(m —3)

Cheksiz katta funksiyaning tartibi n aniqlansin.

5
X

681. f(X)zm, X —>
682. f(x)=vx'—x+1, X —> 0
B Jx
083- f(x)_\/x+2—2\/x+1+\/;’ T
684. f(x)=(xhi—’lc)2, 1
685. f(x)zctg2x3, x—0
686. f(x)zl—cosx-;/cosbc, x50
x
Quyidagi munosabatlar isbotlansin.
687. o(o(f))=0(f) 688. O(o(f))=0(/)
689. 0(0(f))=0(/) 690. o( /)+O(f)=0(f)
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Test

e Savol "ljo g‘ri Muqobll Muqobll Muqobll

javob javob javob javob

1. 2 x+1 _ Cheksiz Cheksiz Davriy Toq
fx)= funksiya kichik katta
x—>1 qanday funksiya bo‘ladi?

2. f(x)= / x? +1—x funksiya Cl<l}elljsliz CEetktsm Davriy Toq

ichi atta
X — 4+ qganday funksiya
bo‘ladi?

3. 1 1 Cheksiz Cheksiz Toq Davriy
SO =35 -7 7 3.1 kata | kichik
funksiya x — 2 ganday
funksiya bo‘ladi?

4. | f(x)=chx—shx funksiya Cheksiz | Cheksiz Toq Davriy
x — —oo ganday funksiya katta kichik
bo‘ladi?

5. | a va B qanday giymatlarida a=1, a=-2, a=0, a=0,

—_3 =1 B=-4 B=0
X (x ) B
f(x)= ax—pf
(x+1)°
funksiya x — oo cheksiz kichik
funksiya bo‘ladi?

6. | a va [ qanday qiymatlarida a=2, a=0, a=0, a=0,
f(x)=V4x* +x+1-ax-f ﬂ:l p=1 p=2 p=0
funksiya x — +oo cheksiz 4
kichik funksiya bo‘ladi?

7. | Quyidagi ifodalardan qaysi biri | x> =o(x) | x* = o(x?)| x> = o(x*)| x> = o(x")
x—0 to‘g‘ri?

8. | Quyidagi ifodalardan qaysi biri | x =o(x?) | x=0(x) | x> =0(x) | x> = 0(x)
X — o0 to‘g‘ri?

9. | Quyidagi ifodalardan qaysi biri | x> = O(x*) x=0(x*)| x=0(x*)| x = O0(x*)
x—0 to‘g‘ri?

10 | Quyidagi ifodalardan qaysibiri | x*> =o(x) | x=0(x?) | x=0(x*) | x =0(x")
X — 00 noto‘g‘ri?
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Mavzu. Funksiyaning uzluksizligi

15-ma’ruza
Reja
1. Funksiyaning uzluksizligi ta’riflari.
2. Funksiyaning uzilishi va uzilish turlari.

3. Monoton funksiyaning uzilish nuqtasi.

1. Funksiyaning uzluksizligi ta’riflari.
Faraz qilaylik, f(x) funksiya X c R to‘plamda berilgan bo‘lib, x, € X
nuqta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
1-ta’rif. ([1], p. 227, Def. 9.4.1) Agar
lim f(x)= f(x,) 0

x—)xo
bo‘lsa, f(x) funksiya x, nugtada uzluksiz deyiladi.
Demak, f(x) funksiyaning x, nuqtada uzluksizligi ushbu

1) lim f(x)=>b ning mavjudligi;

x—x,
2) b= f(x,) bo‘lishi;
shartlarining bajarilishi bilan ifodalanadi.
Misollar. 1. ([2], p. 81, Prop. 3.20) Ushbu
f(x)=x*+x*+1
Sunksiya Vx, € R nuqtada uzluksiz bo ‘ladi, chunki

lim f(x)=lim (x* + x> + ) =x5 +x; +1= f(x,).

x—)xO x—)xO

2. ([1], p. 228, Example 9.4.4) Ushbu
1, arap x#0 6ynca,

(%)= (signy)* ={

0, arap x=0 06¥ca,

Sunksiyani qaraylik. Ravshanki, Vx, € R nugtada lim f(x)=1 bo‘ladi. Dematk,

x—)xo

garalayotgan funksiva Vx, € R, x,# 0 nuqtada uzluksiz bo ‘ladi. Ammo f(0)=0
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bo ‘Iganligi sababli
lim £ (x) # £ (0)
bo ‘ladi. Demak, f(x) funksiya x, =0 nuqtada uzluksiz bo ‘Imaydi.
Funksiya limitining Geyne va Koshi ta’riflariga binoan funksiyaning x,
nuqtadagi uzluksizligini quyidagicha ta’riflash mumkin.
2-ta’rif. Agar
n—>owodax —>x, (x,eX, n=12,.))

bo‘ladigan ixtiyoriy {x,} ketma-ketlik uchun

n—oda f(x,)—> f(x,)
bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi.
3-ta’rif. ([2], p. 76, Def. 3.14) Agar Ve >0 son olinganda ham shunday
0 =0(&) >0 son topilsaki,
Vxe X NUs(x,)
uchun
| f(x) = f(xy)l<e
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi.
Odatda, x —x, ayirma argument orttirmasi, f(x)— f(x,) esa funksiya
orttirmasi deyilib, ular mos ravishda Ax va A f kabi belgilanadi:
Ax=x—=x,, Af=f(x)= f(x)=1f(x,+Ax) = f(x)
Unda funksiya uzluksizligining 1-ta’rifidagi (1) munosabat ushbu
lim Af =0 2)

Ax—0
ko‘rinishga keladi.

Demak, (2) munosabatni funksiyaning x, nuqtada uzluksizligi ta’rifi sifatida
garash mumkin.

Aytaylik, f(x) funksiya X < R to‘plamda berilgan bo‘lib, x, € X nuqta X
to‘plamning o‘ng (chap) limit nuqtasi bo‘lsin.

4-ta’rif. ([1], p. 231, Def. 9.5.1) Agar
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lim /()= /(x) (lim f()=7(x)

X 40
bo‘lsa, f(x) funksiya x, nugtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.

Demak, f(x) funksiya x, nuqtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz bo‘lganda
funksiyaning o‘ng (chap) limiti uning x, nuqtadagi qiymatiga teng bo‘ladi:

S +0)=7(x)) (f(x,=0)=71(x,)).

Keltirilgan ta’riflardan, f(x) funksiya x, nuqtada ham o‘ngdan, ham chapdan
bir vaqtda uzluksiz bo‘lsa, funksiya shu nuqtada uzluksiz bo‘lishini topamiz.

Umuman, f(x) funksiyaning x, nuqtada uzluksiz bo‘lishi, V& >0 berilganda
ham unga ko‘ra shunday 6 =6 (&) > 0 topilib,

VxeUs(xp)cX = f(x)eU,.(f(xy)

bo‘lishini bildiradi.

5-ta’rif. (2], p. 80, Def. 3.19) Agar f(x) funksiya X R to ‘plamning har bir
nuqtasida uzluksiz bo ‘Isa, f(x) funksiva X to ‘plamda uzluksiz deyiladi.

6-ta’rif. X — R to‘plamda uzluksiz bo‘lgan funksiyalardan iborat to‘plam

uzluksiz funksiyalar to‘plami deyiladi va C(X') kabi belgilanadi.

Masalan, f(x)e€ Cla, b] bo‘lishi, f(x) funksiyaning [a, b] segmentining har
bir nuqtasida uzluksiz, ya’ni f (x) funksiya (a,b) intervalning har bir nuqtasida
uzluksiz, a nuqtada o‘ngdan, b nuqtada esa chapdan uzluksiz bo‘lishini bildiradi.

3-misol. ([2], p. 81, Prop. 3.20) f(x)=sinx bolsin. U holda f(x)e C(R)
bo ‘ladi.

< Xx, € R nugtani olib, V& >0 gakora 6 =& deymiz.

Unda Vx, |x—x,|<0:

X+x, . X—X
0 .sin 5 C1<|x—x,|<5=¢

|sinx —sinx, |=2|cos

bo ‘ladi. »
Xuddi shunga o‘xshash f[(x)=cosx funksiva R da, [f(x)=tgx va

f(x)=ctgx funksiyalarning esa o°‘z aniglanish to‘plamlarida uzluksiz bo ‘lishi
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ko ‘rsatiladi.
4-misol. ([1], p. 230, Prop. 9.4.10) f(x)=a", a>0 boIsin. U holda
f(x)e C(R) boladi.
d Ravshanki,
lim (a*™ —1)=0.

x=x¢—0
Unda
0= lim (¢ -1) & Ilim a @ ™ -a")=0 <
x=x¢—0 x—x9—0
< a” lim(a*-a™)=0 < lima* =a™
x—)xO x—)xO
bo ‘ladi. »

5-misol. Aytaylik,

—1, agar x<O0 bol'lsa,
f(x)=40, agar x=0 bo'lsa,

1, agar x>0 bo'lsa,

bo‘lsin. Bu funksiya uchun

FHO)=1, f(-0)=~1
bo‘lib, berilgan funksiya X = R\ {0} to‘plamda uzluksiz bo‘ladi.
2. Funksiyaning uzilishi. ([1], p. 233-234)
Aytaylik, f(x) funksiva (a, b) da (—oo<a<b<+w©) berilgan bo lib,
x, € (a, b) boisin.
Ma’lumki, f(x) funksiyaning x, nugtadagi o ‘ng va chap limitlari
F(x+0), £(x,~0) 3)
mavjud bo ‘lib,
Jf(xg =0)=f(xy) = f(x, +0) (4)
tenglik o ‘rinli bo ‘Isa, u holda f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo ‘lar edi.
Agar f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo‘lmasa, unda x, nugta f(x)

funksiyaning uzilish nugqtasi deyiladi.
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7-ta’rif. Agar (3) limitlar mavjud va chekli bo‘lib, (4) tengliklarning birortasi
o ‘rinli bo ‘Imasa, x, nuqta f(x) funksiyaning birinchi tur uzilish nugtasi deyiladi.
Bunda
S(xp +0) = f(x, - 0)
ayirma funksiyaning x, nugqtadagi sakrashi deyiladi.

Masalan, f(x)=[x] funksiya x=p (p € Z) nuqtada birinchi tur uzilishga

ega, chunki
J(p+0)=p, f(p,-0)=p-1
bo‘lib,
fp+0)#f(p, -0)
bo‘ladi.

Agar hech bo‘lmaganda (3) limitlarning birortasi mavjud bo‘lmasa yoki cheksiz
bo‘lsa, x, nuqta f(x) funksiyaning ikkinchi tur uzilish nuqtasi deyiladi.

Masalan, ushbu

.1
sin—, agar x # 0 bo'lsa,
S)=1 x

0, agar x=0 bollsa,

funksiya x =0 nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega bo‘ladi, chunki bu funksiyaning
x = 0 nugtadagi o‘ng va chap limitlari mavjud emas.

Murakkab funksiyaning uzluksizligi. Faraz qilaylik, y= f(x) funksiya
X c R to‘plamda, u = F(y) funksiya esa Y , to‘plamda aniglangan bo‘lib, ular
yordamida u = F'( f(x)) murakkab funksiya tuzilgan bo‘lsin.

I-teorema. ([1], p. 230, Prop. 9.4.13) Agar y=f(x) funksiva x,eX
nugtada, u=F(y) funksiva esa y, €Y, nuqtada (y,= f(xy)) uzluksiz bo"lsa,
F(f(x)) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo ‘ladi.

4 u=F(y) funksiva y, € Y, nuqtada (y, = f(x,)) uzluksiz bo ‘Igani uchun

Ve>0, 30>0, Yy, |y—yo| <ot [F(y)=F(y)l<e (5)
F(f(x))=F(f(xy))| <& boladi.

ya’ni,
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Shartga ko‘ra y = f(x) funksiya x, € X nuqtada uzluksiz. U holda

yugqoridagi o >0 ga ko ‘ra
36 >0, Vx, |[x—x,|<d: |f(x)=f(x))|<o
ya'ni,
|y =yol<o (4)

bo ‘ladi.

(5) va (6) munosabatlardan

Ve>0, 36 >0, Vx, [x—x,|<0: |F(f(x)-F(f(x,))l|<e

bo ‘lishi kelib chiqadi. Demak, F(f(x)) funksiya x, nuqtada uzluksiz. »

3. Monoton funksiya uzilish nuqtasining xarakteri.

2-teorema. [a,h] = R da monoton bo‘lgan f(x) funksiya shu [a,b]ning
istalgan nuqtasida yoki uzluksiz bo‘ladi, yoki birinchi tur uzilishga ega bo‘ladi.
<« f(x) funksiya [a,b] da o‘suvchi bo‘lsin. Aytaylik,
x, €la,b], (x, =8, x, +8) < [a,b] (5 >0)
bo‘lsin. Monoton funksiyaning limiti hakidagi teoremaga ko‘ra

lim f(x)=f(x =0)<f(x),

x—)xo -

lim ' f(x)=f(xo +0)2f(x)

x—xo+
bo‘ladi. Agar
Jf(xg =0)=f(xg) = f(xy +0)
bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz, agar
£y = 0) < f(x, +0)
bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada birinchi tur uzilishiga ega bo‘ladi. Xuddi shunga
o‘xshash f(x) funksiya [a,b] da kamayuvchi bo‘lganda ham tasdiq isbotlanadi. »
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Mashgqlar
1. Ushbu
sinx, agar Xx—ratsionalson bo'lsa,
f(x)= o :
0, agar x —irratsional son bo'lsa,
funksiyaning x, = kx (k € Z) nuqtalarida uzluksiz bo‘lishi isbotlansin.
2. Ushbu
I, agar x—ratsionalson bo'lsa,
f(x)= o :
0, agar x—irratsional son bo'lsa,
Dirixle funksiyasi R ning har bir nuqtasida uzilishga ega ekanligi isbotlansin.
3. Ushbu

f(x)=[x]-sinzx (xeR)
funksiya uchun f'(x) € C(R) bo‘lishi ko‘rsatilsin.
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Nazorat savollari
1. Funksiyani nuqtadagi uzluksizligi.
Funksiyani to‘plamdagi uzluksizligi.
Argument orttirmasi.

Funksiyaning orttirmasi.

A

Funksiyaning uzilish nuqtalari.
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Glossariy

Argument orttirmasi. Ax = x —x, ayirma argument orttirmasi deyiladi.

Bir tomonlama uzluksizlik. Agar

lim f(x)=f(x) (lim f(x)=7(x))

x—xy+0

bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.

Birinchi tur uzilish nuqtasi. Agar f(x,+0), f(x,—0) limitlar mavjud va
chekli bo‘lib, f(x, —0)= f(x,)=f(x, + 0) tengliklarning birortasi o‘rinli

bo‘lmasa, x, nuqta f(x) funksiyaning birinchi tur uzilish nuqtasi deyiladi.

Funksiya orttirmasi. A f' = f(x)— f(x,) =f(x,+Ax)— f(x,) ayirma

funksiya orttirmasi deyiladi.

Funksiyaning nuqtadagi sakrashi. f(x, + 0) — f(x, —0) ayirma

funksiyaning x, nuqtadagi sakrashi deyiladi.

Ikkinchi tur uzilish nuqtasi. Agar hech bo‘lmaganda f(x,+0), f(x,—0)
limitlarning birortasi mavjud bo‘lmasa yoki cheksiz bo‘lsa, x, nuqta f(x)

funksiyaning ikkinchi tur uzilish nuqtasi deyiladi.

Uzilish nuqtasi. Agar f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo‘lmasa, unda x,

nuqta f'(x) funksiyaning uzilish nuqtasi deyiladi.
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Uzluksiz funksiya (nuqtada) (Geyne bo‘yicha). Agar
n—>owodax —>x, (x,eX, n=12,.))
bo‘ladigan ixtiyoriy {x,} ketma-ketlik uchun

n—oda f(x,)—> f(x,)

bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi.

Uzluksiz funksiya (nuqtada) (Koshi bo‘yicha). Agar V& >0 son olinganda
ham shunday 6 = (&) > 0 son topilsaki,

Vxe X NUs(x,)
uchun
| f(x) = f(xy)|<e

tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi.

Uzluksiz funksiya (nuqtada). Agar

lim f(x)= f(x,)

x—)xo

bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi.

Uzluksiz funksiya (to‘plamda). Agar f(x) funksiya X < R to‘plamning har

bir nuqtasida uzluksiz bo‘lsa, f(x) funksiya X to‘plamda uzluksiz deyiladi.

Uzluksiz funksiyalar to‘plami. X < R to‘plamda uzluksiz bo‘lgan

funksiyalardan iborat to‘plam uzluksiz funksiyalar to‘plami deyiladi va C(X) kabi

belgilanadi.

Keys banki

15-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Ushbu

1, agar x—ratsional son bo'lsa,

-]

0, agar x—irratsional son bo'lsa,

Dirixle funksiyasi R ning har bir nuqtasida uzilishga ega ekanligi isbotlansin.
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Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha va
tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching

(individual).

15-amaliy mashg‘ulot
Na’muna uchun misollar yechimi

1-misol. Ushbu

f(x)={

Sfunksiyaning x, =0 nugtada uzluksiz bo‘lishi ko ‘rsatilsin.

X, agar x— ratsional son bo'lsa

—x,agar x— irratsional son bo'lsa

<«Ravshanki, bu funksiyaning x, = 0 nuqtadagi orttirmasi

Ax, agar Ax— ratsional son bo'lsa
(0)=1(0+9)-1(0)-

—Ax,agar Ax— irratsional son bo'lsa
bo‘ladi. Unda
lim Af (x,)=0

Ax—0

bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya x, = 0 nuqtada uzluksiz.»

Misollar

Berilgan f(x) funksiyaning x, nuqtada uzluksiz ekanligi ta’rif yordamida

isbotlansin.
705. f(x)=2x" -4, Xy =3
706. f(x)=-3x"+8, Xy =5
707. f(x)=+x, X, =2
708. f(x)=x", Xy =3
709. f(x)z%, X, =1
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Berilgan funksiyalarning o‘zining aniqlanish sohasida uzluksiz bo‘lishi

ko‘rsatilsin.
710. f(x)=sinx 711. f(x)=|x]
712, f(x)=x 713. f(x)=x
1
714. =—
f(x)=1
Quyidagi funksiyalar uzluksizlikka tekshirilsin va grafiklari chizilsin.
715. f(x)=Sgnx 716. f(x)=[x]
|x + 2| |x — 1|
717. = 718. =
£(x) =2 f(x) =5
719. f(x)= Sgn(ex — 1) 720. f(x)=Sgn(sinx)
721. f(x)=x—[x] 722. f(x)= :
x =[]
1 X
723. =|— 724. =—
f(x) [X} f(x) sin x
X L
725. f(x)=—— 726. f(x)=e *
x* =9

737 f(x)=< 3 azap x#3 0Oyica,

A, acap x=3 o6yica.

.1 .
xsin—, aeap x#0 6yrca,
X

728. f(x)=

0, azap x=0 oyaca.
729. Hech bir nuqtada uzluksiz bo‘lmagan funksiyaga misol keltirilsin.
730. Faqat birgina x, € R nuqtada uzluksiz, boshqa nuqtalarda uzluksiz bo‘lmagan

funksiyaga misol keltirilsin.

731. f(x)+ g(x) funksiya biror x, nuqtada birinchi tur uzilishiga ega bo‘lsa, u
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holda f (x) va g(x) funksiyalarning kamida bittasi x, nuqtada birinchi tur
uzilishga ega bo‘lishi shartmi?

732. f(x)-g(x) funksiya biror x, nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega bo‘lsa, u holda
f(x) va g(x) funksiyalarning hech bo‘lmaganda bittasi x, nuqtada ikkinchi tur
uzilishga ega bo‘lishi shartmi?

Quyidagi funksiyalar 4 ning qanday giymatlarida uzluksiz bo‘lishi aniglansin.

(1+x) -1 N
233, f(x)z — azap x#0 o6yica,
A, azap x=0 o6yca.
x-ctgx, azap x#0, x|<£ oynca,
734.  f(x)= 2
A, azap x=0 oyaca.
a* —1

715, f(x)=< — azap x#0 o6ynca, (a>0)

A, azap x=0 oyca.

(7T+2x)tgx, azap —ﬂ<x<£, xz -2 oynca,
736.  f(x)= 2 2

A, aeap xz—% oynca.

X

——, aeap x#0 6yica,
n(1+2x) 7 g

737.  f(x)=
A, azap x=0 o0ynca.

738. f(x): (1+x)x, azap x#0 o6yica,
4, azap x=0 6ynca.
L

739, f(x)=1¢ < aeap x#0 6yuca,
A, acap x=0 6ynca.
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~40. f(x) _ {e’“, azap x<0 oynca,
A+x, aecap x>0 6yaca.
141, f(x) _ {xlnxz, azap x#0 6ynca,
A, aeap x=0 6yica.
Test

Ne Savol ’I.‘o‘g‘rl Mugobil Mugqobil javob Muqobll

javob javob javob

1. | Quyidagi funksiyalardan f(x)= x2 1 | f(x)=arcsinx| f(x)=Inx
qaysi biri butun sonlar f(x)=—
o°‘qida uzluksiz? X

2. | Quyidagi funksiyalardan | f(x)=sinx| f(x)=tgx| f(x)=arccosx f(x)= Jx
qaysi biri butun sonlar
o‘qida uzluksiz?

3.0 f(x)=[x] Z N R Q
funksiyaning uzilish
nugqtalari to‘plamini
aniglang.

4. | f(x)=sgnx {0} {~=1;,0;1} N Z
funksiyaning uzilish
nugqtalari to“plamini
aniqlang.

> Fry = -1 {2;3; {=10;1} {015 U

x*—5x+6
funksiyaning uzilish
nugqtalari to“plamini
aniqlang.

6. sin x x=0, x=1,I-tur| x=-1,I-tur x=u,lIl-
Sf(x)= X bartaraf uzilish uzilish nuqtasi | tur uzilish
funksiyaning uzilish etllllgicllilsg}? n nuqtasi nuqtast
nugqtalarini toping va .

S nugqtasi
ularni turini aniglang.

7. 1 x=x2,1I- | x=%2,1- x==1, I-tur x=0,1I-
S(x)= 7 a turuzilish | turuzilish | uzilish nugtasi | tur uzilish
funksiyaning uzilish nuqtasi nuqtasi nuqtasi
nugqtalarini toping va
ularni turini aniqlang.
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8. | f(x)={x} xeZ,ltur | xeN,II- x==l1, x=0,1I-
funksiyaning uzilish uzilish tur uzilish bartaraf tur uzilish
nugqtasi nugqtasi etiladigan nugqtasi

nuqtalarini toping va - )
uzilish nuqtasi

ularni turini aniglang.

9. | a ganday qiymatida 1 a=0 1
1+—X o a= g a= 5 a= —g
fx)=21+x""
a, X=-
funksiya x, = —1
nuqtada uzluksiz bo‘ladi?
10 | a ganday giymatida a=0 a=1 a=-1 a=r
Fx)= xsin%, x=(
a, x=0
funksiya x, =0

nuqtada uzluksiz bo‘ladi?
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Mavzu. Uzluksiz funksiyalarning lokal xossalari
16-ma’ruza
Reja
1. Uzluksiz funksiyalarning chegaralanganligi.
2. Ishorani saqlash xossasi.
3. Murakkab funksiya uzluksizligi.

4. Uzluksiz funksiyalar ustida amallar.

1. Uzluksiz funksiyalarning chegaralanganligi.
Faraz qilaylik, f(x) funksiya X c R to‘plamda berilgan bo‘lib, x, € X
bo‘lsin.
1. Agar f(x) funksiya x, € X nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda shunday
0 >0 va M >0 sonlari topiladiki, Vxe X U (x,) da | f(x)|[<M bo‘ladi, ya’ni

f(x) funksiya x, nuqtaning U ;(x,) atrofida chegaralangan bo‘ladi.

2. Ishorani saglash xossasi.
2. Agar f(x) funksiya x, € X nuqtada uzluksiz bo‘lib, f(x,)#0 bo‘lsa, u
holda shunday & > 0 son topiladiki, Vxe X (U4 (x,) da sign f(x)=sign f(x,)
bo‘ladi, ya'ni f(x) funksiyaning Uy (x,) dagi ishorasi f(x,) ning ishorasi kabi
bo‘ladi.
Bu tasdiglarning isboti limitga ega bo‘lgan funksiyaning xossalaridan kelib
chiqadi.
3. Murakkab funksiya uzluksizligi.
3. (12], p. 103, Corollary 4.17) Aytaylik, y = f(x) funksiya x, nugtada
lim (x)=b (be R) 0

ga ega bolib, g(y) funksiya Y to‘plamda berilgan {f(x)|xe X}U{b}cY va

y =b nugtada uzluksiz bo ‘Isin. U holda
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lim g(/(x)) = 2(b).
Ya'ni
lim g(/(x)) = g(lim /() o
bo ‘ladi.
dn—>owdax,>x, (x,€X, x,#x,, n=12,..) bo'ladigan ixtiyoriy
{x,} ketma-ketlikni olaylik. Unda (1) munosabatga ko ‘ra
n—oda f(x,)>b
bo‘ladi. Shartga ko ‘ra g( f (x)) Sunksiya b nuqtada uzluksiz. Dematk,
n— o da g(f(x,))— g(b)

bo ‘ladi. Keyingi munosabatdan (2) tengliknig o ‘rinli bo ‘lishi kelib chigadi. ™
1-misol. Ushbu

lim log, (1+x)

x—0

=log e (a>0, a#l) (3)

munosabat isbotlansin.

<« (2) munosabatdan foydalanib topamiz:

1 1 1 1
lim 28a ) _ lim log, (1+%)* = 1og{1m%(1 +x)” } ~log, e.

x—0 X

In(l + x)

Xususan, g = e bo‘lganda lim =1 bo‘ladi. »
x—0 X
2-misol. Ushbu
. a -1
lim =Ina (a>0)
x—0 X

munosabat isbotlansin.

<« Keltirilgan tenglikni isbotlash uchun a* —1 =1 deb olamiz. Unda x — 0
da ¢t — 0 bo‘ladi. Shuni hamda (3) munosabatni e’tiborga olib topamiz:

im& ! i ? !

= =Ilna. »
=0 x >0]og (1+1) log, e

3-misol. Ushbu
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lim(1+x) -1

x—0

=a (@ €R)
munosabat isbotlansin
<« Ravshanki,
(1+x)a :ealn(1+x)
va x — 0 da In(1 + x) —> 0 bo‘ladi. Unda

A+x)% =1 ("™ ~1)-In(1+x) -«

X a - In(1+ x) X
bo‘lib, undan
a aln(l+x)
x—=0 X x—0 ]n(l + x) x—0 X

bo‘lishi kelib chigadi. »
4. Uzluksiz funksiyalar ustida amallar.

Uzluksiz funksiyalarning yig‘indisi, ko‘paytmasi va nisbatining uzluksiz
funksiya bo‘lishi haqidagi tasdiglarini keltiramiz.

1-teorema. (2], p. 97, Corollary 4.11) f(x) va g(x) funksiyalari X C R
to ‘plamda berilgan bo ‘lib, x, € X nuqtada uzluksiz bo ‘Isin. U holda

a) VceR da c- f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo ‘ladi;

b) f(x)+ g(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo ‘ladi;

v) f(x)-g(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo ‘ladi;

g % (g(x)#0) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo ‘ladi.
g(x
< Teoremaning tasdiglari uzluksizlik ta rifi hamda limitga ega bo ‘Igan
funksiyalar ustida arifmetik amallar haqidagi teoremadan kelib chiqadi. Masalan,

teoremaning v) tasdig ‘i quyidagicha isbotlanadi:

lim f(x)=f(x,), }E?O gx)=g(x,) =

x—)xo

= lim (f() g()= lim /() lim g(x)= /(%) g(xo).
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4-misol. ([1], p. 227, Example 9.4.2) f(x)=c, ce R bo‘lsin. Unda
f(x)e C(R) boladi.

< Hagigatan ham, V& >0 ga ko ‘ra 6 = & deyilsa, u holda

Vx, [x—xo|<8: [f()~f(x)| = |e—c|=0<g

bo ‘ladi. »

5-misol. ([1], p. 230, Prop. 9.4.11) f(x)=x, x€R bo'lsa, u holda
f(x)e C(R) boladi.

< Hagigatan ham, V& >0 ga ko ‘ra 6 = & deyilsa, u holda

W, [x—xo <8 | f()~ f(xy)| = |x—xy|<5=¢

bo ‘ladi. »

6-misol. (|2, p. 98, Corollary 4.12) f(x)=ax" +ax"" +..+a, x+a,;
meN, a,,a,,...,a, € R bo'lsin. Uholda f(x)e C(R) bo ladi.

< Bu tasdigning isboti 5- va 6-misollar hamda 1-teoremadan kelib chigadi. »

Shunga o ‘xshash ushbu

m m—1
CZOX +CZIX +...+am_1x+am

Jx)=

box" +bx"" +..+b, _x+b,
Sfunksiyani, (bunda m, n € N; a,, a,,...,a, , b,,b,,....b, € R)
{xe R\ byx" +bx"" +..+b_x+b =0}

to ‘plamda uzluksiz bo ‘lishi ko ‘rsatiladi.

Mashqlar
1. Ushbu x - e* =1 tenglama (0, 1) da hech bo‘lmaganda bitta ildizga ega

ekanligi isbotlansin.

2. Ushbu

—x"+1, agar —1<x<0 bo'lsa,
f(x)=10, agar x=0 bo'lsa,
x*—1, agar 0<x<l bollsa,

funksiya [—1, 1] da eng katta va eng kichik qiymatlariga erishadimi?
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Nazorat savollari
1. Uzluksiz funksiyaning chegaralanganligi.
2. Uzluksiz funksiyaning ishorani saqlash xossasi.

3. Uzluksiz funksiyalar ustida qanday amallar bajarish mimkin?

Glossariy

Funksiya orttirmasi. A f' = f(x)— f(x,) =f(x,+Ax)— f(x,) ayirma

funksiya orttirmasi deyiladi.

Funksiyaning nuqtadagi sakrashi. f(x, + 0) — f(x, —0) ayirma

funksiyaning x, nuqtadagi sakrashi deyiladi.

Ishorani saqlash xossasi. Agar f(x) funksiya x, € X nuqtada uzluksiz
bo‘lib, f(x,)# 0 bo‘lsa, u holda shunday & > 0 son topiladiki, Vx € X U (x,)
da sign f(x)=sign f(x,) bo‘ladi, ya’ni f(x) funksiyaning U, (x,) dagi ishorasi
f(x,) ning ishorasi kabi bo‘ladi.
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Murakkab funksiya uzluksizligi. Aytaylik, y = f(x) funksiya x, nuqtada
lim f(x)=b (beR)

ga ega bo‘lib, g(y) funksiya Y to‘plamda berilgan {f(x)|xe X} U {b} =Y va

y =b nuqtada uzluksiz bo‘lsin. U holda
lim g(f(x))=g(b),
X=X
Ya’'ni
lim g(f(x)) = g(lim f(x))
X—>Xg X—>Xg
bo‘ladi.

Uzluksiz funksiya (nuqtada) (Geyne bo‘yicha). Agar
n—owodax —>x, (x,eX, n=12,.))
bo‘ladigan ixtiyoriy {x,} ketma-ketlik uchun
n—oda f(x,)—> f(x,)

bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi.

Uzluksiz funksiya (nuqtada) (Koshi bo‘yicha). Agar Ve > 0 son olinganda
ham shunday 6 =d(g) > 0 son topilsaki,

Vxe X NUs(x,)
uchun
| f(x) = f(xp)l<e
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi.

Uzluksiz funksiya (nuqtada). Agar
lim f(x)=f(xy)

x—)xo

bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi.
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Uzluksiz funksiya (to‘plamda). Agar f(x) funksiya X < R to‘plamning har

bir nuqtasida uzluksiz bo‘lsa, f(x) funksiya X to‘plamda uzluksiz deyiladi.

Uzluksiz funksiyalar to‘plami. X < R to‘plamda uzluksiz bo‘lgan
funksiyalardan iborat to‘plam uzluksiz funksiyalar to‘plami deyiladi va C(X) kabi

belgilanadi.

Uzluksiz funksiyalarning chegaralanganligi. Agar f(x) funksiya x, € X
nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda shunday 6 >0 va M > 0 sonlari topiladiki,
Vxe X NUs(x,) da|f(x)|[<M bo‘ladi, ya’ni f(x) funksiya x, nuqtaning

U, (x,) atrofida chegaralangan bo‘ladi.

Keys banki

16-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Ushbu
—x*+1, agar —1<x<0 bo'lsa,
f(x)=10, agar x=0 bo'lsa,
xt -1, agar 0<x<1 bo'lsa,
funksiya [—1, 1] da eng katta va eng kichik qiymatlariga erishadimi?
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha va

tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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16-amaliy mashg‘ulot
Na’muna uchun misollar yechimi
1 —-mis ol. Uzluksiz funksiya xossalaridan foydalanib, ushbu
sinx—cosx >0
tengsizlik echilsin.

<« Ravshanki, f(x)=sinx—cosx funksiya uzluksiz. Bu funksiyani [0,27 |

oraliqda qaraymiz. f(x) funksiya [0,27 ] oraligning X, =%, X, = Tﬂ nuqtalarida

5
nolga aylanadi: f (%) =f (Tﬁj = 0. Uzluksiz funksiyaning xossasiga ko‘ra f(x)

05 (55) )
4 4’ 4 4

5
oraliglarning har birida ishora saqlaydi. f (%) > (0 bo‘lganligi sababli (%’Tﬁj da

funksiya

f (%) > 0 bo‘ladi. Demak, berilgan tengsizlikning echimi

%+2k7r<x<577[+2k7r (k=0,£1,%2,...)

bo‘ladi.»

Misollar

Quyidagi funksiyalar uzluksizlikka tekshirilsin va ularning grafiklari chizilsin.

: 1 . X" =1
742. f(x):llfi“xn (x>0) 743. f(x):lggx2n+l
nx 2 _nx
744. f(x):yig;c:xeem 745. f(ﬂﬂ%g%
X
—im4/1+ x> 747. =1i
746. f(x) Ll—{g I+x f(x) ”1_1’21+(2sinX)2n
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748. f(x)=limcos™ x 749. f(x)=[x]-sinzx
750. f(x)=x-[x] 751 f(x)=x"—| x|
752. f(x)=m 753. f(x):sgn(cos%j
754. f(g(x)) va g(f(x)) funsiyalar uzluksizlikka tekshirilsin.

a) f(x)=sgnux, g(x)=1+x

b) f(x)=sgnx, g(x)=x(1-x")

V) f(x)=sgnx,  g(x)=1+x-[x].

755. f ( g(x)) murakkab funksiya x, nuqtada birinchi tur (ikkinchi tur) uzilishga ega
bo‘lsa, g(x) ning x, nuqtada albatta birinchi tur (ikkinchi tur) uzilishga ega bo‘lishi

shartmi?
756. Monoton funksiyaning uzluksizligi va uzilishi haqidagi teoremalar keltirilsin.

757. Monoton, lekin uzluksiz bo‘lmagan funksiyalarga misol keltirilsin.

758. Veyershtrass teoremalarida [a,b] kesma o‘rniga (a,b) yoki [a,b]U[c,d]
qaralsa tasdiq o‘rinli bo‘ladimi?

759. [a,b] kesmada chegaralangan ixtiyoriy f (x) funksiya uzluksiz bo‘ladimi?
760. Uzluksiz bo‘lmagan funksiyalar uchun Veyershtrass teoremalari o‘rinlimi?
761. Ushbu xe* =1 tenglama (0,1) oraligda hech bo‘lmaganda bitta ildizga ega

ekanligi ko‘rsatilsin.

762. Agar f(x) funksiya 4 va B to‘plamlarda uzluksiz bo‘lsa, u holda bu

funksiyaning 4 U B to‘plamda uzluksizligi hagida nima deyish mumkin?

763. Agar f(x) va g(x) funksiyalar [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda

p(x) = max{f(x),g(x)}, q(x) =min {f(x),g(x)}, X€E [a,b] , funksiyalar

ham [a,b] da uzluksiz bo‘lishi ko‘rsatilsin.

764. f(x) funksiya [a,c]U|[c,b] kesmalarda uzluksiz bo‘lsin. f(x) funksiyaning
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[a,b] kesmada uzluksiz bo‘lishi uchun etarli shart keltirilsin va isbotlansin.
765. Agar f(x) funksiya V[a,b]c X kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda u X
to‘plamda uzluksiz bo‘lishi isbotlansin (a <b).

766. Teskari funksiyaning mavjudligi va uzluksizligi haqida teorema keltirilsin va
isbotlansin.

767. f(x) funksiya [0;1] kesmada aniqlangan, monoton bo‘lib, f(0)=0 va

f(1)=1 bo‘lsin. Agar Vx €[0;1] uchun shunday n e N topilsaki,

(St (£ (x))) =

. _
g

n ma

munosabat bajarilsa, [0;1] oraligda f'(x)=x ekani isbotlansin
768. f(x) funksiya R da uzluksiz bo‘lib, Vx € R uchun
£ (x))=x
munosabat bajarilsa, u holda shunday ¢ nugqta topilib, f (c) =0 bo‘lishi isbotlansin.

769. f (x) va g(x) funksiyalar uzluksiz va bir xil davrli bo‘lsin. Agar

lim[ £ (x)-g(x)]=0

X—>00

bo‘lsa,
f(x)=2(x)
bo‘lishi isbotlansin.
770. Ushbu
1 .
sin , azap x#a Oyica,
f(¥)=1" x-a
0, azap x=a oOyica.

funksiyaning ixtiyoriy [a,b] kesmadagi qiymatlari [ f (a); f (b)] kesmani
to‘Idirishi, lekin f(x) funksiyaning [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lmasligi ko‘rsatilsin.

771. Agar f(x) funksiya [a;+c0] da uzluksiz bo‘lib, chekli lim f'(x) limitga ega

xX—>+00

bo‘lsa, unda f(x) funksiyaning [a;+o] da chegaralangan bo‘lishi isbotlansin.
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772. Agar f(x) funksiya

uholda f(x) funksiyaning [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lishi ko‘rsatilsin.

1) [a,b] kesmada aniglangan va monoton,

2) uning giymatlari to‘plami [ f (a ); f (b)] kesmani tutash to‘ldirsa,

Test
. To‘g‘ri o Mugqobil Mugqobil
Ne Savol javob Mugqobil javob javob javob
L. | Agar f(x)=sgnux, fg) | f(gx) — | flgx) | flgx) —
g(x)=1+ x2 bo‘lsa, — uzluksiz, uzluksiz, —x=0 x=0
fleg(x) va g(f(x) | 8 (f (x)) g(f(x)) — nuqtada nugtada
' _ — x=0 uzhiksiz uzilishga | uzilishga ega,
funksiyalar uzluksiz -
bo‘ladimi? nugtada cga, g(f(x))
: uzilishga g(f(x)) x=0
ega — uzluksiz nuqtada
uzilishga ega
2. | Agar f(x)=sgnx, fg) | f(gx) — | flgx) | flgx) —
g(x)=x"—x bo'lsa, | —x=0, uzluksiz, —x=0 x=0
x=%1 g(f(x)) — nuqtada nuqtada
f(g(X)) v g(f(x)) nuqtalarda uzluksiz uzilishga uzilishga ega,
g wedksiz | uilshga cwa. | g(f(x) —
o'ladimi! cga g(f(@) | x2o
g(f(x) — uzluksiz nuqtada
— uzluksiz uzilishga ega
3. | Agar fg) | f(gx) — | flgx) | flgx) —
S (x)=sgn(x-1), — x=0, uzluksiz, —x=0 x=0
g(x)=sgn(x+1) x=-1 g(f(x) — nuqtada nuqtada
bo‘lsa, f(g(x)) va nugqtalarda uzluksiz uzilishga | uzilishga ega,
g(f(x)) fanksiyalar | lishea g | 8V () —
uzluksiz bo‘ladimi? e 8/ (x) x=0
) g(f(x)) — uzluksiz nuqtada
—x=1 uzilishga ega
nuqtalarda
uzilishga
ega
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Agar f(x)=sinx, fg) | f(gx) — | flgx) | flgx) —
g(x) =x" bolsa, —uzluksiz, | x=0,x=-1| —x=0 x=0
g(f(x)) nuqtalarda nuqtada nuqtada
ﬁj: IEE(X)I) va lg f{f (x)) — uzluksiz | uzilishga ega, uzilishga | uzilishga ega,
boladim? g — | e | g(f(x)
nugqtalarda — uzluksiz nugtada
uzilishga ega uzilishga ega
Quidagi xossa qanday Ishorani Uzluksiz Ishorani Uzluksiz
nomlanadi: agar f(x) saqglash funksiyalarning | o‘zgartirish | funksiyalarni
funksiva x. € X X0ssasi chegaralanganli X0ssasi ng
(i . gi chegaralanma
nuqtada uzluksiz bo‘lib, _ganligi
f(x,)#0 bo‘lsa, u
holda shunday 6 > 0
son topiladiki,
Vxe XNU;s(x,) da
sign f(x) =sign f(x,
bo‘ladi, ya’ni f(x)
funksiyaning U 5 (x,)
dagi ishorasi f'(x,)
ning ishorasi kabi
bo‘ladi?
Agar f(x) funksiya | f(x)+g(x) f(x)+g(x) | f(x)+g(x) f(x)+g(x)
X, nuqtada uzluksiz funksiya funksiya X, funksiya funksiya
bo‘lsa, g(x) funksiya | Xo nuqtada nuqtada X, nuqtada x, +1
- uzilishga | uzluksiz bo‘ladi ham nuqtada
X, nuqtada uzilishga o ) .
. ega bo‘ladi uzluksiz, uzilishga ega
ega bo‘lsa, u holda ' ham bo‘ladi
S (x)+ g(x) funksiya uzilishga
haqida nima deyish ega bo‘lishi
mumkin? mumkin
Agar f(x) va g(x) | f(x)+g(x) f(x)+g(x) | f(x)+g(x) f(x)+g(x)
funksiyalar X, nuqtada funksiya funksiya X, funksiya funksiya
uzluksiz bo‘lsa, u holda | X, nuqtada nugtada X, nuqtada X, +1
f(x)+ g(x) funksiya uzluksiz uzilishga ega ham nuqtada
haqida nima deyish bo‘ladi bo‘ladi uzluksiz, uzilishga ega
mumkin? ham bo‘ladi
uzilishga
ega bo‘lishi
mumkin
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8. | Agar f(x) vag(x) | f(x)-g(x)| f(x)-gkx) | f(x)-g(x)| f(x) g(x)
funksiyalar x, nuqtada funksiya funksiya x, funksiya | funksiya 2x,
uzluksiz bo‘lsa, u holda | X, nuqtada nuqtada X, nuqtada nuqtada
f(x)-g(x) funksiya uzluksiz uzilishga ega ham uzilishga ega
haqida nima deyish bo‘ladi bo‘ladi uzluksiz, bo‘ladi
mumkin? ham

uzilishga
ega bo‘lishi
mumkin

9. | Agar f(x) va g(x) | f(x)—gx) f(x)-g(x) | f(x)-gx) f(x)-g(x)
funksiyalar X, nuqtada funksiya funksiya X, funksiya funksiya
uzluksiz bo‘lsa, u holda | X, nuqtada nuqtada X, nuqtada xy—1
f(x)—g(x) funksiya uzluksiz uzilishga ega ham nuqtada
haqida nima deyish bo‘ladi bo‘ladi uzluksiz, uzilishga ega
mumkin? ham bo‘ladi

uzilishga
ega bo‘lishi
mumkin

10 | Agar f(x)=x2, f(gx) | flgl) — | flglx) | flgx) —
g(x)=x—1 bo‘lsa, —uzluksiz, | x=0, x=2 — x==1 x=3

g(f(x)) nuqtalarda nuqtada nuqtada
ﬁj: IEE(X)I) va (lgif (x)) — uzluksiz | uzilishga ega, uzilishga | uzilishga ega,
boladimi? gf() — | e | e(f(x) —
nugqtalarda — uzluksiz nugtada
uzilishga ega uzilishga ega
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Mavzu. Uzluksiz funksiyalarning global xossalari

17-ma’ruza
Reja
1. Veyershtrassning birinchi va ikkinchi teoremalari.

2. Bolsano—Koshining birinchi va ikkinchi teoremalari.

1. Veyershtrassning birinchi va ikkinchi teoremalari.

Aytaylik, f(x) funksiya [a, b] segmentda berilgan bo‘lsin. Ma’lumki, f(x)
funksiya (a, b) da uzluksiz, a nuqtada o‘ngdan, b nuqtada chapdan uzluksiz bo‘lsa,
f(x) funksiya [a, b] segmentda uzluksiz bo‘ladi.

Endi segmentda uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalarini keltiramiz. Ular
teoremalar orqali ifodalanadi.

I-teorema. (Veyershtrassning birinchi teoremasi). ([1], p. 235, Lemma 9.6.3).
Agar f(x) funksiya [a, b] segmentda uzluksiz, ya'ni f(x)e Cla, b] bo Isa, funksiya
[a, b] da chegaralangan bo ‘ladi.

A Ma’lumki, f(x) funksiyaning [a, b] da chegaralanganligi quyidagini

M e (O,+oo), Vxela, b]: |f(x)|EM
anglatadi.

Teskarisini faraz gilaylik, ya'ni f(x) € Cla, b] bo ‘Isa ham funksiya [a, b] da
chegaralanmagan bo ‘Isin. U holda

VneN, 3x,e€la,b]: | f(x,)|>n (n=1,2,..) (1)
bo ‘ladi. Ayni paytda, hosil bo ‘ladigan {x,} ketma-ketlik uchun x, €[a, b]
(n=1,2,...) bo lganligi sababli u chegaralangan bo ‘ladi. Unda Bolsano-Veyershtrass
teoremasiga ko ‘ra bu {x,} ketma-ketlikdan yaginlashuvchi qismiy {xnk } ketma-ketlik
ajratish mumkin:
k >0 dax, —x, (x,€la,b]).

Shartga ko ‘ra f(x) funksiya [a, b] da uzluksiz. Binobarin,
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k= da f(x,)= f(x,) )
bo ‘ladi. Bu (5) munosabat yuqorida qilingan farazga ziddir (chunki, faraz bo ‘yicha
lim f(x,, )= +o0

bo ‘lishi lozim edi). Demak, f(x) funksiya [a, b] da chegaralangan bo ‘ladi. W

Aytaylik, f(x) funksiya X < R to‘plamda berilgan bo‘lsin.

1-ta’rif. ([1], p. 236, Def. 9.6.5) Agar X to‘plamda shunday x, € X nuqta
topilsaki, ¥Yx € X uchun

F(x) < fx) (f(x) 2 f(x))
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nuqtada eng katta (eng kichik) qiymatga
erishadi deyiladi va
J(xp) =max f(x) (f(x,)=min f(x))

kabi belgilanadi.
2-teorema. (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi). ([1], p. 236, Prop. 9.6.7)
Agar f(x)e€ Cla, b] bo‘lsa, bu funksiya [a, b] segmentda eng katta hamda eng
kichik giymatlarga erishadi, ya 'ni
dc, €la, b], Vxela, b]: [f(x)<f(c)),

dc, €la, b], Vxela,b]: f(x)= f(c,)
bo ‘ladi.
o« Aytaylik, f(x)e Cla, b] bo'lsin. Veyershtrassning I-teoremasiga ko ‘ra
f(x) funksiya [a, b] segmentda chegaralangan, ya’ni ushbu

{f(x) | xela, b]}
to ‘plam chegaralangan bo‘ladi. Unda to‘plamning aniq chegarasi haqidagi
teoremaga ko ‘ra

sup f(x)=M (M €R)

x€la, b]
mavjud bo ‘ladi.
To ‘plamning aniq yuqori chegarasi ta rifiga muvofiq:

Vxela, b]: f(x)<M,
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Ve>0, Ix(e)ela, b]: f(x(e)>M —¢
bo ‘ladi. Keyingi tengsizlikda

deb olinadigan bo ‘Isa,

ketma-ketlik hosil bo ‘lib, uning uchun

Fo)>M -1
n

tengsizlik bajariladi. Demak, vne N da
1

M—-——<f(x,)sM
n

bo ‘ladi. Bu munosabatdan
lim f(x,)=M (3)

bo ‘lishi kelib chigadi.

Yugorida  hosil  qilingan  {x,} ketma-ketlik chegaralangan. Undan
vagqinlashuvchi qismiy ketma-ketlikni ajratish mumkin. Uni {xnk } deylik:

k > dax, —c (c€la,b]).
Berilgan f(x) funksiyaning uzluksizligidan foydalanib topamiz:
k>0 da f(x,)—> f(c).

Ravshanki, { f(x, )} ketma-ketlik {f(x,)} ketma-ketlikning qismiy ketma-
ketligi.

Demak (6) munosabatga ko ‘ra

k — o da f(x, )>M

bo'lib, f(c;)=M bo lishi kelib chigadi. Xuddi shunga o xshash, f(x) funksiyaning

eng kichik qiymatga erishishi ko ‘rsatiladi. »
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2. Bolsano-Koshining birinchi va ikkinchi teoremalari.
3-teorema. (Bolsano-Koshining birinchi teoremasi) ([2], p. 109, Th. 4.23)
Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a, b] segmentda berilgan bo ‘lib, quyidagi shartlarni
bajarsin:
1) f(x)e(la, b],

2) segmentning chetki nugtalari a va b larda har xil ishorali giymatlarga ega,

ya’'ni
f(a) <0< f(b) yoki f(a)>0> f(b)
bo ‘Isin.
U holda (a, b) da shunday x, nuqta (a <x, <b) topiladiki, f(x,)=0
bo ‘ladi.

o Aytaylik, f(x)eCla, b] bo‘lib, f(a)<0< f(b) bo'lsin. [a,b]
segmentning [ (X) funksiyaga manfiy qiymatlar beradigan nuqtalaridan iborat
to ‘plamini E deylik:

E={x€la, b]| f(x)<0}.
Ravshanki, a € E, E cla, b]. Demak, E to‘plam chegaralangan va E # .

To ‘plamning aniq yuqori chegarasi hagidagi teoremaga ko ‘ra

supE =x, (x, €(a, b))
mavjud bo ‘ladi.

Aniq yuqori chegara ta'rifiga binoan,

1
VneN, Ix, eE: x,—<Xx,<X,
n

bo ‘ladi. Demak,
f(x,)<0 (n=1,2,3,...).
f(x) funksiyaning [a, b] da uzluksiz bo ‘Iganligini e 'tiborga olib topamiz:
n— o da x, = x, bo'lib, f(x,)— f(x,).

Bir tomondan

lim f(x,)<0,
n— o0
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ikkinchi tomondan
lim £(x,)= /(%)
bo ‘lishidan
J(x)<0 (4)
bo ‘lishi kelib chigadi.
Ravshanki, x > x, da x ¢ E. Binobarin, f(x)=0. Shuning uchun
lim f(x)=0

X=X +0
bo ‘lib,
f(xo)zx_ljglm S(x)20 (5)
bo‘ladi. (4) va (5) munosabatlardan f(x,)=0 bo lishi kelib chigadi. Xuddi shunga
o ‘xshash, f(x)e€Cla, b] va f(a)>0> f(b) bo ‘lgan holda teorema isbotlanadi. »
4-teorema. (Bolsano-Koshining ikkinchi teoremasi) ([1], p. 238, Prop. 9.7.1)
Agar f(x)e€ Cla, b] bo‘lsa, u holda chegaralari f(a) va f(b) bo lgan segmentga
tegishli ixtiyoriy | soni olinganda [a, b] da shunday x, nugta topiladiki, f(x,)=1
bo ‘ladi.
4 f(a)< f(D) deb, f(a)<I< f(D)ni olaylik. Ravshanki, f(a)=1 yoki
f(b)=1 boigan holda teorema isbotlangan hisoblanadi.
Endi f(a)<I< f(b) bo'lsin. Ushbu
g(x)=f(x)=1 (x€la, b])
funksiyani olaylik. Bu funksiya uchun:
1) g(x)eCla, b];
2) gla)<0<g(d);
bo ‘ladi. Unda 3-teoremaga ko ‘ra shunday x, € (a, b) topiladiki,
g(xy)=0,
ya’ni,

f(xg)=1
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bo‘ladi. »
Ushbu ma’ruzaning pirovardida berilgan funksiyaga teskari bo‘lgan
funksiyaning mavjudligi haqidagi toeremani isbotsiz keltiramiz.

5-teorema. (teskari funksiyaning mavjudligi). Agar f(x) funksiya X c R
orligda uzluksiz va qat’ty o‘suvchi (qat’ty kamayuvchi) bo‘lsa, u holda
Y, ={f(x)|xe X} oraliqda teskari f “'(y) funksiya mavjud bo‘lib, u uzluksiz

gat’ly o‘suvchi (qat’iy kamayuvchi) bo‘ladi.

Mashqlar
1. Ushbu

f(x)=x"-x (xeR)
funksiya qiymatlari to‘plami R bo‘lishi isbotlansin.

2. Aytaylik, f (x) funksiya tekislikdagi biror aylanada berilgan va uzluksiz

bo‘lsin. U holda aylanada diametral qarama-qarshi joylashgan a va b nugqtalar topilib,

f(a)= £(b) bolishi isbotlansin.

Adabiyotlar
1. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.
2. Canuto C., Tabacco A. Mathematical analysis 1. Springer-Verlag, Italia,
2008.
3. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma’ruzalar, I g. T. “Voris-nashriyot”, 2010.
4. Fixtengol’ts G. M. Kurs differentsial 'nogo i integral 'nogo ischisleniya, 1 t.
M. «FIZMATLIT», 2001.
Nazorat savollari
1. Veyershtrassning birinchi teoremasi.
Veyershtrassning ikkinchi teoremasi.

Bolsano-Koshining birinchi teoremasi.

el A

Bolsano-Koshining ikkinchi teoremasi.
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Glossariy

Bolsano—Koshining birinchi teoremasi. Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a, D]
segmentda berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:
D) f(x)eCla, b];
2) segmentning chetki nuqtalari a va b larda har xil ishorali qiymatlarga ega,
ya’'ni
f(a)<0< f(b) yoki f(a)>0> f(b)

bo‘lsin.

Bolsano—Koshining ikkinchi teoremasi. Agar f(x) e C[a, b] bo‘lsa, u holda
chegaralari f'(a) va f(b) bo‘lgan segmentga tegishli ixtiyoriy / soni olinganda

[a, b] da shunday x, nuqta topiladiki, f(x,) =1 bo‘ladi.

Funksiya nuqtada eng katta (eng kichik) qiymatga erishishi. Agar X
to‘plamda shunday x, € X nuqta topilsaki, Vx € X uchun

F(x) < fx) (f(x) 2 f(x))
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nuqtada eng katta (eng kichik) qiymatga
erishadi deyiladi va
J(xg) =max f(x) (f(x)=minf(x))

kabi belgilanadi.

Funksiya orttirmasi. A f' = f(x)— f(x,) =f(x,+Ax)— f(x,) ayirma

funksiya orttirmasi deyiladi.

Funksiyaning nuqtadagi sakrashi. f(x, +0) — f(x, —0) ayirma

funksiyaning x, nuqtadagi sakrashi deyiladi.
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Uzluksiz funksiya (nuqtada) (Geyne bo‘yicha). Agar
n—>owodax —>x, (x,eX, n=12,.))
bo‘ladigan ixtiyoriy {x,} ketma-ketlik uchun

n—oda f(x,)—> f(x,)

bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi.

Uzluksiz funksiya (nuqtada) (Koshi bo‘yicha). Agar V& >0 son olinganda
ham shunday 6 = (&) > 0 son topilsaki,

Vxe X NUs(x,)
uchun
| f(x) = f(xy)|<e

tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi.

Uzluksiz funksiya (nuqtada). Agar

lim f(x)= f(x,)

x—)xo

bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi.

Uzluksiz funksiya (to‘plamda). Agar f(x) funksiya X < R to‘plamning har

bir nuqtasida uzluksiz bo‘lsa, f(x) funksiya X to‘plamda uzluksiz deyiladi.

Uzluksiz funksiyalar to‘plami. X < R to‘plamda uzluksiz bo‘lgan

funksiyalardan iborat to‘plam uzluksiz funksiyalar to‘plami deyiladi va C(X) kabi

belgilanadi.

Veyershtrassning birinchi teoremasi. Agar f(x) funksiya [a, b] segmentda

uzluksiz, ya’ni f(x) e Cla, b] bo‘lsa, funksiya [a, b] da chegaralangan bo‘ladi.
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Veyershtrassning ikkinchi teoremasi. Agar f(x) € Cla, b] bo‘lsa, bu
funksiya [a, b] segmentda eng katta hamda eng kichik qiymatlarga erishadi, ya’ni
dc, €la, b], Vxela, b]: f(x)< f(cy),
dc, €la, b], Vxela,b]: f(x)= f(c,)
bo‘ladi.

Keys banki

17-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Aytaylik, f (x) funksiya tekislikdagi biror
aylanada berilgan va uzluksiz bo‘lsin. U holda aylanada diametral qarama-qarshi
joylashgan a va b nugtalar topilib, f (a) =f (b) bo‘lishi isbotlansin.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal qgilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha va
tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching

(individual).

17-amaliy mashg‘ulot
Na’muna uchun misollar yechimi

1-misol. Agar f(x) e Cl[a, b] bo‘lsa, u holda chegaralari f(a) va f(b)
bo‘lgan segmentga tegishli ixtiyoriy / soni olinganda [a, b] da shunday x, nuqta
topiladiki, f'(x,)=/ bo‘ladi.

d f(a)< f(b) deb, f(a)<I[< f(b)niolaylik. Ravshanki, f(a)=1[ yoki
f(b) =1 bo‘lgan holda teorema isbotlangan hisoblanadi.

Endi f(a)</< f(b) bo‘lsin. Ushbu

g(x)=f(x)=1 (x€la, b])

funksiyani olaylik. Bu funksiya uchun:

1) g(x) e Cla, b];

2) gla)<0<g(d);
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bo‘ladi. Unda 3-teoremaga ko‘ra shunday x, € (a, b) topiladiki,

g(‘xo) = O)
ya’ni,

f(xo) =1
bo‘ladi. »

Misollar

756. Monoton funksiyaning uzluksizligi va uzilishi haqidagi teoremalar keltirilsin.

757. Monoton, lekin uzluksiz bo‘lmagan funksiyalarga misol keltirilsin.

758. Veyershtrass teoremalarida [a,b] kesma o‘rniga (a,b) yoki [a,b]U[c,d]
qaralsa tasdiq o‘rinli bo‘ladimi?

759. [a,b] kesmada chegaralangan ixtiyoriy f (x) funksiya uzluksiz bo‘ladimi?
760. Uzluksiz bo‘lmagan funksiyalar uchun Veyershtrass teoremalari o‘rinlimi?
761. Ushbu xe* =1 tenglama (0,1) oraligda hech bo‘lmaganda bitta ildizga ega

ekanligi ko‘rsatilsin.

762. Agar f(x) funksiya A va B to‘plamlarda uzluksiz bo‘lsa, u holda bu

funksiyaning 4 U B to‘plamda uzluksizligi hagida nima deyish mumkin?

763. Agar f(x) va g(x) funksiyalar [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda
p(x)=max{f(x),g(x)}, ¢q(x)=min{f(x),g(x)}, xe[a,b], funksiyalar
ham [a,b] da uzluksiz bolishi ko‘rsatilsin.

764. f(x) funksiya [a,c]U[c,b] kesmalarda uzluksiz bolsin. f(x) funksiyaning
[a,b] kesmada uzluksiz bo‘lishi uchun etarli shart keltirilsin va isbotlansin.

765. Agar f(x) funksiya V[a,b]< X kesmada uzluksiz bolsa, u holda u X

to‘plamda uzluksiz bo‘lishi isbotlansin (a <b).

766. Teskari funksiyaning mavjudligi va uzluksizligi haqida teorema keltirilsin va

isbotlansin.

767. f(x) funksiya [0;1] kesmada aniqlangan, monoton bo‘lib, f(0)=0 va
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f(1)=1 bo‘lsin. Agar Vx €[0;1] uchun shunday n e N topilsaki,

F(7s (f () =2

- _
g

n ma

munosabat bajarilsa, [0;1] oraligda f'(x)=x ekani isbotlansin
768. f(x) funksiya R da uzluksiz bo‘lib, Vx € R uchun
£ (x))=x
munosabat bajarilsa, u holda shunday ¢ nugqta topilib, f (c) =0 bo‘lishi isbotlansin.

769. f (x) va g(x) funksiyalar uzluksiz va bir xil davrli bo‘lsin. Agar

lim[ f(x)-g(x)]=0

X—>00

bo‘lsa,
f(x)=2(x)
bo‘lishi isbotlansin.
770. Ushbu
1 .
sin , azap x#a Oyica,
f(¥)=1" x-a
0, azap x=a oOyica.

funksiyaning ixtiyoriy [a,b] kesmadagi qiymatlari [ f (a); f (b)] kesmani
to‘Idirishi, lekin f(x) funksiyaning [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lmasligi ko‘rsatilsin.
771. Agar f(x) funksiya [a;+o0] da uzluksiz bo‘lib, chekli xlirlgo f(x) limitga ega
bo‘lsa, unda f'(x) funksiyaning [a;+o0] da chegaralangan bo‘lishi isbotlansin.
772. Agar f(x) funksiya

1) [a,b] kesmada aniglangan va monoton,

2) uning giymatlari to‘plami [ f (a ); f (b)] kesmani tutash to‘ldirsa,

uholda f(x) funksiyaning [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lishi ko‘rsatilsin.
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Test

Savol

To‘g‘ri javob

Mugqobil javob

Mugqobil javob

Agar f(x)
funksiya [a;b]
kesmada uzluksiz
bo‘lsa, u holda

quyidagi
ifodalarning
qaysi biri o‘rinli?

inf f(x)=

(asb)

1nf f(x)

inf inf
/) <inf 7

inf inf
/09> B 1)

Agar f(x)
funksiya [a;b]
kesmada uzluksiz
bo‘lsa, u holda
quyidagi
ifodalarning
qaysi biri o‘rinli?

sup f (x) = sup J ()

(a;b) [a:b]

sup f(x) < sup S(x
(a3b) [a;

sup f (x) > sup J ()

(a;b)

Agar
f(x)e(la;b]
bo‘lsa, u holda
m(x) = min f
funklsiya
uzluksizligi
haqida nima
deyish mumkin?

[a;b] kesmada
uzluksiz

b nuqtada uzilishga
ega

a nuqtada uzilishga

ega

Agar
f(x)e(la;b]
bo‘lsa, u holda
M (x)= max f

funklsiya
uzluksizligi
haqida nima
deyish mumkin?

[a;b] kesmada
uzluksiz

b nuqtada uzilishga
ega

a nuqtada uzilishga

ega

Agar

f(x)e(la;b)
bo‘lsa, u holda
m(x) = min f
funklsiya
uzluksizligi
haqida nima
deyish mumkin?

(a;b) kesmada
uzluksiz

[a;b] kesmaning
barcha nuqtalarda
uzlilishga ega

[a;b] kesmaning
ratsional nuqtalarda

uzlilishga ega
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Agar
f(x)eCla;b)
bo‘lsa, u holda
M (x) =max f
funklsiya
uzluksizligi
haqida nima
deyish mumkin?

(a;b) kesmada
uzluksiz

[a;b] kesmaning
barcha nuqtalarda
uzlilishga ega

[a;b] kesmaning
ratsional nuqtalarda
uzlilishga ega

Agar
f,geC(X)
bo‘lsa, u holda
M (x) = max{f
funklsiya
uzluksizligi
hagida nima
deyish mumkin?

X to‘plamda
uzluksiz

X to‘plamning
barcha nuqtalarida
uzilishga ega

X to‘plamning
ratsional nuqtalarida
uzilishga ega

Agar
f,geC(X)
bo‘lsa, u holda

M (x)=min{f(
funklsiya
uzluksizligi
hagida nima
deyish mumkin?

X to‘plamda
uzluksiz

X to‘plamning
barcha nuqtalarida
uzilishga ega

X to‘plamning
ratsional nuqtalarida
uzilishga ega

Quyidagi
funksiyalardan
gaysi biri R da
uzluksiz?

y=sinx

y=sgnx

10.

Quyidagi
funksiyalardan
qaysi biri

uzilishga ega?

y=sgnx

y=sinx
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Mavzu. Tekis uzluksizlik. Kompakt to" plamda uzluksiz

funksiyalar
18-19-ma’ruzalar

Reja
1. Funksiyaning tekis uzluksizligi tushunchasi.

2. Kantor teoremasi.

1. Funksiyaning tekis uzluksizligi tushunchasi.

Faraz qilaylik f(x) funksiya X < R to‘plamda berilgan bo‘lsin.

1-ta’rif. ([1], p. 244, Def. 9.9.2) Agar ixtiyoriy & >0 son olinganda ham
shunday 6 > 0 son topilsaki,

|x'—x"|<d
tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x', x"'€ X uchun
f(x) = f(x')]<e
tengsizlik bajarilsa, ya 'ni
Ve>0,36>0, Vx', x"'e X, |[x'—x""|<d:
f(x) = f(x')]<e

bo‘lsa, f(x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz deyiladi.

Keltirilgan ta’rifdan:

1) 6 > 0 sonning fagat £ > 0 ga bog‘liqligi,

2) f(x) funksiya X da tekis uzluksiz bo‘lsa, y shu X to‘plamda uzluksiz
bo‘lishi kelib chigadi.

1-misol. f(x)=x, xe€ R bo‘lsin. Bu funksiya R da tekis uzluksiz bo‘ladi.

4 Agar Ve >0 gako‘ra 6 =& deb olinsa, unda Vx', x''e X, [x'—x""|<0
da

| fxD)=f)=lx"=x""|<o=¢

bo‘ladi. P

2-misol. f(x)=sinx, x € R bo‘lsin. Bu funksiya R da tekis uzluksiz bo‘ladi.

< Agar Ve >0 gako‘ra, 0 = ¢ deyilsa, unda Vx', x'"'e R, |x'—x"'|<J da
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! 14

X +Xx
COS .
2 |

x! _ x”

2 |

<

‘sin x' —sin x”‘ =2 sin x'—x"l<6=¢

bo‘ladi. P
1
3-misol. /(x)=—, x € X =(0,1] bo‘lsin. Bu funksiya X =(0, 1] da tekis
X
uzluksiz bo‘lmaydi.

1
<« V¢ >0 sonni, masalan, & =§ deb olib, x' va x" nugqtalar sifatida

x’=l, x”=L (neN)
n n+1

H|

deb olinsa, u holda | x'—-x"'| ayirma quyidagicha

1 1

n n+l1l

" |_

|x'—x

bo‘ladi. Bundan (| x'-x"|< &) O ni har gancha kichik qilib olish mumkin bo‘lsa ham
1

ey - fan) =L oL

=ln—(n+1)] =1>l=8
X 2

1
bo‘ladi. Demak, f(x)=— funksiya X =(0, 1] da tekis uzluksiz emas. »
X

2. Kantor teoremasi.

1-teorema. (Kantor teoremasi) ([1], p. 247, Th. 9.9.16) Agar f(x)eCla, b]
bo‘lsa, u holda f(x) funksiya [a, b] da tekis uzluksiz bo ‘ladi.
o« Aytaylik, f(x)eCla, b] bo‘lsa ham funksiva [a, b] da tekis uzluksiz
bo ‘Imasin. Unda biror € >0 va ixtiyoriy & >0 uchun [a, b] da shunday x' va x"
nugqtalar topiladiki,
X' =x"[<6 = [f(xX)-f(x")]=¢
bo'ladi. n >+ da 6, >0 (5,>0,n=1,2,...) bo'ladigan ixtiyoriy {5,} ketma-

ketlikni olamiz. Unda

<6, = |f(x) - f(x])

! "
X, — X 2e,
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<&, = /() - f(x]

! "
Xy — X, 2e,

! 14
X, —X, 2e,

<, =|f(x) - f(x))

bo ‘ladi.
Ravshanki, {xn} uchun x; €la, b] (n=1, 2, 3, ...) bolib, undan
k —+0w da x;lk —x, (x, €la, b))
bo ‘ladigan qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. Ayni paytda, x;'k uchun ham
k—>+0 da x; — x,
bo‘ladi. f(x)e€ Cla, b] bo lishidan
k=0 da f(x, )= f(x), f(x;)— f(x))
bo ‘lib, ulardan k —>+© da f(x;k ) —f(x;k ) — 0 bo'lishi kelib chigadi. Bu esa

Vne N uchun
) —f(x)]ze
deb olingan farazga zid. Demak f(x) funksiya [a, b] da tekis uzluksiz. »

2-ta’rif. Faraz qilaylik f(x) funksiya X c R to‘plamda berilgan bo‘lsin.
Ushbu
sup f(x) —inf f(x)
xeX

xeX
ayirma f(x) funksiyaning X to‘plamdagi tebranishi deyiladi va u @ opqali
belgilanadi:
o=w(f; X)=sup f(x)—inf f(x).
xeX

xeX

f(x) funksiyaning X to‘plamdagi tebpanishi qyyidagicha
o= sup {|f(x")—f(x")}

x', x"eX
ham ta’riflanishi mumkin.

Natija. Agar f(x)e€ Cla, b] bo‘lsa, u holda V& >0 uchun shunday 6 >0
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topiladiki, [a, b] segment uzunliklari & dan kichik bo‘laklarga ajratilganda har bir

bo‘lakdagi funksiyaning tebranishi & dan kichik bo‘ladi.
<« Shartga ko‘ra f(x) e Cla, b]. Demak, Kantor teoremasiga ko‘ra u [a, b]

da tekis uzluksiz. Unda ta’rifga binoan

Ve>0, 36 >0, Vx', x"'€la, b], |x'—x"|<o: |f(x")—f(x")|<e
bo‘ladi.

Endi [a, b] segmentni uzunligi 6 dan kichik bo‘lgan

[x,, x.,] (x,<x,<x,<..<X,, X,=a, x,=b)
bo‘laklarga ajaratamiz. Unda
VX, x"elx, x, ), [X'=x"|<o: | f(X)-f(x")|<e
bo‘ladi. Demak,
o= sup {f(x)-f")i<e

X, x'elxy, x, ]

bo‘ladi. P

Funksiyaning uzluksizlik moduli. f(x) funksiya X — R to‘plamda berilgan
bo‘lib, u shu to‘plamda uzluksiz bo‘lsin. Endi

Vo>0,Vx,x"eX, |[xX'=x"|<6
uchun
S = f () (1)

ayirmani qaraymiz.

3-ta’rif. (1) ayirmaning aniq yuqori chegarasi

sup{| f(x") = f(x") [}

f(x) funksiyaning X — R to‘plamdagi uzluksizlik moduli deyiladi va () kabi
belgilanadi:

o(8) = sup {f(x)—- fGN}.

‘x'—x”‘ﬁé
Demak, f(x) funksiyaning X to‘plamdagi uzluksizlik moduli 6 ning manfiy

bo‘lmagan funksiyasi bo‘ladi.

Endi uzluksizlik modulining ba’zi xossalarini keltiramiz:
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1) Funksiyaning uzluksizlik moduli 6 ning o‘suvchi funksiyasi bo‘ladi.

« Aytaylik, 6, >0, 6, >0 va 6, > J, bo‘lsin. U holda

{x', X"eX:|x'=x" S51}, {x', xX'eX:|x'=x" 352}
to‘plamlar uchun
{x', x"eX: |x'—x" S5z}c{x', x"eX: |x'=x" 351}

bo‘lib, undan
(6,) < w(d))

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, o, > 6, = @(9,) =2 w(J,). »

Uzluksizlik modulining keyingi xossasini isbotsiz keltiramiz.

2) Funksiyaning uzluksizlik moduli uchun ushbu

O(A0) <A+ 1) w(d)

munosabat o‘rinli bo‘ladi, bunda A —musbat son.

4-misol. Ushbu f(x)=ax+b (a,beR) funksiyaning X =[a, [] dagi
uzluksizlik moduli topilsin.

<« Ta’rifga binoan,

@(6)= sup |(ax"+b)—(ax" + b)‘ = sup ‘a(x’ — x”)‘ = ‘a‘ ¥

‘x’—x"‘S6 ‘x’—x"‘S6

bo‘ladi. Demak, w(d)=|a|-6. »
2-teorema. f(x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lishi uchun

lim o(5)=0

6—>+0
tenglikning o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli.

« Zarurligi. f(x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lsin:
Ve>0, 35, >0, V¥, X" e X, [X-x"|<8.: | f(x) - f(x") |<§.
Uholda 0 <6 <6, tengsizliklarni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy 8 uchun

sup {/ ()= f(x}< sup {f(x") - f(x")

‘x'—x”‘Scﬁ ‘x'—x' "Ség

}‘S§<8

bo‘lib, unda @w(d) < €, ya’ni
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li 0)=0
Jim, (0)
bo‘lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Ushbu
li 0)=0
Jim,(8)
munosabat o‘rinli bo‘lsin. Demak, 6 —+0 da

o) = sup {/(x)=f&"[}—>0.

|x'—x"|<5
U holda
vx', x"eX, |x'-x"|£6<6,: ‘f(x')—f(x")

<&
bo‘ladi. Demak, f(x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz bo‘ladi. »

Funksiyaning uzluksizlik moduli funksiyalarni sinflarga ajratish imkonini

beradi. Masalan, uzluksizlik moduli ushbu
w(6)<M -6°
(bunda M =const, 0 <a <1) tengsizlikni ganoatlantiruvchi funksiualar to‘plami «

tartibli Lipshits sinfi deyiladi va Lip,, o kabi belgilanadi.

Mashgqlar
1. Agar f(x) va g(x) funksiyalapning har biri [@, b]< R da tekis uzluksiz

bo‘lsa, u holda f(x)-g(x) funksiya ham [a, b)]c R da tekis uzluksiz bo‘lishi
isbotlansin.
2. f(x)=x funksiyaning [0, + o) da tekis uzluksiz emasligi ko‘rsatilsin.
3. Ushbu
fx)=x>+1
funksiyaning X =[0, 1] segmentdagi uzluksizlik moduli topilsin.

4. Agar f(x) funksiya (0,1) da tekis uzluksiz bo‘lsa, ushbu
lim £ (x)

x—>+0

limit mavjud bo‘ladimi?
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Nazorat savollari
1. Funksiyaning tekis uzluksizlugi.

Kantor teoremasi.

Funksiyaning to‘plamdagi tebranishi nima?

ol

Funksiyaning to‘plamdagi uzluksizlik moduli nima?

Glossariy

Funksiyaning to‘plamdagi tebranishi. Faraz gilaylik f(x) funksiya X < R

to‘plamda berilgan bo‘lsin. Ushbu
sup f(x) —inf f(x)
xeX

xeX
ayirma f(x) funksiyaning X to‘plamdagi tebranishi deyiladi va u @ opgali
belgilanadi:
o=o(f; X)=sup f(x)—inf f(x).
xeX

xeX

Funksiyaning to‘plamdagi uzluksizlik moduli. | /(x')— f(x'") | ayirmaning
aniq yuqori chegarasi
sup{| f(x") = f(x") [}
f(x) funksiyaning X < R to‘plamdagi uzluksizlik moduli deyiladi va @(J) kabi
belgilanadi:

@(®) = sup {/(x)=F(x"}:

‘x'—x”‘éé
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Kantor teoremasi. Agar f(x) € C[a, b] bo‘lsa, uholda f(x) funksiya
[a, b] da tekis uzluksiz bo‘ladi.

Tekis uzluksizlik. Agar ixtiyoriy £ > 0 son olinganda ham shunday & > 0 son
topilsaki,
|x'-x"|< o

tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x', x''e X uchun

[fx)=f(x)<e
tengsizlik bajarilsa, ya’ni

Ve>0,36>0, Vx', x"'e X, |x'—x"|<0d:

[fx)=f(x)<e

bo‘lsa, f(x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz deyiladi.

Uzluksiz funksiya (nuqtada). Agar
lim f(x)=f(xy)
X=X

bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi.

Uzluksiz funksiya (to‘plamda). Agar f(x) funksiya X < R to‘plamning har

bir nugtasida uzluksiz bo‘lsa, f(x) funksiya X to‘plamda uzluksiz deyiladi.

Keys banki
18-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Agar f (x) funksiya (0,1) da tekis uzluksiz

bo‘lsa, ushbu

lim £(x)

x40
limit mavjud bo‘ladimi?
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha va
tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);
e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching

(individual).
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18-amaliy mashg‘ulot
Na’muna uchun misollar yechimi

1-misol. Ushbu
f(x)=sinx
funksiyaning (—oo; +oo) da tekis uzluksiz bo ‘lishi isbotlansin.
<4 Ve >0 sonni olib, unga ko‘ra 6 ni 6 =& deymiz. Unda |x1 — x2| <0
tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyorty x,,x, € (—oo;+oo) uchun

X +x, . xl—x2|

. . X, — X,
smxl—smx2|=2cos sin 5 | —

<2-1-

=|xl—x2|<5=8

bo‘lishini topamiz. Demak, f'(x)=sinx funksiya (—oo;+c0) da tekis uzluksiz. P

Misollar
y=f (x) funksiyaning X to‘plamda tekis uzluksiz ekanligi ta’rif yordamida

ko‘rsatilsin (6 = & (¢) topilsin).

773. f(x)=3x-5, X =(—o0;+0).
774. f(x)=x"—x+1, X =(-3;4).
775. f(x)zl, X =[0,2;1].

776. f(x)=+x,

X =[0;+).
777. f(x)=%x, X =[0;2].
778. f(x)=x"—1, X =[-2;3].
779. f(x)zxiz, X =[3:4].
780. f(x)=3sinx+2cosx. X = (—o03+00).
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y=f (x) funksiyaning X to‘plamda tekis uzluksiz emasligi isbotlansin.

781. f(x):% X =(0;1).
782. f(x)zsin%, X =(0;1).
783. f(x)zcos%, X =(0;1).
784. f(x)=x’ X = (—o0;400).
785. f(x)zxi3 X =(35).
786. f(x)=Inx X =(01).

Quyidagi funksiyalar berilgan oraliqda tekis uzluksizlikka tekshirilsin.

787, £(x)=0% (0<x<n)
X

788. f(x)zx2 (—10<x<10)
789. f(x)=xsinx (0<x<o)

790. f(x)=e" (—o0<x<+0)

791. f(x) — cosx-cos- (O<x <1)
X

792. f(x):xsinl (0<x<m)
X

793. f(x)=sinvVx (1<x<+o0)
794. f(x)ze_arcsm (—ISXSI)

x+1, aeap x<0 6ynca,

795. f(x):{ . X = (—o0;400)

e, aeap x>0 oOyica

796. f(x)=x+sinx, X =(-o0;+x)
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Quyidagi funksiyalarning berilgan oraliqdagi uzluksizlik modullari topilsin.

797. f(x)=2x-1, X =(—o0;+00) 798. f(x)=x, X =[-ee]

799. f(x) l, X =[a;+), a>0 , X =(01)
x

801. f(x) X =[l3400)

803. f(x)=cosx,

X, X= (—oo;+oo)

X =(—o0;+00)

Test

Savol

To‘g‘ri javob

Mugqobil javob

Mugqobil
javob

Mugqobil javob

Quyidagi
funksiyalardan
qaysi biri R da
tekis uzluksiz?

f(x)=sinx

f(x)=sinx’

f(x)=x

f(x)=x"

Quyidagi
funksiyalardan
qaysi biri R da
tekis uzluksiz?

f(x)=3x—-4

f(x)=3x"-4

f(x)=x

f(x)=5x"

Quyidagi
funksiyalardan
qaysi biri R da
tekis uzluksiz
bo‘Imaydi?

f(x)=x

f(x)=sinx

fx)=x

f(x)=5

Quyidagi
funksiyalardan
qaysi biri R da
tekis uzluksiz
bo‘lmaydi?

f(x)=sinx’

f(x)=cosx

f(x)=3x

fx)=x-1

f(x)=Inx
funksiya gaysi
to‘plamda tekis
uzluksiz?

[1;2]

(0;1)

(0;2)

(0;3)

o)==

X
funksiya gaysi
to‘plamda tekis
uzluksiz
bo‘lmaydi?

(0;1)

[1;2]

[2:3]

[4;5]
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T f(x)=x*+1 (—00;+00) [—10;10] [~100;100] | [~1000;1000]

funksiya qaysi
to‘plamda tekis
uzluksiz
bo‘Imaydi?

8. | f(x)=3x" [-2;2] (0;+00) (—=2;+00) (—o0;0)
funksiya qaysi
to‘plamda tekis
uzluksiz?

90 | f(x)=2x—1 | o(8)=25 0(3)=0 | @(6)=35 | w(5)=45
funksiyaning
X=R
to‘plamda
uzluksizlik
modulini
toping.

10. | f(x)= x| 0(5)=0 0(5)=25 | @(5)=35 | w(5)=45
funksiyaning
X=R
to‘plamda
uzluksizlik
modulini
toping.
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Mavzu.Kompakt to plam. Kompakt to’ plamda uzluksiz

funksiyalar

19-ma’ruza
Reja.
1°. Kompakt to plam tushunchasi.

2°. Kompakt to plamda berilgan uzluksiz funksiyalarning xossalari.

1. Kompakt to'plam tushunchasi. Avvalo ochiq va yopiq to'plamlar

tushunchalarini keltiramiz.
Faraz qilaylik, X < R to’plam berilgan bo’lib, x, € X bo’lIsin.
1-ta'rif. Agar x, nuqtaning shunday
Us(xy)={xeR: x,-0<x<x,+06} (6>0)
atrofi mavjud bo'lsaki, uning uchun U, (x,) < X bo'lsa, x, nuqta X to plamning

ichki nuqtasi deyiladi.
1
Masalan, x, = 5 nuqta X =[0, 1] to'plamning ichki nuqtasi bo'ladi. CHunki,

1 1 1 1 1 1 1 1
bu nuqtaning (— -——, —+ —j atrofi uchun | ———, —+—|c[0, 1] bo'ladi.
2 4 2 4 2 4

x=0, x=1 nuqtalar shu to'plamning ichki nuqtalari bo'lmaydi, chunki, masalan,
x =0 nuqgtaning hech ganday (—0; d) atrofi X =[0,1] segmentga tegishli
bo'Imaydi. (Bu atrofning (-9, 0) qismi [0, 1] segmentning tashqarisida joylashgan).

2-ta'rif. Agar X to'plamning har bir nuqtasi uning ichki nuqtasi bo'lsa, X

ochiq to plam deyiladi.
Masalan, X =(0,1), X =(0,1)U(2,4) toplamlar ochiq to'plam-lar
bo’ladi.

3-ta'rif. Agar X to'plamning barcha limit nuqtalari shu to'plamga tegishli
bo'lsa, X yopiq to’plam deyiladi.
Masalan, X =[O0, 1] segment yopiq to'plamdir.
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Eslatma. Limit nuqtaga ega bo'lmagan to'plam ta'rifga ko'ra yopiq to plam
deb hisoblanadi. Masalan, £ = {1,2,3,4,5} to'plam yopiq to'plam bo"ladi.

4-ta’rif. Agar X to'plamning nuqtalaridan tuzilgan har qanday {x, } ketma-
ketlikdan shu to'plamning nugqtasiga yaqinlashuvchi {xnk} qismiy ketma-ketlik
ajratish mumkin bo'lsa, X kompakt to’ plam deyiladi.

Misollar. 1. X =[a, b] segmentning kompakt to'plam bo'lishi Bol’tsano-
Veyershtrass teoremasidan kelib chiqadi.

2. X =[a,, b;1U[a,, b,1U...Ul[a,, b,] to'plam kompakt to'plam bo'ladi.

3. X =(0, 1) interval kompakt to'plam bo'lmaydi, chunki

1
n+l1

X, =

€(0,1) bo'lib, n—>ow nma x, >0¢X.

Teorema. X kompakt to'plam bo'lishi uchun uning chegaralangan va yopiq
to'plam bo'lishi zarur va etarli.

« Zarurligi. X kompakt to'plam bo'lsin. Uning chegaralanganligini
ko'rsatamiz. Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni X — kompakt to’plam bo'lsa ham u
chegaralanmagan bo'lsin. U holda

Ix,, x,€eX, n=123,...: |x,|>n
bo'ladi. Ravshanki bu {x } ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik

ajratib bo'lmaydi. Bu esa X ning kompakt to'plamligiga zid. Demak, X —
chegaralangan to plam.

Endi X ning yopiq to'plam bo'lishini ko 'rsatamiz. Faraz gilaylik x, nuqta X
to'plamning limit nuqtasi bo'Isin. U holda

Ix,, x,eX, n=123,...: n>+00 nma x, > x,

n?

bo'ladi. Bu {x,} ketma-ketlikning har qanday {xnk } qismiy ketma-ketligi uchun

lim x,

=X
k—+ o 0

k

bo'ladi. X' kompakt to'plam bo'lganligi sababli x, € X bo’ladi. Demak, X yopiq

to'plam.
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Yetarliligi. X —chegaralangan va yopiq to'plam bo'lsin. Bol’tsano-

Veyershtrass teoremasiga ko'ra har qanday {x, } ketma-ketlikdan x, ga

yaqinlashuvchi {xnk} qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin: £ —+oco da X, —> X
Ravshanki, x, nuqta X to'plamning limit nuqtasi bo'la-di. Ayni paytda, X

yopiq to'plam bo'lgani uchun x, € X bo'ladi. Demak X —kompakt to’plam. »

Endi kompakt to plamning muhim xossalarini kelti-ramiz.

Faraz qilaylik, X to'plam va har bir elementi intervaldan iborat S = {o}

intervallar sistemasi berilgan bo lIsin.
5-ta'rif. Agar X to'plamning har bir x nuqtasi uchun S sistemada shu

nugtani o'z ichiga oluvchi o interval topilsa, u holda S = {G} sistema X to plamni
qoplaydi deyiladi.
Masalan, X = (0,1) bo'lsin. Quyidagi

L3y (r3)y (1 3
27 2 b 47 4 > 2n b 2n > *°
intervallar sitemasini olaylik.

Ravshanki, X = (0,1) to'plamning har bir nuqtasi bu intervallar sistemasining

kamida bitta intervaliga tegish-li bo'ladi. Demak,

sistema X = (0,1) to'plamni qoplaydi.

Endi bitta tasdigni isbotsiz keltiramiz.

Geyne-Borel’ lemmasi. Agar chegaralangan yopiq X to'plam cheksiz
intervallar sistemasi {G}‘ bilan qoplangan bo'lsa, u holda {G}‘ sistemadan X
to'plamni qoplovchi chekli {o,, 0,, ..., 0, } sistemani ajratish mumkin.

2°. Kompakt to'plamda berilgan uzluksiz funksiyalarning xossalari. Faraz
qilaylik f (x) funksiya X kompakt to'plamda (X - R) berilgan bo'lsin. Bu
to'plamda f (x) funksiya uzluksiz bo’lsa, u qator xossalarga ega bo’ladi:

1. Agar f (x) funksiyva X kompakt to'plamda uzluksiz bo'lsa, u
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chegaralangan bo’ladi.
2. Agar f (x) funksiya X kompakt to'plamda uzluksiz bo'lsa, funksiya shu
to'plamda o'zining aniq chegaralariga erishadi. YA'ni shunday x, e X, x,eX

nugqtalar topiladiki,

fO)=sup f(x),  flxy)=inf f(x)

xeX
bo'ladi.

3. Agar f (x) funksiya X kompakt to’plamda uzluksiz bo'lsa, funksiya X da
tekis uzluksiz bo'ladi.

4. Agar f (x) funksiya X kompakt to'plamda uzluksiz bo'lsa, shu X
to'plamning aksi { f(x)} kompakt to'plam bo'ladi.

Bu xossalarning birini, masalan, 1-xossaning isbotini keltiramiz.

<« Aytaylik, X < R kompakt to'plam bo'lib, bu to'plamda f (x) funksiya
uzluksiz bo'Isin. Unda ¥ x € X nuqtaning shunday kichik atrofi U(x) topiladiki, bu
atrofda f (x) funksiya chegaralangan bo'ladi. Bunday nuqta atroflari U (x)
intervallardan S sistemani hosil gilamiz:

S={U(x): xe X}.

Ravshanki, S sistema X to'plamni qoplaydi. X kompakt to'plam bo'lganligi

sababli, Geyne-Borel’ lemmasiga asosan bu sistemadan X to'plamni qoplovchi chekli
s*={Uv,,U,,....U,}
sistemani ajratish mumkin.

Har bir U, (k=1,2,..,n) atrofda f (x) funksiya chegaralangan, ya'ni
shunday m,, M, (m, =const, M, =const, k=1,2,...,n) sonlar topiladiki,
VxeU, da

m,<f(x)<M, (k=12,3,..,n)
bo'ladi.
Agar m, m,, .., m, sonlarining eng kichigini m, M,, M,,...M,

sonlarning eng kattasini M desak, uholda Vxe X dam< f (x) <M bo’ladi.
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Demak, f (x) funksiya X to'plamda chegaralangan. »

Mashqlar

1. Chekli sondagi ochiq to'plamlar yig'indisi ochiq to'plam bolishi isbotlansin.
2. Agar f (x) funksiya X kompakt to'plamda uzluksiz bo'lsa, funksiya X da

tekis uzluksiz bo'lishi isbotlansin.
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Mavzu. Funksiyaning hosilasi
20-ma’ruza
Reja
1. Funksiya hosilasining ta’rifi.

2. Funksiyaning o‘ng va chap hosilalari.

3. Hosilaning geometrik va mexanik ma’nolari.

1. Funksiya hosilasining ta’rifi.
Faraz gilaylik, f(x) funksiva (a,b)c R da berilgan bo'lib, x, €(a,b),
x, +Axe(a,b) boIsin.
Ma’lumki ushbu
Af (xg)= £ (xo +Ax) = f(x,)
ayirma f (x) SJunksiyaning x, nuqtadagi orttirmasi deyiladi. (2], p. 167, item 6.1)
1-ta’rif. ([2], p. 168, Def. 6.1) Agar ushbu

i G+ A = £ ()
Ax—0 Ax

limit mavjud va chekli bo ‘Isa, u f (x) Sunksiyaning x, nuqtadagi hosilasi deyiladi va

7)
Iif ;xo),yoki 1(x,), yoki ( S (x));, kabi belgilanadi. Demak,
X

(1)

. Ax) —
e =ty L0 80—

Agar x,+ Ax=x deyilsa, unda Ax=x—-x, va Ax >0 da x = x, bo'lib,

(1) munosabat quyidagi

F'(xg) = lim ()~ f(x) )

X=X X — xo

ko ‘rinishga keladi.
I-misol. (2], p. 170, 1)) f (x) =X, X, € R bo'lsin. Bu funksiya uchun
fO)=fG) 5= _,
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bo lib,

S0

X=X X — xo

1

bo ‘ladi. Demak, f'(x)=(x)"=1.

2-misol. ([1], p. 253, Example 10.1.6) f(x) = |x , X € R boIsin.

Agar x>0 bo‘lsa, u holda f(x)=x bo'lib, f'(x) =1 bo ladi.
Agar x <0 bo‘lsa, u holda f(x)=—x bo'lib, f'(x)=—1 bo ladi.
f@)-0_|x]

bo‘lib, x > 0 da bu
x—0 X

Agar x, =0 bo‘lsa, u holda

nisbatlarning limiti mavjud bo ‘Imaydi. Demak, berilgan funksiya x, =0 nuqtada
hosilaga ega bo ‘Imaydi.

3-misol. f(x)=x|x|, xeR, x, € R bo‘lsin.

a) x, >0, x>0, x# x, uchun

S =S x0) _x|x|=x0 |3 | _ 2 -3

=X+ X,
bo‘lib,
) x)— f(x
PN NP
x—)xo x—xo
bo‘ladi.
b) x, <0, x<0, x # x, uchun
2 2
— - x4
f0) = f) _=xt 4w
bo‘lib,
) x)— f(x
i TS0 o
X—>Xq X=X,
bo‘ladi.

v) x, =0, x # x, uchun
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f(X)—f(xo):X|X|:|x|
x—0 X
bo‘lib,
L S0

X=X X — O
bo‘ladi. Demak, Vxe R da f'(x)=(x|x]|)'=2]|x].
4-misol. Aytaylik,

1
x-sin—, agar x#0 bo'lsa,

f(x)= X

0, agar x=0 bo'lsa,

bo‘lib, x, =0 bo‘lsin. Unda

.1

x-sin——0
f@-f) T T
X=X, x-0 X

bo‘lib, uning x — 0 dagi limiti mavjud emas. Demak, berilgan funksiya x, =0
nuqtada hosilaga ega emas.
2. Funksiyaning o°ng va chap hosilalari.
Faraz qilaylik, [ (x) funksiya X c R to‘plamda berilgan bo‘lib,
(xg =9, x,)cX (6>0) bo'lsin.
2-ta’rif. (/2], p. 176, Def. 6.13) Agar ushbu
S0 f(x)

x—=>x,—0 X—X,

limit mavjud bo ‘lsa, bu limit f (x) Sfunksiyaning x, nuqtadagi chap hosilasi deyiladi
va f'(x, —0) kabi belgilanadi:

-0y~ tim LS00

x—>xy—0 X — X,
Aytaylik,  f (x) funksiva X C R to‘plamda  berilgan  bo‘lib,
(X9, Xy +06)c X (6 >0) bosin.
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3-ta’rif. (/2], p. 176, Def. 6.13) Agar ushbu
)= S )

x—>xy+0 X — xo

limit mavjud bo ‘Isa, bu limit f (x) Sunksiyaning x, nuqtadagi o‘ng hosilasi deyiladi

va f'(x,+0) kabi belgilanadi:

Firy +0) = fim L=/ ()

x—=>xy+0 X —X,

Masalan, f(x)=|x| funksiyaning x, = 0 nuqtadagi o‘ng hosilasi f"'(+0) =1,
chap hosilasi f'(—0) = —1 bo‘ladi.

Yugqorida keltirilgan ta’riflardan quyidagi xulosalar kelib chigadi:

1. (2], p. 176, Property 6.14) Agar f (x) Sfunksiya x, nugtada f'(x,) hosilaga
ega bo‘Isa, u holda bu funksiya x, nuqtada o ‘ng f'(x, +0) hamda chap f'(x,—0)
hosilalarga ega va f'(x,—0)= f'(x,) = f'(x, +0) tenglikiar o ‘rinli bo ladi.

2.(12], p. 176, Property 6.14) Agar f (x) Sfunksiya x, nuqtada o'ng
f'(xy +0) hamda chap f'(x,—0) hosilalarga ega bo‘lib, f'(x,—0)= f"(x,+0)
bolsa, u holda f (x) funksiya x, nuqtada f'(x,) hosilaga ega va
S (xg—0)= f'(xy) = f'(x, +0) tengliklar o ‘rinli bo ‘ladi.

3. Hosilaning geometrik hamda mexanik ma’nolari.

(12], p. 168, (6.1)) Faraz gilaylik, f(x) funksiya (a,b) da berilgan bo ‘lib,

X, € (a,b) nugtada f'(x,) hosilaga ega bo lsin. Bu f (x) funksiyaning grafigi 5-

chizmada tasvirlangan I’ egri chizigni ifodalasin:
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¥

'I" -
( / X0 xoti x
£

5-chizma.

Bu I' chizigda M (x,,v, ), M(x,y) nugtalarni olib, ular orqali o ‘tuvchi
kesuvchini garaymiz.

My(x,,f(x,))el, M(x,f(x))el’, M = M, da | kesuvchi limit holati
I chizigga M , nugtada o ‘tkazilgan urinma deyiladi.

Ravshanki, ¢ burchak Ax ga bog'lig: ¢ = (p(Ax) f (x) funksiyaning
grafigiga M, nugtada o ‘tkazilgan urinmaning mavjud bo ‘lishi uchun

fim (9 =a

ning mavjud bo ‘lishi lozim. Bunda o —urinmaning OX o ‘qining musbat yo ‘nalishi

bilan tashkil etgan burchak.
M MP uchburchakdan:

MP_ f(xy +A%) = f(x)
MP Ax

tg p(Ax) =

bo ‘lib, undan
S (6 +A%) — (%)
Ax
bo ‘lishi kelib chigadi. Funksiya uzluksizligidan foydalanib topamiz:

SO0+ A~ (%) _
Ax

¢(Ax) = arctg

lim p(Ax) = i}lcr_% arctg

Ax—0
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— arctg[lim f(xo + AX) — f(xo)
Ax—0 Ax

} =arctg f'(x,).
Demak, Ax — 0 da ¢(Ax) ning limiti mavjud va
a =arctg f'(x,).
Keyingi tenglikdan
f(x)=tga
bo ‘lishi kelib chigadi.
Demak, funksiyaning x, nugtadagi f'(x,) hosilasi urinmaning burchak
koeffitsentini ifodalaydi. Bunda urinmaning tenglamasi
y=f(x)+ f'(xp)(x —xp)
ko ‘rinishda bo ‘ladi.
Aytaylik, P nuqta to‘g‘ri chiziq bo‘ylab s =s(¢#) qonun bilan harakat qilsin,
bunda ¢ —vaqt, s—o‘tilgan yo‘l. Agar vaqtning ¢, va ¢, (¢, <t,) qiymatlaridagi
o‘tilgan yo‘l s(¢,), s(¢,) bo‘lsa, unda ushbu nisbat

s(t,) —s(t))

L4
[¢,, t,] vaqt oralihidagi o‘rtacha tezlikni ifodalaydi.
Quyidagi

. S(,)—s(r
o S(E)=s(t)
ty >t +0 t2_t1

limit harakatdagi nuqtaning #, vaqtdagi oniy tezligini bildiradi.

Demak, harakatdagi P nuqtaning ¢ vaqtdagi oniy tezligi v(¢), o‘tilgan s(¢)
yo‘lning hosilasidan iborat bo‘ladi:

v(t) = s'(¢).

Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a, b) — R da berilgan bo‘lsin.

Teorema. (/2], p. 169, Prop. 6.3) Agar f(x) funksiya x, €(a, b) nugtada
chekli f'(x,) hosilaga ega bo‘lsa, u holda f(x) funksiva x, nuqtada uzluksiz
bo ‘ladi.
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o« Aytaylik, f(x) funksiva x, € (a, b) nuqtada chekli f'(x,) hosilaga ega

bo ‘Isin. Ta rifga binoan

. A ) + Ax) —
f!(xo) — llm f(XO) — llm f(xo ) f(XO)
A—0  Ax Ax—0 Ax
ya’'ni
Ax =0 da A (x0) S f(xg)
Ax
bo ‘ladi.
Endi
Af(xO) '
o= —f(x
e S (x0)
deb belgilaymiz.
Ravshanki,

Ax =0 da a —>0.
Keyingi tengliklardan topamiz:
Af (x) = f'(xy) - Ax + aAx.
Odatda, bu tenglik funksiya orttirmasining formulasi deyiladi. Undan
fim 8 20)=0
bo ‘lishi kelib chiqadi. Bu f(x) funksiyaning x, nuqtada uzluksiz ekanini bildiradi.

>
Eslatma. ([2], p. 170, (6.2)) Funksiyaning biror nuqtada uzluksiz bo ‘lishidan
uning shu nuqtada chekli hosilaga ega bo ‘lishi har doim ham kelib chigavermaydi.

Masalan, f(x)=|x| funksiva x =0 nuqtada uzluksiz, ammo u shu nuqtada hosilaga

ega emas.
Mashqlar

1. Funksiya hosilasi ta’rifidan foydalanib, quyidagi
f(x)=x\/;, f(x)=3"sinx

funksiyalarning hosilalari topilsin.
2. Ushbu

x>, agar x-ratsional son bo'lsa,

f(X)={ )

—x°, agar x—irratsional son bo'lsa,
funksiyaning x = 0 nugqtada hosilasi mavjud bo‘lishi isbotlansin.
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Nazorat savollari
1. Funksiyaning nuqtadagi hosilasi.
Funksiyaning nuqtadagi chap (o‘ng) hosilasi.

Funksiya hosilasining geometrik ma’nosi.

ol

Funksiya hosilasining mexanik ma’nosi.

Glossariy

Argument orttirmasi. Ax =x — x, ayirma argument orttirmasi deyiladi.

Funksiya orttirmasi. A f' = f(x)— f(x,) =f(x,+Ax)— f(x,) ayirma

funksiya orttirmasi deyiladi.

Funksiyaning nuqtadagi chap hosilasi. Agar ushbu

LS (x)

x—xy—0 X=X

limit mavjud bo‘lsa, bu limit f (x) funksiyaning x, nuqtadagi chap hosilasi deyiladi

va f'(x, —0) kabi belgilanadi:
llm f(x)_f(xO) .

x—>x9—0 X=X,

S(xg—0)=
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Funksiyaning nuqtadagi hosilasi. Agar ushbu

SOy + A — [xy)
Ax—0 Ax

limit mavjud va chekli bo‘lsa, u f (x) funksiyaning x, nuqtadagi hosilasi deyiladi va

df (x,)
dx

, yoki f'(xy), yoki (f(x))’, kabi belgilanadi. Demak,

S (o +AX) = f(x)
- .

f'(xg) = lim

Funksiyaning nuqtadagi o‘ng hosilasi. Agar ushbu

LS ()

x—>x9+0 X=X,

limit mavjud bo‘lsa, bu limit f (x) funksiyaning x, nuqtadagi o‘ng hosilasi deyiladi

va f'(x, +0) kabi belgilanadi:

F 40 tim LS Go)

x—xy+0 X=X,

Hosilaning geometrik ma’nosi. /" chizigda M o(xo Yo ), M ( X,y )
nuqtalarni olib, ular orqali o‘tuvchi / kesuvchini qaraymiz.

My(x,,f(x,))el, M(x,f(x))el', M — M, da [ kesuvchi limit holati
I’ chiziqqa M , nuqtada o‘tkazilgan urinma deyiladi.

Ravshanki, ¢ burchak Ax ga bog‘liq: ¢ = (p(Ax) f (x) funksiyaning
grafigiga M, nuqtada o‘tkazilgan urinmaning mavjud bo‘lishi uchun

lim p(Ax) =«

Ax—0
ning mavjud bo‘lishi lozim. Bunda ¢ —urinmaning OX o‘qining musbat yo‘nalishi

bilan tashkil etgan burchak.
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Hosilaning mexanik ma’nosi. Aytaylik, P nuqta to‘g‘ri chiziq bo‘ylab
s = s(t) qonun bilan harakat qilsin, bunda ¢ —vaqt, s —o‘tilgan yo‘l. Agar vaqtning ¢,
va t, (¢, <t,) qiymatlaridagi o‘tilgan yo‘l s(#,), s(¢,) bo‘lsa, unda ushbu nisbat
s(ty) —s(t)
=4
[¢,, t,] vaqt oralihidagi o‘rtacha tezlikni ifodalaydi.
Quyidagi

. S(t,)—s(t
L) = s()
ty—>1+0 t2_t1

limit harakatdagi nuqtaning #, vaqtdagi oniy tezligini bildiradi.

Uzluksiz funksiya (nuqtada). Agar
lim f(x)= f(x,)

x—)xo

bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi.

Uzluksiz funksiya (to‘plamda). Agar f(x) funksiya X < R to‘plamning har

bir nuqtasida uzluksiz bo‘lsa, f(x) funksiya X to‘plamda uzluksiz deyiladi.

Keys banki
20-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Ushbu

2 : '
x°, agar x-—ratsional son bo'lsa,
S(x)= {

2 . .
—x°, agar x—irratsional son bo'lsa,

funksiyaning x = 0 nuqtada hosilasi mavjud bo‘lishi isbotlansin.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha va
tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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20-amaliy mashg‘ulot
Na’muna uchun misollar yechimi
1-misol Agar f(x) =Xx- |x| bo‘Isa, f'(xo) topilsin.
4 Aytaylik, x, >0, x>0 va x # x, bo‘lsin. Unda
x| oy [

fim )= 00) iy S Y

X—>Xq X — x() X=X, X — xO X=X X — XO

bo‘ladi.
Aytaylik, x, <0,x <0 va x # x, bo‘lsin. U holda

— 22
A G ) BT S P 2|
X—>Xg X — xO XXy X — xO
bo‘ladi.
Aytaylik, x, =0, x# x, bo‘lsin. U holda
A e ) BRE. .
X=X X — xO =0 x
bo‘ladi. Demak, f*(x,)=2|x,|.»
Misollar

Ta’rif yordamida f '(xo) topilsin:

823.f(x)=x", x,=0,1 824. f(x)=2sin3x, xO:%

825. f(x)=1+In2x, x,=1 826. f(x)=x+clgx, x, =%
Ta’rif yordamida f’(x) topilsin:

827. f(x)=x"+2x szs.f(x)zi 829. f (x)=x

830. f (x) = x/x 831. f(x)= 1+1x2 832. f(x)=2""

833. f(x)=Inx 834. f(x)=sin2x 835. f(x)=ctgx+2
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836. f(x)=arcsinx 837. f(x)=arccos3x 838. f(x)="Tarctg(x+1)
2x 1+x—x°
839.y= 840.y=—
4 1-x° 4 1—x+x°
X 2-x")(2-%°
841_)/: 3 3 842_)/:( * )( . X)
(l—x) (1+x) (l—x)
1-x)" (1= x)
843.y = ( )q 844.y = M
(1+x) I+x
845.y = x +~/x +3/x 846,y =+ + =+ ——
x Jxo Ux
2
847.y=%/x72—— 848.y = x+/1+x°
Jx
849.y:(1+x)\/2+x2%/3+x3 850.y="’+{’/(1—x)m(1+x)n
X 1+ x°
851.y=—nu— _ /
a’—-x 552y 1-x°

1

853.y=
g ~/1+x2(x+«/1+x2) 854.y=\/x+\/x+\/;
855.y = J+31+3Yx 856. y =cos2x—2sinx

857.y = (2 —~ xz)cosx +2xsinx 858. y = sin(cos2 x) : cos(sin2 x)
859. y = sin” x cos nx 860.y = sin[sin(sinx)]
.2
sin COSX
861.y = 862,y = ———
sin x 2sin” x
sin X — X COS X
863.y = —— 864. y = :
cos” x COSX + xsinx
865 y—tgi—ctgi 866 y—tgx—ltg3x+ltg5x
' 2 2 ' 3 5
> - ) X ) X
867.y:4i/ctg X +{/ctg X 868. y =sec”—+cosec” —

a a

NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI 259 Xakimov R.



MATEMATIK ANALIZ I-kurs

869. y = sin[cos2 (tg%c)]

871.y=(V2) +(5)
873.y=2"In|x|

875.y =log, x-Inx-log, x

877.y =log 2°

879.y=¢" (1 + ctg gj

asinbx —bcosbx

881.y=¢e“

872.y =(x’ - Tx +8)e’

874.y =e"log, x
876.y =log 2

52 1—x)
878.y = 1—x-sinx—ﬂ-cosx e’
2 2

In3-sinx +cosx

880. ) = 3

882.y=¢"+¢° +¢“

Na' +b°
a ' b ‘ X ’ a* x4 &
883.y=|—||=||=| (¢>0,6>0) 884.y=x" +a" +a" (a>0)
b)\x) \a
885.y =g’ x’ 886.y =In(In(Inx))
887.y=1n(1n2(1n3x)) 888.y:lln(l+x)—lln(l+x2)— !
2 4 2(1+x)
1, x*—1 L x
- _ 890.y=——+—1In
889.y= T PTaex) 4 Tex
891y = ! X332
26 x\3+42
892,y = — it E, VE Tk (0<k<1)
-k 1-x 1-k 1-xJk
893.y=+/x+ —ln<1+\/x+1)
894.y:1n(x+\/x2+1)
895.y:xln(x+\/x2+1)—\/x2+1
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896.y:xlnz(x+\/1+xz)—2\/1+x2 ln(x+\/1+x2)+2x

2

897.y =§\/x2 +a’ +a?1n(x+\/x2 +a2)

898. y = 1

899, y =

1 \/;+x\/3

2Jab  a—-xib

4
X

900. y = lntgg

(a>0,b>0)

2 2
2+3x m+3ml+\/l—x
X

Test
N Savol To‘g‘ri | Mugqobil | Muqobil | Muqobil
javob javob javob javob

L. | £(x)=x* bo‘lsa, uholda f'(1) ni 2 3 4 5
toping.

2. | f(x)=sinx bo‘lsa, u holda -1 1 0 1
f'(7) nitoping. 2

3. | f(x)=x bo‘lsa, u holda 1 2 3 4
f'(1000) ni toping.

4| f(x)=x>=500 bo‘lsa, u holda 12 13 14 15
f"(2) ni toping.

5. | f(x)=2 bo‘lsa, uholda 0 1 2 -1
£'(5000) ni toping.

6. | f(x)=|x| funksiyaning x =0 1 -1 2 -2
nuqgtada o‘ng hosilasini toping.

7| f(x)=| x* —5x + 6| funksiyaning 1 -10 200 -2
x =2 nugqtada o‘ng hosilasini
toping.
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i f(x)=+/sin x* funksiyaning -1 1 0

x =0 nuqtada chap hosilasini

1
2

toping.
9. | f(x)=|2" - 2| funksiyaning —In4 In4 1 1

x =1 nugtada chap hosilasini

toping.

10. X, agar x<0 1 2 -2 -3

f(x)=
i/lenx, agar x>0

funksiyaning x = 0 nugtada chap

hosilasini toping.
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Mavzu. Hosilani hisoblash qoidalari

21-ma’ruza
Reja
1°. Ikki funksiya yibindisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbatining hosilasi.
2°. Murakkab funksiyaning hosilasi.
3°. Teskari funksiyaning hosilasi.

4°. Hosilalar jadvali.

1°. IKkki funksiya yig'indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbatining hosilasi.
([1], Theorem 10.1.13, 255-bet) Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalari
(a,p)c R da berilgan bo‘lib, x, €(a,b) nuqtada f”(x,) va g'(x,) hosilalarga
ega bo‘lsin. Hosila ta’rifiga ko‘ra

o S =S (%)

XX X=X,

= f,(xo)’ (1)

lim g(x)_g(xo) _ g,(x()) (2)

X—>Xo X — XO

bo‘ladi.
1) f(x)£ g(x) funksiya x, nuqtada hosilaga ega bo‘lib,
(S Eg(x)y, = f"(x)Eg"(x)
bo‘ladi.
< F(x)= f(x)*+ g(x) deb topamiz:
F(x) = F(xy) _ ()= f(x) , 80 —g(xy)

Bu tenglikda x — x, da limitga o‘tib, yuqoridagi (1) va (2) munosabatlarni

e’tiborga olsak, unda
im T F ) _ o SO+ x)

|
x_>x0 X - XO x_>x0 X - XO
. g —glxy) ,
+ lim == = () £ g'(xp)

X—>X( X — xo
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bo‘lishi kelib chigadi. Demak,
F'(xo) = (f(x) 2 g(x)), = (%) £ &'(xp) . >
2) f(x)- g(x) funksiya x, nuqtada hosilaga ega bo‘lib,

(f(x)-g(x), = f"(x0)-g(x0) %t f(x0)-g'(x0)
bo‘ladi.

€ O(x)= f(x)-g(x) deb

D(x) — D(x,)
nisbatni quyidagicha
O(x) - D(xy) ()~ (%) g(x) ~g(xy)
Y-, = Y-, g(xy) + i S (x)

Xo
yozib olamiz. So‘ng x — x, da limitga o‘tib topamiz:

1imw =g(x,)- limM+ lim g(x)—g(xp)

% X=X, % X=X, = X=X,

:f’(xo)'g(xo)"'f(xo)'g’(xo)-

f0)=

Demak,
D'(xy) = (f(x)- g(X)),xo = f'(x0) - g(xg) + f(x0)-g'(xy) »
3) fgx; funksiya (g(x,)#0) x, nuqtada hosilaga ega bo‘lib,
X
(@] _ ['(x) - g(x) = f (%) - &'(xo)
glx)) ™ g’ (x))
bo‘ladi.

<« Modomiki, g(x,)#0 ekan, unda x, nuqtaning biror atrofidagi x larda
g(x) # 0 bo‘ladi. SHuni e’tiborga olib topamiz:

J&) _f%)
g g% _ f(%)-80x%)—f(x)-8(x)+/ (%) 8(%) —f (%) &(x) _
X=X 8(x)-g(x)- (x—2x)
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1 {f(x)—f(xo)_
g

_ _ 8(x) —g(x)
2(x) g(x0) (o) = /%) }

Bu tenglikda x — x, da limitga o‘tib, ushbu

[ﬂx)}' () - g0xg) = [ () - €' (%)
g(x) %o gz(xo)

tenglikka kelamiz. »
1-natija. Agar f (x) funksiya x, nuqtada f'(x,) hosilaga ega bo‘lsa, ¢ - f(x)

funksiya (c = const ) X, nuqtada hosilaga ega bo‘lib,

(" /() 5 =" f"(xo)
bo‘ladi, ya’ni o‘zgarmas sonni hosila ishorasidan tashqariga chigarish mumkin.

2-natija. Agar f,(x), f,(x),.., f,(x) funksiyalar x, nuqtada hosilalarga

ega bulib, ¢, ¢,, ..., ¢, o‘zgarmas sonlar bo‘lsa, u holda

(e fs () + ey fo(X) +. 4 ¢, f, (x)),xO =, f{(x0) + 2 o (%) + o4 €, £, ()
bo‘ladi.
2°. Murakkab funksiyaning hosilasi. ([1], Theorem 10.1.15, 256-bet) Faraz
qilaylik, y=f (x) funksiya X — R to‘plamda, g(y) funksiya { f(X)|xeX }
to‘plamda berilgan bo‘lib, x, € X nuqtada f'(x,) hosilaga, y, € { f(x)|xeX }
nuqtada ( Yo=/1 (xo)) g'(yo) hosilaga ega bo‘lsin. U holda g( f (x)) murakkab

funksiya x, nuqtada hosilaga ega bo‘lib,

(g(f(x)),, =&'(f (x))- f'(xo)
bo‘ladi.
< g(y) funksiyaning y, nuqtada g'(y,) hosilaga ega bo‘lganligidan
g -g(r)=8'e)- y=yo)+a-(y=y,)
bo‘lishi kelib chigadi, bunda
y=f(x), yo=f(x;) va y >y, da a >0.

Keyingi tenglikning har ikki tomonini x — x, ga bo‘lib topamiz:
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g(f ()~ g(f(x%)) _

e SO0 | S-S )

X=X, X=X X=X,

Bundan x — x, da limitga o‘tib,

(g(f(x)),, = &'(f (xo)- S "(xo)
tenglikka kelamiz. »
3°. Teskari funksiyaning hosilasi. ([1], Lemma 10.4.1, Theorem 10.4.2, 262-
bet) Aytaylik, y= f (x) funksiya (a,b) da berilgan, uzluksiz va qat’iy o‘suvchi
(qat’iy kamayuvchi) bo‘lib, x, € (a,b) nuqtada f'(x,) (f'(x,)#0) hosilaga ega

bo‘lsin. U holda x = f~'(y) funksiya y, (v, = f(x,)) nugtada hosilaga ega va

1
J'(x)

)]s =

bo‘ladi.
<4qRavshanki,
S ()= f(xg) = f'(xo)(x = x¢) + a(x— x;)
bo‘lib, x = x, da @ — 0 bo‘ladi. Bu tenglikdan
y=30 = LGl -1 o)-al T - £ )=
o= ool @) +al
ifodaga kelamiz. Bundan esa

W=
Y—=Yo f(xp) +a

bo‘lishi kelib chigadi.
Keyingi tenglikda y — y, da limitga o‘tib topamiz:

= _ 1
ol =g

!

4°. Misollar. 1-misol. (x“) =ax®"! bo‘ladi, x eR, x>0.

<« Aytaylik, x >0 bo‘lsin. Unda f (x) =x% funksiya uchun
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bo'lib, Ax— 0 da (x*) =ax®" bo‘ladi. »

2-misol. (ax) =a"Ina bo‘ladi, a >0, xe R.

« f(x) = a” funksiya uchun

bo‘lib, Ax => 0 da (ax) =a" Ina bo‘ladi. »

! !

3-misol. (sinx) =cosx, (cosx) =—sinx bo‘ladi, x € R.

<« f(x)=sinx funksiya uchun

. Ax
sin(x+Ax)—sinx _ 1 . Ax s( ij Sy s( ij
=2-—-.siIn—cosl x+— | = cos| x + —
Ax Ax 2 2 g 2
2

!

bo‘lib, Ax — 0 da (sinx) =cosx bo‘ladi. Xuddi shunga o‘xshash (cosx) =—sinx

bo‘lishi topiladi»

4-misol. (log, x)'= bo‘ladi, a >0, a#1, x>0.

xIna
<« f(x) =log, x funksiya uchun

X

loga(x+Ax)—loga(x):Llog (1+£j=llog (1+&jm
Ax ¢ x) x ¢ x

Ax
bo‘lib, Ax > 0 da
1

xIna

(log, x)'=-log, e=
X

. 1 .
bo‘ladi. Xususan, (Inx)'=— bo‘ladi. »
X
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bo‘ladi.

S-misol. (arctgx)'= >
+ X

<«Teskari funksiya hosilasini hisoblash formulasiga asosan

(y=arctgx, x=1tgy)

y'=(arctgx)'= L cos® y= b1
(tgy)' 1+1gy 1+x°
bo‘ladi.
Xuddi shunga o‘xshash,
(arcsinx)'= l (xe(-1,1)),
I-x
1
(arccosx)'= — (xe(-1,1)),
I-x
1
(arcctgx)'=— 5
X

bo‘ladi.
6-misol. Faraz qilaylik,
y=lu@" @@)>0)

bo‘lib, u'(x) va v'(x) lar mavjud bo‘lsin. U holda

(ol =lu] - {v'(x) Inu(x) + %u'(x)}

u(x
bo‘ladi.
<« Ushbu y = [u(x)]V(x) ni logarifmlab,
Iny=v(x)Inu(x),

so‘ng murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasidan foydalanib topamiz:

ly'=v'(x)olnu(x) +v(x) -L-u'(x),
y u(x

V(X; u '(x)i| =

ux

y'= y{v'(x) ‘Inu(x)+v(x)-
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=[u(n]™ -{v'(x) In u(x) + L’C)u'u)} >
u(x)
Bu,
(uv)vzuv-lnu-v'ﬂ/ouv_l ‘u'. (3)

tenglikdan, y =u"” funksiya hosilasini hisoblashning quyidagi qoidasi kelib chiqadi:
y=u" funksiyaning hosilasi ikki qo‘shiluvchidan iborat bo‘lib, birinchi qo‘shiluvchi
u” ni ko‘rsatkichli funksiya deb olingan hosilasiga (bunda asos u(x) o‘zgarmas deb

garaladi) ikkinchi qo‘shiluvchi esa u” ni darajali funksiya deb olingan hosilasiga

(bunda daraja ko‘rsatkich v(x) o‘zgarmas deb qaraladi) teng bo‘ladi.
7-misol. Ushbu

flx)=x", g(x)=x"
funksiyalarning hosilalari topilsin.

<« (3) formuladan foydalanib topamiz:

f'(x):(xx)' =x" -Inx+x-x"'=x"(Inx+1),

g'(x)z(xxx) (e O) = i £ @)+ (@) O =

=x* olnxo(xx(lnx+1))+xxx x T =

=x" T Inx(lnx +1)+1). »
5°. Hosilalar jadvali. Quyida sodda funksiyalarning hosilalarini ifodalovchi

formulalarni keltiramiz:

1. (C)=0, C=const.

2. (x*)=a-x*", aeR, x>0.
(x")=nx"", neN, xeR.

3. (@")=a"lna, a>0, a#1, xeR

(e")=e", xeR.
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4. (logax)': 1 , a>0, a#l, x>0.
xlna

(log |x|)': ! , a>0, a#1, x#0.
¢ xlna

(lnx)' :l, x> 0.
x

(1n|x|)'=l, x #0.
X

5. (sinx)'=cosx, xeR.

6. (cosx)=—sinx, xeR.

1
7. (1gx)'=——5—, x¢£+n7r, nelZ.
cos” x 2
8. (ctgx)=———5—, x#nm, nelZl
sin” x
L 1
9. (arcsinx)'= ,  |x|<1
1-x?
\ 1
10. (arccosx)'=— , x|l
1-x?
11. (arctgx)'= >, XER
1+ x
12. (arcctgx)'=— >, XER
1+ x
13. (shx)'=chx, xeR.
14. (chx)'=shx, xeR.
15. (thx)'= , XeR.
ch®x
1
16. (cthx)'=———, x#0.
sh”x
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Mashgqlar

1. Aytaylik, f(x) funksiya (—a, a) € R da berilgan va f'(x) hosilaga ega
bo‘lsin. Agar f(x) juft funksiya bo‘lsa, f'(x) ham juft funksiya bo‘lishi
isbotlansin.

2. f(x) funksiya R da berilgan bo‘lib, f'(x) hosilaga ega bo‘lsin. Qanday
nuqtalarda | f(x) | funksiya hosilaga ega bo‘ladi?

3. Ushbu

#((f))

murakkab funksiya hosilasini hisoblash qoidasi topilsin.

Adabiyotlar
1. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.
2. Xudoyberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan marizalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.
3. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t. M.
«FIZMATLIT», 2001.

Glossariy

Murakkab funksiyaning hosilasi. Faraz qilaylik, y= f (x) funksiya
X c R to‘plamda, g(y) funksiya { f(X)|xeX } to‘plamda berilgan bo‘lib, x, € X
nugtada /'(x,) hosilaga, y, € {f(x)| x € X} nugtada (y, = /(x,)) g'(vy)
hosilaga ega bo‘lsin. U holda g( f (x)) murakkab funksiya x, nuqtada hosilaga ega
bo‘lib,

(g(f(x)),, =&'(f (x))- f(xo)

bo‘ladi.

Teskari funksiyaning hosilasi. Aytaylik, y = f (x) funksiya (a,b ) da
berilgan, uzluksiz va qat’iy o‘suvchi (qat’ty kamayuvchi) bo‘lib, x, € (a ,b ) nuqtada
S '(xy) (f'(x,)#0) hosilaga ega bo‘lsin. U holda x = f () funksiya

Yo ( Vo= (xO )) nuqtada hosilaga ega va
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1
J'(x)

)]s =

bo‘ladi.

Keys banki

21-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: f(x) funksiya R da berilgan bo‘lib,
f"'(x) hosilaga ega bo‘lsin. Qanday nuqtalarda | f (x)| funksiya hosilaga ega bo‘ladi?
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha va
tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).

21-amaliy mashg ulot

1-misol. Ushbu
y = x> —4x

parabolaga abssissasi X =1 bo‘lgan nuqtada o ‘tkazilgan urinma va normalning

tenglamalari topilsin.
<4 Abssissasi X =1 paraboladagi nuqtaning ordinatasi y = —3 bo‘ladi.
Parabolaga (1 ’— 3) nuqtada o‘tkazilgan urinmaning burchak koeffitsientini topamiz:
y =2x—-4, y'(1)=-2
Demak, urinmaning tenglamasi
y+3=-2(x—-1),ya’ni 2x+y+1=0,

normalning tenglamasi esa

y+3=%(x—1),ya’ni x-2y-7=0

bo‘ladi.»
2—-misol. Ushbu

12y = x°
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kubik parabola bo ‘yicha xarakat qilayotgan nuqtaning koordinatalaridan qaysi biri
tezroq o‘zgaradi?

<«Qaralayotgan X va y larning t vaqtning funksiyasi deb topamiz:

12d—y =3x* dx
dx dt
Bu tenglikdan
dy dx _x*
dt “dt 4

bo‘lishi kelib chiqadi.
Ravshanki, bu tenglikning chap tomonidagi nisbat nuqta ordinatasining
o‘zgarish tezligining shu nuqta abssissasining o‘zgarish tezligiga nisbatidan iborat

bo‘lib, u [x| < 2 bo‘lganda birdan kichik,

x‘ = 2 bo‘lganda birga teng, x‘ > 2
bo‘lganda esa birdan katta bo‘ladi. Demak,

1) —2<x< 2 bo‘lganda nuqtaning ordinatasi uning abssissasiga qaraganda
sekinroq o‘zgaradi;

2) x =22 bo‘lganda abssissasi hamda ordinatasining o°zgarish tezligi bir hil
bo‘ladi;

3) x<—-2 va X>2 bo‘lganda nuqtaning ordinatasi uning abssissasiga

qaraganda tezroq o°‘zgaradi.p>

Hosilalar jadvalidan foydalanib, quyidagi funksiyalarning hosilalari topilsin.

ly= 2x 6 _1+x-x’
' 1-x° .y_l—x+xz
2.y=(1+x)\/2+)(2§/3+x3 7.y=“‘+{‘/(1—x)m(1+x)“
X 1+x’°
ly=s—-— =3
a’ —x’ 5y 1-x°
1-x* . (l—x)2 ~
4.y =log 2" 9.y=| ——-sinx———"—-cosx [e
2 2
T O S 0y=—p b b X
Y e o Z(HT) 4 1+x*
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Ko‘rsatilgan nuqtalarda teskari funksiyalarning hosilalari topilsin:

072y =x+x5, y=0, y=1 073.y=2x-S0X -1
-y 5% y==9,y 5 -y 5 y )
974.y = 0,Ix +e"'*, y=1 975.y =2x* —x*, x>1, y=0

976.y =2x* —-x*, 0<x<l1, y=%

Teskari funksiyaning hosilasi topilsin, ularning aniglanish sohalari ko‘rsatilsin.

977.y =x+Inx, x>0 978.y = x+e*

2

979.y=—, x<0 980.y = chx, x>0
1+x°

Parametrik ko‘rinishda berilgan y = y(x) funksiya uchun y’, topilsin.
. 2 2 n —t 3
981.x=sin"t, y=cos"t, 0<t<5 982.x=e¢"', y=t’, —0o<t<+oo

984.
983.x =acost, y=bsint, 0<t<m
x=a cht, y=b sht, —o<t<0

t* —54
985.x =t +6t+5, y= . , 0<t<+om

086.x = (t—1)(t—2), y=(t-1)(t-3), §<t<+oo
987.x=a(t—sint), y=a(1—c0st), —0<t<+o0

.t .
988.x=lns1n5, y=Insint, 0<t<m

Uyga vazifa uchun misollar.

1 11+X \/El 1+X\/E

= n + n O0<k<l1
Y 1k 1—x 1-k 1—x\/E( )
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2. y=«/x+1—ln(1+«/x+1)
3. y=ln(x+\/x2+1)
4. y=xln(x+\/x2+1)—\/x2+l

5. y=xln2(x+\/l+x2)— 21+ X ln(x+\/1+x2)+ 2x

2

6.y =§\/x2 +a’ +a7ln(x+\/x2 +a2)

1 ln\/;+X\/E
y_Z«/E Ja—-x/b

2 +3x’ 3 1+v1-x°
VI-x" +3lIn———
X

4
X

(a>0,b>0)

8. y=
X

9. y=Intg—
Yy g2

X T
10. y=Intg —+—
y=ineg 3 +7)

1.y =%ctg2x+lnsinx

1—-sinx
12.y=In

1+sinx

CoS X 1+ cosx
+In

2sin’ x sin x

2 2 .
14.yzlnb+ac0sx+x/b —a” -sinx (Os‘a‘<‘b‘)
a+bcosx

13.y =

15.y =1(ln3 x+3In’x+6Inx + 6)
X

l6y="tml__!
Y 4x*  x 16x*

17.y=%-(1—\/3 1+x2)+3ln(1+\/3 1+x°
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1)

2)

3)

4)

)

6)

7)

Test

!

2016 4 0o x) =9

Hosilasi hisoblansin. (x

A) 2016x°°" —sinx B) 2016x*"'° —sinx C) 2016x*"" +sinx D) 2016x°""* —sinx

!

Hosilasi hisoblansin. (arctgx +arccosx) =?

oy L] LI
1+x 1_x2 1+x 1_x2
oL 1 oy ! 1

Hosilasi hisoblansin. (e"+arcsinx) =9
B)e't—1  C)e+ D) —¢' +

1 1
1—x? 1-x? V1+x? 1-x?

Hosilasi hisoblansin. (7gx+cosx) =?

A) e+

A) S——sinx B) +sinx C) ——+sinx D) ———+sinx
cos’ x cos’ x sin” x cos’ x
’
Hosilasi hisoblansin. (xzo16 -COS x) =7
A) 2016x™" -cosx—x*""-sinx B) 2016x™" -cosx+x*'®-sinx
C) 2016x™'°-cosx—x"" -sin x D) 2016x°"" -cosx—x>" sinx

!

Hosilasi hisoblansin. (x2°16-cos2x) =9

A) 2016x™" -cos2x—2x>"% -sin2x B) 2016x°"" -cos2x+ x> -sin2x

C) 2016x*"%-cos2x—2x"""-sinx D) 2016x*" -cos2x—2x"""sin2x

!

Hosilasi hisoblansin. ((x+l)2016-sin2x) =9

A) 2016(x+1 sm2x+2(x+l) -cos2x
(

)
)2 -sin2x — 2x+1)2 -CcOS2x

(
B) 2016(x+1
C) 2016(x+2)"" -sin2x+2(x+1

(

(x+1)™
D) 2016 x+1) sm2x+2(x+l) -C0S2x
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!

8) Hosilasi hisoblansin. (tg(3x+1)) =9
_ 3
cos’(3x+1)

1
cos’(3x +1)

_3
cos’ (x)

3
cos’(3x+1)

!

9) Hosilasi hisoblansin. (cos(3x+l)-x) =
A) -3x-sin(3x+1)+cos(3x+1)
B) 3x-sin(3x+1)+cos(3x+1)
C) —3x-sin(3x+1)—cos(3x+1)
D) —3x-sin(3x—1)+cos(3x—1)

10)Hosilasi hisoblansin. (arccigx) =?

1 1 1 1
B) - C
1+ x? ) 2 )

A) -

I-x 1+ x° 1+ x2
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Mavzu. Funksiyaning differensiali

22-ma’ruza
Reja
1°. Funksiya differensiali tushunchasi.
2°. Funksiya differensialining sodda qoidalari.

3°. Funksiya differensiali va taqribiy formulalar.

1° Funksiya differensiali tushunchasi. ([1], 6.differential calculus, 185-bet )
Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a, ) da berilgan bo‘lib, x, (a,b), x,+Ax e (a,b)
bo‘lsin.
Ma’lumki, A f(x,)=f(x,+Ax)— f(x,) ayirma f(x) funksiyaning x,
nuqtadagi orttirmasi deyiladi.
1-ta’rif. Agar A f(x,) niushbu
Af(xy)=A4 Ax+oalx
ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada differensiallanuvchi
deyiladi, bunda A = const, Ax - 0,daa — 0.
Teorema. f(x) funksiya x € (a, b) nuqtada differensiallanuvchi bo‘lishi
uchun uning shu nugtada chekli f”'(x) hosilaga ega bo‘lishi zarur va yetarli.
« Zarurligi. f(x) funksiya x € (a, b) nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin.
Ta’rifga binoan,
Af(x)=A4 -Ax+alAx
bo‘ladi, bunda A =const, Ax >0,da a —> 0.

Bu tenglikdan foydalanib topamiz:

Af(x)
Ax

=A+a,

lim 279 _ i (44 a) = 4.

A—0 Ax Ax—0

Demak, f'(x) mavjudva f'(x)=A.
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Yetarliligi. f(x) funksiya x € (a, b) da chekli f'(x) hosilaga ega bo‘lsin.

Ta’rifga ko‘ra

ti LA _ pyy A1)

f(x) = e am =
bo‘ladi. Agar

Af()

e -f(D=a

deyilsa, undan
Af(x)=f"(x) Ax+aAx
bo‘lishi kelib chigadi, bunda Ax >0 da «a —>0. Demak, f(x) funksiya

differensiallanuvchi. »
2-ta’rif.  ([1], 6.differential calculus, 185-bet) Funksiya orttirmasidagi
S '(xo)-Ax ifoda f(x) funksiyaning x, nuqtadagi differensiali deyiladi va df(x,)
kabi belgilanadi:
df (xy) = f"(x,)-Ax
Aytaylik, x € (a, b) nuqtada differensiallanuvchi f(x) funksiyaning grafigi

6-chizmada tasvirlangan egri chizigni ifodalasin:

0 x x+Ax

6-chizma.

Keltirilgan chizmadan ko‘rinadiki,
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D
— =1gua

bo‘lib, DC =tga - AC = f'(x)- Ax bo‘ladi.

Demak, f(x) funksiyaning x nuqtadagi differensiali funksiya grafigiga
(x, f(x)) nuqtada o‘tkazilgan urinma orttirmasi DC ni ifodalar ekan.

Faraz qilaylik, f(x)=x, x€ R bo‘lsin. Bu funksiya differensiallanuvchi
bo‘lib, df(x)=(x)'"-Ax=Ax, ya’ni dx=Ax Dbo‘ladi. Demak, (a,b) da
differensiallanuvchi f(x) funksiya-ning differensialini

df (x) = f'(x)-dx
ko‘rinishda ifodalash mumkin.

Endi sodda funksiyalarning differensiallarini keltiramiz ([1], 6.differential

calculus, 175-bet):
1. d(x*)=ax“"dx, (x> 0);
2. d(a*)=a" -Ina-dx, (a>0, a=#l),
3. d(log, x)= lloga edx, (x>0, a>0, a=#l);
x

4. d(sin x) = cos xdx;

5. d(cosx)=—sinxdx;

6. d(tgx) =

—dx,  (x#vkm, k=0,%1,..);
cos” x 2

7. d(ctgx)=—

— dx, (x#kn, k=0,=%1,...);
sin” x

8. d(arcsinx) = dx, (-l<x<l);

1
V1=x?

9. d(arccosx)=—

- dx, (-l<x<1);
I-x

10. d(arctgx) = ! dx;
1+

2
X
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11. d(arcctgx)z—l1 dx;

2
12. d(shx) = chxdx;
13. d(chx) = shxdx;

14, d(thx) =

dx;
ch’x

15. d(cthx)=— dx (x#0)

sh’x

2°. Funksiya differensialining sodda qoidalari. Faraz gilaylik, f(x) va g(x)
funksiyalari (a, b) da berilgan bo‘lib, x € (a, b) nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lsin. U holda x € (a, b) da

1) d(c- f(x))=cdf (x), c=const,
2) d(f(x)+gx) =df (x) +dg(x);
3) d(f(x)g(x)) = g(x)df (x) + f(x)dg(x);

" d[f(x)) _ g(@)df (x)— f(x)dg(x)
2
g(x) g7 (x)

. (g(x)#0).

bo‘ladi.
Bu tasdiglardan birini, masalan 3)-sini isbotlaymiz.

<4Ma’lumki,
d(f(x)g(x)) = (f(x)g(x))dx.
Agar
(f(0g(x)" = f'(x)gx)+ f(x)g'(x)
bo‘lishini e’tiborga olsak, unda quyidagi tenglikka kelamiz:
d(f(x)g(x) = (f"(x)g(x)+ f(x)g'(x))dx =
=g(x)f'(x)dx + f(x)g'(x)dx = g(x)df (x) + f (x)dg(x).»>

Faraz qilaylik, y = f(x) funksiya X c R to‘plamda, g(y») funksiya
Yo {f(x): xe X} to‘plamda berilgan bo‘lib, f'(x) va g'(y) hosilalarga ega
bo‘lsin. U holda
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d(g(f(x))) = g'(f(x))-df (x)
bo‘ladi.
<« Murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasidan foydalanib topamiz:
d(g(f N =[e(f )] dx=g'(f(0)- £ (x)ebe = g (f()-df (x) >
1-misol. Ta’rifdan foydalanib, ushbu f(x)=x—3x* funksiyaning Xy =2
nuqtadagi differensiali topilsin.
<« Bu funksiyaning x, = 2 nuqtadagi orttirmasini topamiz:
AfQ)=fR+Ax)- f(2Q)=2+Ax-32+Ax)> -2+12=
=—11-Ax—3Ax* = —11-Ax + (-3Ax) - Ax.
Demak, d f(2)=—11-dx. »
3. Funksiya differensiali va taqribiy formulalar. ([1], 6.differential
calculus, 185-bet) Funksiya differensiali yordamida taqribiy formulalar yuzaga keladi.
Aytaylik, f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, x, € (a, b) nuqtada chekli
f'(x,) hosilaga (f'(x,) # 0) ega bo‘lsin. U holda Ax — 0 da
A f(xo) = f'(x) - Ax +0(Ax)
bo‘ladi.
Ayni paytda, f(x) funksiya x, nuqtada differensiallanuvchi bo‘lib, uning
differensiali
d f(xo) = f"(xp)- Ax
bo‘ladi.
Ravshanki,
A f(xo)—df (xy) = o(Ax)
bo‘lib, Ax —> 0 da

A f(xy)—df (x,) 50
Ax

bo‘ladi. Natijada
Af.(xO) ~ df(xo)a
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ya’'ni
fxo+Ax)~ f(xo)+ ['(xg)- Ax (D
taqribiy formula hosil bo‘ladi. (1) formula x, € (a, b) nuqtada differensiallanuvchi
f(x) funksiyaning x, nuqtadagi orttirmasi A f(x,) ni uning shu nuqtadagi
differensiali df (x,) bilan almashtirish mumkinligini ko‘rsatadi. Bu almashtirishning
mohiyati funksiya orttirmasi argument orttirmasining, umuman aytganda murakkab
funksiyasi bo‘lgan holda, funksiya differensiali esa argument orttirmasining chiziqli
funksiyasi bo‘lishidadir.
(1) formulada Ax = x — x,, deyilsa, unda
S (x) = f(x)+ f'(xg)(x—x,) (2)
bo‘ladi.
2-misol. Ushbu sin 29° miqdor taqribiy hisoblansin.

< Agar f(x)=sinx, x,= 30° deyilsa, unda (2) formulaga ko‘ra

«/5_27[

sin29” ~sin30° +cos30° - (29" —300)-2—” =0,5—— ——~0,4848
360° 2 360

bo‘ladi. P

Ma’lumki, x, € (a, b) nuqtada differensiallanuvchi f(x) funksiya grafigiga
(xy, f(x,)) nuqtada o‘tkazilgan urinma-ning tenglamasi quyidagi ko‘rinishda
yoziladi:

y=fx)+ f'(xo)(x = x).

Demak, (2) taqribiy formula geometrik nuqtai nazardan, f(x) funksiya ifodalagan
egri chiziqni x, nuqtaning etarli kichik atrofida shu funksiya grafigiga (x,, f(x,))
nuqtada o‘tkazilgan urinma bilan almashtirilishi mumkinligini bildiradi.

(2) formulada x;, = 0 deyilsa, u ushbu

f(x)= f(0)+ f'(0)x 3)
ko‘rinishga keladi.
f(x) funksiya sifatida (1+ x)“, 1+ x, e*, In(1+x), sinx, tgx
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funksiyalarni olib, ularga (3) formulani qo‘llash natijasida quyidagi taqribiy formulalar

hosil bo‘ladi:

1+x)* =1+ ax,
\/1+xz1+%x,

e* ~1+x,
In(1+x) = x,
Sin X ~ X,

1gx = X.
Mashgqlar

1. Aytaylik, u va vlar differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lib, ularning
differensiallari du va dv bo‘lsin. Unda ushbu

u
y =arctg— + Invu® + v
v

funksiyaning differensiali topilsin.
2. Ushbu

xarctgl arap x =0 Oymnca
f(x)= x ’

0, arap x=0 0OV¥ica

funksiya x, = 0 nuqtada differensiallanuvchi bo‘ladimi?

3. Ushbu
V1.2, 41,02, /1,002

miqdorlarning taqribiy qiymati topilsin.

Adabiyotlar
. Canuto C., Tabacco A. - Mathematical Analysis I, Italy 2008.
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4. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t. M.
«FIZMATLIT», 2001.
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Glossariy

Funksiya differensiali tushunchasi. Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a, b) da
berilgan bo‘lib, x, € (a,b), x,+ Ax e (a,b) bo‘lsin.
Ma’lumki, A f(x,) = f(x, + Ax) — f(x,) ayirma f(x) funksiyaning x,
nuqtadagi orttirmasi deyiladi.
1-ta’rif. Agar A f(x,) niushbu
Af(xy)=A4 Ax+olAx
ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqta-da differensiallanuvchi
deyiladi, bunda A = const, Ax - 0,daa — 0.
2-ta’rif. Funksiya orttirmasidagi f'(x,)-Ax ifoda f(x) funksiyaning x,
nuqtadagi differensiali deyiladi va df (x,) kabi belgilanadi:
df (xy) = ' (xy) - Ax.
Aytaylik, x € (a, b) nuqtada differensiallanuvchi f'(x) funksiyaning grafigi
6-chizmada tasvirlangan egri chizigni ifodalasin:

Keys banki

22-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Ushbu

1
xarctg—, arap x=0 Oyca,

fx)= X
0, arap x=0 0¥ynca

funksiya x, = 0 nuqtada differensiallanuvchi bo‘ladimi?
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha va
tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching

(individual).
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22-amaliy mashg ulot

1-misol. Ushbu

f(x)= c0s§+sin§

funksiyaning differensiali topilsin.
<4Bu funksiyaning differensialini (2) formuladan foydalanib topamiz:

df(x)=d c0s§+sin§ = c0s§+siné -dx =— lsin§+ic0sé dx.»
3 3 3 3

X X X2 X

2-misol. Agar u= u(X), V= V(X) differensiallanuvchi funksiyalar

bo‘lsa,
u
y = arctg—
\%

ning differensiali topilsin.

<«Differensial shaklining invariantligi xossasidan foydalanib topamiz:

1 1 du —ud du —ud
dy=d[arctg£)=—2 d[g)= 5 yau Zu vy l; lle
A u A u \% u +v
1+[ ) 1+[)
A A
3—-misol. Ushbu
o=417

miqdorning taqribiy qiymati topisin.

<4(3) formulada
f(x)=4x, x=17, x,=16 deyilsa, unda Ax=x — x, =1 bo‘lib,
) , 1 65
17 = 1(x,)+£'(x,)- Ax = 2+ 1= = 2,031

bo‘ladi. Demak, oo =2,031.»

Funksiya differensiali topilsin:
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1 1 X
1060.y = — 1061.y = —arctg~  (a=0)
X a a

1063.y = ln‘x +x’ + a‘

X—a

1
1062.y =—~In
a

X+a

1064.y = arcsin > azl
a

Differensial topilsin:

1065.d(e™ +Inx) 1066. d{Vx +2x+ Vx )
1067. d(Z\/XT (3 Inx - 2)) 1068. d(arccose")
(cp?

i inx — 1070.d| 5sh +7sh®| —
1069.d1n(/1+ 2sinx +/2sinx - 1) 5 35 1
1071.d 2rESIX |y [1=X 1072. d( 1HVSINX | arctgysinx

V1 =x?2 1+x  1-—+/sinx

1073.d(x*)

Ko‘rsatilgan nuqtalardagi differensial topilsin:

1 -1 1
1074.d(—+lnX ), x=-1 1075.d(arcth), x1=1, X, =¢
X X \ X e
((2x- 1)3«/2+3x (x*2*
1076.d =0 1077.dl —— |, x; =1, x,=2
L (5x+4)Y1-x [ x

Agar u, 3, ® lar X ning differensiallanuvchi funksiyalari bo‘lsa, y = y(x)

funksiyaning differensiali topilsin:

u 1
1078.y = uS® 1079.y = — 1080.y = ———
Y 9’ Vu® +9?

u
1081.y=arctg§ 1082.y = Inu® + §*
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Topilsin:
09 g2 =) o () s o)
1086, -4(tex) 10g7 daresinx)

d(ctgx) d(arccosx)

Quyidagi oshkormas yoki parametrik ko‘rinishda berilgan y = y(x)

funksiyaning ko‘rsatilgan nuqtadagi differensiali topilsin:

1088.y* —y = 6x7, (152) 1089x* + y* —8x* —10y> +16 =0, (1;3)
1090.y° + x* = xy?, (x,3y,) 1091.x+ylny =0, (xy3y,)
1092.xy —3/xy* +6 =0, (2;1) 1093.Xe(y2 _2y=0, (432)

1094.3%"% _3x(y-n)-1=0, (;m)  1095.4xy’ +In 13/Xfy =0, (1;0)
1096.x = (t—1)*(t-2), y=(t—1)*(t-3), (4;0)

t

¢ 2 t 2 9
1097.x =— =(t—1) -e - —

e Y (t-1)"-e" [ Je 4«/5)

Funksiya orttirmasini differensial bilan almashtirib, quyidagi qiymatlar taqribiy

hisoblansin:
1098.3/1,02 1099.sin 29° 1100.cos151°
1101.arctgl,05 1102.1g11
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Test

1)Differensial hisoblansin. d(x*'*)=?

A) 2016x™"dx B) 2016x”"°dx ) 2015x"°dx D) -2016x™"dx

2)Differensial hisoblansin. d(cosx+tgx)="7?

A) (—sinx+ 12 de B) (—sinx— 12 jdx

CoS X CoS X

0) (—sinx+sinl2x]dx D) (—cosx+coslzx]dx( )
3)Differensial hisoblansin. d(cos2x+e>*)=?

A) (—sinx+2e2")dx B) (sinx—2e2")dx

C) (sinx+2e")dx D) (sinx+e>)dx
4)Differensial hisoblansin. d(cos2x-e*)="?

A) (—2 sin2x-e** +2cos2x-e** ) dx B) (—2sin x-e” +2c0s2x- e2")dx

0) (—2sin 2x-e” + cosx-e“)dx D) (—2sin x-e* + 2cosx-e2")dx
5)Differensial hisoblansin. d(x*"'%-e**)=2?

A) x*°.d (62" ) +e”-d (xzo16 ) B) x*'°.d (ez" ) +e? - x™d (x)

C) x"'°-d (62" ) +e”-2016-x""° -d (x) D) x*'.e* -d (x) +e”-2016-x™" -d (x)
6)Differensial hisoblansin. d(x*'-cosx) =2

A) x*°-d(cosx)+cosx-d (x2°16)

B) x*°-d(cosx)+cosx-2016-x"-d (x)

C) —x*°-sinx-d(x)+cosx-2016-x*"°-d(x)

D) —x*"-sinx-d(x)—cosx-2016-x*" -d (x)
7)Differensial hisoblansin. d(cosx)="?

A) —sinx-d(x) B) sinx-d(x) C)sinx D) —sinx

8)Differensial hisoblansin. d(In(2x+1))="?
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1 2 2
A d B) ——d C) ——d D
) 2o B 4w ) oY Do
9)Differensial hisoblansin. d(x+cosx-ctgx)="?
A) (l—sinx-ctgx— c'oszx jd(x) B) (l+sinx-ctgx— C,OSZX jd(x)
Sin- x Sin- x
Q) (1 —sin X+ clgy + o jd(x) D) (1 sin X clgx + jd(x)
X sSin- x
10)Taqribiy hisoblang. sin29" =?
A) 0,4848 B) 0,4747  C) 0,4546 D) 0,4948
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Mavzu. Funksiyaning yuqori tartibli hosila va

differensiallari
23-ma’ruza
Reja
1°. Funksiyaning yuqori tartibli hosilalari.
2°. Funksiyaning yugqori tartibli differensiallari.

3°. Differensial shaklining invariantligi.

1°. Funksiyaning yuqori tartibli hosilalari. ([1],6.8 Higher-order
derivatives, 187-bet) Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib,
Vxe(a,b) da f'(x) hosilaga ega bo‘lsin. Bu f'(x) funksiyani g(x) orqali
belgilaymiz:

gx)=f'(x) (xe(a,b)).

1-ta’rif. Agar x, € (a, b) nuqtada g(x) funksiya g'(x,) hosilaga ega bo‘lsa,
bu hosila  f(x) funksiyaning x, nuqtadagi ikkinchi tartibli hosilasi deyiladi va
d* f(xy)

dx’

f"(x,) yoki kabi belgilanadi.

Xuddi shunga o‘xshash, f(x) ning 3-tartibli f"(x), 4-tartibli £ (x) va h.k.
tartibli hosilalari ta’riflanadi.

Umuman, f(x) funksiyaning n —tartibli hosilasi " (x) ning hosilasi f(x)
funksiyaning (7 + 1) —tartibli hosilasi deyiladi:

£ = (1)

Odatda, f(x) funksiyaning f''(x), f""'(x), ... hosilalari uning yuqori tartibli
hosilalari deyiladi. SHuni ta’kidlash lozimki, f(x) funksiyaning x € (a, b) da
n—tartibli  hosilasining mavjudligi bu funksiyaning shu nuqta atrofida
-, 2—, ..., (n—1)—tartibli hosilalari mavjudligini taqoza etadi. Ammo bu

hosilalarning mavjudligidan » —tartibli hosila mavjudligi, umuman aytganda, kelib
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chigavermaydi.
Masalan,

x| x|
2
funksiyaning hosilasi f'(x) =|x| bo‘lib, bu funksiya x =0 nuqtada hosilaga ega

f(x)=

emas, ya’'ni berilgan funksiyaning x =0 da birinchi tartibli hosilasi mavjud, ikkinchi

tartibli hosilasi esa mavjud emas.
1-misol. f(x)=a" bo‘lsin, a >0, x e R. Bu funksiya uchun
(a*) =a"Ina,
(@*)'=(a"Ina) =a*(Ina)’,
umuman
(@) =a*(Ina)" (1)
bo‘ladi. (1) munosabatning o‘rinli bo‘lishi matematik induksiya usuli bilan

1sbotlanadi.

2-misol. f(x) = sin x bo‘lsin. Bu funksiya uchun
. ’ . T
(sinx)'=cosx = sm(x + 5),

(sinx)" =(cosx) = —sinx = sin(x + 2%),

Umuman,

(sinx)™ = sin(x + n%)

bo‘ladi.
SHunga o‘xshash,

(cosx)™ = cos(x +n %)

bo‘ladi.

3-misol. f(x)=x" bo‘lsin, x>0, a € R.Bu funksiya uchun

NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI 292 Xakimov R.




MATEMATIK ANALIZ I-kurs

(x*) =ax”™,
(x*)" = (ox“") = (@ - x"7?,
umuman,
x)" =a(a-1)(a—-2)..(a —n+1)x*"

bo‘ladi.

1
Xususan, f(x)=—, (x>0) funksiya uchun
X
N" (="
; - xn+1

(Inx)™ = (=1)""(n-1)!

X

bo‘lib, undan

bo‘lishini topamiz.

Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, b) da berilgan bo‘lib,
Vx € (a, b) da £ (x) va g (x) hosilalarga ega bo‘lsin. U holda:

D (c- f)™ =c- fM(x), c¢=const;

2) (f() g™ = () g" (x);

3) (f () g(x)® =licff<k><x)-g<"‘k><x) @)
=0

(Ck _ n(n—-1)..(n—k+1)

T j fO)=f(x)

bo‘ladi.
<« Bu tasdiglardan 3)-sining isbotini keltiramiz. Ravshanki, n=1 da (2)

munosabat o‘rinli bo‘ladi. Aytaylik, (2) munosabat n# —1 da o‘rinli bo‘lsin:
n—1
(f()-g)" ™ =2 Cr M) g" "™ ().
k=0

Keyingi tenglikni hamda
k k-1 k
Cn—l + Cn—l = Cn
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bo‘lishini e’tiborga olib, topamiz:

! n-1 '
(F)- )" =((f(0- 2™ ™) =(}§Ci‘_1f(") (x)- g™ (x)j =
= "Z_lc,i‘_l (FE ()" () + P (g™ (1) =C f (g™ (x) +
k=0
+ "Z_I<C,i‘_1 +CEN P ()"0 (x)+ CE 7 (x)g(x) =
k=0

=3l »

k=0
Odatda, (2) Leybnits formulasi deyiladi.
4-misol. Ushbu

y=x%cos2x
funksiyaning n —tartibli hosilasi topilsin.
dLeybnits formulasida f(x) =cos2x, g(x)=x> deb olamiz. Unda bu
formulaga ko‘ra, ayni paytda g(x)=x" funksiya uchun k >2 bo‘lganda
gP()=aH"=0, (k>2)

bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:

Ravshanki,
(cos2x)™ =2" cos(2x +n- %j,
(cos2x)" ™D =21 cos(2x +(n-1) %) =21 sin(Zx + ngj ,

(cos2x)"? =22 cos(Zx +(n-2) %) =" cos(Zx + ngj .

Demak,

(x* cos2x)™ =2 (xz - n(n4— 1)jcos (2x+n§j+2” nxsin (2x+n§j >
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2°. Funksiyaning yuqori tartibli differensiallari. ([1],6.8 Higher-order
derivatives, 187-bet) Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib,
Vx €(a, b) nugtada f"(x) hosilaga ega bo‘lsin. Ravshanki, f(x) funksiyaning
differensiali
df (x) = f'(x)dx 3)
bo‘lib, bunda dx = Ax funksiya argumentning ixtiyoriy orttirmasi.
2-ta’rif. f(x) funksiyaning x € (a, b) nuqtadagi differensiali df(x) ning

differensiali  f(x) funksiyaning x € (a, b) nuqtadagi ikkinchi tartibli differensiali
deyiladi va d? f(x) kabi belgilanadi:
d’ f(x) = d(df (x)).
Xuddi shunga o‘xshash, f(x) funksiyaning uchinchi d°f(x), to‘rtinchi
d* f(x) vahk. tartibdagi differensiallari ta’riflanadi.
Umuman, f(x) funksiyaning 7 —tartibli differensiali d" f(x) ning
differensiali f'(x) funksiyaning (n + 1) — tartibli differensiali deyiladi:

d"" f(x)=d(d" f(x)).
S-misol. Ushbu
f(x)=xe™"
funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali topilsin.

<« Berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini ta’rifiga ko‘ra

topamiz:
d’ f(0)=d(df(x))=d(d(xe™))=d(xde" +e " dx)==d(—xe “dx+e"dx)=

= —d(xe ")dx + (de ™ )dx = —(xde™™ + e *dx)dx—e " (dx)* = xe " (dx)* -
=x-e “(dx)’ —e ™ (dx)? —e " (dx)* = (x=2)e “(dx)>. »

Differensiallash qoidasidan foydalanib topamiz:

" f () =d(df(x))=d(f (D) =dbx d(f' () =dx f"()dx=()d9’,  (4)
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d’f(x)=d(d* f(x)) = f"(x)(dx)’,

d"f(x)=f" (x)(dx)"

Masalan, yuqorida keltirilgan misol uchun
d*(xe™) = (xe )" (dx)* = (e —xe ) (dx)* =
=(e —e ™ —xe ") (dx)* =(x—2)e " (dx)*

bo‘ladi.

Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, b) da berilgan bo‘lib, Vx € (a, b)
nuqtada n —tartibli differensiallarga ega bo‘lsin. U holda:

D d"(c- f(x))=c-d" f(x), c=const,

2) d"(f(0)xg(x)=d"f(x)+d"g(x);

3) d"(f(x)-g(x)=d" f(x) g(x)+C,d"" f(x)-dg(x)+

ot Crd" ™ f(x)-d g(x)+...+ f(x)-d"g(x)

bo‘ladi.

Bu munosabatlarning 1), 2) — larning isboti ravshan. 3) — munosabatni
isbotlashda (2) formuladan foydalaniladi.

3°. Differensial shaklining invariantligi. Aytaylik, y = f(x) funksiya (a, b)
da differensiallanuvchi bo‘lib, x o‘zgaruvchi o‘z navbatida biror ¢ o‘zgaruvchining

[a, [] da differensiallanuvchi funksiyasi bo‘lsin:

x=¢() (tela, Bl, x=p()€(a, b]).
Natijada
y=f(x)=f(p@®)
bo‘ladi. Bu funksiyaning differensiali
dy =(f(p®))dt=f"(p))-¢'(t)dt = f'(p(t)) - do(t) = f'(x)dx
bo‘lib, u (3) ko‘rinishga ega bo‘ladi. SHunday qilib, y = f(x) funksiyada x

o‘zgaruvchi erkli bo‘lgan holda ham, u biror ¢ o‘zgaruvchiga bohliq bo‘lgan holda
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ham y = f(x) funksiya differensialining ko‘rinishi bir xil bo‘ladi. Odatda bu
xususiyat differensial shaklining invariantligi deyiladi.
vy = f(p(?)) funksiyaning ikkinchi tartibli differen-siali quyidagicha bo‘ladi:
d’y =d(df)=d(f'(x)dx) = df'(x)-dx+ f'(x)d(dx) =
= f"(x)-(dx)* + f'(x)d’x.

Bu munosabatni (4) munosabat bilan solishtirib ikkin-chi tartibli

differensiallarda differensial shaklining invariantligi xossasi o‘rinli emasligini

topamiz.
Mashgqlar
1. Ushbu
fx)=xf
funksiya x =0 nuqtada uchinchi tartibdagi hosilaga ega bo‘ladimi?
2. Ushbu

f(x) = (x—1)*sin xsin(x —1)
funksiyaning n —tartibli hosilasi topilsin (7 > 2).
3. Agar y = f(x) funksiya n —tartibli hosilaga ega bo‘lsa,
d" f(ax+b)=a" " (ax+b)-(dx)"

bo‘lishi isbotlansin.
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Glossariy

Funksiyaning yuqori tartibli hosilalari. Faraz gilaylik, f(x) funksiya (a, b)
da berilgan bo‘lib, Vx € (a, b) da f'(x) hosilaga ega bo‘lsin. Bu f”'(x) funksiyani
g(x) orqali belgilaymiz:

gx)=f'(x) (xe(a,b)).

1-ta’rif. Agar x, € (a, b) nuqtada g(x) funksiya g'(x,) hosilaga ega bo‘lsa,
bu hosila f(x) funksiyaning x, nuqtadagi ikkinchi tartibli hosilasi deyiladi va
d* f(xy)

dx’

f"(x,) yoki kabi belgilanadi.

Leybnits formulasi

(f (@) g(x)™ = kioc,i‘f“‘)(x) gD ()

cF — n(n—1)..(n—k+1)
" k!

@
2-ta’rif. f(x) funksiyaning x € (a, b) nuqtadagi dif-ferensiali df (x) ning
differensiali f(x) funksiyaning x € (a, b) nuqtadagi ikkinchi tartibli differensiali
deyi-ladi va d* f(x) kabi belgilanadi:
d’ f(x)=d(df (x)).
Differensial shaklining invariantligi. Aytaylik, y = f(x) funksiya (a, b) da
differensiallanuvchi bo‘lib, x o‘zgaruvchi o‘z navbatida biror ¢ o‘zgaruvchining

[a, ] da differensiallanuvchi funksiyasi bo‘Isin:

x=¢() (tela, Bl, x=9(t)<la, b]).
Natijada

y=srx)=f(e®)

bo‘ladi. Bu funksiyaning differensiali
dy =(f(p®))dt=f"(p))-¢'(t)dt = f'(p(t)) - do(t) = f'(x)dx
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bo‘lib, u (3) ko‘rinishga ega bo‘ladi. SHunday qilib, y = f(x) funksiyada x
o‘zgaruvchi erkli bo‘lgan holda ham, u biror ¢ o‘zgaruvchiga bohliq bo‘lgan holda
ham y = f(x) funksiya differensialining ko‘rinishi bir xil bo‘ladi. Odatda bu

xususiyat differensial shaklining invariantligi deyiladi.
Keys banki

21-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Agar y = f(x) funksiya # -tartibli hosilaga ega
bo‘lsa,
d" fax+b)=a" " (ax +b)-(dx)"
bo‘lishi isbotlansin.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqglar:
e keysdagi muammoni hal qgilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha va
tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);
e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
23-amaliy mashg ulot

1-misol. Ushbu
3

f (X) = ‘X‘

funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi topilsin.
4 Aytaylik, x # 0 bo‘lsin, Unda
3
X arap x>0
f(x)=1" ", P
—x’, arap x<0

bo‘lib,

3x?, ara >0,
f’(x): X rap x
—3x?, arap x<0

bo‘ladi.
Aytaylik, X = 0 bo‘lsin. Bu holda ta’rifga binoan
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3
£(0) = lim (0+ax)-10) _;,, I _,

Ax—0 AXx Ax—0 Ax

bo‘ladi.
Demalk, berilgan funksiya X ning barcha giymatlarida hosilaga ega bo‘lib,
f'(x) = 3x’signx
bo‘ladi.
Xuddi yuqoridagidek, x # 0 bo‘lganda

f”(x)= {6x, arap x>0,

—6x, arap x<0, x=0
bo‘lgan
(0)= tim (0 + AAXQ— £'(0) _ tim 3Ax22ianx _0
bo‘lib, barcha X larda
"(x)= 6[x|

bo‘ladi. >

2-misol. Ushbu
2x+3
f(x) =2
X —5x+6
funksiyaning N -tartibli hosilasi topilsin.
<4qRavshanki,

2x+3 _ 9 _ 7
x> —5x+6 x-3 x-2

bo‘lib,

s () () P ey

bo‘ladi. 3" dagi 4)—formuladan foydalanib topamiz:
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((x 3)" )<n)_( 1) n(x—3)"" = (-1)"-n!

( _3n+1’
O S

Demak,

[ 2x+3 ](n)_9(—1)"-n!+7(—1"+l-n'

= N
XZ _ SX + 6 (X _ 3)n+1 (X _ 2)n+1
Faraz qilaylik, X o‘zgaruvchi va uning funksiyasi y lar biror yordamchi t

o‘zgaruvchi (parametr) orqali berilgan bo‘lsin:

x=q(t), y=wul(t)

y ning X bo‘yicha hosilalari quyidagi formulalar yordamida topiladi:

dy
p_dy _
dt
dy’
o_dy'  at
Y= gt @)
dt
dy”
TS
dx dx
dt

3—-misol. Parametrik ko‘rinishda berilgan ushbu
x=1+e", y=at+e™
Sfunksiyaning uchinchi tartibli hosilasi topilsin.
<4Bu funksiyaning hosilalarini (2) formuladan foydalanib topamiz:

—at —2at

,_d_y_d_y_%_a—ae'at_e e
dx dt dt  ae™ ’

"_ dy dy dX Zae_zat B ae_at — 2e—3at _ e—2at .
dx dt dt  ae" ’
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m_ dy" _ dy" .d_X B zae—Zat _6ae—3at

— PR - =2e3" —6e ™ p»
dx dt dt ae”

4-misol. Agaru, v, du, dv hamda d*u, d*v lar ma’lum bo‘Isa,

dZLE) topilsin.
\4

«Ta’rif hamda sodda qoidalardan foydalanib topamiz:

dz[g) _ d[ d[gn _ d[ vdu - udv) _ v?d(vdu —udv) - (vdu —udv)dv® _

v v v? v

_ Vz(vdzu +dvdu —ud’v - dudv)— 2V(Vdu - udv)dv _

4
\%

1 2 2
=—d*u- lzdzv ——dudv + —l:dvz.b

\ \ \ \
Ikkinchi tartibli hosila topilsin:

1
1103.y =x* +13x + 11 1104.y =1+ 10x + —
X
| 2
1105.y=X(1+3 1-x') 1106.y = cos” x
V1-x°
1107.y = sh’x + ch’x 1108.y=ln(x+\/x2 +1)
1-x
1109.y = arctg(x +Vx* + 1) 1110.y = alfctg—2 >
X —X
1112.
2
-1
1111.y=arcsinx2 Ux* +1 Y1+x* +x
x +1 y = 2arctg —In
X V1+x* —x
1113.y(0), y'(0) va y"(0) lar topilsin:
y =e""* . cos(sin x)

Funksiyaning ikkinchi differensiali topilsin:

1114,y=(x2 + x+1)e"‘ 1115.y = 2x + ctg2x
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1116.y=x(c0slnx+sinlnx) 1117.y = x*

Agar u = u(x), 9= S(X) - ikki marta differensiallanuvchi funksiyalar

bo‘lsa, d’y topilsin.

1118.y =u- 9 119,y =~
3
1120.y =u™ - 9" (m va n-o‘zgarmas sonlar) 1121.y = a"
u
1122.y = Inu® + §? 1123.y = arctgg
2
y .
—- topilsin:
dx’ P
t* t?
1124.x=t>, y=t’ 1125.x=—, y=
’ 1+¢° Y146
1126.x =Incost, y =Incos 2t 1127.x =acost, y=Dbsint

1128.x = (1+cos* t)sint, y=sin*tcost 1129.x = tcht —sht, y = tsht —cht

t . 1
1130.x = =(t—1 1131.x=—— =tgt—t
1132.x = Sill 10g2 t, y = tg 10g2 t 1133.x = zcoszt, y — zsinzt

Oshkormas ko‘rinishda berilgan y = y(x) funksiya uchun y” topilsin:

1134.x* +y*> = a’ 1135.x*> —y*> =a’
2 2
X
1136.;+z_2=1 1137.y? = 2px
1138.*Y =x+y 1139.¢* —2Ilnx—-1=0
1140.y — xtgIn /x> +y2 = 0 141y =e*

Ko‘rsatilgan tartibdagi hosilalar topilsin:
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a n
142y =x(2x-1f(x+3)’; y9vay? 1143.y="1; y
X
X2
1144.y = Vx; y 145y =~ y®
—X
1+
1146.y = \/ITX; y 100 1147,y = x2e2; y@)
1148.y = — ("’) 1149.y = xIn x; y(s)
X
1
1150.y = ——; y© 1151y = x’sin 2x; y
X
1152,y = S983X . um 1153.y = sin x - sin 2x - sin 3x; y
.y =sin x-sin 2x - sin 3x;
s y y
1154.y = x-shx; y(*) 1155.y =e*cosx; y"

1156. y = sin’ x-In x; y(6)

y= y(X) funksiya uchun ko‘rsatilgan tartibdagi differensiallar topilsin:

1
1157.y =x°; d° 1158.y=—; d’
y 9 y y \/; b
1159.y = xcos 2x; d'y 1160.y = e*Inx; d'y

1161.y = cos x-chx; d°y

1162.0shkormas y = y(x) funksiya berilgan tenglamani qanoatlantirishi isbotlansin:

) y=Alny+x+B, y-y" =) -G

y
2) (A+Bx)e* =x, x’y"=(xy -y)

Quyidagi funksiyalar uchun y(“)(x) topilsin:

1163.y =x* + x +e™* 1164.y =a,x" +a,x""' + ... +a,
1+x ax+b

1165.y = 1166.y =
1-x cx+d
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1167.y =In(ax + b)

1169.y = sinaxsinbx

1171.y = sin® xsin 2x

1168.y = sin” x
1170.y = chax - chbx

1172.y =sin* x + cos* x

1
1173.y = cos* x 1174.y = ——
Y y A1-2x
1+x°
1175,y = ————— 1176.y =
Y e —ax-12 Y= 1-¢?
177.y = 3-20°
“o2xP+3x-2
d"y topilsin:
1
1178.y = x"e* 179.y = 2%
X

1180.Tenglik isbotlansin:

n+1
X

® o
(Xn-lei] _C

Ko‘rsatma: Matematik induksiya usulini qo‘llang.

Test

1)Funksiyani n-tartibli hosilasi hisoblansin. y(x)=sinx
A) sin(x+n-%] B) sin(x+n-§]

Q) sin(x+(n+l)-%] D) sin(x+(n—l)-%]

2)Funksiyani n-tartibli hosilasi hisoblansin. y(x)=cosx

A) sin(x+(n+l)-%] B) cos(x+n-%]

Q) cos(x+(n+l)-%] D) cos(x+(n—l)-%]
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_ 2x+l

3)Funksiyani n-tartibli hosilasi hisoblansin. y(x)=e
A) 2n .e2x+1 B) 2n .ex+1 C) 2n+1 .e2x+1 D) 2n .ex

4)Funksiyani n-tartibli hosilasi hisoblansin. y(x)=cos2x

A) 2”-cos(2x+n-%j B) 2”-sin(2x+n-%}

Q) 2"-sin(2x+n-§j D) 2"-sin(x+n-%]

n

5)Funksiyani n-tartibli hosilasi hisoblansin. y(x)=x
A)n! B)(m-1)! C)1 D)jnall
6)Funksiyani n-tartibli differsiali hisoblansin. y(x)=x"
A) nt(dx)'  B) (n=Di(dx)' ) (dx)' D) n!(dx)'
7)Funksiyani 3-tartibli differsiali hisoblansin. y(x)=x"+x*+8x+9
A) 6-(dx)’ B) 3-(dx)’ C) (dx)’ D) 2(dx)’
7)Funksiyani 3-tartibli differsiali hisoblansin. y(x)=x"+x*+8x+9
A) 6-(dx))  B)3-(dx) C)(dx)’ D) 2(dx)
8)Funksiyani 2-tartibli differsiali hisoblansin. y(x)=x"+x*+8x+9
A) (6x+2)-(dx)? B) Gx+1)-(dx)’  C) (6x+2)(dx)’ D) (2x+2)(dx)’
9)Funksiyani 2-tartibli differsiali hisoblansin. y(x)=sinx+cosx
A) (—sinx—cosx)(dx)2 B) (—sinx+cosx)(dx)2
C) (sinx —cos x)(dx)’ D) (sinx+cosx)(dx)’
10)Funksiyani 2-tartibli differsiali hisoblansin. y(x)=x"+cosx
A) (2-cos x)(dx)2 B) (2+cos x)(dx)2

C) (2—cos2x)(dx)’ D) (2+cos2x)(dx)’

NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI 306 Xakimov R.




MATEMATIK ANALIZ I-kurs

Mavzu. Asosiy teoremalar

24-ma’ruza
Reja
1°. Hosilaga ega bo‘lgan funksiyalar haqidagi teoremalar.

2°. Funksiya hosilasinig uzilishi hagida.

1°. Hosilaga ega bo‘lgan funksiyalar haqidagi teoremalar. ([1] 6.5
Theorems of Rolle and of the Mean Value 181, [2] 10.2 Local maxima, local
minima and derivatives, 295-bet) Bu teoremlar funksiyalarni tekshirishda muhim rol
o‘ynaydi.

1-teorema (Ferma teoremasi). f(x) funksiya X — R to‘plamda berilgan.
X, € X nuqtaning atrofi uchun U, (x,)=(x, -0, x, +6)c X (0 >0) bo'lib,
quyidagi shartlar bajarilsin:

D) VxeUs(xg) da f(x)< f(xg)  (f(x)2 f(x,)),

2) f"(x,)mavjud va chekli bo‘Isin.

Uholda f'(x,)=0 bo‘ladi.
<« Aytaylik, VxeUgz(x,) da f(x)< f(x,) bo‘lsin. Ravshanki, bu holda
S(x) = f(x)<0
bo‘ladi.
SHartga ko‘ra f(x) funksiya x, nuqtada chekli f'(x,) hosilaga ega.

SHuning uchun

oy i OG0 _ SO0 S0 )

XX X=X, x—xy+0 X=X, x—x9—0 X=X,
bo‘ladi. Ayni paytda, x > x, bo‘lganda
SO -SG) _o _ p S) =)

x—xo x—x5+0 x—xo

=/'(x) <0,

x < x, bo‘lganda
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fO-SG) e S0 ()

X=X =x-0 X —X,

= ['(x,)20

bo‘lishidan f'(x,) =0 ekani kelib chiqadi. »
2-teorema (Roll teoremasi). Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a, b] da berilgan
bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:
1) f(x)eCla, b],
2) Vxe(a, b) da f'(x) mavjud va chekli,
3) f(a)= f(b) bolsin.
U holda shunday x, € (a, b)nuqta topiladiki, f'(x,)=0 bo‘ladi.
<« SHartga ko‘ra f(x) € C[a, b]. Unda Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga
ko‘ra f(x) funksiya [a, b] da o‘zining eng katta va eng kichik qiymatlarga erishadi,
ya’ni shunday c¢,, ¢, nugqtalar (c¢;, ¢, €[a, b]) topiladiki,
f(c;) =max{f(x) | x€[a, b]},
f(cy)=min{ f(x) | xe[a, b}
bo‘ladi.
Agar  f(c;)=f(c,) bo‘lsa, unda [a, b] da f(x)=const bo‘lib,
Vx, €(a, b) da f'(x,)=0 bo‘ladi.
Agar f(c;)> f(c,) bo‘lsa, unda f(a)= f(b) bo‘lganligi sababli f(x)
funksiya f(c,) hamda f(c,) qiymatlarning kamida bittasiga [a, b] segmentning
ichki x, (a <x,<b) nuqtasida erishadi. Ferma teoremasiga binoan f'(x,)=0

bo‘ladi. P

3-teorema (Lagranj teoremasi). Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a, b] da
berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) f(x)eCla, b],

2) Vxe(a, b) da f'(x) hosila mavjud va chekli bo‘lsin.
U holda shunday c € (a, b) nuqta topiladiki,

f(b)=f(a)= f'(e)b-a)
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bo‘ladi.
<« Ushbu
f()-f(a)
b—a

funksiyani qaraymiz. Bu funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini

F(x)=f(x)-f(a)- (x—a) (1)

ganoatlantiradi. Ayni paytda, uning hosilasi

P 11 LB =@
b—a
bo‘ladi.
Roll teoremasiga binoan, shunday ¢ (c € (a, b)) nuqta topiladiki,
F'(c)=0 2)
bo‘ladi.

(1) va (2) munosabatlardan

f’(c)_wzo’
—a

ya’ni
f(®)-f(a)= f'(c)(b-a)

bo‘lishi kelib chigadi. »

1-natija. Aytaylik, f(x) funksiya (@, b) da f'(x) hosilaga ega bo‘lib,
Vxe(a, b) da f'(x) =0 bo‘lsin. U holda Vx € (a, b) da f(x)=const bo‘ladi.

4 x, x, €(a, b) ni olib, chekkalari x va x, bo‘lgan segmentda f(x)
funksiyaga Lagranj teoremasini qo‘llab f(x) = f(x,) = const bo‘lishini topamiz. »

2-natija. f(x) va g(x) funksiyalari (a, b) da f'(x), g'(x) hosilalarga ega
bo‘lib, Vxe(a,b) da f'(x)=g'(x) bo‘lsin. U holda Vxe(a,b) da
f(x)=g(x)+ const bo‘ladi.

<« Bu natijaning isboti f(x)— g(x) funksiyaga nisbatan I-natijani qo‘llash
bilan kelib chigadi. »

4-teorema (Koshi teoremasi). Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar quyidagi

shartlarni bajarsin.

NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI 309 Xakimov R.




MATEMATIK ANALIZ I-kurs

) f(x)eCla, b], g(x) € Cla, b],
2) Vxe(a, b) da f'(x) va g'(x) hosilalar mavjud va chekli;
3) Vxe(a, b) da g'(x)#0 bo‘lsin.

U holda shunday c € (a, b) nuqta topiladiki,

f®)-fa@) _ f'(o)
gb)-g(a) g'(c)

bo‘ladi.

« Avvalo g(b)# g(a) bo‘lishini ta’kidlab o‘tamiz, chunki g(b)=g(a)
bo‘ladigan bo‘lsa, unda Roll teoremasiga ko‘ra shunday c € (a, b) nuqta topilar ediki,
g'(c) =0 bo‘lar edi. Bu 3)-shartga zid.

Quyidagi

D)= f(x)~ f(a) - LD I@

gb)—g(a)

funksiyani qaraymiz. Bu funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini

[g(x)—g(a)] (x€[a, b])

ganoatlantiradi. Unda Roll teoremasiga binoan shunday c € (a, b) nuqta topiladiki,

D'(c)=0 3)
bo‘ladi.
Ravshanki,
, S (D)= f(a)
D'(x) = 4
(x)=f"(x)— 2b)—g(@) & g'(x) (4)
(3) va (4) munosabatlardan
o SB)=f(a) ,
- =0
T @ ¢

ya’ni
f®b)-f(a) _ f(e)
gb)-g(a) g'(c)

bo‘lishi kelib chigadi. »

1-misol. Vx', x''€ R uchun |sin x'—sin x''| < | x'—x""| tengsizlik isbotlansin.

« Aytaylik, x'< x'"" bo‘lsin. f(x)=sinx ga [x', x'"'] da Lagranj teoremasini
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qo‘llaymiz. Unda shunday c € (x', x'") nuqta topiladiki,
|sin x'—sin x'"" | = |cosc|-(x"—x")
bo‘ladi. Agar Vie R da |cost|<1 eckanini e’tiborga olsak, unda yuqoridagi
munosabatdan
|sin x'—sin x'" | < | x'—x""| (Vx', x"'e R)
bo‘lishi kelib chigadi. »
2-misol. Ushbu
e" >1+x
tengsizlik isbotlansin.
« Aytaylik, x >0 bo‘lsin. Unda f(#)=e' funksiyaga [0, x] da Lagranj
teoremasini qo‘llab topamiz:
e"—e’ =e“(x=0). ce(0,x)
Agar ¢ >0 da e° >1 bo‘lishini e’tiborga olsak, unda keyingi munosabatdan
e’ > 1+ x bo‘lishi kelib chigadi.
Agar x <0 bo‘lsa, unda f(#)=e’ funksiyaga [x, 0] da Lagranj teoremasini
qo‘llab,
e* —e’ =e“(0—x)
niva—x>0, e° <1 bo‘lishini e’tiborga olib, e* > 1+ x ekanligini topamiz.

Ravshanki, x=0 da ¢’ =1. Demak, VxeR dae* >1+x. P
3-misol. Ushbu
a—>b a—>b

a

<ln%< (0<b<a)

tengsizlik isbotlansin.

<« [b, a] segmentda f(x)=In(x) funksiyani qaraymiz. Bu funksiya shu
, 1

segmentda uzluksiz va (b, a) da f'(x)=— hosilaga ega. Unda Lagranj teoremasiga
X

ko‘ra shunday ¢ (b <c < a) nuqta topiladiki,
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Ina—Inb 1
—— == 5)
a—>b C
bo‘ladi.
Ravshanki,
1 1 1
b<c<a = —<—<-—. (6)
a ¢ b

(5) va (6) munosabatlardan

bo‘lishi kelib chigadi. »
Mashqlar

1. Agar f(x) funksiya (a, b) da chekli f'(x) hosilaga ega bo‘lsa, uning shu
(a, b) da tekis uzluksiz bo‘lishi isbotlansin.
2. Agar f(x) va g(x) funksiyalar x > x, da chekli hosilalar: f'(x), g'(x)
ga ega bo‘lib,
S(xg)=8(xp), x>x, ma  f(x)>g'(x)
bo‘lsa, u holda x > x, da f(x)> g(x) bo‘lishi isbotlansin.
3. Vx>-1 uchun
X <In(l+x)<x
I+ x
tengsizliklarning o‘rinli bo‘lishi isbotlansin.
Adabiyotlar

Canuto C., Tabacco A. - Mathematical Analysis I, Italy 2008.

. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.

3. Xudoyberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan marizalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.

4. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t. M.

«FIZMATLIT», 2001.

N —

Glossariy

1-teorema (Ferma teoremasi). f(x) funksiya X < R to‘plamda berilgan.
X, € X nuqtaning atrofi uchun Us(x,))=(x, =9, x, +0)c X (6 >0) bo‘lib,
quyidagi shartlar bajarilsin:

1) VxeUs(xy) da f(x)< f(xg)  (f(x)2f(x,)),
2) f'(x,)mavjud va chekli bo‘Isin.

Uholda f'(x,)=0 bo‘ladi.
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2-teorema (Roll teoremasi). Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a, b] da berilgan
bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) f(x)eCla, b],

2) Vxe(a, b) da f'(x) mavjud va chekli,

3) f(a)= f(b) bolsin.
U holda shunday x, € (a, b)nuqta topiladiki, f'(x,) =0 bo‘ladi.

3-teorema (Lagranj teoremasi). Faraz qilaylik, f'(x) funksiya [a, b] da
berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

3) f(x)e(la, b],

4) Vxe(a, b) da f'(x) hosila mavjud va chekli bo‘lsin.
U holda shunday c € (a, b) nuqta topiladiki,

fb)—-f(a)=f"(c)(b—-a)

bo‘ladi.

4-teorema (Koshi teoremasi). Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar quyidagi
shartlarni bajarsin.

) f(x)eCla, b], g(x) € Cla, b],

2) Vxe(a, b) da f'(x) va g'(x) hosilalar mavjud va chekli;

3) Vxe(a, b) da g'(x)#0 bo‘lsin.
U holda shunday c € (a, b) nuqta topiladiki,

f®)-fa@) _ f(o)
gb)-g(a) g'(c)

bo‘ladi.
Keys banki

24-Kkeys. Masala o'rtaga tashlanadi: Agar f(x) funksiya (a, b) da chekli
f'(x) hosilaga ega bo‘lsa, uning shu (a, b) da tekis uzluksiz bo‘lishi isbotlansin.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha va
tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
24-amaliy mashg ulot

1-misol. Ushbu
f (x) =2-3x*
funksiyaga [— 1,1] oraligda Roll teoremasini qo ‘llash mumkinmi?
<4Ravshanki, berilgan funksiya (— oo,+oo) oraliqda, jumladan [— 1,1] da
uzluksiz. [— 1,1] oraligning chetlarida

f(-1)=1-3/(-1) =1-1=0,
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f(1)=1-31> =1-1=0
bo‘lib, f(—1)=f(1) bo‘ladi. f(x) funksiyaning hosilasi X # 0 bo‘lganda
2
f'(x)=-
(&)=
bo‘lib, x =0 nuqtada mavjud emas. Binobarin, Roll teoremasining (— 1,1) da chekli

hosila mavjud bo‘lishi sharti bajarilmaydi. SHuning uchun berilgan funksiyaga Roll
teoremasini qo‘llab bo‘lmaydi. »

2-misol. Ushbu
fx =4x’ —5x" + x -2
funksiyaga [0,2] oraligda Lagranj teoremasini tadbiq etib, undagi ¢ nuqta topilsin.
<«Berilgan funksiyaning [0,2] oraligda Lagranj teoremasining shartlarini
bajarishi ravshan. Lagranj teoremasiga binoan
£(2)-1(0)=1'(c)-(2-0)
bo‘ladi. Berilgan funksiya uchun
f(2)=12, f£(0)=-2, f'(x)=12x"-10x+1,
f'(c)=12¢* —-10c +1
bo‘lib,
12-(-2)=1"(c)-2
bo‘ladi. Natijada
12¢* =10c - 6=0
kvadrat tenglamaga kelamiz. Bu kvadrat tenglamaning echimlari
S5+ V97 _5- V97
T 12 0 T
bo‘lib, ulardan ¢, echim [0,2] ga tegishli bo‘ladi.»

¢

1181.f (X) = X(X2 - 1) funksiya uchun [— 1,1] va [0,1] oraliglarda Roll teoremasining
shartlari tekshirilsin..

1182.f (X) = (X2 — IXX — 2) funksiya uchun (— 1,1) va (1,2) intervallarda shunday
nugqtalar topilsinki, bu nuqtalarda funksiya grafigiga o‘tkazilgan urinmalar abssissalar
o‘qiga parallel bo‘lsin.

1183.Haqiqiy koeftitsentli ko‘phad faqat haqiqiy ildizlarga ega bo‘lsa, uning barcha
hosilalari ham faqat haqiqiy ildizlarga ega ekani isbotlansin.

1184.Haqiqiy koeffitsentli ko‘phadning ikkita haqiqiy ildizlari orasida uning
hosilasining ildizi ham bor ekani isbotlansin.

1185.Agar f funksiya [a,b] kesmada n marotaba differensiallanuvchi va bu

kesmaning n + 1 ta nuqtasida nolga aylansa, u holda f (")(ﬁ) = () bo‘ladigan
Ee (a,b) nuqtaning mavjudligi isbotlansin.

1186.Ushbu
X(X - 1)(X - ZXX - 3XX - 4)

NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI 314 Xakimov R.




MATEMATIK ANALIZ I-kurs

ko‘phadning hosilasining ildizlari haqiqiy, tub va (0;1), (1;2), (2;3), (3;4)
intervallarda yotishi isbotlansin.

1187.y = x* egri chizig‘ida shunday nuqta topilsinki, bu nuqtada unga o‘tkazilgan
urinma A(— 1;—1) va B(2;8) nugqtalarni tutashtiruvchi vatarga parallel bo‘lsin.

1188.f (X) = 1 funksiyasi uchun [a,b] kesmada (a ‘b< 0) chekli orttirmalar
X

formulasi (Lagranj formulasi) o‘rinlimi?
1189.Faraz qilaylik, f (X) funksiya (a,b) intervalda uzluksiz f '(X) hosilaga ega
bo‘lsin. (a,b) da yotuvchi ixtiyoriy & nuqta uchun

f —f

M:f’(@) (a<x, <&<x,<b)

X, — X,
munosabat o‘rinli bo‘ladigan x,, X, nuqtalarini ko‘rsatish (topish) mumkinmi?
Ushbu misolni qarang: f(x)= x’ (— 1<x< 1), E=0.
1190.Lagranj teoremasidan foydalanib, tengsizliklar isbotlansin:
a) ‘sinx - siny‘ < ‘x -y

6) py" "' (x—y)<x? —y? <px"'(x-y), buerda 0<y<1vap>1;
B) ‘arctga - arctgb‘ < ‘a -b
X

r
) 1+x
n) e*>1+x, xeR;

b

<ln(1+x)<x, x>0;

e) e">ex, x>1.
Test
1) f(x)=a,+a,(x—x,)+...+a,(x—x,)" +R, (x) Funksiyani a, ni hisoblang.

f(x)=cosx x=0 nuqtada.

1 1 1
A)O B) — O — D) —
) ) 3 ) 6 ) 6!
2) f(x)=e¢" funksiyani x =0 nuqtada Teylor (Makloren) qatoriga yoyilmasini
toping.
x* X x"
A)e' =l+x+—+—+..+—+0(x"), x>0
21 3 n!

B) e =l+x+x"+x +.+x"+o(x"), x—0
2 3 n
C) ¢ =l-x+—-2t +(-1) Zt0(x"), x>0
2! 3l n!
D) e* =1+x+2 x> +3L X’ +.+nlx" +o(x"), x—0
3) f(x)=a,+a,(x—x,)+...+a,(x—x,)" + R (x) .Funksiyani a5 ni hisoblang. f(x)=sinx

x =0 nugtada.
1 1 1 1
A) — B) — C) — D) —
) 5! ) 3! ) 6! ) 24
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4) f(x)=In(1+x) funksiyani x=0 nuqtada Teylor (Makloren) gqatoriga
yoyilmasi to’g’ri berilgan qatorni toping.

D GO D Y S (ORI
i(_l 0 +o(x") D) Z( 1);;1 X +o(x")

5) f(x)=In(1-x) funksiyani x—O nuqtada Teylor (Makloren) qatoriga yoyilmasi

to’g’r1 berilgan gatorni toping.
k+1 k n k

A) —i%w(x") B) Z( l) +o(x") ) —Z%+o(x”)

k=1

D) Zi“—(_l);:l o)

to’g’r1 berilgan gatorni toping.

funksiyani x=0 nuqtada Teylor (Makloren) gatoriga yoyilmasi

A) i(—l)k 3;:1 x* +o(x") B) i(—l)k 3k: x* +o(x")
C) Z( D :lx +o(x") D) Z( D ::1)6 +o(x")

7) LagranJ ko’rinishidagi qoldiq had berllgan gatorni toping.

(n+1) n+l)
A) Rn(X):f ( )(x_xo)n+l B) Rn(x):ﬂ n'( )(x_xo)n+] C)

(n+1)!
ﬂ")( )

R (0)="——=(x—x)"

f(”+l) (xo) n+l
D) R (x)=
) R@ = o)
8) f(x)=(1+x)", o€ R funksiyani x=0 nuqtada Teylor (Makloren) qatoriga
yoyilmasi to’g’ri berilgan qatorni toping.

A) za(a D).. (oc k+1)  +o(x") B)Za(a 1) (oc )xk+o(x")
) Za(a—l)...(a— )xk+o(x") D)za(a 1) (oc k 1)  +o(x")
pary (k+1)!
9) f(x)=¢"* funksiyani x=0 nuqtada Teylor (Makloren) qatoriga yoyilmasini
toping.
2 3 n_n
A) e :1+2x+4x +8x +..+2 Y o(x"), x—0
21 31 n!
B) e =1+2x+4x* +8x’ +..+2"x"+0(x"), x—0
3 n
C) ¢ A8 T o), x>0
2! n!

D) e” =1+x+2tx* +3LxX° +..+nlx"+o(x"), x—0
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10) Makloren qatori berilgan qatorni toping.
n)
Mjﬁhﬂ@¥ﬂ®mf“%ﬂmfﬂ«%ﬁdfx (x—0)
f' (1)

o Dfm(D++ﬂm

B) f®)=/)A (=1 +olx’),  (x—1)

f' (0) f" (0) f"’( )

C) f)=/(0) ( —1 +. 4—( ' +ox"), (x—0
)
D) f(x):f(O):fz(?)x:f;('O) o f (1(;)x”+o(x”) (x—0)
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Mavzu. Asosiy teoremalar natijalari. Koshi teoremasi

25-ma’ruza
Reja
1°. Lagranj teoremasi natijalari.

2° Koshi teoremasi.

1°. Lagranj teoremasi natijalari.
Lagranj teoremasi. ([1] 6.5 Theorems of Rolle and of the Mean Value 181,
[2] 10.2 Local maxima, local minima and derivatives, 295-bet) Faraz qilaylik,

f(x) funksiya [a, b] da berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:
5) f(x)eCla, b],
6) Vxe(a, b) da f'(x) hosila mavjud va chekli bo‘Isin.

U holda shunday c € (a, b) nuqta topiladiki,

f(b)—f(a)=f'(c)b-a)
bo‘ladi.
<« Ushbu

F@ = 10— f@- L0 Dy

funksiyani qaraymiz. Bu funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini

ganoatlantiradi. Ayni paytda, uning hosilasi

P 11 L O @
b—a
bo‘ladi.
Roll teoremasiga binoan, shunday ¢ (c € (a, b)) nuqta topiladiki,
F'(c)=0 2)

bo‘ladi.
(1) va (2) munosabatlardan

oL O-1@

b—a

b
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ya’'ni
f(®)-f(a)= f'(c)(b-a)

bo‘lishi kelib chigadi. »

1-natija. Aytaylik, f(x) funksiya (@, b) da f'(x) hosilaga ega bo‘lib,
Vxe(a, b) da f'(x) =0 bo‘lsin. U holda Vx € (a, b) da f(x)=const bo‘ladi.

< x, x, €(a, b) niolib, chekkalari x va x, bo‘lgan segmentda f(x)
funksiyaga Lagranj teoremasini qo‘llab f(x) = f(x,) = const bo‘lishini topamiz. »

2-natija. f(x) va g(x) funksiyalari (a, b) da f'(x), g'(x) hosilalarga ega
bo‘lib, Vxe(a,b) da f'(x)=g'(x) bo‘lsin. U holda Vxe(a,b) da
f(x)=g(x)+ const bo‘ladi.

<« Bu natijaning isboti f(x)— g(x) funksiyaga nisbatan I-natijani qo‘llash
bilan kelib chigadi. »

2°. 4-teorema (Koshi teoremasi). Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar
quyidagi shartlarni bajarsin.

) f(x)eCla, b], g(x) € Cla, b],

2) Vxe(a, b) da f'(x) va g'(x) hosilalar mavjud va chekli;

3) Vxe(a, b) da g'(x)#0 bo‘lsin.
U holda shunday c € (a, b) nuqta topiladiki,

f®)-fa@) _ f(o)
gb)-g(a) g'(c)

bo‘ladi.

4 Avvalo g(b)# g(a) bo‘lishini ta’kidlab o‘tamiz, chunki g(b)=g(a)
bo‘ladigan bo‘lsa, unda Roll teoremasiga ko‘ra shunday c € (a, b) nuqta topilar ediki,
g'(c) =0 bo‘lar edi. Bu 3)-shartga zid.

Quyidagi

D)= f(x) ~ f(a) - LD J@

gb)—g(a)

funksiyani qaraymiz. Bu funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini

[g(x)—g(a)] (x€[a, b])
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ganoatlantiradi. Unda Roll teoremasiga binoan shunday c € (a, b) nuqta topiladiki,

D'(c)=0 3)
bo‘ladi.
Ravshanki,
, iy S(B) = f(a)
D'(x) = 4
(x)=f"(x)— 2b)—g(@) & g'(x) (4)
(3) va (4) munosabatlardan
o SB)=f(a) ,
- =0
1) g(b)_g(a)g(C)

ya’ni
f®b)—f(a) _ f(e)
gb)-g(a) g'(c)

bo‘lishi kelib chigadi. »

1-misol. Vx', x''€ R uchun |sin x'—sin x''| < | x'—x""| tengsizlik isbotlansin.

<« Aytaylik, x'< x'"" bo‘lsin. f(x)=sinx ga [x', x''] da Lagranj teoremasini
qo‘llaymiz. Unda shunday c € (x', x'") nuqta topiladiki,

|sin x'—sin x'" | = |cosc|-(x"—x")
bo‘ladi. Agar V¢ € R da | cost | <1 ekanini e’tiborga olsak, unda yuqoridagi
munosabatdan
|sin x'=sin x'" | < | x'—x"| (Vx', x"'e R)

bo‘lishi kelib chiqadi. »

2-misol. Ushbu

e* >21+x

tengsizlik isbotlansin.

<« Aytaylik, x > 0 bo‘lsin. Unda f(¢) =e' funksiyaga [0, x] da Lagranj
teoremasini qo‘llab topamiz:

e"—e’ =e“(x—0). ce(0,x)

Agar ¢ >0 da e >1 bo‘lishini e’tiborga olsak, unda keyingi munosabatdan
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e’ > 1+ x bo‘lishi kelib chigadi.
Agar x <0 bo‘lsa, unda f(#)=e’ funksiyaga [x, 0] da Lagranj teoremasini
qo‘llab,
e* —e’ =e“(0—x)
niva—x>0, e° <1 bo‘lishini e’tiborga olib, e* > 1+ x ekanligini topamiz.

Ravshanki, x=0 da ¢’ =1. Demak, VxeR dae* >1+x. P
3-misol. Ushbu

a—>b a a-b>b
<ln—<
b

(0<b<a)
a

tengsizlik isbotlansin.

<« [b, a] segmentda f(x)=In(x) funksiyani qaraymiz. Bu funksiya shu
, 1

segmentda uzluksiz va (b, a) da f'(x)=— hosilaga ega. Unda Lagranj teoremasiga
X

ko‘ra shunday ¢ (b <c < a) nuqta topiladiki,

Ina—Inb 1
—— == 5)
a-b c
bo‘ladi.
Ravshanki,
1 1 1
b<c<a = —<—<-—. (6)
a c¢c b

(5) va (6) munosabatlardan

<ln—<
a

bo‘lishi kelib chigadi. »

2°. Funksiya hosilasinig uzilishi haqida. Faraz qgilaylik, f(x) funksiya (a, b)
ning x, nuqtasidan boshqa barcha nuqtalarida f'(x) hosilaga ega bo‘lib, funksiya x,
nuqtada uzluksiz bo‘lsin.

Agar lim . f'(x) =b limit mavjud bo‘lsa, u holda f(x) funksiya x, nuqtada

x—)xo—
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chap hosila f"'(x, —0) ga ega bo‘lib, f'(x, —0) = b bo‘ladi.

Agar lim f'(x)=d limit mavjud bo‘lsa, u holda f(x) funksiya x, nuqtada

x—x5+0
o‘ng hosila f'(x, +0) ga egabo‘lib, f'(x, +0)=d bo‘ladi.
<« Aytaylik, Ax#0 va x,+Axe(a, b) bo‘lsin. Lagranj teoremasidan

foydalanib topamiz:

S (o +AX) — 1 (%)
Ax

= f(x, +0-Ax), (0<0<1).

Endi
lim f (x)=0>

X—>Xy—
mavjud bo‘lsin deylik. Unda
lim f(x)— hm f(x)— hm f(x0+Ax) b

X=X x—xy—>
bo‘lib,
Ax —>—-0da f'(x,+6 -Ax) > b,
ya’ni
O+ A= ),
Ax
bo‘ladi. Demak, f'(x, —0)=5. SHunga o‘xshash, f'(x, +0) =d bo‘lishi

Ax ——0 da

ko‘rsatiladi. P>
Aytaylik, f(x) funksiya x, nuqtada hosilaga ega bo‘lsin. Unda, ravshanki,
J'(xg=0) = f"(xo +0) = f'(x,)
bo‘ladi. Ayni paytda,
lim f'(x), lim f (x)

x—)xo— x—)xo
limitlarnig mavjud va chekli bo‘lishidan

lim f'(x)= hm S )= 1"(%)

x—)xo—

bo‘lishi kelib chigadi. »
Bundan quyidagi xulosa kelib chigadi: agar f(x) funksiya (a, b) da f'(x)
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hosilaga ega bo‘lsa, u holda bu f'(x) hosila birinchi tur uzilishga ega bo‘lolmaydi.
Boshqacha aytganda har bir x, €(a, b) nuqtada f'(x) funksiya yoki

uzluksiz bo‘ladi, yoki ikkinchi tur uzilishga ega bo‘ladi. »
4-misol. Ushbu

1

2. “
x“sin—, arap x =0 Oynca,
f(x)= X

0, arap x =0 0Oyica

funksiyani qaraylik.
<« x # 0 bo‘lganda

f(x)=2x sinl — cosl
x

X
bo‘ladi.
x =0 bo‘lganda, hosila ta’rifiga ko‘ra
) .1
x“sin—
£'(0) =1lim X -0
x—0 X

bo‘ladi.
Demak, f'(x) funksiya R da aniglangan va x # 0 da uzluksiz bo‘ladi. f’'(x) hosila
x =0 nugqtada ikkinchi tur uzilishga ega bo‘ladi, chunki x — 0 da
.1 1
f'(x)=2xsin——cos—
X X

funksiya limitga ega emas. P
Mashqlar

1. Agar f(x) funksiya (a, b) da chekli f'(x) hosilaga ega bo‘lsa, uning shu
(a, b) da tekis uzluksiz bo‘lishi isbotlansin.
2. Agar f(x) va g(x) funksiyalar x > x, da chekli hosilalar: f'(x), g'(x)
ga ega bo‘lib,
f(xo)=g(x), x>x, ma [f'(x)>g'(x)
bo‘lsa, u holda x > x, da f(x)> g(x) bo‘lishi isbotlansin.
4. Vx>-1 uchun

Y <in(l+x)<x
1+x

tengsizliklarning o‘rinli bo‘lishi isbotlansin.
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Glossariy

1-teorema (Ferma teoremasi). f'(x) funksiya X < R to‘plamda berilgan.
X, € X nuqtaning atrofi uchun Us(x,))=(x, =9, x, +0)c X (6 >0) bo‘lib,
quyidagi shartlar bajarilsin:

D VxeUy(x,) da f)Sf(x)  (F)2 f(x),

2) f"(x,)mavjud va chekli bo‘Isin.
Uholda f'(x,)=0 bo‘ladi.

2-teorema (Roll teoremasi). Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a, b] da berilgan
bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) f(x)eCla, b],

2) Vxe(a, b) da f'(x) mavjud va chekli,

3) f(a)= f(b) bo‘lsin.
U holda shunday x, € (a, b)nuqta topiladiki, f'(x,)=0 bo‘ladi.

3-teorema (Lagranj teoremasi). Faraz qilaylik, f'(x) funksiya [a, b] da
berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

7) f(x)e(la, b],

8) Vxe(a, b) da f'(x) hosila mavjud va chekli bo‘Isin.
U holda shunday c € (a, b) nuqta topiladiki,

fb)—-f(a)=f"(c)(b—-a)

bo‘ladi.

4-teorema (Koshi teoremasi). Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar quyidagi
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shartlarni bajarsin.
) f(x)eCla, b], g(x) € Cla, b],
2) Vxe(a, b) da f'(x) va g'(x) hosilalar mavjud va chekli;
3) Vxe(a, b) da g'(x)#0 bo‘lsin.

U holda shunday c € (a, b) nuqta topiladiki,

f®)-fa@) _ f(e)
gb)-g(a) g'(c)

bo‘ladi.
Keys banki

25-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Quyidagi tasdiq isbotlansin (Koshi
teoremasi): Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar quyidagi shartlarni bajarsin.

) f(x)e(la, b], g(x) € Cla, b],

2) Vxe(a, b) da f'(x) va g'(x) hosilalar mavjud va chekli;

3) Vxe(a, b) da g'(x)#0 bo‘lsin.
U holda shunday ¢ € (a, b) nuqta topiladiki,

f®)-f(a) _ f'(c)
gb)-gla) g'(c)

bo‘ladi.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha va
tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);
e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).

25-amaliy mashg ulot

1-misol. Ushbu
fx =4x° —5x" + x -2
funksiyaga [0,2] oraligda Lagranj teoremasini tadbiq etib, undagi ¢ nuqta topilsin.
<«Berilgan funksiyaning [0,2] oraligda Lagranj teoremasining shartlarini
bajarishi ravshan. Lagranj teoremasiga binoan

f(2)-1(0)=1'(c)-(2-0)
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bo‘ladi. Berilgan funksiya uchun
f(2)=12, f£(0)=-2, f'(x)=12x"-10x+1,
f'(c)=12¢* —10c +1

12-(-2)=1"(c)-2

12¢* -10c-6=0
kvadrat tenglamaga kelamiz. Bu kvadrat tenglamaning echimlari
5+/97 5-+/97
G=——> C=—T_—
12 12
bo‘lib, ulardan ¢, echim [0,2] ga tegishli bo‘ladi.»

bo‘lib,

bo‘ladi. Natijada

1188. f (X)= 1 funksiyasi uchun [a,b] kesmada (a ‘b< 0) chekli orttirmalar
X

formulasi (Lagranj formulasi) o‘rinlimi?
1189. Faraz qilaylik, f (X) funksiya (a,b) intervalda uzluksiz f '(X) hosilaga ega
bo‘lsin. (a,b) da yotuvchi ixtiyoriy & nuqta uchun
f f
flx)=1x) =f'(¢) (a<x,<&<x,<b)
X%

munosabat o‘rinli bo‘ladigan x,, X, nuqtalarini ko‘rsatish (topish) mumkinmi?
Ushbu misolni garang: f(x)= x’ (— 1<x< 1), E=0.
1190. Lagranj teoremasidan foydalanib, tengsizliklar isbotlansin:

K) ‘sin X

3) py" ' (x—y)<xP —y? <pxP'(x-y), buerda 0<y<1vap>1;

<ln(1+x)<x, x>0;

K
)1+x

a) e*>1+x, xekR;

M) e*>ex, x>1.
1191.Quyidagi

f(x)=x*> va g(x)=x°
funksiyalar uchun [— 1;1] kesmada Koshi formulasi o‘rinli emasligi tushuntirilsin.
1192.Faraz qilaylik, f (X) funksiya [XI,XZ] (X1 X, > 0) kesmada
differensiallanuvchi bo‘lsin. Quyidagi isbotlansin:
1 |5 J £(£)—-E£(£), buerda x, <E<x,.
X, — X, e (x ) (

1193.Agar f (X) funksiya x > 0 nugqtalarda differensiallanuvchi bo‘lib, lim f '(X)= 0

X—>+00
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bo‘lsa, u holda
f

lim @ =0

x—+o X
bo‘lishi isbotlansin.
1194.Agar f (X) funksiya x > 0 nugqtalarda differensiallanuvchi bo‘lib,

f(x

i) _,
x>+ X

bo‘lsa, u holda lim ‘f '(x] = ( ekani isbotlansin.
X—>+00

1195.Agar f (X) funksiya (a,b) intervalda differensiallanuvchi va chegaralanmagan
bo‘lsa, u holda uning hosilasi ham chegaralanmaganligi isbotlansin.

1196.Agar f (X) funksiya [a,b] kesmada differensiallanuvchi bo‘lib, f (a) =f (b)
bo‘lsa, u holda 3 & € (a,b) mavjud bo‘lib,

L
f(a)-1(5)= &' (5)
munosabat o‘rinliligini isbotlansin.

1197.Isbotlansin;
2x

1+x

a) 2arctgx+ arcsin = Tmsgnx, ‘x‘ >1;

2

0) 3arccosx— arccos(3x - 4x3)= T, ‘x‘ < % .

Test
1)Differensial hisoblansin. d(x**'*)=?

A) 2016x*""dx B) 2016x°""°dx C) 2015x*dx D) —2016x*""dx
2)Differensial hisoblansin. d(cosx+#gx)="?

A) (—sinx+ 12 ]dx B) (—sinx— 12 ]dx
cos” x cos” x

0) (—sinx+ , 12 ]dx D) (—cosx+ 12 ]dx( )
sin’ x cos’ x
3)Differensial hisoblansin. d(cos2x+e>)=?
A) (—sin X+ 2e2")dx B) (sin X — 2e2")dx 0) (sin X+ 2e")dx D) (sin X+ ez")dx
4)Differensial hisoblansin. d(cos2x-e*)="?
A) (—2sin 2x-e™ + 2cos2x-ez")dx B) (—2sinx-ez" + 2cost-ez")dx

0) (—2sin2x-e2" +cosx-e2")dx D) (—2sinx-e2" +2cosx-e2")dx
5)Differensial hisoblansin. d(x*"'°-e*)="?
A) K206 .d(ezx)_i_ezx 'd(X2016) B) L2016 -d(ezx)+ezx L2016 -d(x)

C) x*'¢ -d(ez")+ez" -2016-x7' -d(x) D) x™'.¢* -d(x)+ezx -2016-x*7 -d(x)

6)Differensial hisoblansin. d(x*'°-cosx) =2
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A) x.d(cosx)+ cosx-d(x2°16) B) x*°-d(cosx)+cosx-2016-x"°-d(x)
C) —x*°-sinx-d(x)+cosx-2016-x*"° - d(x)
D) —x*"-sinx-d(x)—cosx-2016-x*" -d (x)

7)Differensial hisoblansin. d(cosx)="?

A) —sinx-d(x) B) sinx-d(x) C)sinx D) —sinx
8)Differensial hisoblansin. d(In(2x+1))="?
2 1 2 2
A) ——d B) ——d C) —d D
) 2o B 4w )oY Doy
9)Differensial hisoblansin. d(x+cosx-ctgx)="?
A) (l—sinx-ctgx— c'oszx jd(x) B) (l+sinx-ctgx— C,OSZX jd(x)
sin® x sin® x
Q) (1 —sin X+ clgy + o jd(x) D) (1 +sin X clgx +—— ]d(x)
sin® x sin® x

10)Taqribiy hisoblang. sin29" =?
A) 0,4848 B) 0,4747  C) 0,4546 D) 0,4948
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Mavzu. Teylor formulasi
26-ma’ruza
Reja
1°. Ko‘phad uchun Teylor formulasi.
2°. Ixtiyoriy funksiyaning Teylor formulasi va uning qoldiq hadlari.

3°. Ba’zi funksiyalarning Teylor formulalari.

1°. Ko‘phad uchun Teylor formulasi. ([1], 7.1 Taylor formulas,223-bet)
Ushbu
P(x)=by + b, (x—xy) + by (x —x0)* +.ct b, (x —x;)" (1)
funksiyani (n - darajali ko‘phadni) qaraylik, bunda x, € R va b,,b,,...,b, - haqiqiy
sonlar. Bu b,,b,,...,b, lar quyidagicha ham aniqlanishi mumkin:
(1) tenglikda x = x,, deyilsa,
by = P(x,)
bo‘ladi;
P(x) funksiyani differensiallab,
P'(x)=1-b +2-by-(x—xy)+...4n-b (x—x,)""
va bu tenglikda x = x,, deb

P'(x,)

bo‘lishini topamiz.
P(x) funksiyani ikki marta differensiallab
P'(x)=2-1-by, +...+n(n—1)-b (x—x,)"">

va bu tenglikda x = x,, deb topamiz:

P”(x )
by ="

Bu jarayonni davom ettira borib, Yk > 0 da
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P (xy)

be ="

bo‘lishini topamiz.

Natijada P(x) ko‘phad quyidagi ko‘rinishga keladi:

( ) ( ) P(”)(Xo)

P = PO+ (=) +—— (=) () ()

Demak, P(x) ko‘phad o‘zining hamda hosilalarining biror nuqtasidagi qiymati bilan
to‘liq aniglanar ekan. (2) formula P(x) ko‘phad uchun Teylor formulasi
deyiladi.

2°. Ixtiyoriy funksiyaning Teylor formulasi va uning qoldiq hadlari. Faraz
qilaylik, f(x) funksiya (a,b) da berilgan bo‘lib, x, € (a,b) bo‘lsin. Bu funksiya x,
nuqtaning

Us (xg)=(xy =6, x,+0)c (a,b) 6>0
atrofida  f'(x), f"(x),..., f (n)(x), f (n+1) (x) hosilalarga ega bo‘lsin. Funksiya

hosilalaridan foydalanib, ushbu

f’(xo) f"(xo) ﬂ”)(xo)

B(f3%) = f(x) + 2 (x—x) + L (x—x, ) .. 47— L (x—x)"

ko‘phadni tuzamiz.

Agar f(x) funksiya n —darajali ko‘phad bo‘lsa, ravshanki,
f(x)=P,(f;x)
bo‘ladi.
Agar f(x) funksiya ko‘phad bo‘lmasa,
f(x)#P,(f;x)
bo‘lib, ular orasidagi farq yuzaga keladi. Uni R, (x) orqali belgilaymiz:
R,(x) = f(x)=P,(f;x).
Natijada ushbu
f(x)=P,(f;x)+R,(x)

ya’ni,
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’ (n)
10 = f )+ 20 )y sk @)

(x=xg)+...+

formulaga kelamiz. Bu (3) formula f(x) funksiyaning Teylor formulasi deyiladi. (3)
formuladagi R, (x) esa Teylor formulasining qoldiq hadi deyiladi.
Endi qoldiq had R, (x) ni aniglaymiz. x, nuqtaning U (x,) atrofidagi x ni

tayinlab, ushbu

' " (n)
F(t) = f(x)- £(£) - 1(vt) (x—1)- fz('t) C) n'(t) (x—1)"

funksiyani [x,,x]c U (x,) (yoki [x,x,]c Uy (x,)) da qaraymiz.

Bu funksiya [xo , x] segmentda uzluksiz bo‘lib, (x,,x) da hosilaga ega bo‘ladi:

PO [f() } [f()( Ly O )}

I
~ |:f(n+l) (t) (x ~ t)" ~ f(n) (t) (x )n 1:| f(n+1) (t)

n! (n—1)! n!

—(x-n".

Demak,
£ @
F't)y=—"——=(x—-0)".
n!

Endi [xo , x] da uzluksiz, (x,,x) da chekli (nolga teng bo‘lmagan) hosilaga ega
¢(x) funksiyani olib, F'(x) va ¢(x) funksiyalarga [xo,x] da Koshi teoremasini

qo‘llaymiz. Natijada quyidagi
F(x)-F(x,) _ F'(c)

; 4)
(x)=9(x)  ¢'(c)
tenglikka kelamiz, bunda c¢=x,+0(x-x,) (0<0<1).
Ravshanki,
(n+1)
F(¥)=0, F(x,)=R.(x), F'(c)=—_- ' © (x—ey
n
Unda (4) tenglikdan
_ (n+1)
R (= P00 100 “

¢'(c) n!
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bo‘lishini topamiz.
a) Koshi ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi.
Aytaylik, ¢(t) = x —t bo‘lsin. Unda
p(x)=0, $(x)=x-x, ¢'()=-1
bo‘lib, (5) tenglik quyidagi

n+l) (v 1)
e A C N A R
! —(n+1)(x—c)" !
n+)
:ﬂ (C) (X—XO )n+1 (1_8);1
7
ko‘rinishga keladi. Bu holda
1= S )+ 80 e+ L (4

(n) n+
A TG YR

formula hosil bo‘lib, uni funksiyaning Koshi ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor
formulasi deyiladi.

b) Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi.

([1], 7.1 Taylor formulas,227-bet)

Aytaylik, ¢(¢) = (x—1)""" bo‘lsin. Unda

#)=0 Px) =(x—x)",
¢ (©Q=-(n+D)&—c)" (c=x+0x—x))
bo‘lib, (5) tenglik quyidagi

_ f(n+1) ( C)

f D (C) —(X xO)n+1 v\ _ n+l
R = e T T Gy )
ko‘rinishga keladi. Bu holda
" n) n+)
9=+ e I ST

(c=x, +0(x—x0), 0<0<1)
(6)
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formula hosil bo‘lib, uni f(x) funksiyaning Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli
Teylor formulasi deyiladi.

v) Peano ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi.
YUgoridagi (6) formuladan foydalanib topamiz:

f(o)

1= £ )+ D gy ¢ L) (2 s
(n-1) (n)
+f(n_(1";:;))(x_x0)n—l ++f n'(c) (X—Xo)n,

(c=x,+0(x—x,), 0<0O<I).
£ (x) funksiya x, nuqtada uzluksiz. Demak, x — x, da ¢ — x, bo‘lib,
A O ANENE

SHuni e’tiborga olib, x — x, da

/() A (xo)
n'

(x—x)" =

——(x=xp)" +o((x=x0)")

bo‘lishini topamiz.

Natijada ushbu

ACSTRINVE A TR

J ) =1 (xo)+
f(”)(xo)

(x—xy)+

= (x—xp)" +o((x—x)"), (x = x,)

formula hosil bo‘ladi. Bu formula f(x) funksiyaning Peano ko‘rinishidagi qoldiq

hadli Teylor formulasi deyiladi.
3. Ba’zi funksiyalarning Teylor formulalari. ([1], 7.1 Expanding the
elementary functions, 227-bet) f(x) funksiyaning Peano ko‘rinishidagi qoldiq hadli

Teylor formulasini olamiz:

f(ljc(’) fgc())(x—xo)2+...+

J) =1 (xp)+
f(”)(xo)

(x—xy)+
———(x—xp)" +o((x—x)"), (x = x,)

Bu tenglikda x, =0 deb, ushbu
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)
f0=f0+ Eo)xf 2(10))&+...+f( m(o)mo()a*), @0 ()

formulaga kelamiz. (7) formula f(x) funksiyaning Makloren formulasi deyiladi.

1) f(x)=e" bolsin. Bu funksiya uchun f(0)=1, £ (0)=1 bo‘lib,
X x"
e’ =l+x+—+—+.+—+0(x"), x>0
21 3 n!
bo‘ladi.

2) f(x)=(1+x)%, o€ R bo‘lsin. Bu funksiya uchun

=1 20 =a(a-1)..(a-n+l)

bo‘lib,
(1+x)% = za(a —D(a=k+1) X +o(x"), x—-0

=0 k!

bo‘ladi.
Xususan,
ﬁ =>x"  +o(x"), x>0
- k=0
i: S (D xF +o(x"), x>0
k=0

bo‘ladi.

3) f(x)=In(1+ x)bo‘lsin. Bu funksiya uchun

f0)=0, 0= k-1)!
bo“lib,

In(1+ x) = iﬂ+o(x"), x>0
k=1

bo‘ladi.
SHuningdek,

0k
In(l-x)=-Y2+0(x"), x—0
o k
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bo‘ladi.
4) f(x)=sinx bo‘lsin. Bu funksiya uchun f(0)=0, f“*V(0)=(-1*
bo‘lib,
sinx = Z( D* x —+o(x*?), x>0
P (2k+D!
bo‘ladi.
5) f(x) = cosx bo‘lsin. Bu funksiya uchun £(0)=1, £ (0)=(-1)*
bo‘lib,
2k 2n+1
COSX = 1;)( D* 20 +o(x™"), x—0
bo‘ladi.
Misol. Ushbu
f()_s +2

funksiyaning Teylor (Makloren) formulasi yozilsin.
<« Bu funksiyani quyidagicha
1

3x+2 2@+§xj

J(x)=

yozib, so‘ng

———Z(D%-mu%,x»O
1+x k=0

bo‘lishidan foydalanib topamiz:

3x+2_,;)( ) x +o(x"), x—>0.»

NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI 335 Xakimov R.




MATEMATIK ANALIZ I-kurs

Mashgqlar

1. Asimptotik formulalardan foydalanib, ushbu

. e
lim ———
=0 x’sinx

x
2 _cosx

limit hisoblansin.

2. Ushbu

f=e”
funksiyaning Teylor (Makloren) formulasi yozilsin.
Adabiyotlar
1. Canuto C., Tabacco A. - Mathematical Analysis I, Italy 2008.
2. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.
3. Xudoyberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan marizalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.

4. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t. M.
«FIZMATLIT», 2001.

Glossariy

f( Xp) f(")( Xo)

S(x)=f(xp)+ (x=Xg) + .ot ——(x—xp)" + R, (%)

formulaga kelamiz. Bu (3) formula f (x) funksiyaning Teylor formulasi deyiladi. (3)
formuladagi R, (x) esa Teylor formulasining qoldiq hadi deyiladi.

f(o) f"( Xp)

F@) = £ )+
IARED
n'

(x—xp)+
Ry
n'

(x— xo) + ...+
(x—x)"(1-6)"

(x—x)" +

funksiyaning Koshi ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi deyiladi.
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f(x):f(xo)J“f(]TO)(x—xo)Jrf g%)

(c=x, +0(x—xy), 0<O<I)

(x—x0)2 +..4

(x—x,)" +

n) n+)
A n(,XO) A . © (x— xo)n+1>

(6)
formula hosil bo‘lib, uni f(x) funksiyaning Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli

Teylor formulasi deyiladi.

T e e
(n)
+%(x—xo)”+o((x—xo)”), (x = xy)

Bu formula f(x) funksiyaning Peano ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi

deyiladi.
Keys banki
24-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Ushbu
2
lim e 2 —cosx

-0 x>sinx

limit hisoblansin.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal qgilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha va
tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);
e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
26-amaliy mashg ulot

1-misol. Ushbu
f (x) = sin(sin x)
funksiya Makloren formulasi bo ‘yicha 0(X3) hadgacha yozilsin.

Bu funksiyani Makloren formulasi bo‘yicha yozishda 2-formuladan

foydalanimiz. Avvalo 2) da X ning o‘rniga sin X ni qo‘yib topamiz:
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Agar

sin(sin x) =sinx— >

3
X

sinx = x——+0(x4),
3!

sin’ x =

sin* x =

g

\

3 \
X—§+O(X4)
* /

X3 ) \
X—§+0(X )

* /

3

4

n’ x .4
+ olsin” x

=x+ o(x"),

=x*+ o(xs)

bo‘lishini e’tiborga olsak, unda
. . X
Slll(SlIl X) =X—- ? + 0(X4)

bo‘lishini topamiz. »

2-misol. Ushbu

. x X e 42
shx = x+ 3 + p +...+(2n+1)!+o(x )

munosabat isbotlansin.

<4qRavshanki,

shx =

1) -formuladan foydalanib topamiz:

2

3 n
X

e =1+x+—+
2!

X X n
- + LX) + - + 0 X
3! n!

2 3
- X X
e X :1_X+___+oo-
20 3!

+(-1)* ):1_1;+ o(x“ ).

Keyingi tengliklardan
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3 2n+1
X

—eo ¥ = X_ . n+2
e —e 2x+23!+...+2(2n+1)!+o(x )

bo‘ladi. Natijada
348 X2+

shx = %(e" - e"‘)= X+ttt —(Zn 1) + o(x“”)

bo‘lishi kelib chigadi.»

3-misol. Agar X > 0 da f(X)=1+%X+0(X) bo‘Isa,

lim[f(x)]s = e

x—0
bo‘lishi isbotlansin.

<4qRavshanki,

1
[F() =™
Agar

Inf(x) = ln(l T o(x)) S
bo‘lishini e’tiborga olsak, unda

1[1x+o(x)] ) 1, 0(x)

eX2 _e2 X

bo‘lishini topamiz.

Keyingi tenglikdan
1 1,0(x) \/_
lim{f(x)[x =lim| e2 * [=+/e
xl—)O[ (X)] xl—)O
bo‘lishi kelib chigadi.»

4-misol. Ushbu
o=(1,2)""

miqdor taqribiy hisoblansin.
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<«45-formulaga ko‘ra

(1+X)m =1+mx+m(mz—!_1)x2 +0(x2)

bo‘lib, undan quyidagi taqribiy formula hosil bo‘ladi:

(1+x)'“ z1+mx+MX2.

Keyingi munosabatda X = 0,2, m = 1,1 deb topamiz:

1,1-0,1

a=(12)"=(1+02)" ~1+1,1-0,2+ .0,04=1,2222 »

Quyidagi funksiyalar Makloren formulasi bo‘yicha o(xz) hadgacha
yoyilsin:

1198.f(x) = e® 1199.1(x) = e/ 1200.f(x) = In cos x

Quyidagi funksiyalar Makloren formulasi bo‘yicha 0(X3) hadgacha

yoyilsin:
1201.£(x)= (1+ x)l 1202.f(x) = Y1+ 3sin x
1203.1 (X) = ln(l + arcsin x) 1204.1f (x) = arctg(sin x)

Quyidagi funksiyalar Makloren formulasi bo‘yicha O(X“) hadgacha

yoyilsin:
1205.f(x) = ™' 1206.f(x) = sin(2x + 3)
1207.(x) = cos(% + 2) 1208.£(x) = In(e* + 2)
1209.(x) = 2 1210.f(x) = 3>
(1-x) '

_ 1+2x

1211.£(x) = (x* - xJe™ 1212.f(x) = In .
—X
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1213.f(x) = ln(2 + X — xz)

3

1215.£(x) = — -
X —
2
1217.f(x) = 21+_X—2_XX2

2 X
1214.f(x) = %
(¢
2
1216.f(x) = ; +;
X —

Quyidagi funksiyalar Teylor formulasi bo‘yicha X, nuqtaning atrofida

0((X — X, )2) hadgacha yoyilsin:
1218.£(x) = 1 X, =2
X

1220.f(x) = xe™, x, = -1

1222.1(x) = (x? - 1)e>, x, =—1
1224.f(x) = In(2x + 1), x, = %

2x+1

x—1

1226.£(x) = Inx, x, =1

Quyidagi limitlar hisoblansin:

ln(l + x)— X

1228.1im 3

x—0 X

2

X
cosx—1+ —
2

1230.1im 2
x—>0 X
. _arctgx—arcsinx
1232.1im 5
x—>0 X
1
. dI+x)x—e
1234. llmQ
x—0 X

1219.f(x) = sin(2x — 3), x, = 1

1221.f(x) = x’e >, x, = -1
1223.f(x) = sin(x + l)sin(x + 2), X, =-1
1225.f(x)= InY7x-2, x, =1

2x
1-x2’

1227.f(x) = X, =2

e —1—-x

1229.1im ——

x—0 X

tgx —sinx

1231.lim 3

x—0 X

. tox—x
1233.11m.g—
x>0 §inX — X

(1+x) -1

1235.lim 5

x—0 X
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- sinx . sh(tex)-x
1236.1im 1 (COS X) 1237. llm#
x—0 1X3 x—0 X
5 / tgx
sinx 2 _ . o8
1238.1im * 1+x7 —xcosx 1239. lim ((— - x)tng
x>0 In*(1-x) -0\ 2

1240. lim(x3ln(1 + 1) —x%+ E)
X—00 X 2

1
1241. lim ((yf — x? +§+1)e" —4x? —x° + 2)

X—>+00|

. sin(sin nx)
1242.lim————=%
x-1 ln(l +In x)

Tx—2x2

. 1—e
1243.lim——F——
T COSX

2

X—>00

1
1244.1im x|:(2e):lx +er — 2}

. 1 1
1245.limf — —
=0\ x°  xtgx

1246. lim(xz - % - (x3 +X+ l)ln(l + 1))

X—>00 X

Test
1) f(x)=a,+a,(x—x,)+...+a,(x—x,)" +R, (x) Funksiyani «a, ni hisoblang.
f(x)=cosx x=0 nuqtada.

1 1 1
A)0 B) - C) — D) —
) )3 )6 )6!

2) f(x)=e¢" funksiyani x =0 nuqtada Teylor (Makloren) qatoriga yoyilmasini
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toping.

2 3 n
X X X
A) e =l+x+—+"—+. . +"—+0(x"), x—0
2 3 !
B) ¢ =l+x+x*+x +.+x"+0(x"), x—0
XX x"
C)e" =l-x+——-—+..+(-1)"—+o0(x"), x—0
2! 3! n!
D) ¢' =1+x+2tx +3- X +.+nlx" +o(x"), x—0

3) f(x)=a,+a,(x—x,)+...+a,(x—x,)" + R (x) .Funksiyani a5 ni hisoblang. f(x)=sinx

x =0 nugqtada.
1 1 1 1
A) — B) — C) — D) —
) 5! ) 3! ) 6! ) 24

4) f(x)=In(1+ x) funksiyani x=0 nuqtada Teylor (Makloren) qatoriga

yoyilmasi to’g’r1 berilgan qatorni toping.

A) i%ww) B) i%ww) C)
I I D) T o

5) f(x)=In(1-x) funksiyani x=0 nuqtada Teylor (Makloren) gatoriga yoyilmasi

to’g’r1 berilgan gatorni toping.

0k n [Nk K 0ok
A) Y ro(") B) Z(l)—x+o(x”) C) -3 o)
o k ok i k!
n (k-1 Lk
D) Z(l)—x+o(x")
ok
1 L. : . :
6) f(x)= i funksiyani x =0 nuqtada Teylor (Makloren) gatoriga yoyilmasi
X+
to’g’r1 berilgan gatorni toping.
n 3k n 3k+1
A) Y (=) S xf +o(x") B) > (-1 —x" +o(x")
k=0 2 ' k=0 2
n 3k+1 n 3k+1
C) D (D == x" +o(x") D) > (- =¥ +o(x")
Py 2" Py 2"

7) Lagranj ko’rinishidagi qoldiq had berilgan qatorni toping.
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(n+1) ntl)
A RE=L D) B) Re= SOy 0
n)
R,,() JA ()( xo)n+1
_f (n+1)(x0) oy
D) &=L W)

8) f(x)=(+x)*, aeR funksiyani x=0 nuqtada Teylor (Makloren) qatoriga

yoyilmasi to’g’r1 berilgan qatorni toping.

A) za(a D). k('oc k+1)  +o(x") B)kzi]a(a—l)k..!.(a—k)xk+o(x,,)
0) $HED@=B) i D)z“(“ DeahoD o

pay (k+D!
9) f(x)=e"" funksiyani x =0 nuqtada Teylor (Makloren) gatoriga yoyilmasini
toping.
4> 8x’ 2" x"

A) e =14+ 2x+—+—+.+ +o(x"), x—0
2! 3! n!

B) e =1+2x+4x* +8x’ +..+2"x"+0(x"), x—0

2 3 i
C) ™ :l—2x+42i'—83i'+-.+(—2)n%"'O(xn)’ x>0

D) e” =1+x+2tx* +3LxX° +..+nlx"+o(x"), x—0

10) Makloren qatori berilgan qatorni toping.

n)
A) f()= f(0)+f Eo)xf 2(10))&+...+f( m(o)mo(f), (x—0)

f'(l) LN f"(l) LA, +f”’(>(x o), (x—)

B) f®)=/)A

Vl)
0) =10+ Doy, 4&( o), (k)

S (0) A (0) f"’(O)
TR Ay 1)'x”+0(x”) (x—0)

D) f(0)=/(0)+
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Mavzu. Funksiyaning monotonligi. Funksiyaning

ekstremumlari
27-28-ma’ruzalar

Reja
1°. Funksiyaning monotonligi.

2°. Funksiyaning ekstremumlari.

1°. Funksiyaning monotonligi. ([1], 2.4 Monotone functions,41-bet) Faraz
qilaylik, f(x) funksiya (a, b) da (-0 < a <b < +00) berilgan bo‘lsin.

Ma’lumki,

Vx,, x, €(a, b), uchun x, <x, = f(x)< f(x,) (f(x)<f(x,)) bo‘lsa,
f(x) funksiya (a, b) da o‘suvchi (qat’iy o‘suvchi), Vx,x, €(a,b) uchun
5 <x, = f()2 () (f(x)> f(x,) bolsa, f(x) funksiya (a, b) da
kamayuvchi (gat’ty kamayuvchi) deyiladi.

1-teorema. ([1], 2.4 Monotone maps, 186-bet) Aytaylik, f(x) funksiya
(a, b) da berilgan bo‘lib, Vx € (a, b) da f'(x) hosilaga ega bo‘lsin.

f(x) funksiyaning (a, b) da o‘suvchi bo‘lishi uchun Vx € (a, b) da

f'(x)=0

bo‘lishi zarur va etarli.

« Zarurligi. f(x) funksiya (a, b) da o‘suvchi bo‘lsin. Unda Ax >0
bo‘lganda
f(x+Ax)—f(x)>0
bo‘ladi. Hosila ta’rifidan foydalnib topamiz:
fa+a)-f()
Ax
Yetarliligi. Aytaylik, Vx € (a,b) da f'(x) mavjud bo‘lib, f'(x) > 0bo‘lsin.

f'(x)=f(x+0)= lim

[x,, x,] da (x;, x, €(a, b), x, <x,) f(x) funksiyaga Lagranj teoremasini qo‘llab

topamiz:
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J )= f(x)=f"(c)(x, —x;) 2 0.
Demak, x, <x, = f(x)< f(x,), f(x) o‘suvchi. »
Xuddi shunga o‘xshash, quyidagi teorema isbotlanadi.

2-teorema. ([1], 2.4 Monotone maps,186-bet) Faraz gilaylik, f(x) funksiya
(a, b) da berilgan bo‘lib, Vx € (a,b) da f'(x) hosilaga ega bo‘lsin. f(x) funksiya
(a, b) da kamayuvchi bo‘lishi uchun Vx € (a,b) da
f'(x)<0

bo‘lishi zarur va etarli.
SHuningdek quyidagi teoremalarni isbotlash qiyin emas.

3-teorema. ([1], 2.4 Monotone maps,186-bet) f(x) funksiya (a, b) da
berilgan bo‘lib, Vx e (a,b) da f'(x) hosilaga ega bo‘lsin. f(x) funksiyaning
(a, b) da qat’iy o‘suvchi bo‘lishi uchun

H)Vx e (a,b) da f'(x)>0.

2)Vx e (a,B) da f'(x) =0 tenglik bajariladigan («, 8) < (a,b) intervalning
mavjud bo‘lmaslik shartlarining bajarilishi zarur va etarli.

4-teorema. f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, Vx € (a,b) da f'(x)
hosilaga ega bo‘lsin. f(x) funksiyaning (a, b) da qat’iy kamayuvchi bo‘lishi uchun

1) Vx e(a,b) da f'(x)<0,

2) Vxe(a,B) da f'(x)=0
tenglik bajariladigan (a, f) < (a,b) intervalning mavjud bo‘lmasligi shartlarining

bajarilishi zarur va etarli.

Demak, (a, b) da

f1(x)20 = f(x) osuvchi = f'(x)20,

f1(x)<0 = f(x) kamayuvehi = f'(x)<0,

f1(x)>0 = f(x) qatiy o'suvehi = f'(x) 20,

f1(x)<0 = f(x) qat’iy kamayuvchi = f'(x)<0
bo‘ladi.
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1-misol. Ushbu

2

x
f(x) = Py
funksiyaning o‘suvchi, kamayuvchi bo‘lish oraliglari topilsin.
<4Ravshanki,
f'(x)=x-27"(2-xIn2)
bo‘ladi.

Ushbu f'(x)>0, x-27°(2-xIn2)>0 tengsizlik xe(O, %) da o‘rinli
n

bo‘ladi. Demak, f(x) funksiya xe(O, i) da o‘suvchi, (-0, 0)U (i, + 00)
In2 In2

da kamayuvchi bo‘ladi. »
2°. Funksiyaning ekstremumlari. Faraz qilaylik, f(x) funksiya X — R
to‘plamda berilgan bo‘lib, x, € X bo‘Isin.
1-ta’rif. Agar shunday & > 0 son topilsaki,
VxeUg(xy)=(x, -0, x,+06) c X nuqtalarda
fO<fx) (F02 /(%)
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nuqtada maksimumga (minimumga) erishadi
deyiladi, x, nuqtaga esa f(x) funksiyaning maksimum (minimum) nuqtasi
deyiladi.
2-ta’rif. Agar shunday O >0 son topilsaki, VxeUg(x,)\{x,}
(Us(x,) € X) nuqtalarda
f<fx) (0> f(x)
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nuqtada qat’iy maksimumga (qat’iy
minimumga) erishadi deyiladi,
Funksiyaning maksimum hamda minimumi umumiy nom bilan uning

ekstremumlari, maksimum hamda minimum nugqtalari esa uning ekstremum nugqtalari

deyiladi.
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5-teorema. Faraz qilaylik, f(x) funksiya X < R to‘plamda berilgan bo‘lib,
x, € X nuqtada ekstremumga erishsin.
Agar f(x) funksiya x, nuqtada f"'(x,) hosilaga ega bo‘lsa, u holda
S'(x5)=0
bo‘ladi.
<« Aytaylik, f(x) funksiya x, nuqtada maksimumga erishib, shu nuqtada
hosilaga ega bo‘lsin. U holda
36>0: VxeUg(xy))cX da f(x)<f(x,)
bo‘ladi.
(xg =0, x,+0) intervalda f(x) funksiyaga Ferma teoremasini qo‘llab
topamiz:
f'(x)=0.»
3-ta’rif. Funksiya hosilasini nolga aylantiradigan nuqta uning stansionar
(kritik) nuqtasi deyiladi.
Eslatma. Agar f(x) funksiya biror nuqtada ekstremumga erishsa, u shu
nuqtada hosilaga ega bo‘lishi shart emas.
Masalan, f(x)= ‘x‘ funksiya x, =0 nuqtada minimumga erishadi, biroq u
shu nuqtada hosilaga ega emas.
Demak, f(x) funksiyaning ekstremum nuqtalari uning statsionar hamda
hosilasi mavjud bo‘lmagan nuqtalari bo‘lishi mumkin.
4-ta’rif. Agar shunday o > 0 son topilsaki,
Vxe(x,—0, x,) na g(x)>0 &éxu
Vxe(x,—0, x,) aa g(x)<0
bo‘lsa, g(x) funksiya x, nuqtaning chap tomonida ishora saqlaydi deyiladi.
Agar shunday o > 0 son topilsaki,
Vx e(xy, x,+0) na g(x)>0 &éxu
Vx e (xy, x+06) na g(x)<0

bo‘lsa, g(x) funksiya x, nuqtaning o‘ng tomonida ishora saqlaydi deyiladi.
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6-teorema. Aytaylik, f(x) funksiya X < R to‘plamda berilgan bo‘lib,
quyidagi shartlarni bajarsin:

1) 36>0, VxeUs(x,)c X ma f'(x) hosila mavjud;

2) f'(x0) =0;

3) f'(x) hosila x, nuqtaning o‘ng va chap tomonlarida ishora saqlasin.

Agar f'(x) hosila x, nuqtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirsa, f(x) funksiya
X, nuqtada ekstremumga erishadi.

Agar f'(x) hosila x, nuqtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirmasa, f(x)
funksiya x, nuqtada ekstremumga erish-maydi.

<« Aytaylik,

Vxe(x, -9, x,) ma f'(x)>0,
Vxe(xg, xo+0) ma f'(x)<0

bo‘lsin. U holda Vxe(x,-0J, xy), f'(x)>0 = f(x) o‘suvchi, ya'ni
f(x)< f(x), Vxe(xy, x,+9), f'(x)<0 = f(x)kamayuvchi, ya’'ni
f(x) < f(x,) bolib, Vx e(x, =0, x, +6) na f(x)<f(x,) bo‘ladi. Demak, bu
holda f(x) funksiya x, nuqtada maksimumga erishadi.

Aytaylik,

Vxe(x,-9, xo) ma f'(x)<0,
Vxe(xg, xo+0) ma f'(x)>0

bo‘lsin. U holda Vxe(x,—-9, x,), [f'(x)<0 = f(x)kamayuvchi, ya'ni
f(x)> f(xy), Vxe(xy, x,+9), f'(x)>0 = f(x) o'suvchi, ya’ni
f(x)> f(x,) bolib, Vxe(x, =9, x,+0) da f(x)> f(x,) bo‘ladi.

Demak, bu holda f(x) funksiya x, nuqtada minimumga erishadi.

Agar Vx e (x, -0, x,) ma f'(x)>0, Vxe(x,, x,+9) ma f'(x)>0
yoki Vxe(x, -9, x,) da f'(x)<0, Vxe(x,, x,+0) da f'(x) <0 bo‘lsa, unda
f(x) funksiya (x,—9J,x,+0) da o‘suvchi yoki (x, =6, x, +0) da kamayuvchi

bo‘lib f(x) funksiya x, nuqtada ekstremumga erishmaydi. »
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7-teorema. f(x) funksiya X < R to‘plamda berilgan bo‘lib, quyidagi
shartlarni bajarsin:

D) f(x) e C(X);

2) 36 >0, VxeUg(xy)\{x,} ma f'(x) hosila mavjud va chekli;

3) f'(x) hosila x, nuqtaning o‘ng va chap tomonlarida ishora saqlansin.

Agar f'(x) hosila x, nuqtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirsa, f(x) funksiya
X, nuqtada ekstremumga erishadi.

Agar f'(x)  hosila x, nuqtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirmasa, f(x)
funksiya x, nuqtada ekstremumga erishmaydi.

Bu teorema yuqoridagi 6-teorema kabi isbotlanadi.

8-teorema. Faraz qilaylik f(x) funksiya X < R to‘plamda berilgan va
meN, m=2, x,e X bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) 35 >0, VxeUs(x,) X ma £ (x) hosila mavjud;

2) £ (x,) hosila mavjud;

3) f(x)=S"(x)=...= f(m_l)(xo) =0, f(m)(xo) # 0.

Uholda m =2k, ke N bo‘lganda f(x) funksiya x, nuqtada ekstremumga
erishib, " (x,)<0 bo‘lganda x, nuqtada maksimumga, [’ (x,)>0 da

minimumga erishadi.

Agar m=2k+1, ke N bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada ekstremumga

erishmaydi.

<« f(x) funksiyaning x, nuqtadagi Teylor formulasi
c f " (X ) k n
f(x)= ZTO(x—xO) +0((x—x0) ), X = X,
k=0 :
ni olamiz. Bu formula teoremaning shartida ushbu

f('”)( Xo)

(x—x4)" +O((x x)" ),x—)xo

J)=f(xo) +

ko‘rinishga keladi. Bundan esa x # x, da
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nl S 0x) | ol(r—xy)"
J ) =1 (%) = (x=x0) S ), ( Om) , XX
m! (x—x,)
bo‘lishi kelib chiqadi.
1
«o» ning ta’rifiga ko‘ra - Fag (x5) [> O son uchun
m!
36 >0, VxeUgz(x,) \{x,} nuqtalarda
ol(x—x,)" Ly
‘ ( Om)|<_‘f( )(XO)‘
‘ (x—xy) ‘ m!
bo‘ladi. Demak, x € Uz (x,) \{x,} uchun
(m) _ m (m)
f7 ) olx=x)") )

m! (x—x,)" m!

miqdorlar bir xil ishorali bo‘ladi. Bundan esa x € U5 (x,) \ {x,} da

f(m)(xo)
m!

(x —x¢)"
ning ishorasi f(x)— f(x,) ayirmaning ishorasi bilan bir xil bo‘lishi kelib chigadi.

Agar m =2k, ke N bo‘lib, £ (x,)>0 bo‘lsa, unda f(x)— f(x,)>0,
yani f(x)> f(x,) bo‘ladi. f(x) funksiya x, nuqtada minimumga erishadi.

Agar m =2k, ke N bolib, £ (x,)<0 bo‘lsa, unda f(x)— f(x,)<0,
yani f(x)< f(x,) bo‘ladi. f(x) funksiya x, nuqtada maksimumga erishadi.

Agar m=2k+1, ke N bo‘lsa, f(x)— f(x,) ayirma ishora saglamaydi. Bu
holda funksiya x, nuqtada ekstremumga erishmaydi. »

Xususan, agar x, nuqta f(x) funksiyaning statsionar nuqtasi bo‘lib, f(x)
funksiya x, nuqtada chekli f"'(x,)# 0 hosilaga ega bo‘lsa, shu nuqtada f(x)
funksiya f''(x,) <0 bo‘lganda maksimumga, f"(xy) >0 minimumga ega

bo‘ladi.
2-misol. Ushbu

f(x)=23x" - 2% +1
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funksiya ekstremumga tekshirilsin.

<« Bu funksiya R = (—o0;+0) aniglangan bo‘lib, u shu to‘plamda uzluksiz.
Uning hosilasini topamiz:

2
5 3 2

1
f'(x)=2°§-x —S-E-x 3 :M

3/x

Ravshanki, funksiyaning hosilasi x; =1 nuqtada nolga alanadi: f'(1)=0;

(1)

X, =0 nuqtada esa funksiyaning hosilasi mavjud emas.
Hosila ifodasi (1) dan ko‘rnadiki, x =1 nugqtaning chap tomonidagi nuqtalarda

f'(x) <0 o‘ng tomonidagi nugtalarda f'(x) >0 bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya
x =1 nugtada minimumga erishadi va min f(x)= f(1)=-2 bo‘ladi.
YAna hosila ifodasi (1) dan ko‘rinadiki, x =0 nuqtaning chap tomonidagi
nuqtalarda f'(x) >0, o‘ng tomonidagi nuqtalarda f"'(x) < 0 bo‘ladi.
Demak, f(x) funksiya x=0 nuqtada maksimumga erishadi va
max f(x)= f£(0)=1 bo‘ladi. »
Mashqlar

f(x) funksiyaning hosilasi nolga teng bo‘lgan nuqtada funksiya ekstremumga

erishishi shart emasligi isbotlansin.
1. Ushbu
1

2
f(x)=4e *, arap x#0 Oyca
0, arap x=0 06yica
funksiya ekstremumga tekshirilsin.
3. Aytaylik, f(x)e C [a,b] bo‘lsin. Bu funksiyaning [a,b] dagi eng katta va
eng kichik qiymatlari ganday topiladi?

Adabiyotlar
1. Canuto C., Tabacco A. - Mathematical Analysis I, Italy 2008.
2. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.
3. Xudoyberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan marizalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.
4. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t. M.
«FIZMATLIT», 2001.
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Glossariy

Ma’lumki,
Vx;, X, €(a, b), uchun x;, <x, = f(x)< f(x,) (f(x)<f(x,)) bo‘lsa,
f(x) funksiya (a, b) da o‘suvchi (qat’iy o‘suvchi), Vx,, x, €(a, b) uchun
X <x = ()2 /() (f(x)>f(x) bolsa, f(x) funksiya (a, b) da
kamayuvchi (qat’iy kamayuvchi) deyiladi.
1-ta’rif. Agar shunday o > 0 son topilsaki,
VxeUg(x,)=(x, -0, x,+06) c X nuqtalarda
@< ) (f@)21(x))
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nuqtada maksimumga (minimumga) erishadi
deyiladi, x, nuqtaga esa f(x) funksiya-ning maksimum (minimum) nugqtasi
deyiladi.
2-ta’rif. Agar shunday 6 > 0 son topilsaki, Vx € Uz (x,)\{x,}
(U s(xp)c X ) nugqtalarda
S@<fx)  (F@)>S(x))
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nuqtada qat’iy maksimumga (qat’iy
minimumga) erishadi deyiladi,
4-ta’rif. Agar shunday o > 0 son topilsaki,
Vxe(x,—0, x,) na g(x)>0 &éxu
Vxe(x,—0, x,) aa g(x)<0
bo‘lsa, g(x) funksiya x, nuqtaning chap tomonida ishora saqlaydi deyiladi.
Agar shunday o > 0 son topilsaki,
Vx e(xy, x,+06) na g(x)>0 &éku
Vx e (xy, xo+06) na g(x)<0

bo‘lsa, g(x) funksiya x, nuqtaning o‘ng tomonida ishora saqlaydi deyiladi.
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Keys banki

27-keys. Masala o’'rtaga tashlanadi: Funksiyaning hosilasi nolga teng bo‘lgan
nuqtada funksiya ekstremumga erishishi shartmi?
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha va
tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);
e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
27-amaliy mashg ulot
1-misol. Ushbu
T
f (x) = COS <
funksiyaning o ‘suvchi va kamayuvchi bo ‘ladigan oraliglari topilsin.
<«Berilgan funksiya juft bo‘lganligi uchun uni (0,+oo)da qarash etarli bo‘ladi.

Ravshanki,

f(xy=£%-ﬁn§.

n ., T C g . .
Endi f'(X) >0,ya’ni —-sin—> 0 tengsizlikni echamiz.
X X

. T T T
sin—>0 =0<—<m7x va 2nm<—<m+2nm (neN).
X X X

Keyingi tengsizliklardan

1
2n+1<X<£ (neN)

x>1va

bo‘lishi kelib chiqadi.

1 1
Demak, (1,4+00) va — n € N) intervallarda funksiya
(1,4e0) v (2n+1’2n)’ (neN) unksty

qat’ly o‘suvchi bo‘ladi.
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T . T C g . ..
Ravshanki, f '(x) <0, yani — sin—< 0 tengsizlikning echimi
X X

(neN)

bo‘ladi. Demak, f (x) funksiya

(i 2n1— 1) (neN)

intervallarda gat’1y kamayuvchi bo‘ladi.

f(x) juft funksiya bo‘lgani uchun u (- 00,0) dagi

(_%’_ 2n1— 1) (neN)

intervallarda gat’1y o‘suvchi,

Coc)  w (gigen)  @eN)

" 2n+1 2n

Intervallarda esa gat’iy kamayuvchi bo‘ladi. »
2-misol. Ushbu

2
f(x)z ;‘—O—Inx

Sfunksiya o ‘suvchi, kamayuvchilikka tekshirilsin.
<4Bu funksiya (0,+oo) da aniglangan bo‘lib, uning hosilasi
x 1
f'(x)==-—
5 x
bo‘ladi.
x 1
Endi f'(x)> 0, ya'ni 5720
X

1
yoki £'(x)< 0, ya'ni ~— =<0
5 x

bo‘lishga tekshiramiz. Ravshanki,
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%-izo = XZS;SZO <:>(x—\/§XX+\/§)20

Bundan esa, (v/5,+00) da £'(x)2 0, (0,+/5) da £'(x) < 0 botlishini topamiz.
Demak, berilgan funksiya (0,5 ) da kamayuvehi, (+/5,+0) da o*suvehi bo‘ladi. >
3-misol. Agar £(x) va g(x) funksiyalar [a,b] segmentda:
1 £'(x), g'(x) hosilalarga ega,
2) £'(x) > g'(x) tengsizlik o“rinli,
3) f(a)=g(a)
bo‘lsa, Vx € (a,b] da £(x)> g(x) boishi isbotlansin.
«f(x)-g(x) = ¢(x) deylik. Unda ¢'(x) = f'(x)—g'(x) > 0 bo‘ladi.
Demak, @(x) funksiya [a,b] da o*suvchi.
Endi @(a)=1f(a)—g(a)= 0 bolishini e’tiborga olib (a,b] da @(x)> 0 ya’ni

f(x) > g(x) bo'lishini topamiz.
xususan, £(x) = In(1+x), g(x)=x— 7 (0.< x < +o0) deyilsa, ular
uchun uchchala shart bajarilib, ushbu
In(1+x)> x—X—; (0 < x < +0)

tengsizlik kelib chiqadi.»

Quyidagi funksiyalarning o‘suvchi, kamayuvchi bo‘ladigan oraliqlari

topilsin.

1247.f(x): 3x —x° 1248.f(x): 8x* —x*
1249.f(x) = x* = 3x+5 1250.£(x) = x(1 + 2/x)
1251.f(x) = e 1252.f(x) = x| x |
1253.(x) = . i’;z 1254.f(x) =| x |°
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eX

1255. f(x) = 1256.f(x) = cos x — x
X
1257.f(x) = x + sinx 1258.f(x)= x> —10Inx
1259.£(x) = é 1260.f(x) = x%e ™
1262.f(x) = x+ | sin 2x | 1263.f(x) = x? Inx
3
1264.F(x) = —— 1265.f(x) = x* — Inx*
3—-x
1 2x _
1266.£(x) =~ +— 1267.f(x)=x"e™ (n>0, x>0)
x x" -1
1268.(x) = v8x* — x* 1269.1(x) = (1 + 3

1270.f(x) = 3;3 1271.1(x) = (x + IWx> -1

1272.1 (x) = arctgx—Inx

Quyidagi funksiyalar o‘suvchilikka va kamayuvchilikka tekshirilsin:

1273.f(x) =In | x| 1274.f(x) = x + arctgx
1275.f(x) = x* + arcsin x 1276.f(x) =1g* x+x*
1277.f(x) = x"1g" x (x>1) 1278.(x) = Ig cos x (0 <x< g)
1279.f(x) = arcsin(3x — 1) 1280.£(x) = rlll_l)g(x — )arctgx”
1281.f(x) =| Inx | 1282.£(x) = arctg(x® — 2x+ 3)
1283.£(x) = (x* + 4x + 6)- In(x* + 4x+ 6) 1284.1(x) = - ctsz -

X 2
1285.f(x) = e 16 1286.f(x)=2-e*
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1287.1(x) = log, (x* - 8x + 20)

2

f(X) va g(X) funksiyalar X < R to‘plamda berilgan bo‘lib, bu

to‘plamda f(X) musbat va kamayuvchi, g(X) esa manfiy va o‘suvchi bo‘lsa,
quyidagi funksiyalarning o‘suvchi yoki kamayuvchi bo‘lishi aniqlansin:

1289.y = f(x)- g(x) 1290.y = f(x)—4g(x)

1291.y = £*(x) 1292.y = g*(x)

f(X) va g(X) funksiyalar X < R to‘plamda berilgan bo‘lib, shu

to‘plamda bu funksiyalar manfiy va kamayuvchi bo‘lsa, quyidagi

funksiyalarning o‘suvchi yoki kamayuvchi bo‘lishi aniglansin:
1293.y = f(x)- g(x) 1294.y = £3(x)
1295.y = 4f(x) + 8g(x) 1296.y = g°(x)
1297.Agar f(x) funksiya (a,b) intervalda o‘suvchi bo‘lib, f'(x) mavjud bo‘lsa,
£'(x) ning (a,b) da o*suvchiligi hagida nima deyish mumkin?
1298.(x) va g(x) funksiyalar quyidagi shartlarni bajarsin:
1) f(x) va g(x) funksiyalar n marta differensiallanuvchi;
o) f¥(x,)=g¥(x,) (k=0,1,2,..,n-1),
3) X>Xx, Ja f(“)(x)> g(“)(x).

Uxolda x>x, aa f(x)>g(x) bolishi isbotlansin.

Quyidagi tengsizliklar isbotlansin:

1209.x + 1 > 2 (x>0)
X
1300.2x > 31 (x>1)
X
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1301.(1+ x)* > 1+ ax (x>-1, a>1)

1302.e* >1+x

1303.e* > ex
X2
1304.e"21+x+7 (x>0)
1305.In(1+ x) < x (x>0)
X
1306.In(1 + x) > x>0
(1+%)> X (x>0)
1307.¢* > 1+ In(1 + x) (x>0)
1
1308.1—21nx£x—2 (x>0)
1309.sinx2£x (OSXSEJ
s 2
X3
1310.5inX > X =~ (x>0)
X2
1311.cosx>1-— (x>0)

X3 T
1312.tgx>x+? (0<X<E)
1313.arctg < x (x>0)

. ( T

1314.sin X + tgx > 2x 0<X<E
\

sinx )’ ( T

1315. > cos X 0<|x|<—

X \ 2

1316.(a+b)* <a® +b° (0<a<1)

1317.8x —1fy <n/x—y (x>y=0.)
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1318.(“—3') XY (x>0,y>0,neN)
2 2
1319.2 Y cmt< 1Y (x>y>0)

X y y

X x+1
1320.(1+1) <e<(1+1) (x>0)
X X

1321.x% 1> ax - 1) (x>1,0>2)

4 -misol. Ushbu f(X)= 2x® —5x? +1 funksiya ekstremumga
tekshirilsin.

<4Berilgan funksiyaning hosilasini topamiz:

f (X) funksiyaning hosilasi X = 1 nuqtada nolga aylanadi (f '(1) = 0), x=0
nuqtada esa funksiya hosilasi mavjud emas. Demak, f (X) funksiyaning ekstremumga
sinaladigan nuqtalari X = 1, x = 0 bo‘ladi.

X = 0 nuqgtaning (— 8,8) atrofini (0 <d< 1) olib, (— 8,0) va (0,8) da

funksiya hosilasining ishorasini aniqlaymiz:

Ly 10 x—1
VXE(—S,O) daf(X)=?- %/; >0

Ly 10 x—1
VXE(O,S)daf(X)=?' %/; <0

bo‘lib, berilgan funksiya X = 0 nuqtada maksimumga erishib, max f (X) =f (0) =1
bo‘ladi.

Endi X =1 nugtaning atrofida funksiya hosilasining ishorasini aniglaymiz:
10 x-1

. <0
3 Ux

vx e (1-8,0) da f'(x)=
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10 x-1
3 U
bo‘lib, berilgan funksiya X = 1 nuqtada minimumga erishib, min f (X) =f (1) = -2
bo‘ladi»

S5-misol. Ushbu

Vx € (0,1+3) da f'(x)= >0

2 o
f(x): x“, arap x # 00yJca
1, arap x =00yxaca

funksiya ekstremumga tekshirilsin.

<«Berilgan funksiyaning hosilasi f '(X) = 2X bo‘lib, uning ishorasi (— 5,0) da
manfiy, (0, 8) da esa musbat bo‘lsada funksiya X = ( nuqtada minimumga ega
bo‘lmaydi, chunki berilgan funksiya X = 0 nuqtada uzluksiz emas.»

6-misol. Ushbu

1
f(X) — e_"iz, arap x # (0 0yJca
0, arap x =00yJca
funksiya ekstremumga tekshirilsin.
<« X # ( da berilgan funksiyaning hosilasi

_1
f’(X)=e x? E
X

bo‘ladi.

Demak, X = 0 nugqta funksiyaning ekstremumga erishishiga sinaladigan nuqta
bo‘ladi.
vxe(-8,0) na f'(x)<0
Vx e (0,8) na f'(x)> 0

bo‘lib, X = 0 nugqtada berilgan funksiya uzluksiz bo‘lganligi sababli f (X) funksiya

(6>0)

X = () nugtada minimumga ega bo‘ladi.»

T—-misol. Ushbu

f(x)=e*+e™* +2cosx
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funksiya ekstremumga tekshirilsin.

<«Berilgan funksiya hosilasi
f'(x)=e* —e™ —2sinx

bo‘lib, u X = 0 nugtada nolga aylanadi. Funksiyaning yuqori tartibli hosilalarini
topib, ularni X = 0 nuqtadagi qiymatlari hisoblaymiz:

f'(x)=e* +e™ —2cosx, f"(0)=0

f"'(x) =e' —e " +2sinx, f"'(()) =0

f(iv)(x) =e* +e " +2cosX, f(iv)(()) =4
Juft tartibli hosila X = 0 nuqtada musbat bo‘lgani uchun berilgan funksiya x = 0

nuqtada minimumga ega bo‘lib, min f (X) =f (0) =4 bo‘ladi.»

Quyidagi funksiyalar ekstremumga tekshirilsin:

1322.y =x> —6x+8 1323.y = 2x* — x*

x* ; 11, 3
1324,y =" =2 +—x* - 6x+3 1325.y = (x —1)
1326.y =x" -e”* 1327.y =e* + e

|
1328.y = —-In" x 1329.y = x —arctgx

X
1330.y = x - V1 - x’ 1331.y =x° —3x” + 3x
1332.y =sinx —Xx 1333.y = 2sin 2x + sin 4x

X 2
1334y = —— 1335.y =| x* —5x + 6 |
Inx

1

—|v2_1].0X -
1336.y =|x" —1]-e 1337.y = x*

1

1338.y =| x* = 3x7 | 1339.y =4 ¢ ", arap x# 0 6ynca
0, arap x=0 0yJica

1340. Ushbu y = (X —a, )2 + (X —a, )2 + ..+ (X —a, )2 funksiya X ning qanday
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qiymatida minimumga erishadi. a,,a,,...,a _-berilgan sonlar.

Quyidagi funksiyalarning ekstremumlari topilsin:

1341y = Vx* 1342.y = x° — 6x” + 9x — 4
4 _ _
1343-Y=ﬁ 1344.y=(X 2)28 x)
x“+8 X
1345.y = x + 1 1346.y = x — ln(l + x)
X
2
X" —3x+2 5
1347.y = el 1348.y =3 /(x2 - 1)
1349.y=e— 1350.y = x-In’ x
X
3 3 2 1
1351.y:\/2x + 3x” —36x 1352.y=cosx+Ecos2x
2 4
1353.y = T+ X+ ook e ,neN
2! n!

f(X) funksiya X C R to‘plamda berilgan bo‘Isin. Agar VX € X da
f(X) < f(Xo) (f(X) > f(X0 )) bo‘lsa, f(XO) miqdor funksiyani X dagi eng ka
tta (eng kichik) qiymatideyiladi.

[a,b] segmentda uzluksiz bo‘lgan funksiyaning eng katta va eng kichik
qiymatlari quyidagiga topiladi:

1 f (X) funksiyaning [a,b] dagi ekstremumga sinaladigan nugqtalari topilib,
bu nuqtalarda funksiya qiymatlari xisoblanadi.

2) f (a), f (b) lar xisoblanadi.

Topilgan qiymatlar orasidagi eng kattasi (eng kichigi) berilgan funksiyaning
[a,b] dagi eng katta (eng kichik ) qiymati bo‘ladi.

Quyidagi funksiyalarning eng katta va eng kichik qiymatlarining

mavjudligi aniglansin va mavjud bo‘lgan holda ular topilsin:
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1354.y = x|
1355.y = xX° — 6X

1356.y = X + 24/x

1
1357.y = —
X

1358.y =sin2x — x

1359.y = x*

1360.y =3/ (x2 x 2x)2

1361.y = x* - Inx
1362.y = Ux’ -1

1363.y = 2sin X + cos 2x

(-1sx<1)
(-3<x<4)
(0<x<4)

(0<x<4)

(1<x<e)

(-oo< x < +)

(03xs£)
2

Quyidagi funksiyalarning eng katta va eng kichik fiymatlari topilsin:

1364.y = x° —3x” —9x + 35
2

1365.y = e

1366.y = x-|x]

1—x
1+x

1367.y = arctg

1368.y =x*-2x" +5

(-4<x<4)

(-2<x<2)

1369. SHunday son topilsinki, unga shu sonning kvadratini qo‘shganda, hosil

bo‘ladigan yig‘indi eng katta qiymatga ega bo‘Isin.

1370. Ushbu
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f(x)=x-sinE
X

funksiya (0,1) oraligda cheksiz ko‘p sondagi ekstremum nuqtalarga ega bo‘lishi
isbotlansin.

1371. Ushbu
3 xZ+1
~<———<2 (—oo<x<+oo)
2 x +x+1

tensizlik isbotlansin.

1372.Ushbu ‘a -sinx + b - cos X‘ <+a’+b? tengsizlik isbotlansin.

Quyidagi ketma-ketlik nechanchi hadida eng katta gqiymatiga ega bo‘ladi?

n
1373.x, =105n+3n* —n° 1374.X,, = _n_
n+ 1985
n n’
1375.X, = 1376.X, = ————
n+19 n” +200
n10
1377.X, = — 1378.x, =%n
211

Quyidagi funksiyalarning aniq yuqori chegarasi (sup), aniq quyi chegarasi

(inf) topilsin.

1379.f(x) = : i - (0 < x < +w0)
1380.1(x) = o (-0 <x < +m)
1381.f(x) = tg’x (—g <x< g)
1382.f(x) = 2 (-1=<x<1)
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1383.f(x) = LI (0<x<1)
X
1384.f(x)=lnx—x (0<x<+oo)
1385.1(x) = (x* + 4)- e (0 < x < +w)
1
1386.F(x) = ~-e * (0 < x < +o0)
X
1387.f(x)=1+Xz (-0 <x <+)
1+x*
2
1388.f(x)=(x+1{x_1) (§<x<6)
x—2 2

Test
1) Faraz qilaylik, f'(x) funksiya (a, b) da (—o0 < a <b < +00) berilgan bo’lsin.
Vx,, x, €(a, b), uchun x, <x, = f(x)< f(x,) bo’lsa, f(x) funksiya
(a, b)yda ............ deyiladi.

A)o’suvchi B)kamayuvchi  C)gat’iy o’suvchi D) gat’iy kamayuvchi

2) Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a, b) da (—oo < a <b < +0) berilgan bo’lsin.

Vx,, x, €(a, b), uchun x, <x, = f(x)<f(x,) bo’lsa, f(x) funksiya

(a, b)yda ............ deyiladi.
A) qat’ily o’suvchi B)kamayuvchi  C) o’suvchi D) gat’iy
kamayuvchi

3) Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a, b) da (—o0 < a <b < +m0) berilgan bo’lsin.
Vx,, x, €(a, b), uchun x, <x, = f(x)2 f(x,) bo’lsa, f(x) funksiya
(a, b)yda ............ deyiladi.

A) kamayuvchi  B) gat’iy o’suvchi C) o’suvchi D) qat’iy
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kamayuvchi

4) Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a, b) da (—oo < a <b < +0) berilgan bo’lsin.
Vx,, x, €(a, b), uchun x, <x, = f(x)>f(x,) bo’lsa, f(x) funksiya
(a, b)yda ............ deyiladi.
A) qat’ily kamayuvchi B) qat’ity o’suvchi C) o’suvchi D)
kamayuvchi

5) Agar shunday 6 > 0 son topilsaki, Vx e Us(x,) =(x, =9, x, +J) < X
nuqtalarda

S (x)< f(x) (f(0) = f(x))
tengsizlik bajarilsa, f(x)funksiya x, nuqtada maksimumga erishadi deyiladi, x,
nuqtaga esa f(x) funksiyaning ................... nuqtasi deyiladi.

A) maksimum B) minimum  C)qutb D)qo’zg’almas

6) Agar shunday 6 > 0 son topilsaki, Vx e Us(x,) =(x, =9, x, +) c X
nuqtalarda

S (x)< f(x) (f(0) = f(x))
tengsizlik bajarilsa, f(x)funksiya x, nuqtada minimumga erishadi deyiladi, x,
nuqtaga esa f(x) funksiyaning ......................... nuqtasi deyiladi.

A) minimum  B) maksimum  C)qutb D)qo’zg’almas
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Mavzu. Funksiyaning qavariqligi, egilish nuqtalari va

asimptotalari

29-ma’ruza
Reja
1°. Funksiyaning qavariqligi va botiqligi.
2°. Funksiyaning egilish nuqtalari.

3°. Funksiya grafigining asimptotalari.

1°. Funksiyaning qavarigligi va botiqligi. ([1] 6.9 Convexity and inflection
points, 189-bet) Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib,

X, X, €(a, b) uchun x; <x, bo‘lsin.
f(x) funksiya grafigining (x;, f(x;)), (x,, f(x,)) nuqtalaridan o‘tuvchi
to‘g‘ri chiziqni y =/(x) desak, u quyidagicha

I(x) = S+

Xy — X Xy —

. f(x;)
bo‘ladi.

1-ta’rif. Agar har qanday oraliq (x,x,)c(a,b) da joylashgan
Vx € (x;, x,) uchun

f)<ix)  (f(x)<i(x)

bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da botiq (qat’iy botiq) funksiya deyiladi.

2-ta’rif. Agar har gqanday oraliq (x,,x,)c(a,b) da joylashgan
Vx € (x;, x,) uchun

f(0)=1(x) (f(0)>1(x))

bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da qavariq (qat’iy qavariq) funksiya deyiladi.

Botiq hamda gavariq funksiyalarning grafiklari 7-chizmada tasvirlangan:
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ya Ya
Itx) S @)
S ) Itx)
0 " 0 Py
7-chizma.

Aytaylik, o, 20, a, 20, a,+a; =1bo‘lib, Vx,, x, €(a, b) bo‘lsin.
Funksiyaning botiqligi hamda qavarigligini quyidagicha ta’riflash ham mumkin.
3-ta’rif. Agar
fla, x +o,x,)<a, fi(x)+a,f(x,)
(o, %, + ayxy) <a f(x)+a,f(x,))
bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b)da botiq (qat’iy botiq) deyiladi.
4-ta’rif. Agar
fla, x, +a,x,)za,f(x)+a,f(x,)
(f (o, x, + ayxy) > @ f () + @y f(x5))
bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da qavariq (qat’iy qavariq) deyiladi.
1-misol. Ushbu
f(x)=x’
funksiya R da gat’iy botiq funksiya bo‘ladi.
<« 3-ta’rifdan foydalanib topamiz:

flagx, +ouxy) =(aux; +ox,)* =(4x%) +200x,%, +(x,)” <
<ofx? +onay(x, +x,)° +ooxs =X (o +a, ) +ouxs (o + )=
=ax; + o5 =a, f(x) +a,f(x,) »
1-teorema. Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, unda
f'(x) hosilaga ega bo‘lsin. f(x) funksiyaning (a, b) da botiq (qat’iy botiq) bo‘lishi
uchun f'(x)ning (a, b) da o‘suvchi (gat’iy o‘suvchi) bo‘lishi zarur va yetarli.

« Zarurligi. f(x)funksiya (a, b) da botiq bo‘lsin. U holda Vx,, x, €(a, b),
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x; <X, Vxe€(x), x,) uchun

S <

~ fx)+
1

L f(x,)
Xy

X)

bo‘lib, undan

SO =) _ fOn) = f(x)

bo‘lishi kelib chiqadi. ((x2 — X, ) =(x, —x)+(x—x;) deyildi). Keyingi tengsizlikda

X — X, so‘ng X —> x, da limitga o‘tib,

/ S(xy) = f(x)
f‘(xl)S xz—xl s

/ S(x)—f(x))
fom) 2 FEE

bo‘lishini topamiz. Undan f'(x;) < f'(x,) bo‘lishi kelib chigadi. Demak, f'(x)
funksiya (a,b) da o‘suvchi.
f(x) funksiya (a, b) da gat’iy botiq bo‘lsin. U holda

JO) - fx) _ flxn) - f(x)

bo‘ladi. Lagranj teoremasiga muvofiq

S(x)—f(x)) =f'(¢;), x <¢ <x;
X=X

f(x)— f(x) =f'(c,), x<c,<x,
Xy =X

bo‘lib, undan f'(x,) < f'(x,) bo‘lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. /'(x) funksiya (a, b) da o‘suvchi (qat’iy o‘suvchi) bo‘lsin:
Vx,, x, €(a, b), x,<x, da

SO S () (f'(x) < f(xy)).

Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:
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S~ f(x)

=f'(c)), x <c¢ <x;
|

S (%) = /(%)
X

XZ_

=f'(c,), x<c,<x,.

Ravshanki, x; <c¢; <x<c, <X, = ¢; <c,.Demak, f'(¢,)< f'(c,)

(f'(¢;) < f'(cy)) bo‘lib, yuqoridagi munosabatlardan

SO =) _ f(0)=f@) (f(x) —fO) _ S —f(x)J

X=X X, —X
bo‘lishi kelib chiqadi. Bu esa f(x) funksiyaning (a, b) da botiq (qat’iy botiq) ekanini
bildiradi. »

Xuddi shunga o‘xshash, quyidagi teorema ham isbotlanadi.

2-teorema. f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, unda f'(x) hosilaga ega
bo‘lsin.

f(x) funksiyaning (a, b) da qavariq (qat’iy gavariq) bo‘lishi uchun f'(x)
ning (a, b) da kamayuvchi (qat’iy kamayuvchi) bo‘lishi zarur va etarli.

Aytaylik, f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, u shu intervalda f"(x)
hosilaga ega bo‘lsin. Bundan tashqari (a, b) intervalning har qanday (c«, f)
((ae, B) < (a, b)) qismida f"(x) aynan nolga teng bo‘lmasin.

3-teorema. f(x) funksiya (a, b) intervalda botiq (qavariq) bo‘lishi uchun
(a, b)da

f'(x)=0  (f"(x)<0)
bo‘lishi zarur va yetarli.

Bu teoremaning isboti yuqoridagi hamda funksiyaning monotonligi haqidagi
teoremalardan kelib chiqadi.

2-misol. Ushbu

f(x)=Inx (x>0)

funksiya qavariq bo‘ladi.
<4Bu funksiya uchun
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S0 =5 <0
X

bo‘ladi. 2-teoremaga ko‘ra berilgan f(x) = In x funksiya (O,+ 00) da gat’iy gavariq
bo‘ladi. P
2°. Funksiyaning egilish nuqtalari. ([1] 6.9 Convexity and inflection points,

189-bet) Faraz qilaylik, f(x) funksiya X c R to‘plamda berilgan bo‘lib,
xo€X, (xp—=0, x,+6)c X, 6>0 bo‘lsin.

5-ta’rif. Agar f(x) funksiya (x, —J, x,) da botiq (qavariq), (x,, X, +0)
da gavariq (botiq) bo‘lsa, x, nuqta f(x) funksiyaning egilish nuqtasi deyiladi.

Aytaylik, f(x) funksiya (x,—0, x,+09) da f"(x) hosilaga ega bolsin.
Agar Vxe(x,—9,x,) da f"(x)=20 (f"(x)<0),

Vxe(xy, xo+09,)da f"(x)<0 (f"(x)=20),
bo‘lsa, f'(x) funksiya x, nuqtada ekstremumga erishadi va demak, f"(x,)=0
bo‘ladi. Demak, f(x) funksiya egilish nuqtasi-da f"(x) =0 bo‘ladi.

3-misol. Ushbu

fx)=x’
funksiya x, =0 nuqtada egiladi.
<4Bu funksiya uchun
f'(x)=6x
bo‘lib,

Vxe(-0,0)da f"(x)<0
Vxe(0,0,)da f"(x)>0 (0>0)
bo‘ladi. P
3°. Funksiya grafigining asimptotalari. ([1], 5.3 Asymptotes, 135-bet) Faraz
qilaylik, f(x) funksiya X < R to‘plamda berilgan bo‘lib, x, nuqta X to‘plamning
limit nuqtasi bo‘lsin.

6-ta’rif. Agar ushbu
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lim f (x), lim f (x)

X—>xy+ X=Xy~
limitlardan biri yoki ikkalasi xam cheksiz bo‘lsa, x = x,, to‘g‘ri chiziq f(x) funksiya

grafigining vertikal asimptotasi deyiladi.
1

Masalan, f(x)=— funksiya grafigi uchun x=0 to‘g‘ri chiziq vertikal asimptota
X

bo‘ladi.
Aytaylik, f(x) funksiya (x,, +o0) da aniqlangan bo‘lsin.
7-ta’rif. Agar shunday k va b sonlari topilsaki,
f(x)=kx+b+a(x) (x >+ ga a(x)—0)
bo‘lsa, y=kx+b to‘gri chiziq f(x) funksiya grafigining og‘ma asimptotasi
deyiladi.
4-teorema. f(x) funksiya grafigi y = kx +b og‘ma asimptotaga ega bo‘lishi

uchun

lim £~ f() =k, lim (f(x)—ke)=b

X+
bo‘lishi zarur va etarli.
« Zarurligi. y = kx+b to‘g‘ri chiziq f(x) funksiya grafigining og‘ma
asimptotasi bo‘lsin. Unda
f(x)=kx+b+a(x)
bo‘lib, x >+ ma a(x) — 0 bo‘ladi. Bu tenglikni e’tiborga olib topamiz:

lim L)y b ox
x>+ X X—>+00 X

lim (f(x)-kx) = lim (b +a(x)) = b.

Yetarliligi. Ushbu

lim £~ f() =k, lim (f(x)-ke)=b

X—>+00

munosabatlar o‘rinli bo‘lsin. Bu munosabatlardan

(f()—k0)-b=a(x) >0 = f(x)=hkc+b+a(x)
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bo‘lishi kelib chigadi. »

3

4-misol. f(x)= 1) funksiyaning og‘ma asimptotasi topilsin.
x —
<« Bu funksiya uchun
2
k= tim L9 i Ty,
x40 ) x—>+oo(x_1)

b= lim (f(x)—kx) = lim( x . —xJzZ

X—>+ 0 (x_]_)
bo‘ladi. Demak, y=x+2 to‘gri chiziq berilgan funksiya grafigining og‘ma

asimptotasi bo‘ladi. »

Mashqlar
1. Ushbu
| x—1]
f(x)=
x/x
funksiyaning botiq hamda qavariq bo‘ladigan oraliglari topilsin.
2. Ushbu
2x* +x-2
fx)=——""—
x—1
funksiya grafigining og‘ma asimptotasi topilsin.
3. Ushbu

a) f(x)=x"Ve,

0) f(x)=x+ 2arcctgx,

B) f(x)=
grafiklari chizilsin.

e’ —1‘ funksiyalarni hosilalar yordamida to‘liq tekshirilsin,
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Glossariy

1-ta’rif. Agar har qanday oraliq (x,, x,) < (a, b) da joylashgan
Vx € (x;, x,) uchun
F(x)<I(x)  (f(x)<i(x))
bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da betiq (qat’iy botiq) funksiya deyiladi.
2-ta’rif. Agar har qanday oraliq (x,, x,)  (a, b) da joylashgan
Vx € (x;, x,) uchun
f(0)=1(x) (f(0)>1(x))
bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da qavariq (qat’iy qavariq) funksiya deyiladi.
3-ta’rif. Agar
Sl xy +ayx,) <oy fi(x) +a,f(x;)
(f ( x +0yx,) <@ f(x) +a, f(x,))
bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b)da botiq (qat’iy botiq) deyiladi.
4-ta’rif. Agar
flayx +ayx,) 2, fi(x) +a, f(x;)
(f (a3 +ay0,) > 0, f () + @y f(x,))
bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da qavariq (qat’iy qavariq) deyiladi.
5-ta’rif. Agar f(x) funksiya (x, — 90, x,) dabotiq (qavariq), (x,, x, +0J)
da gavariq (botiq) bo‘lsa, x, nuqta f(x) funksiyaning egilish nuqtasi deyiladi.
6-ta’rif. Agar ushbu
lim . f(x), lim . f(x)

XX+ X=X~
limitlardan biri yoki ikkalasi xam cheksiz bo‘lsa, x = x, to‘g‘ri chiziq f(x) funksiya
grafigining vertikal asimptotasi deyiladi.
7-ta’rif. Agar shunday k& va b sonlari topilsaki,
f(x)=kx+b+a(x) (x >+ nga a(x)—0)

bo‘lsa, y = kx+ b to‘g‘ri chiziq f(x) funksiya grafigining og‘ma asimptotasi
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deyiladi.
Keys banki

29-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Ushbu
0 f(x)=x"Ve,

n) f(x)=x+2arcctgx,

e) f(x)=

grafiklari chizilsin.

e’ — 1‘ funksiyalarni hosilalar yordamida to‘liq tekshirilsin,

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha va

tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
29-amaliy mashg ulot
1-misol. Ushbu
f(x): 3x° -5x* +4

funksiyaning qavariqligi, botiqligini aniqlab egilish nugqtasi topilsin.
<«Berilgan funksiyaning hosilalarini hisoblaymiz:

f'(x)=15x* - 20x°,

f"(x) = 60x” - 60x* = 60x”(x-1)

Ravshanki, X, =0 da f”(O) =0,x,=1da f"(l) = 0 bo‘ladi. Bu nugtalar
atrofida f”(X) ning ishorasini aniqlaymiz;

(- 8,0) da £"(x)< 0, (0,8) da £"(x)< 0, (5> 0)

(1-8,1) daf"(x)<0, (1, 1+8)daf"(x)>0.
Demak, (— oo,l) da f "(X) < 0 bo‘lib, shu oraligda funksiya gavariq bo‘ladi; (1,+oo)
da f "(X) > () bo‘lib, shu oraligda funksiya botiq bo‘ladi. X =1 nugqta egilish nuqtasi
bo‘ladi. (6-chizma).»

9-misol. Ushbu f(X) = %/Xi5 funksiya grafigining egilish nuqtasi
topilsin.

<4Bu funksiyaning hosilalarini hisoblaymiz:
2 1
5 2 . 10 -1 10
f’(X)Z_‘X3, f(X):—-X3=
3 9 9-4/x

Ravshanki x = 0 nuqtada funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi mavjud emas.
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Bu nugqta atrofida f "(X) ning ishorasini aniqlaymiz:

X < 0 bo‘lganda f"(X) <0, x>0 bo‘lganda f "(X) > (0 bo‘lgani sababli
berilgan funksiya (— 00,0) da qavariq, (0,+oo) da botiq bo‘lib x = 0 egilish nuqtasi
bo‘ladi. »

10-misol. Ushbu

2
X —6x+3
f(x)= X -0 *+3
x—3
funksiya grafigining asmptotalari topilsin.

<«Ravshanki, x = 3 da f(x) = 0. Demak x = 3 to*g‘ri chiziq funksiya

grafigining vertikal asimptotasi bo‘ladi. Endi quyidagi
. fix .
k = lim Q b = lim [f(x)- kx]
X—>+0 X X—>+00

limitlarni hisoblaymiz.

1—6+i
—_ 2
k= lim X %3 _imx x4
oo X(X—3)  xow {— 3
X
2
b=lim| X~ -3 o iim 373
X—>+00 x—3 x>+0 x —3

Demak, y = X — 3 to‘g‘ri chiziq berilgan funksiya grafigining og‘ma asimptotasi
bo‘ladi. (7-chizma).»
Quyidagi funksiyalarning qavariq va botiq bo‘lish oraliqlari topilsin.

1
1389.y = x° - 4x 1390.y = —
X
3
1391.y = 3x* - 8x” - 6x” +12 1392.y = za . (a > 0)
a’ +x
1393.y =—— y=x+2-Ix°
Y aa D) 1394.y = x +2-3/x°
.1
1395.y = arcsin— 1396.y =
X 1+x
1397.y = V1+x° 1398.y = e
1399.y = x + sinx 1400.y = ln(l + x3)
x—1
1401.y=‘ \/_‘ 1402.y = 4-/(x—1)° +20,/(x—1)°
X-vX
1403.y =1-[x* -2| 1404.y = (1+x*Je*
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3
1405.Ushbu y = x! +ax® + E x2+1 funksiya a ning qanday qiymatida

(— o0,-+00) da botiq bo‘ladi.
1406.Ushbu y = x" funksiya m > 1 bo‘lganda (0,+oo) oraligda qavariq, 0 <n <1
bo‘lganda (0,+00) da botiq bo*lishi ko‘rsatilsin.
1407.Agar [a,b] segmentda f "(X)Z 0 bo‘lsa, ixtiyoriy X,,X, € [a,b] lar uchun
f(xl + xzj < FO) +1(x,)
2 2

bo‘lishi isbotlansin.
f (X) funksiya (a,b) da berilgan bo‘lib, V X,,X, € (a,b) va
o, 20,0, 20, a,+o, =1 uchun
f(a,x; +a,x,) < o,f(x;) + a,f(x;)
bo‘lsa, f (X) funksiya (a,b) da botiq,
fCa,x; +a,x,) 2 o,f(x;) + a,f(x;)
bo‘lsa, f (X) funksiya (a,b) da qavariq deyiladi.
1408.Ushbu

X+7y
e? < ¢ _;ey (X,y € (— oo,+oo))

tengsizlik isbotlansin.
Quyidagi funksiya grafigining egilish nuqtalari topilsin.

1409.y = 3x° -5x* + 4 1410.y = cosx
4 1
_ 2 _ X :
141y =1+x > 1412y = e
1
1413.y=1-In(x2-4) 1414.y=arctg—
X
2 1 ‘X — l‘
1415.y = 4x° +— 1416.y = ——
X X
1417.y nx 1418.y = 2x” +1
Y= .y =2x" + Inx
Jx y
4
1419.y = 1420.y = V1 -x’

1+x)°
Quyidagi funksiyalarni qavariqlikka, botiglikka tekshirilsin, egilish
nuqtalari topilsin.

1421y =x-3x"-9x+9 1422.y = —
x —4

1423.y=(x+1)* + ¢* 1424.y = arctgx- x
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1425.y = Y4x® — 12x 1426,y =2-[x* -1
5

i T T
1428.y = ™™ (— —<x< —)

1427.y=x+x3 2 2

Quyidagi funksiyalarning egilish nuqtalari topilsin.

1429.y = x> -10x2 +3 1430.y = @ retex

1431 4 2+1 1432,y Inx
y=4x"+— v =
RN N

1433.a va b qanday giymatlarida y = ax’ + bx’ funksiyaning egilish nuqtasi
X =1 bo‘ladi?

1434.Ushbu y = x’ +x*sin— funksiyaning egilish nugtasi X = 0 bo‘lishi
X

isbotlansin.

1435.Ushbu y = xsinx funksiyaning egilish nuqtasi quyidagi
y’ (4+x") =4x

tenglikni qanoatlantirishi ko‘rsatilsin.

1436.h ning qanday giymatlarida X = £G nuqta

y:%.e—h‘xz (h>0)

funksiyaning egilish nuqtasi bo‘ladi?
Quyidagi funksiyalarning egilish nuqtalari topilsin.

1437.y = sin*x + cos‘x 1438.y = le* - 1‘

Quyidagi funksiya grafiklarining asimptotalari topilsin.

2x +x-2
1439.y="— "~ = 1440y = ——
y x—1 Y X’ —4x+3
5 2
X V1+
1441,y = — 1442y = %
x —1 X
cos
1443.y = 2x — X 1445.y =4x + arctg%
X
2
1446.y =/x+1-+/x—1 1447-y=‘x‘+1
1448.y = X - arctgx 1449.y =J/x* -1 —-x
1450.y =1+ x-e? 1451.y =|e _1‘
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Inx 1)
1452.y =X+ —— 1453.y=| 1+ —
X X
1 2
1454.y = xsin— 1455.y = x"Inx
X
x 1
1456.y = ln(l +e ) 1457.y = —
sinx + cos x
1458.y = Inshx 1459.y = Inx - arctgx

Test
1. Ushbu f (x) =3/x’ funksiya grafigining egilish nuqtasi topilsin.
A)x=0 B) x=2 C(C)x=1 D)x=3

2
2. Ushbu f (x) = L};—I—?) funksiya grafigining asmptotalari topilsin.
x PR
A) y=x-3 B) y=—x+3 C) y=x+2 D) y=x-2
3
3. Ushbu f(x)= al 02 funksiyaning og‘ma asimptotasi topilsin.

A) y=x+2 B) y=—x-2 C) y=x-2 D) y=x+1

4. Ushbu f(x)=x’ funksiya grafigining egilish nuqtasi topilsin.
A) x=0 B) x=1 C) x=-1 D) x=2

5. Ushbu f (X) =3x’ — 5x* + 4 funksiya grafigining egilish nugqtasi topilsin.
A) x=1 B) x=2 C) x=-1 D) x=0

1
6. Ushbu f (x) —— 4+ 4x” funksiyaning og‘ma asimptotasi topilsin.
X

A)x=0 B) x=2 C(C)x=1 D)x=3

7. Ushbu f (x) = {/ (x+1)* - {/ (x—1)> funksiya grafigining egilish nuqtasi
topilsin.
A) x=0 B) x=1 C) x=-1 D) x=2

1
8. Ushbu f (x) =—+4x’ funksiya grafigining egilish nuqtasi topilsin.

X
3
A) X=—£ B)x:ﬁ C)xz—ﬁ D)xz—ﬁ
2 2 2 3

9. Ushbu f (x) = i/ (x+1)° - {/ (x —1)> funksiyaning og‘ma asimptotasi topilsin.
A) Asimptotaga ega emas. B) x=1 C) x=-1 D) x=0

10. Ushbu  f(x)=Inx (x> 0) funksiya qavariq yoki botigmi.
A) qavariq B)botiq C) qavarigemas D) botiq emas
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Mavzu. Anigmasliklarni ochish. Lopital qoidalari
30-ma’ruza
Reja

o 0 oo e
1". — Ba — ko‘rinishidagi hollar.
00

2°. 0-00, 0w—o0, 17, 0° ko‘rinishidagi hollar.

(1], 6.11 The Theorem of de L.’Hopital,197-bet) Ma’lum shartlarda funksiya
limitini hisoblash qoidalari o‘rganilgan edi. Ko‘p hollarda bunday shartlar

bajarilmaganda, ya’ni

x—x, 1a f(x)—>0, g(x)—>0: UAC)) HUHT JIUMUTA (9}
g(x) 0
X=X, Aa f(x) > +o0, g(x)— +oo: S () HUHT JIUMUTA (EJ,
g(x) 0

X — X, ma f{x) > 40, g(x) > +w0: f(x)— g(x) HuAT TAMATH (00 — 00),

x—>Xx, 1a f{x) >0, g(x)>0: (f(x))g(x) HUHT JIUMHATA (OOJ,

xX—=>x, 1a f(x) =1, g(x) >40: (f (x))g (x) HUHT JIUMUTH (looj

x—>x, da f(x) > o0,g(x) > 0: f(x) g(x) ni limiti 0" ni topishda funksiyaning
hosilalariga asoslangan qoidaga ko‘ra hisoblash qulay bo‘ladi. Bunday usul bilan
funksiya limitini topish Lopital qoidalari deyiladi.

b 0 o
1. —Ba ko‘rinishidagi hollar.
00

1-teorema. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, b) da berilgan
bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

| : _ : _ o

) lim f(x)=0, lim g(x)=0;

2) Vxe(a,b) na f'(x)Ba g'(x) hosilalar mavjud;
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3) Vxe(a,b)ma g'(x)#0;

4 Ushbu  Tim 29 ¢ (1eR) mavjud U holda lim £80 =
x—b—0 g'(x) x—b-0 g(X)

bo‘ladi.
« f(b)=0, g(b)=0 debolamiz. Unda f(x) va g(x) funksiyalar
(b—0, b] na (6 > 0) uzluksiz bo‘lib qoladi. Teoremaning 4-shartiga ko‘ra:

f'_,
g'(x)

Ve>0, 360 >0, Vxe(b-0, b): <&

bo‘ladi.
Endi (b -6, b] da Koshi teoremasidan foydalanib topamiz:

f@) g‘ SO f() g‘ O,
g(x) g(b) - g(x) g (c)
(ce(x,b)c[b-0, b)).
Demak,
lim 23 |
x—b—0 g(x)
SHuni isbotlash talab qilingan edi. »
1-misol. Ushbu
B
(In x)* — (xj
lim e/ _a-p
xX—e xXxX—e e
munosabat isbotlansin.
B
<« f(x)=(Inx)* —(fj ,  g(x)=x—e funksiyalari uchun (1, e¢) da 1-
e

teoremaning barcha shartlari bajariladi:

X

B
) lim £ (x) = lim [ ((In.x)" —(;) )I=o,

limg(x)=Ilm(x—e)=0;
x—e x—e
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X

B-1
2) f'(x) = a(lnx)*™ %_g(Zj , g(x) =1

3) g'(x)=1=0;
p-1
' a(ln x)*! .l_ﬁ.(xj
4)1im&=1im x ele) _a=f
xoe g'(x)  xoe 1 e
Demak,
B
X
(In x)“ —(j
tim £ _ lim e) _«=P,
x—e g(x) x—e xX—e e

2-teorema. ([1], 6.11 The Theorem of de L’Hopital,198-bet) Aytaylik, f(x)
va g(x) funksiyalar (a, + o) da berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:
) lim f(x)=0, lim g(x)=0;
X—>+20 X0
2) Vxe(a, +o) da f'(x), g'(x) hosilalar mavjud,
3) Vxe(a, +) da g'(x) #0;

4) Ushbu
TGy
e g '(x)
mavjud (/€ R). U holda
lim £ _

bo‘ladi.

1 . 1 :
4a >0 deb, t=— deymiz. Unda ¢ € (0, —) bo‘lib, x — 400 da t > +0.
X a

Endi F(¢) va G(¢) funksiyalarni quyidagicha
FO)=13), G®)=g@)

aniqlaymiz. Unda

t—>+0da F(t)—>0, G(t)—>0;
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F'(t) = (). (—}zx G'(1)=g'())- (—}zx

F'(t (G
,( ) _ f,(f) —/{, (t—+0)
G'@) g'()
bo‘lib, 1-teoremaga ko‘ra, t — +0 da
m >/
G(1)
bo‘ladi. Keyingi munosabatdan esa
lim L&) _
X—>+00 g(x)
bo‘lishi kelib chigadi »
2-misol. Ushbu
1
. =1
lim —°

x>+ Darctgx’ —
limitni hisoblang.
1
4Agar  f(x)=e* —1, g(x)=2arctgx’ —z deyilsa, ular uchun 2-

teoremaning barcha shartlari bajariladi, jumladan

, 2 3 , 4x
X)=——7e", X)=
J(x) 3 g'(x) -~
bo‘lib,
1
2 o
' Y 4
tim L) i X gy L L
x40 o (x) X—>+0 4x x40 Dy 2
1+x*
bo‘ladi. 2-teoremaga ko‘ra
1
!/ x2 _—
im L)y Sy 771 L

X—>+00 g'(x) X—>+00 g(x) X—>+00 zarctgxz —T 2
bo‘ladi. »

NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI 384 Xakimov R.




MATEMATIK ANALIZ I-kurs

Quyidagi teoremalar ham yuqorida keltirilgan teoremalarga o‘xshash

1sbotlanadi.

3-teorema. ([1], 6.11 The Theorem of de L’Hopital,198-bet) Faraz qilaylik,
f(x) va g(x) funksiyalar (a, b) da berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

D lim f(x)=o0, lim g(x)=oo;
2) Vx e(a, b) da f'(x), g'(x) hosilalar mavjud,

3) Vxe(a,b) da g'(x)#0;

4y Ushbu Tim 2% Z ¢ (/€ R) mavjud. U holda
x—b-0 g'(x)

tim /™)
b0 g(x)
bo‘ladi.
4-teorema. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, + ) da berilgan
bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) lim f(x)=o, lim g(x)=o0;

2) Vxe(a,+») da f'(x), g'(x) hosilalar mavjud,
3) Vxe(a, +©) da g'(x)#0;

4) Ushbu lim & =/{, (/€ R) mavjud. U holda lim /(%) =/{ Dbo‘ladi.
S g(x) = g(2)

2°. 0-00, o0 —o0, 1%, 0° ko‘rinishidagi hollar. ([1],6.11.1 Applications of

0 o
de L'Hopital's theorem, 199-bet) Bu ko‘rinishdagi anigmasliklar 6, — hollarga
00

keltirilib, so‘ng yuqoridagi teoremalar qo‘llaniladi.
1) x> x, da f(x) >0, g(x) > bo‘lganda f(x)-g(x) funksiyaning

limitini topish uchun uni

/()-8 =1 = 80
e 1)
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deb, so‘ng 1- yoki 2-teoremalar qo‘llaniladi.
2) x—>x, da f(x) >+, g(x) >+ bolganda f(x)—g(x)

funksiyaning limitini topish uchun uni

1 1
7)== #P
/() g

deb, so‘ng 1-teorema qo‘llaniladi.

3) x-—x, da f(x)>0, g(x)>0 hamda x — x, da

f(x) >1, g(x) >+ bo‘lganda ( f (x))g(x) funksiyaning limitini topish uchun

avvalo

y=(f ()

funksiya logarifmlanadi, so‘ng yuqoridagi teoremalar qo‘llaniladi.

3-misol. Ushbu

|
. (sinx)x?
lim| ——
x—0 X

limit hisoblansin.

1

. (sinx | . :

<4Avvalo y= hm(—j deb olamiz. Ravshanki, x - 0 da
x—0 X

F@=" 51 )= o
X X

Sodda hisoblashlar yordamida topamiz:

!

i sin x
In sin x (ln j
) ) ) X
limln y = lim X = Iim——F% =
x—0 x—0 xZ x—0 ( 2 )
X

X XCcosx-—sinx
2

. sinx
=lim X
x—0 2 X
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!

1. xcosx—sinx 1 . (xcosx—sinx)

2511113 3 :Ehn(% ( )l =
X—> x X—> 3
X
1,. xsinx 1
——Ilim =——
2 x50 32 6

sin x % L

. X

Demak, lim| —— | =e ¢ »
x—0 X

Mashgqlar

1. Ixtiyoriy o € Rda ushbu
4
(—arctgx)” —1 )

lim % ==
x>l In x T
tenglikning o‘rinli bo‘lishi isbotlansin.
2. Ushbu
. V4
lim x(— — arctgx)
x—>+0 D
limit hisoblansin.
Adabiyotlar

1. Canuto C., Tabacco A. - Mathematical Analysis I, Italy 2008.

2. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.

3. Xudoyberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan marizalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.

4. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t. M.
«FIZMATLIT», 2001.

Glossariy
x—x, 1a f(x)—>0, g(x)—>0: UAC)) HUHT JIUMUTA (9}
g(x) 0

X —>x, Aa f(x) -+, g(x) > +o: % HMHT JIAMHTA (SJ,
g(x 0
X — X, ma f{x) > 40, g(x) > +0: f(x)— g(x) BuAT TAMATH (00 — 00),

x—>Xx, 1a f(x) >0, g(x)>0: (f(x))g(x) HUHT JUMUTA (OOJ,
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X —>x, 1a f(x) =1, g(x) >+40: (f (x))g (x) HUHT JIUMUTH (looj

x—x,da f(x) —>00,g(x) >0: f(x) g(x) nilimiti 0" ni topishda funksiyaning
hosilalariga asoslangan qoidaga ko‘ra hisoblash qulay bo‘ladi. Bunday usul bilan

funksiya limitini topish Lopital qoidalari deyiladi.
Keys banki

30-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Ixtiyoriy & € R da ushbu

4
(—arctgx)” —1 )
lim-7% =
x>l In x T

(04

tenglikning o‘rinli bo‘lishi isbotlansin.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula, tushuncha va
tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);
e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
30-amaliy mashg’ ulot

1-misol. Ushbu

X —arctgx

lim 3

x—0 X

limit hisoblansin.

<4Bu xolda 6 ko‘rinishidagi anigmaslikka ega bo‘lamiz. Lopital qoidalardan

foydalanib topamiz.

1
’ 1 _
_ - 2
1 al;Cth = lim G arcfgx) =lim—1£X° X —lim _r — = Iy
x—0 X x—0 (X3) x—0 3x x—0 3(1 + X ) 3

2—-misol. Ushbu
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. Inx
lim——
x—0 ctgx
limit hisoblansin.
w . . . . . . . . .
<4Bu holda — ko‘rinishidagi anigmaslikka ega bo‘lgan Lopital qoidasidan
00

foydalanib topamiz:

1 Inx) . in’
lim X lim(n—x), —lim—X = im2 X_g»
x>0 ctgx x>0 (Cth) =0 1 x>0 X

sin® x

3—-misol. Ushbu

. X 1
lim -—
X—>1(X—1 lnx)

<4Bu xo0lda 00 — o0 ko‘rinishidagi anigmaslik yuzaga keladi. Agar

limit hisoblansin.

X 1  xlnx-x+1
x—1 Inx (x-1)-Inx

deyilsa, 6 ko‘rinishidagi anigmaslik hosil bo‘lib

limitni Lopital qoidasiga ko‘ra topamiz:

X

’ 1
i_i)_- xlnx—x+1_ . (xlnx—xe1) X 7ix-l
x—1

1 = L= —
amt )T e T (i) Py o)
X
=lim¢=lim (—lnx) - =lim _; =—1.>
x—)ll _1+1 x—1 1 x—)11+l 2
nx X (lnX—X'i'l) X X2

4 —-—misol. Ushbu
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tg2x

lim(tgx)

X——
4

limit hisoblansin.

T tg2X . [e'e] . . . . ¢ .
4Xx > Z da (tgx) ifoda 17 ko‘rinishdagi anigmaslik bo‘ladi. Avvalo
tg2x
y = (tgx)*

ni logarifmlab topamiz:

X In tgx
Iny = ln(tgx)tg2 = (tgl—x)_l

Tt 0
Bu x > Z da 6 ko‘rinishdagi anigmaslik bo‘ladi. Unda Lopital qoidasidan

foydalanib

: 1.1

limln& = limM = limw = —limsin 2x = —1
gy T T SN AXS

x> g x> [(thX) ] x> Lz x>

cos” 2x

« 1
bo‘lishini topamiz. Demak, lim ln(tgx) = —1 bo‘lib, lim(tgx)tgz _
T n e

o x—
4

tg2x

bo‘ladi.»

Quyidagi limitlar hisoblansin:

x> —1

1500.lim 3

1 2x° —x—1

. 1—-cosx
1502.im———

x>0 tgx

. Xcosx-—sinx
1504.1lim 5

x—0 X

. tox—Xx
1506.1im tex—Xx

x>0 X —sin X

X =2x*—x+2
1501.1im 3
-l x" —-T7x+6

X a

. e
1503.1im
x>a X—Q

. eZX _ 1
1505.1im —;
x>0 sin X

X —X

1507.1im e-e
0 In(1 + x)
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: cos 3x
. sinx—Xx-cosx .
1508.lim 1509.1im
x—0 sin3 X X_)E Cos X
ele
1510. llm— z
x>0 3/x 1511. 11_)12 100
1512.limx" s1n— (n > 0) 1513.1im ¢e— (1 + X)"
X—® x—0 X
. Inl1+x? x* -1
1514.1im ( _)X 1515. lim ———
x>0 cos3x —e x>- X
. X+2Inx . aresin(2 —x
1516.lim ——— 1517.1im - ( )
e X W2 x"-3x+2
. In(1+x)—x x* —a*
1518.1im 5 1519.lim— (a > 0)
x>0 tg'x -0 x? — g*
. In(sinax .sin(si —qin?
1520.lim ( : ) 1521 1im X s1n(s1n x) sin” x
x>0 [n(sinbx) x>0 x¢
o A2x—xt -3x li Jtgx -1
1522.1im 1523. lm
x—1 1-4/x3 X"  2sin” x —1
. arctg2x  (@a+x) —a*
1524.lim -5 1525.lim ¢ )2 (a>0)
x-0 ar sin 5x x—0 X
. e —e 1527.1im sin(2x — 1)- tgnx
1526.lim——— N
x>0 §inxX — X 2
6
1528. lim (ln X) 1529. lim x!*+2Inx
X+ x—>+0
. TCX - 1 7[ . X
1530.1lim o+ - 1531. lim (x — l)ln X
0| 2% x(e ™ —1) x40
tgx ta ™
. (1 &
1532. llm(—) 1533.lim| 2— > |
x—>+0\ X—>a a
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1 . 2 —0,01x
1534.lim(c0s x)x2 1535. lim x“e
x—0 X—>+00
! tgx
1536. 11210 x -1 1537. !g?o (arcsm x)
1 sinx )x?
1538. lim x!"shx 1539. ]im( )
x—>+0 x—=0 X
1 {x _1
. (1 + X); e x2
x>0 € x—0 Xn
/ ctg(x—a) 1
. [ tex . 1
1542.1im tex 1543.11m(ctgx)1nx
x—al tga x—0
1
o sinx 2 X
1544. !Klf,l(}(Cth) 1545. lim(—- arccos x)
x—>0\ 7T
1 1 7 6
1546.lim| — — ——— 1547. lim | x* —x7 -In’ x
x>0\ X arcsinx X—>+00
. 2 .o _x
1548. lim x - In| —argtgx 1549. lim x~ - a (a >0, a# 1)
X—>+00 T X—>+00
1 Inx
1550. lim (3x* + 3*)s 1551, lim ———
X—>+0 X—>+0 (ln X)

1552.Agar f(x) funksiya ikkinchi tartibli f”(x) hosilaga ega bo‘lsa, u holda ushbu

7(x) = lim f(x+h)—f(x—h)-2f(x)

h—0 h2

tenglik o‘rinli bo‘lishi isbotlansin.
1553.Ushbu

2
X

lim -
x>+ X — §in X

limit hisoblashda Lopital qoidasidan foydalanish mumkinmi? Limit hisoblansin.
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1554.Ushbu

. X+sinx
Iim ——
X—>+00 X

limit hisoblashda Lopital qoidasidan foydalanish mumkinmi? Limit hisoblansin.

Quyidagi limitlar Lopital qoidasi bo‘yicha hisoblanmasligi ko‘rsatilsin.

Limitlar topilsin.

2 o 1
X -Sin—

1555.lim——X
x->0  sInXx

. X+cosx
1557.1im ——

=0 X — COS X

. Xx-sinx
1559.lim ———
x—>® X + COS X

|.Ushbu lim ~_@reiex
x—0 3

1
N3 B2 O

. Inx
Iim——
x>0 ctgx

2. Ushbu

3 i 1
X -Sln—

1556.lim———=*

-0 §in” X

. X-—sinx
1558.1im ————
x—® X + §in X

—ax

(a;tl)

e
1560.lim ————
x> @7 (2 —sin X — oS X)
Test

limit hisoblansin.

D)3

limit hisoblansin.

A) 0 B)2 O3 DI
. X 1 o :
3. Ushbu lim - limit hisoblansin.
-1\ x—1 Inx
A) 1 B) 1 C) 24  D)I5
2 2
4. Ushbu  lim(tgx)"®>* limit hisoblansin.
X
4
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A) -1 By 1 ()2 D) -2

x° -1
5. Ushbu lim — limit hisoblansin.
1 2x" —x—1

A1l B)-1 () -2 D)2

. Xcosx-—sinx o )
6. Ushbu lim > limit hisoblansin.
x—0 X

A0 B2 O-1 DI

. tgx—x
7. Ushbu  lim———
x-0 X —Sin X

A)0 B)l ()2 D)4

limit hisoblansin.

cos 3x

8. Ushbu lim
T COSX
2

limit hisoblansin.

A)-3 B)3 01 D)l

X =2xr—x+2 L .
9. Ushbu lim 3 limit hisoblansin.
-l x" -T7x+6

1 1
AN B3 Ol D)2

. X+2Inx o :
10. Ushbu Iim— limit hisoblansin.
X—00 X

A)1 B)-1 (€2 D)-=2
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Mavzu. Boshlang’ich funksiya va aniqmas integral

tushunchalari
31-ma’ruza
Reja
1°. Boshlang’ich funksiya tushunchasi. Funksiyaning aniqmas integrali.
2°. Integralning xossalari.

3°. Asosiy anigmas integrallar jadvali.

1°. Boshlang’ich funksiya tushunchasi. Funksiyaning anigmas integrali.
Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a,b) intervalda ( bu interval chekli yoki cheksiz
bo’lishi mumkin ) aniqlangan bo’lib, F(x) funksiya esa shu intervalda
differensiallanuvchi bo’lsin.

1—ta’rif. ([1]|, Definition 9.1, 300-bet ) Agar Vx € (a,b) da

F'(x)= f(x) yoki dF(x)= f{x)dx

bo’lsa, F(x) funksiya (a,b) da f(x) ning boshlang’ich funksiyasi deyiladi.

Masalan.

1). f(x)=x> funksiyaningR =(-oo,+0) dagi boshlang’ich funksiyasi

Fx) = ;f bo’ladi, chunki

X

2). f(x)=- funksiyaning (—1,1) intervaldagi boshlang’ich funksiyasi

1—x?

F(x)=+/1-x*> bo’ladi, chunki

Fw=(-) :ﬁ:f(x)'

Aytaylik, f(x) funksiya [a,h] da aniglangan bo’lib, F(x) funksiya shu

segmendga differensiallanuvchi bo’lsin.

2—ta’rif. Agar
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F)=f(x)  (xe(ab)
bo’lib,
F'(a+0) = f(a). F'(b—0)= £(b).
bo’lsa, F(x) funksiya [a,b] da f(x) ning boshlang’ich funksiyasi deyiladi.
8.1—misol. Ushbu

1, agar x>0.
f(x)=4 0, agar x=0

-1, agar x<0
funksiya (~1,1) intervalda boshlang’ch funksiyaga ega emasligi ko’rsatilsin.
<« Teskarisini faraz qilaylik. Biror F(x) funksiya (-1,1) da f(x) ning
boshlang’ich funksiyasi bo’lsin: (~1,1) da
F'(x)=f(x).
Lagranj teoremasiga ko’ra [0,x] da (0<x<1)
F(x)= F(0) = F'(c)x = f(c)x = x 0<c<x)

bo’ladi. Keyingi tenglikdan topamiz:

F'(+0) = lim

x—>+0

F(x)-FO) _
- .

Bu esa F'(+0)=F'(0)= f(0)=0 bo’lishiga zid. »

l1—eslatma.  Keyinchalik, F(x) funksiya boshlang’ich  funksiyasi
bo’ladigan oraligni ko’rsatib o’tirmaymiz. Oraliq sifatida f(x) ning aniqlanish
oralig’t X ko’zda tutiladi va X sifatida

[a,b], (a,b), (a,b], [a,b), (— 00, a], (— 00, a),
[b,40), (b,+0), (= o0,40)

lar olinishi mumkin.
1—teorema. Agar f(x) funksiva X oraligda uzluksiz bo’lsa, f(x) shu
oraligda har doim boshlang’ich funksiyaga ega bo’ladi.
Bu teoremaning isboti keyingi mavzularda keltiriladi.
([1], Proposition 9.3, 300-bet) F(x) va @(x) funksiyalarning har biri f(x)
funksiya uchun boshlan-g’ich funksiya bo’lsin:
F'(x)=f(x), @'(x)=f(x).
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Demak, F'(x)=®'(x). Bundan
F(x)=®d(x)+C (C = const)
tenglik kelib chigadi.

Demak, f(x) funksiyaning barcha boshlang’ich funksiyalari bir—biridan
o’zgarmas songa farq qiladi va istalgan boshlang’ich funksiyasi ushbu ko ’rinishda
ifodalanadi: F(x)+C (C = const).

3—ta’rif. f(x) funksiya boshlang’ich funksiyalarining umumiy ifodasi

F(x)+C (C =const) shu f(x) funksiyaning anigmas integrali deb ataladi va
I f(x)dx
kabi belgilanadi. Bunda _[ —integral belgisi, f(x) integral ostidagi funksiya, f(x)dx
esa integral ostidagi ifoda deyiladi.
Demak,
j F(x)dx = F(x)+C.

Masalan,

X

. 2
I2 dx:an

+C

bo’ladi, chunki hosila olish qoidalariga ko’ra

2 +C| =2".

2. Integralning xossalari.

1). f(x) funksiya anigmas integarali _[ f(x)dx ning differensiali
f(x)dx gateng:
[ £ ()dx)= £y
<« Haqigatan ham, F(x) funksiya f(x) ning boshlang’ich funksiyasi bo’lsin:
F'(x)= f(x). U holda
j F(x)dx=F(x)+C

bo’ladi. Keyingi tenglikdan topamiz:
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d[ £ (0)dx)= d(F () + C) = dF (x) = F'(x)dx = f(x)dx. B
Bu xossa avval differensial belgisi d, so’ngra integral belgisi I kelib, ular

yonma—yon turganda o’zaro bir—birini yo’qotishni ko’rsatadi.
2). Funksiya differensialining anigmas integrali shu funksiya bilan o’zgarmas
son yig’indisiga teng:
[dF(x)=F(x)+C
4 F(x) funksiya f(x) ning biror boshlang’ich  funksiyasi bo’lsin:
F'(x) = f(x). uholda

[f(o)dx=F(x)+C
tenglik o’rinli bo’ladi. Ikkinchi tomondan,
[ £y = [ F'(xydx = [dF (x).
Oxirgi ikki tenglik 2)—xossani isbot etadi. »

Yugqorida keltirilganlardan, differensiallash (funksiyaning hosilasini hisoblash)
hamda integrallash (funksiyaning aniqmas integarlini hisoblash) amallari o’zaro
teskari amallar ekanligi kelib chiqadi.

Ayni paytda funksiya hosilasi hisoblanganda natija bitta funksiya bo’lsa, uning
anigmas integrali hisoblanganda esa natija cheksiz ko’p funksiya (ular bir—biridan
o’zgarmas songa farq qiladi ) bo’ladi. Anigmas integral deb yuritilishining boisi ham
shu.

3. Integrallashning sodda qoidalari. (/1], Theorem 9.8 (Linearity of the
integral), 304-bet ) 1) Agar f(x) funksiya boshlang’ich funksiyaga ega bo’lsa, u
holda kf (x) (k o’zgarmas son) funksiya ham boshlang’ich funksiyaga ega va k #0
da

[ 1 oy = k[ £ () (8.2)
formula o’rinli bo’ladi.

<« f(x) funksiyaning boshlang’ich funksiyasi F(x) bo’lsin. U holda
F'(x)= f(x) va [ f(x)dx=F(x)+C bo’lib,
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k[ f()dx = k(F (x) + C) = kF (x) + kC (8.3)
bo’ladi, bunda C —ixtiyoriy o’zgarmas son. Ushbu
(kF(x)) = kF'(x) = kf (x)
tenglik o’rinli bo’lishidan 4f(x) funksiyaning boshlang’ich funksiyasi £F(x) ekanini
topamiz. Demak,
[ 1 ()dx = kP (x) + C, (8.4)
bunda C, ixtiyoriy o’zgarmas son. Endi (8.3) va (8.4) munosabatlardan C va C,
0’zgarmas sonlarning ixtiyoriligi hamda & =0 bo’lishidan (8.2) formulaning o’rinli
ekani kelib chigadi. »

Shunga o’xshash integralning quyidagi xossasi isbotlanadi:

(/1], Theorem 9.8 (Linearity of the integral), 304-bet ) 2). Agar f(x) va g(x)
funksiyar boshlang’ich funksiyalarga ega bo’lsa, f(x)+g(x) ham boshlang’ich
funksiyaga ega va

[+ gy = [ f()dr+ [ g(x)d (8:5)
fo’rmula o rinli bo’ladi.
Odatda bu xossa integralning additiviik xossasi deyiladi.
2—eslatma. Yugqorida keltirilgan (8.2) va (8.5) tengliklarni hamda kelgusida

uchraydigan shunga o’xshash o’ng va chap tomonlaridagi ifodalar orasidagi ayirma
o’zgarmas songa barobarligi ma’nosidagi (o’zgarmas son aniqligidan) tengliklar deb
qaraladi.

3. Asosiy anigqmas integrallar jadvali. (/1/, (9.1) formulalar, 303-bet )

pu+l

Ide:C:const; Ildx:Idx:x+C; Ix”dx:x +C (u=-1);
u+1

J.ldx: ﬁzln‘xHC (x;tO);J. ! dx:J. al = arctgx + C;

x x 1+x? 1+ x?

dexzjﬂzarcsch;jawx: “ e (a>0);

N1=x? N1=x? a

. . 1
Ismxdx:—cosx+C;Icosxdx:smx+C; I — dx:J. 'dazc = —ctgx + C;
sin“ x sin“ x
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J. 12 dx:J. d); = tgx + C; Ishxdx:chx+C; Ichxdx:shx+C;
cos” x cos” x

1

2
ch™x

dx =thx+C.

J.hlz dx = —cthx + C; J.
sh™x
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Glossariy

1. Boshlang‘ich funksiya — Bir funksiyaning hosilasi ikkinchi funksiyaga
teng bo’lsa, ikkinchi funksiya uchun birinchi funksiya boshlang‘ich funksiya deyiladi.

2. Aniqmas integral — bir funksiyaning barcha boshlang‘ich funksiyalar

oilasiga shu funksiyaning anigmas integrali deyiladi.

Keys banki

31-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Ushbu
NVAd+x' =34-x

1= I al alyy

V16— x*

integral hisoblansin.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqglar:
e keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va
tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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31-amaliy mashg’ulot

Asosiy anigmas integrallar jadvali.

p+l

1+C (n#-1);

Ide:C:const; Ildx:Idx:x+C; Ix"dx:x

L+
I dx = ——ln‘x\+C (x#0) I ! dx:_[ dx = arctgx + C;
1+x? 1+ x?
dexzjﬂzarcsian; Iaxdx: “ e (a>0);
=7 =7 a
Isinxdx:—cosx+C; Icosxdx—smx+C I dx I dx = —ctgx + C;
sin* x sin* x

I 12 dx:_[ d); = tgx + C; Ishxdx:chx+C; Ichxdx:shx+C;
cos” x cos” x

1
ch’x

| L= e+ C [—S-de=thx+C.

sh”x

Sodda anigmas integrallar asosan bevosita xossalardan hamda jadvaldan
foydalanib hisoblanadi.
1-misol. Ushbu

J~x +x+1

integral hisoblansin.
. . X xS o
dIntegral ostidagi funksiyani quydagicha T =X?+x%?+x 2
X

yozib olamiz. So‘ng integralni xossalar va jadvaldan foydalanib topamiz:

3 1 1 E+1 EH _EH
x +x+1 2 2 - X X X
I X=I X“+X“+X X = 1 + 1 + 1 +

2
=2x| 2+ 241 |+Cp
53
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2-misol. Ushbu

j\/4+xz —3\/4—38dX

16-x*

I=

integral hisoblansin.

<4 Anigmas integrallaming xossalari va jalvaldan foydalanib topamiz:

= j 4+X

dx
e e

= arcsin5+3ln‘x+\/x2 +4‘+C.>

3—-misol. Ushbu

dx
I=
J‘3c0s2 X + 4sin* x

integral hisoblansin.

<«Integral ostidagi ifodani quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:

- d(tgx)

3 +4tg’x
Natijada,
J' dtgx et J‘ dtgx = 1 arctg@+c bo‘ladi.»
3+dtg’x [ J w2 W33
gxX
2

Quyidagi integrallar hisoblansin.

d
1.[/xdx 2.f ﬁ
3. d_); 4.II{I/XTdX
X
S.IIOXdX 6.Iaxexdx
7.j(3—x2)3dx 8.‘[\/;_23 X2+ldx
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9. j (1 - XI—ZJde

v 3aX 2
ll.I\/; Xe +X

i dx
(1-x)’
. d
13j T
s [3 723
2

17.[ \/X\/ﬁdx

19. j 27 . e*dx

x2dx
ZI.I 1+x2

2 2
23.jx/x +1—\/x —1dX

Vxt =1

25.[ (2% +3* ) dx

ledl—ﬁnZde
29j

31.Ictg2xdx

cos 2x + sin’ x

10.](\/;+1Xx—\/§+1)dx

'\/1+X +\/1—X2
J1=x*
NA+xE + 244 —x

V16 -x*

26.[ (1 +sinXx + cos x)dx

dx

22.

dx

24.

’8. j cos 2X

COS X- Slll X

30. I tg’xdx

32.j 2sin’ %dx

Berilgan f(X) funksiya uchun grafigi (Xo,yo) nuqtadan o‘tuvchi

boshlang‘ich funksiya F (X) topilsin.
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3.0() = +sin(x+1), xe(040), (x,,y,)=(151)

24/x

34.8(x)= 22, xe(-w0) (x,y,)=(151)

]
XX2

35-f(X) = ‘X‘9 xR, (XO’YO)= (' 2;4)

36.Agar F (X) funksiya sonlar o‘qida f(X) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi
bo‘lsa, u holda quyidagi tasdiglarning to‘g‘ri yoki noto‘g‘riligi tekshirilsin:
a) Agar f(X) funksiya davriy bo‘lsa, unda F (X) ham davriy funksiya bo‘ladi.
0) Agar f(X) - toq funksiya bo‘lsa, unda F (X) - juft funksiya bo‘ladi.
B) Agar f(X) - juft funksiya bo‘lsa, unda F (X) - toq funksiya bo‘ladi.

37.Agar j f (X)dx = F(X) + C bo‘lsa, unda ushbu

J‘f(ax+b)dx=iF(ax+b)+C (a0)

tenglikning o‘rinli bo‘lishi isbotlansin.
38.Uzilishga ega bo‘lgan shunday funksiyaga misol keltiringki, uning boshlang‘ich
funksiyasi butun sonlar o‘qida aniglangan bo‘lsin.

Quyidagi funksiyalarning boshlang‘ich funksiyalari topilsin.

39.f(x):|x|, xeR 40.f(x):x|x|, xeR
a1.f(x)=[1+x|-|1-x|, xeR #2.f(x)=(2x-3)-x-2|, xeR
43.f(x):e‘x‘, xe R 44.f(x)=‘shx‘, xeR

2 o
45.f(x): 1-x, arap ‘X‘SI 637.11ca 46.f(x)= max(l;xz), xeR
1-|x, arap x>1 6yuca

47.1 (x) = [x] |sintx |, xX€ [0;+oo)
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Test
L | 2=ty a2 *“;‘)Zc x2—1+c 2x-D*+q (2x+5)' +C
) j(—2sinx+cosx)dx * 2tgx+C Insin x +cos 2sinx—2cos
2cosx+sinx+
3 I(2sinx—cosx)dx * 2tgx +C Insin x +cog 2sinx—2cos
—2c0s x —sin x
4 j(sinx+3cosx)dx * 2tgx+C Insin x +cog 2sinx—2cos
—cosx +3sinx
5 I(2COS2x—l)dx *sin2x—x+C 2cos2x—x+C tgx+C ctgx+C
6 I(sin2x—x)dx ¥ cos2x x| 2cos2x+C tgx+C ctgx+C
. 2 2
7 ‘[2 cos 2xdx * sin2x+C 2cos2x+C 1gx+ C cIgx + C
8 ja"dx * - e +C sinx+C Inx‘+C
’ Ina
9 | Jrdx x 2", e +C 2°+C Inx*+C
: In2
10 I2ezxdx e C e+C —e +C Inx“+C
1 [-aax xa’ . a+C sinx+C | Inx"+C
: Ina
12 I(—e +2x)dx *_ex+x’C e +C —ex+2x>+{ Ine*+C
13, | Je +2dx x¢" o o | e +x+C |sinx+C | Inx'+C
: a
14 j(e"+4)dx * e+C Inx+C e+ C
e +4x+C
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15 I(x+4)2dx_? * x+C Inx+C e +C
(x+4) /3+
16 j(3x2+2x)dx—? * x+C X +C e +C
X +x’+C
17 j(x“+3x2)dx—? * 2x+C S5lx+C 9%’ +C
5
~+xX’+C
18 j3x2dx—? * v 4+ C x+C x+C & +C
xSdx—2? x/ 2x+C 51x+C 92 +C
20 j(x2+x)dx—? * x+C X +C e&+C
3 2
X X
—+—+C
1 * 2x+C XX +x+C | 9x*+15x+C
x® +4x° Jdx =2 x’
j( K —+x'+C
7
29 j(x+cosx)dx—? * sinx+C ¥ +C cose” +C
2
X )
—+sinx+(
2
23 j(x+3)6dx—? * 2x+5+C cosx+51x+H 9x* +C
(x+3)7
—+
7
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Mavzu. Integrallash usullari. Sodda kasrlarni integrallash

32-ma’ruza
Reja
1°.0’zgaruvchini almashtirib integrallash usuli.
2° Bo’laklab integrallash usuli.
3°.Sodda kasrlarni integrallash.

1°. O’zgaruvchilarni almashtirib integrallash usuli.
(1], Theorem 9.12 (Integration by substitution))
Ushbu j f(x)dx anigmas integralni hisoblash talab etilgan bo’lsin. Bunda f(x)

funksiya biror X = (a,b) intervalda aniqlangan va
f(@)=p(g(x) g'(x) (8.6)
ko’rinishda yozilishi mumkin deylik.
Agar ¢(t) funksiya T =(¢,,¢,) intervalda boshlang’ich funksiya ®(r) ga ega
bo’lib, g(x) funksiya X =(a,b)intervalda (bunda g(x)cT7T) differentsiallanuvchi
bo’lsa, u holda

[ f(0)dx = [p(g()g'(x)dx = D(g(x)) +C (8.7)

formula o’rinli .

<Hagigatan, [D(g(x))] = ®'(g(x))-¢'(x) = p(g(x))g'(x). >

Odatda integralni bunday usul bilan hisoblash o’zgaruvchini almashtirish usuli
bilan integrallash deb ataladi.

O’zgaruvchilarni almashtirish usulining muhim tomoni o’zgaruvchilarni juda
ko’p usul bilan almashtirish imkoniyati bo’lgan holda ular ichidan integralni sodda va
hisoblash uchun qulay holga keltiradiganini tanlab olishdan iborat.

xdx

8.3—misol. I (a =const) ni hisoblansin.

x* +a’
<«Berilgan integralda o’zgaruvchi x ni x* +a’ =¢ kabi almashtiramiz. Bunda

2xdx =dt bo’lib ((8.6) va (8.7) ) larga qarang)
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[ v _1 gzlm‘t‘+C=lh1(x2+a2)+C >
X" +a 29t 2 2

8.4—misol. j e™ " sin xdx ni hisoblansin.
<« Bu integralda cosx =t almashtirishni bajaramiz. Natijada —sinxdx=dt
bo’lib,
[ sin xdy = ~[e'dt = —¢' + C = -
bo’ladi. P
2°. Bo’laklab integrallash usuli. (/1/, Theorem 9.10 (Integration by parts) )
Ikki u =u(x) va v=v(x) funksiya (a,b) intervalda uzluksiz u'(x) va v'(x) hosilalarga
ega bo’lsin. Ma’lumki, (6—bob-ning 4—§ ga qarang )
d(u(x) - v(x)) = u(x)dv(x) + v(x)du(x) .
Bu tenglikdan
u(x)-dv(x) =du(x)v(x))—v(x)du(x) (8.8)
bo’lishi kelib chiqadi.
Endi (8.8) tenglikni integrallab topamiz:
[u(0dv(x) = [ d@(ev(x) = [ v(x)du = u(x)v(x) - [ v(x)du
Sunday qilib, quyidagi
[u(0)dv(x) = uCeyv(x) - [ v(x)du (8.9)
formulaga kelamiz. Bu (8.9) formula bo’laklab integrallash formulasi deyiladi.

Bo’laklab integrallash formulasidan foydalanish uchun integral ostidagi ifodani

u(x) hamda dv(x) lar ko’paytmasi ko’rinishida yozib olinadi, bunda albatta dv(x)
hamda v(x)du ifodalarning integrallarini oson hisoblana olinishi lozimligini e’tiborda
tutish kerak.

8.5—misol. j In xdx ni hisoblansin.

Integral ostidagi Inxdx ifodani u =Inx, dv=dx lar ko’paytmasi deb olamiz.
U holda du :ldx, v=x bo’ladi. Bo’laklab integrallash formulasidan foydalanib
X

topamiz:
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J.lnxdx:xlnx—_[xldx:xlnx—x+C:xln£+C >
X

e
. dx oo .
8.6—misol. J = _[ —_— (n=1,2,3...) ni hisoblansin.
"I (P +a?)”
<4Bu integralda
uz%, dv =dx duz—zzLa;xl, V=X
(x"+a”)" (x*+a”)"
bo’ladi. (8.9) formuladan foydalanib topamiz:
dx X x°
J, = = +2n dx 8.10
n J.(XZ +a2)n (x2 +a2)n J.(XZ +a2)n+l ( )
2
Bu tenglikning 0’ng tomonidagi _[ > odx ni
(x"+a)"
x? 1 5 dx
e dx = | —dx—a’ | 5
J.(XZ +a2)n+l J.(XZ +a2)n J.(XZ +a2)n+l
ko’rinishda yozsak, unda (8.10) munosabat ushbu
. =%+2n-Jn —2na*-J,,,
(x"+a”)"
ko’rinishni oladi. Keyingi tenglikdan esa quyidagi
g = a -l 1 (8.11)

. +
" 2na® (X +d®)" 2 a® "
rekurrent formula kelib chigadi.

Ravshanki, n=1 bo’lganda

X
d(+)
le_[ zdx 5 :l a :larctg£+C
X" +a a 1+(f)2 a a

bo’ladi.
n>2 bo’lganda, mos J, integrallar (8.11) rekurrent formula yordamida

topiladi. Masalan:

2=I dx ! X + ! J, = ! X + 13arctg£+C.>
a

(x*+a*)* 2a* x*+a* 24’ 2¢> x*+a* 2a
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3’. Sodda Kasrlarni integrallash. (/1/, Theorem 9.15, (9,7) (9,8) 9,9)

formulalar.) Sodda kasrlarning anigmas integrallarini hisoblaymiz.

1). sodda kasrning anigmas integrali .
xX—da
I 4 dx = A_[d(x @) Aln|x—a|+C.
X—d
2). ( 4 X (m > 1) sodda kasrning anigmas integrali ham tez hisoblanadi:
X—a
Adx d(x—a) m A 1
=4 =Al(x- dix—a)= . +C.
J‘(x—a)'” J‘(x—a)'” I(x ay"d(x-a) l-m (x—a)""
Bx+C . ) ..
3). —————— sodda kasrning (bunda x”+ px+g¢q kvadrat uchhad haqiqiy
X+ px+q
o . . Bx+C . .
ildizga ega emas) integrali I —————dx ni hisoblash uchun avval kasrning
X +px+q

mahrajida turgan x° + px+¢ kvadrat uchhadni ushbu
pY, P
X+ px+q :(x+3) tq=
ko’rinishda yozib olamiz. U holda

I Bx+C dx:j Bx+C

X+ px+q

2
bo’ladi, bunda o’ =g¢ _pT' Bu integralda x+§ =t almashtirishni bajaramiz:

J‘ sz+C dx:BI ztdt2+(C— )I _ Id(t +a )+
X +px+q " +ta t* +a’ t* +a’

d(*
+( —Bpjlj.a:Bln(t2+a2)+(C—Bpjlarctgt+C1:
2 J)a a

2y
a
p
x+4
:ljln(x2 +px+q)+2C;szarctg 22 +C, .
p
2 lg—£— _r
77y 77y

Demak,
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p
I Bx+C dx:gln(x2 +px+q)+

S At 2C-Bp
X'+ px+gq 2 5 p’
1 4

bunda C, ixtiyoriy o’zgarmas.

X+
arctgizz+Cl
q_i

p
\ 4
Bx+C

(m >1) sodda kasrning integrali J, = _[ ——————-dx ni
(x2 + px+ q)

Bx+C
4), —M—
) (x2+px+q)m

hisoblash uchun 3)—holdagidek o’zgaruvchini almashtiramiz: x+§:t. Natijada

quyidagiga ega bo’lamiz:

J = Bx+C dXZJ.

(x2 + px+ q)m

2 2 ’”dx:'[ t*+a*)
(s
[ [ S e e S G (et

Iear

2 2
[ ta r integral ushbu bobning 2—§ ida keltirilgan integ-ral

Bu munosabatdagi

bo’lib, u rekurrent formula orqali hisoblanadi.

Adabiyotlar.
1. Claudio Canute, Anita Tabacco, Mathematical Analysis I, Springer-
Verlag Italia, Milan 2008.

2. Xudoyberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma’ruzalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.
3. Fixtengol’ts G. M. Kurs differentsial 'nogo i integral 'nogo ischisleniya, 1 t.
M. «FIZMATLIT», 2001.
4. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.
Glossariy

1. Bo‘laklab integrallash usuli — integral ostida bir funksiya bilan ikkinchi
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funksiyaning differensiali ko’payib turganda ishlatiladigan usul.

4 , L (m>1) , _BxrC ushbu

xX—a (x—a)"’ ’ x2+px+q

2. Sodda Kkasrlar —

ko’rinishdagi kasr sodda kasrlar deyiladi.
Keys banki

32-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Ushbu
d
J=[—"—. (n=123.)
(x*+a’)

integral hisoblansin.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va
tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);
e toplangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).

32-amaliy mashg‘ulot.

xdx

x*+a’

Misol. _[ (a =const) ni hisoblansin.

Berilgan integralda o’zgaruvchi x ni x°+a” =¢ kabi almashtiramiz. Bunda
2xdx =dt bo’lib ((8.6) va (8.7) ) larga qarang)

| v _1 @:1m\t\+czlm(x2+a2)+c
X“4+a 27t 2 2

Misol. j e“*sin xdx ni hisoblansin.

Bu integralda cosx =¢ almashtirishni bajaramiz. Natijada —sinxdx = dt bo’lib,
je“’” sin xdx = —jetdt =—e' +C=—e""
bo’ladi.
Misol. j In xdx ni hisoblansin.

Integral ostidagi Inxdx ifodani u =Inx, dv=dx lar ko’paytmasi deb olamiz. U

NamDU MATEMATIKA KAFEDRASI 412 Xakimov R.



MATEMATIK ANALIZ I-kurs

holda du :ldx, v=x bo’ladi. Bo’laklab integrallash formulasidan foydalanib
X

topamiz:
1 X
Ilnxdx :xlnx—J.x—dx =xlnx-x+C=xIn—+C
X e
Misol. J, = I zd—xz (n=1,2,3...) ni hisoblansin.
(x"+a”)"
Bu integralda
uz%, dv =dx duz—zzLa;xH, V=X
(x“+a”)" (x"+a)"
bo’ladi. (8.9) formuladan foydalanib topamiz:
dx X x°
J, = = +2n dx . 8.10
n J.(XZ +a2)n (x2 +a2)n J.(XZ +a2)n+l ( )
2
Bu tenglikning 0’ng tomonidagi _[ > odx ni
(x"+a)"
x? 1 5 dx
e dx = | —dx—a’ | 5
J.(XZ +a2)n+l J.(XZ +a2)n J.(XZ +a2)n+l
ko’rinishda yozsak, unda (8.10) munosabat ushbu
. =%+2n-Jn —2na*-J,,,
(x"+a”)"
ko’rinishni oladi. Keyingi tenglikdan esa quyidagi
1 X 2n—1 1
J,., = e (8.11)

. +
" 2na® (xX*+a®)" 2n a®
rekurrent formula kelib chigadi.

Ravshanki, n=1 bo’lganda

X
d(—)
le_[ zdx 5 :l a :larctg£+C
X" +a a 1+(f)2 a a

bo’ladi.
n>2 bo’lganda, mos J, integrallar (8.11) rekurrent formula yordamida

topiladi. Masalan:
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1 X

‘]2:_[ dx

(x* +a*)’ 24> x*+a

2a°

1 X
Jy=—m 5+ arctg—+C.
2a° x"+a 2a a

O’zgaruvchini almashtirish usulidan foydalanib quyidagi integrallar hisoblansin.

J' 6x -7 X
L? 3x* -7x+1
X

dx

S
S.IX\/I —x*dx

J‘arctgzx dx
7° 1+x

J~ dx

9.” XInx ln(ln x)

dx
11.‘[ 1/xil + x}

13 jxe"xzdx

2% .3
15.‘[ 9" -4 o

17.]\/1 —x’dx

I sinX — cos x

dx

19. i/sinx — cos x

jdx

21.7 sinx
dx
23.° chx

x—1
j—z_ _ldx
29X —x

14.° x* +1

I xdx

16, \/1+x2 +\/(1+x2)3

8 I cos’ x~/sin xdx

dx

J' dx dx
20.° sin® x + 2 cos’ x

jdx

22.7 cosx

. 3
sinxcos” x
I ——dx
24,

1+ cos’x
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J- arctg\/_ dx sin 2x dx
550 Ax 1+x 26.. \/25sin® x +9cos® x
4 sin x
I V th I — dx
sin’ x 28. V1+4cosx+ cos’ x
_ . _ _ o 2
Ushbu x=asint, x=atgt, x=asm’t va boshqa trigonometrik

almashtirishlardan foydalanib quyidagi integrallar hisoblansin.

J- dx X2

29. (I‘XZW 30.IVX2—2dX
dx
G Ny

32.
+
L/a de IXJ X dx
33.° a—x 34" \2a-Xx

dx
35.I J(x-a)b-x)

. 2
Ko’rsatma X — 3 = (b - a)sm t

36.I \/(X - a)(b - x)dx

almashtirishdan foydalanilsin.

x =asht, x=acht

Ushbu va boshqa giperbolik almashtirishlardan

foydalanib quyidagi integrallar hisoblansin.
x2
[2 2
37.j a” +x"dx I dx

38. 32 + X2

X—a dx
39.‘[ \/;dx 40.‘[ \/(X + a)(x + b)
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Ko’rsatma,

41.1\/(X + a)(x + b)dx

x+a=(b—a)sin’t

almashtirishdan foydalanilsin.

Bo’laklab integrallash usulidan foydalanib quyidagi integrallar hisoblansin.

" [xsinxdx
i [x"Inxdx (n=-1)
| x’e™ dx
i [arctgxdx

50 j sinx ln(tgx)dx

j e™ cosbxdx
52.

s4 I Jx -In® xdx
56 I X- (arctgx)2 dx

j x’shx dx
58.

X
j > dx
60.° €COS” X

Quyidagi L, (n € N)

I, =J‘X“eaX dx, a=0
62.

i, j xe " dx
arcsinxdx
45.j

arcsin x
AT 4

47 X

49.j 1n(x +V1+x2 )dx

51 j cos(ln x)dx

53 j e sinbxdx
s jezx .sin? xdx

1+x
1-x

2
j (ln_x) dx
59. \ X

I arctg(e") d

1 d
57.J‘xn X

X

X

61. ¢

integrallar uchun rekurrent formulalar topilsin.

3 1o = [In" xdx
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dex

\/X +a

:Icos“xdx, n>2

64.1n:jx In" xdx, a=#-1

=Isin“xdx, n>2

I I
66. " 67. "

dx
In=j - , N>2
68. sin” x

Quyidagi tengliklar hisoblansin.

dx 1 X
69.‘[ T, =;arctg;+C (a=0)

b

a+x

J- dx il

0. a’—-x> 2a +C (a#0)

b

a—Xx

d 1
71.J‘a;(i—xx2= iiln‘az ix2‘+C

= arcsm *+C (a>0)

Rt

IL=
73.” Vx' £a’

=tva’+x’ +C

b

ln‘x +Vx*+a’

+C (a>0)

J- xdx
74 Na'tx’
2
I az—xde:gx/az—xz +a7arcsin§+C (a>0)
75.

a

b

2

X a
I\/xz iazdx:ix/xz +a? i—ln‘x+ x:+a?
76.

2

+C

69—76 misollardagi tengliklardan foydalanib quyidagi integrallar hisoblansin.

dx
779 x> +x+1 78.° x' —2x* -1

1 d
J-x+ j4xx
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3

I x dx
799 x* —x* +2
dx
b#0
81. a+bx2 ( )

J- dx

83. 2X2—X+2

xdx
gs.” V1-3x* —2x*

dx

87.j Vx> +x+1

dx

89.I(X_1)VX2 -2
91.j\/2+X+X2 dx

j dx

80.° sinx+2cosx+3

dx
82.J‘ \/1 —2x— X2

dx
84.J‘ \/5+X—X2

COS X
dx

g6 V1+sinx + cos® x

dx

ss.J‘(x+1Nx2 +1
90.j\/2+x—x2 dx

x> +1

92.I XV X4 +1

dx

Noma’lum koyeffitsentlar usulidan foydalanib quyidagi integrallar hisoblansin.

dx
93. (X + 1)(X - 2)

j 2x+11
95.° x> +6x+13

I3x3—5x+8 <

97.° x'—4

J~ xdx
99 (X + 1)(X + ZXX + 3)
dx

11, (x+1)(x* +1)

j xdx
94.° 2x* —3x -2

x’ —5x+9
[rosxe9,
96.° X —5x+6

I x2dx
08.° X’ —6x+10

j xdx
100. x}—3x+2

xdx
102, (x+1)x* +1)
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2
X
dx
103.‘[()(2 - 3x+ 2)

j xdx
105.° x> —1

(3x2 — 2)xdx

107.1 (x+2)}(3x* —2x+4)

x> +2x> +3x+4
I dx

109. x* +x3 +2x°

I(3X +x+3

s -1 +1)X

X3
X 4
113.'[ (x=1)" i

IX2+1dX

1s.° x* +1
1-x’

117.‘[ x‘1+ x idx

dx
J‘)(6+1

119.

J'dX
3

104.” x* +1
J- dx
105. (x + 1)2 (x2 + 1)
x2dx _
108, (x+1)(x* +1)

d
j4 3X

110.° X" —=x"  —x+1

(x4 + l)dx

112.I (x-1)x-1)

dx
J‘x"—l

114.

J~ dx

116. (x + 1)(1 + x2X1 + x3)
Xll

113,I x* +3x* +2 dx

dx
J‘)(6—1

120.
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Test
j3x2dx—? X+C x+C | X*+C e +C
jxédx_? x7 2x+C 51x+C 9x2+C
—+C
7
j(x2+x)dx—? 32 x+C | ¥+C e +C
T4
2
T, 2x+C | x*+x+Q 9x* +15x
—+ X +(
j(x6+4x3)dx—?
j(x+cosx)dx—? . sinx+( x*+C cose’ +(|
—+SIn X 4
j(x+3)6dx—? (x+3)7 2x+54 cosx+51] 9x* +C
+
7
1 X x+C | X¥’+C | e +C
_‘-(XZJF 2 jdx_? —41gx+
cos’ x 3
j(sinx+4x3)dx—? cosx+x 4 2x+C | X¥*+x+C 9x* +15x
2 1 2 X
.‘-(2“’ .12 )a’x—? x° —ctgx 4 smx+( x*+C cose” +(|
sin® x
1 x4 2x+54 cosx+51] 9x* +C
J-(x3+l zjdx_? —+arctg
+X 4
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Mavzu. Ratsional funksiyalarni integrallash
33-ma’ruza
Reja
1°. Algebraning ba’zi ma’lumotlari va tasdiglari

2°. Ratsional funksiyalarni integrallash.

1°. Algebraning ba’zi ma’lumotlari va tasdiglari.
Biror
P(x)=a, +ax+a,x* +...+a,x" (8.12)
ko’phad berilgan bo’lsin, bunda a,,a,,qa,,...,a, o’zgarmas haqiqiy sonlar,
a, #0,ne N esa ko’phadning darajasi.

Ma’lumki, biror a € R son uchun P(a)=0 bo’lsa a son P(x) ko’phadning
ildizi deb ataladi. U holda Bezu teoremasiga ko’ra P(x) ko’phad x-a ga qoldigsiz
bo’linib, u quydagii

P(x) = (x —a)Q(x)
ko’rinishda ifodalanadi, bunda Q(x)-(n—-1)— darajali ko’phad.

Agar (8.12) ko’phad (x—a)* (ke N) ga qoldigsiz bo’linsa, a son (8.12)

ko’phadning £ karrali ildizi bo’ladi. Bu holda P(x) ko’phadni ushbu
P(x)=(x—a)" - R(x)
ko’rinishda ifodalash mumkin, bunda R(x)— (n— k)—darajali ko’phad.

Agar z=a+iff kompleks son P(x) ko’phadning ildizi bo’lsa, u holda
z=a—if kompleks son ham bu ko’phadning ildizi bo’ladi. Shuningdek, z=a +if
son P(x) ning k karrali ildizi bo’lsa, z=a —if son ham bu kop’hadning £ karrali
ildizi bo’ladi.

Demak, P(x) ko’phad z=a+if komplaks ildizga ega bo’lganda uning
ifodasida (x-z) ko’paytuvchi bilan birga x-z ko’paytuvchi ham gqatnashadi.
Bunday holda P(x) ko’phadning ifodasida quyidagi

(x—2)(x—2) =[x (@ +ip)|[x— (@ —-if)]= x* —2o0x+a’ + * = x* + px+q
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(p=-2a,g=0a’+p)
kvadrat uchhad ko’paytuvchi bo’lib qoladi.
Faraz qilaylik,
P(x)=a, +ax+a,x’ +..+a,x"
ko’phad berilgan bo’lib, ¢,,a,,...,a, lar uning mos ravishda 4,,4,,...,4, karrali haqiqiy
ildizlari z,z,,...,z, z=0, +ir, ( j= l,2,...,s) lar esa ko’phadning mos ravishda
Y1,74s-7, Karrali ko’mpleks ildizlari bo’lsin. Bu ko’phadni ining ildizlariga ko’ra

ko’paytuvchilarga ajratish haqidagi ushbu teoremani isbotsiz keltiramiz.

2—teorema. ([1), Theorem 9.15, 312-bet)  Har qanday n-darajali
P(x)=a, +ax+a,x’ +..+a,x" ko'phad (a,,a,,a,,...a,— o’zgarmas hagqiqiy sonlar,

a, #0) ushbu

P(x)= (x_al)l1 (x_az)l2 ---(x_ak)/lk '(x2 "'plx"'%)y1 (x2 + pzx"'%)y2 ---(x2 + pkx"'Qk)yS
ko 'rinishda ifodalanadi, bunda

M+ +o A+ 2y, +y, +o oty ) =0

bo’lib, x* + p;x+q,=0 (j=12..,5) tenglamalar haqiqiy ildizga ega emas.

Sodda kasrlar. To’g’ri kasrlarni sodda kasrlar orqali ifodalash.

Ushbu

A Bx+C
(x—a)" ’(xz + px+q)"

(m=123..) (8.13)

ko’rinishidagi kasrlar sodda kasrlar deb ataladi, bunda 4,B,C hamda a,p,qlar
o’zgarmas sonlar, x” + px+¢ kvadrat uchhad esa haqiqiy ildizga ega emas.
Ma’lumki, qiyidagi
P(x)=a, +ax+a,x’ +...+a,x"
va
O(x)=b, +bx+b,x* +...+b,x"
ko’phadlarning (a,,aq,,a,,....a,,b,,b,,b,,....b, 0’zgarmas sonlar n e N,v € N ) nisbati

P(x)  a,+ax+a,x’ +..+a,x"
Q(x) by +bx+b,x* +..+b x"
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kasr ratsional funksiya deyiladi, n <v bo’lganda esa u to’g’ri kasr deb ataladi.
Har ganday to’g’ri kasr (8.13) sodda Kkasrlar orqali ifodalanadi. Buni

isbotlashdan avval, ikkita lemma keltiramiz.

1—lemma. Agar gix; to’g’ri kasr mahrajidagi Q(x) ko’phad ushbu
X
O(x) = (x—a)" 0 (x) (meN)
ko’rinishda bo’lib , Q,(x) ko’phad esa x-«a ga bo’linmasa, u holda berilgan to’g’ri
kasr quydagi
P(X) _ Am Am—l Al + Pl(x)

00 G-a) - Tia o

ko’rinishda ifodalanishi mumkin, bunda 4,,4,....,4,, o0’zgarmas haqiqiy sonlar, P, (x)

ko’phad.
P(x) y s ) . y e ) )
< 000 to’g’ri kasrni quydagi ko’rinishda yozib olamiz.
X

o) (x-)"0(x) (x-a)" (x—a)"Q,(x)
Ravshanki, (8.14) munosabatlardagi P(x)—4,0,(x) ayirma 4, songa bo’g’lig. Bu
sonni shunday tanlab olamizki, natijada P(x)—4,0,(x) ko’phad x—«o ga bo’linsin.
Buning uchun
P(a)—-A4,0 () =0
tenglik o’rinli bo’lishi kerak. Demak,

_ P(@)
" 0 (a)

deb olinsa, u holda P(x)—- A4, 0,(x) ko’phad x—«a ga bo’linadi.
Shunday qilib,
P(x)=4,0,(x) = (x—a)- P, (x)
bo’ladi, bunda P, (x)—ko’phad .
Natjada (8.14) munosabat quydagi
Pe)__ 4, ., P

m

= - (8.15)
O(x) (x-a)" (x-a)" 0 (x)
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ko’rinishga keladi, bunda 4, son yuqoridek aniglanadi.
Endi

P® A, B®-4,,00
-0 (x-a)"  (x-a)" O ()

tenglikning o’ng tomonidagi 4, , sonni shunday tanlab olamizki, P, (x)—-A4, 0, (x)

ko’phad x—a ga bo’linsin. Buning uchun
Pm ((Z) - Am—lQl (a) = O

tenglik o’rinli bo’lishi kerak. Demak,

_b,(a)
" 0ia)
deb olinsa, u holda P, (x)-4, ,0,(x) ko’phad x—«a ga bo’linadi. Shunday qilib,
B,(x)-4,,0,(x)=(x-a) P, (x) (8.16)

bo’ladi, bunda P, _,(x) — ko’phad.
(8.15) va (8.14) munosabatlardan topamiz:

P(X) _ Am + Am—l + Pm—l (X)

= — - : (8.17)
0) (x—a)" (x=a)"" (x-a)""0(x)

Xuddi shunga o’xshash har gal Px) kasrni ifodalovchi tenglikning 0’ng tomonidagi

O(x)
oxirgi hadidan, yuqoridagidek ( 4 ) qismini ajratib topamiz:
X—a
e N "
(x-a)""0,(x) (x-a) (x—a)" "0 (x)
va h.k.
P, (x) _ 4 n A (x) (8.19)

x-a) Q(x) x-a O
(8.17), (8.18), (8.19) tengliklardan

P(x) 4, A4, 4, P (x)
= +...+ +
0@ @x-a" (x-a)" x—a Q(x)

bo’lishi kelib chigadi. »
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P(x)

(x)

2—lemma. Agar to’gri kasr maxrajidagi Q (x) ko’phad

0 (x)=(x"+px+9)" 0 (%)
ko’rinishga ega bo’lib (x°+ px+¢q kvadrat uchhad haqiqiy ildizga ega emas),
0,(x) ko’phad x*+px+qg ga bo’linmasa, u holda berilgan to’gri kasr quydagi
ko’rinishda ifodalanishi mumkin:

PL)_ B+C, | B(0+C,, | | BM+C AW
O(x) (FP+px+q) FC+px+q)  XF4pr+qg 0(x)

bunda B,,B,,....B,, C,,C,,...,C, o’zgarmas sonlar, P,(x) ko’phad.

< P(x) to’g’ri kasrni quydagicha yozib olamiz:
O(x)
P(x) _ P(x) __ Bx+C, P®)-(B,x+C,)0 ()

0() (F+px+q)'Q(x) (F+pr+q) (X +pr+q) ()
Bu tenglikdagi
P(x)~(B,x+C,) 0,(x) (8.20)
ko’phad B, va C, sonlarga bog’liq. Endi B, va C, sonlarni shunday tanlab
olish mumkinligini ko’rsatamizki, natijada (8.20) ko’phad x* + px+¢ ga bo’lin-sin.

Avvalo P(x) va Q,(x) ko’phaglarning har birini x* + px+¢ kvadrat uchhadga bo’lib

topamiz:
fi :R(x)+2‘zl"7+bl
tpx+ + px+
EPN T (8.21)
G R T P LR
X +px+q X +px+q
bunda R(x) va S(x) —ko’phadlar. U holda
P(x)-(B C
(X) (2 nx+ n)Q] (X) = 2 P(X) _(an+Cn)2Q]7(-X):
X +px+q X +px+q X +px+q
—(B
=R(x)—(B,x+C,)S(x)+ ax +b, (2 X+ CIax+b,)
x>+ px+gq
B -B B _
=R(x)—(B,x+C,)S(x)+B,a, +(a] +B,pa, +C,a, : b))x+B,qa, +b —C,b,
x>+ px+gq

bo’ladi. Bu tenglikdan ko’rinadiki P(x)—(B,x+C,)Q,(x) had x*+ px+¢q ga bo’linishi
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uchun x ning barcha qiymatlarida
(a,+B,pa, +C a,—-B b,)x+ B, qa,+b —-Cb, =0,
yani

{Bn (a,p—b,)-C,a,+a, =0,

(8.22)
B,a,q—-Cb,+b =0

bo’lishi kerak. B, va C, larga nisbatan (8.22) sistemaning determinanti

a,p—b, -—a,

D= #0

a,q —b,
bo’ladi. Buni isbotlaymiz. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni
D=—b2(a2p—b2)+a22q=0 (8.23)
bo’lsin.
Agar a, =0 bo’lsa, unda b, =0 bo’lib, natijada (8.21) dan Q,(x) ko’phad
x> +px+q ga bo’linishi kelib chigadi. Bu esa Q,(x) ko’phad x*+px+q ga
bo’linmaydi deb olinishiga ziddir. Demak, a, # 0. Bu holda (8.23) tenglik ushbu

2
(el
a, a,
ko’rinishni olib, _b haqiqiy son x*>+ px+¢ =0 tenglamaning ildizi bo’lishini
a,
ko’ramiz. Bu esa x>+ px+¢ kvadrat uchhad haqiqiy ildizga ega bo’lmasin deb
olinishiga ziddir. Demak, (8.22) sistemaning determinanti noldan farqli ekan. U

holda, bu sistemadan yagona B, va C, sonlar topiladi. Bu sonlarni (8.20) ga

P(x)

qo’ysak, natijada P(x)—(B,x+C,)Q,(x) ko’phad x*+ px+g ga bo’linib, 000 kasr
X
esa ushbu
P(x) P(x) _ Bx+C, N P (x) (8.24)

0w (F+pr+q)' Q) (F+prtq) (F+prte) O
ko’rinishga keladi, bunda P,(x) —ko’phad.
Xuddi shu yo’l bilan
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Pn (X) Bn—l'x + Cn—l Pn—l (X)
- = —+ — , (8.25)
(P +px+9)"0(x) (P +px+g)" 7+ px+9)" 0 ()
Pn—l (X)_ — Bn—2x + Cn—2_ + Pn—2 (X)_ (826)
(P +px+9)"0(x) (P +px+g)"? (X +px+q)70(x)
va hokozo
PZ(x) _ B1x+Cl + Pl(x) (827)

(C+px+q) O(x) X +prig O(x)
bo’lishi topiladi. (8.24), (8.25), (8.26), (8.27) tengliklardan
P (x) B x+C, B, x+C, | Bx+C, P(x)
= + +.o.+ +
O (x) (*+pr+q)" (+pitg)" X+pitq O (x)
bo’lishi kelib chigadi. »
3-teorema. (/1], Theorem 9.15, 312-bet) Har ganday to’g’ri kasr soda kasrlar

yig'indisi orqali ifodalanadi.
P(x)
0(x)

< to’g’ri kasr bo’lsin. O(x) esa n— darajali ko’phad bo’lib,

O(x)=(x—a)" -(x—a,)" ...(x—a, )" (x* + P X+
+q)" (F + pyx+g)"” (3 +pxtg)"
bo’lsin, bunda
no+n,+...+n, +2m +my,+...4+m)=n
bo’lib, x>+ p ;x+q, (j=12,...,10) kvadrat uchhadlar haqigiy ildizga ega emas.

P(x)
O(x)
P(x) P(x)
O(x) (x—a)"...(x—a)" (x> +px+q)" ...(x> + px+q,)"

to’g’ri kasrni quydagi

ko’rinishda yozib, bu tenglikning o’ng tomoniga l—Ilemmani bir necha marta

(n, +n,+...+n, marta ) qo’llanib topamiz:

Px)_ 4 4, 4 A 4.,
( ): ot T T o T
Olx) (x—a)) (x—a,) x—o; (x-a,) (x-a,)
47 4, 4, 49 AW
+ +ot — + — ... + :
X—a, (x—a)"  (x—a)" x—a, Q(x)

bunda
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O(x) =(x"+ px+q)" (x* + px+q,)" ..(x* + px+g)".

Endi A kasrga 2—lemmani bir necha marta qo’llab, topamiz:

O (x
R(x) _ AX) _
0,(x) (P +px+q)" (P +px+q,)" (X +px+g)”
e e R (1ov U
_(x2+p1x+%)ml (x2+p1x+%)ml_l x2+p1x+q1 (829
BYx+C  BRxec, BUxrC?
(FC+px+g)"  (CHpx+g)” T X apxtq,
B,)x+C,) BY x+C\, BOx+CY

m;—1

+ - .
(x> +px+q)" (X +px+q)” x>+ px+g,

(8.28) va (8.29) munosabatlardan teoremaning isboti kelib chigadi. »

Yugorida isbotlangan teoremadagi o’zgarmas sonlarni boshqacha — noma’lum

P(x)
(x)

koeffitsientlar usuli deb atalgan usul bilan ham topish mumkin. Bunda to’g’ri

kasr noma’lum koeffitsientlari bo’lgan sodda kasrlarga yoyilib, so’ng tenglikning o’ng
tomonidagi sodda kasrlar yig’indisi umumiy maxrajga keltiriladi.
Natijada
P(x) _ R(x)
0 0k

tenglik hosil bo’ladi va undan barcha x lar uchun o’rinli bo’lgan P(x)= R(x)

tenglik kelib chigadi. Bu tenglikning har ikki tomonidagi x ning bir hil daragalari
oldida turgan koeffitsientlarini tenglashtirib, sistema hosil gilinadi.
-1
2

to’g’ri kasrni soda kasrlarga ajratilsin.
X —5x+6

8.7—misol.

<« Bu kasrning maxraji x> —5x+6=(x—-3)(x—2) bo’lgani uchun teoremaga

ko’ra
2x—1 A B
2 = +
x"=5x+6 x-3 x-2

bo’ladi. Uni
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2x-1 A4 N B A(x-2)+B(x-3)
x*=5x+6 x-3 x-2 (x—=2)(x-3)

ko’rinishda yozib, ushbu

2x—1= A(x=2)+ B(x—3) yoki 2x—1=(A4+B)x—(24+3B)
tenglikka kelamiz. Ikki ko’phadning tengligidan foydalanib, 4 va B larga nisbatan
ushbu

A+B =2
24+3B =1 (8.30)

sistemaga kelamiz. (8.30) dan 4 =5, B=-3 bo’ladi. Shunday qilib, berilgan to’g’ri

kasr sodda kasrlar orqali quyidagicha ifodalanadi:

2x -1 5 -3
5 = + .
x"=5x+6 x-3 x-2

2°. Ratsional funksiyalarni integrallash. (/1], 9.2.1 Integrating rational
maps, 310-bet) Ma'lumki, ratsional funksiya ikkita P(x) va Q(x) butun ratsional

funksiyalar nisbatidan iborat:

P(x)
Sx)=——
O(x)
P(x) ) o , . e
Agar = noto’g’ri  kasr bo’lsa, uning butun gqismini ajratib, butun
X
ratsional funksiya hamda to’g’ri kasr yig’indisi ko’rinishida quyidagicha ifodalab
olinadi
PO _ iy s B
O(x) O, (x)
U holda
[/ @)ax = j (") = [ R(x)dx + j 1( ) (8.31)
bo’ladi.

(8.31) munosabatdagi j R(x)dx integral butun ratsional funksiya (ko’phad) ning

integrali bo’lib, u oson hisoblanadi.

To’g’ri kasrni integrallash uchun avval bu kasrni 3—teoremadan foy-dalanib,
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sodda kasrlar orqali ifodalab olinadi, so’ngra ularni 3°—bandda ko’rsatilgandek

integrallanadi.
8.8—misol. _[ 4dx ni hisoblansin.
x =1
dlIntegral ostidagi — " kasrni sodda kasrlarga ajratamiz:
x f—
1 1 A B Cx+D
+

= = +
=1 (x=-Dx+DE*+1D) x-1 x+1 x> +1
Bu tenglikni quyidagicha yozib olmiz:

1 Ax+D*+1)+ B(x—D)(x* +1)+(Cx + D)(x* - 1)
xt-1 (x=D(x+ (x> +1)

U holda
1=A(x+D(x* +1)+ B(x -D(x* +1) + (Cx + D)(x* - 1)
ya’ni
1=(A+B+O)x’ +(A-B+D)x* +(A+B-C)x+(A-B-D)
bo’ladi. Natijada 4,B,C,D larni topish uchun

A+B+C =0,
A-B+D =0,
A+B-C=0,
A-B-D=1.

sistemaga kelamiz. Bu sistemani echib,

bo’lib,
x—1

x+1

dx 1 dc 1 dc 1 dx 1
Ix4—1_4' -1 4’I g B

B x+1 29341 4

— ; arctgx+C

bo’ladi. »
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Glossariy

1. n-darajali ko‘phad - P(x)=a,+ax+a,x’+..+a,x" ushbu ifodaga n-

darajali ko‘phad deyiladi.

2. Ratsional funksiya — ikta ko‘phadning nisbatidan tashkil topgan funksiyaga
ratsional funksiya deyiladi.

Keys banki

30-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Ushbu

3x+1
1= '[ 1+x

integral hisoblansin.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqglar:
e keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va
tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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33-amaliy mashg’ulot

1.Sodda kasrlar va ularning integrallari. Ushbu

1) X‘é = (A =const, a= const),
2) A ) (A =const, a=const, n= 2,3,...),
(x—a)
Mx+ N _ 2
X’ +px+q (M’N’p’q =const, p°-4q< 0),
4 Mx+ N
(x2 +px + q)"

(M,N,p,q =const, p’—4q<0, n= 2,3...)

kasrlar sodda kasrlar deyiladi. Ularning integrallari quyidagicha bo‘ladi:

| A dx = Aln[x—a|+C;
X—a

jﬁdx - (n_l)(‘:_ i (n#1):

M M
IZ)(—+Ndx=—ln(x2+px+q)+—23rctg—2+C;
X +px+q 2 p’ p’
1 4 1 4
Mx + N X_M(Xz+px+q)1_n+
(x2+px+q)n 2 I-n
M

+(N— P dx (n=23,

Moo

Keyingi integral 29- mavzuda keltirilgan rekkurent formula yordamida hisoblanadi.
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2. Ratsional funksiyalarni integrallash. Ushbu

f(x) _agtax+ax +..+ax’
b, +bx+b,x*+..+b_x"

ratsional funksiyaning integrali I f (X)dX quyidagicha hisoblanadi:

agar M= m bo‘lsa, kasrning butun qismini ajratib, uni butun ratsional
funksiya va to‘g‘ri kasr yig‘indisi ko‘rinishida yozib olinadi. Ravshanki, butun
ratsional funksiyaning integrali oson hisoblanadi.

Ma’lumki, har ganday to‘g‘ri kasr sodda kasrlar yig‘indisi sifatida ifodalanadi.
Demak, to‘g‘ri kasrning integrali sodda kasrlarning integrallariga keltirib hisoblanadi.

Misol. Ushbu

2x° +6x° +1
I=j x* + 3x? dx

integral hisoblansin.

<«Integral ostidagi kasrning suratini maxrajiga bo‘lib, butun qismini ajratamiz:

2x° +6x° +1 1
=2x+

x* +3x? x! +3x?

so‘ng bu tenglikning o‘ng tomonidagi to‘g‘ri kasrni sodda kasrlarga yoyamiz:

1 1 ___A_B Cx+D

= +
x* +3x? xz(x2+3) X x* x’+3

*)

Bundan
1= Ax(x* +3)+B(x* + 3)+ (Cx + D)x* = (A + C)x* + (B + D)x* + 3Ax + 3B
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,

A+C=0, B+D=0, 3A=0, 3B=1.

Keyingi tenglikdan esa
1 1
A=0, B=—, C=0, D=-—
3 3

bo‘lishini topamiz. (*) tenglikka ko‘ra
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11 1
x(x?+3) 3x? 3(x*+3)

bo‘ladi. Endi berilgan integralni hisoblaymiz:

2x° +6x° +1 1 1 1
‘[ x! +3x? dX:j(2X+X4 +3X2)dX=J‘|:2X+3X2 _3(X2 +3):|dX=

2

X —L—Larct i+C >
3x 3\/5 g\/g '

Misol. Ushbu

I=I 3x+1 dx

x(l + XZ)Z

integral hisoblansin.

<«Integral ostidagi kasrni sodda kasrlarga yoyamiz:
3x+1 A+BX+C+ Dx+F
I 2 2
X(1+X2) x I+x (1+X2)

Umumiy maxrajga keltirib topamiz:

3x+1=A1+x2) +(Bx+ C)x(1+x*)+ (Dx + F)x =
=(A+Bx'+Cx* +2A+B+D)x* +(C+F)x+A.
A,B,C,D,F lami topish uchun quyidagi

(A+B=0
C=0
<2A+B+D=0
C+F=0
A=1

sistema hosil bo‘ladi. Bu sistemani echsak,
A=1, B=-1, C=0, D=-1, F=3
bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, integral ostidagi funksiya
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3x+1 =1_ X +—X+3
X(1+X2)2 x 1+x* (1+X2)2

bo‘ladi. Uning integralini hisoblaymiz:

3x+1 xdx xdx dx
I= j(1+—)dx—j 1+x2_j(1+x2)2+3‘[(1+x2)2_
=ln"“_%ln(l+xz)+211:&2 +3j(1f%)2

Keyingi tenglikning o‘ng tomonidagi integralni 2-§ da keltirilgan rekkurent
formulaga ko‘ra topamiz:

dx 1 X dx

) e LR e A o

X 1
= N +Earctgx+C
X

Demak,
3x+1 3x+1 3

;(H—X)dx = In[x| ——ln(l +X )+E(x2—+1)+ Earctgx+ C»

Noma’lum koeffitsientlar usulidan foydalanib quyidagi integrallar

hisoblansin.

LI(“SZKX— 2) 2 2x’ fchx— 2
| Xzix6;1+113 i “J %dx
| 3X3X; f)r “ax s ;i): 10
6'j(x+1)(x+2)(x+3) 7J‘$
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dl (x+1()i();2 1) gl (X+1X)((ij2 +1)
1&j(xz_§x+2)1“ lljx +1

nf 5% o )
14 (x + (2)x(3;22)x(;>; +4) 15 (x+ )1()2&); +1)
1o XN R

3x’+x+3 (x +1)dx

18.‘[ (X —1)3 (X2 + 1)dX P I(X 1)()(4 1)

20] YW 2ij4x
x2 +1
22. jx +1 23.I(X+1)(1+X2X1+X3)
1-
24.IX 1+XX7 dx ZS.I x® + 3x* +2dX
d d
2ajx6jl 21jx6f1

Quyidagi integrallar Ostrogradskiy usulidan foydalanib hisoblansin.

xdx

2. (x=1)'(x+1) S fen- (« +1)

x2dx

3 (X2 +2x + 2)2

30j(

X +1)

dx

33] x? +3x-2

31[——95——
(X4+1)z . (X—l)(X2+X+1)2
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Test
fdx In|x+1|+C In|x+1|+C In(x+1)+C 2In(x+1)+C
x+1
rodx | arcgx+C ln‘x2+1‘+C In(x*+D)+C | 2In(x*+1)+C
x> +1
2 2 2
2dx —9 larctg£+C ln‘x +9‘+C ln‘x +3‘+C 2In(x"+3)+C
X +9 3 3
2xdx _, ln‘x2+9‘+c larctg£+C 2In(x* +3)+ C | In|x* +3|+C
x> +9 3 3
2 2 2
X dx =7? lln‘x3+9‘+C 2In(x"+3)+C larctg£+C Injx™ +3]+C
X +9 3 3 3
. 2 2
2dx 9 1 |X+1|+C ln‘x —1‘+C larctg£+C In|x* +9|+C
x =1 |x— | 3 3
2 2
Jgdx =7 lln‘xz—l‘+C ln‘x _1‘+C larctg£+C Inx +1‘+C
x —1 2 3 3
2
2dx 7 =1 —ln|x+a|+C —ln|x+1|+C larctg£+C In|x +9‘+C
X" —a |x a| 2a |x—| 3 3
X +a a a
'@:9 —1+C ln‘x2‘+C arctgx +C lnx2+a2‘+C
It X
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Mavzu. Ba’zi irratsional funksiyalarni integrallash.

Trigonometrik funksiyalarni integrallash
34-ma’ruza
Reja
1°. R(x,y(x)) ko’rinishidagi funksiyalarni integralash.
2°. Binominal differensialni integrallash.

3°. Trigonometrik funksiyalarni integrallash.

1. R(x,y(x)) ko’rinishidagi funksiyalarni integralash. (/I/ Integral
calculus 1, 299-bet) Ushbu
[ RCx, y(x)) dx (8.32)
integralni garaylik, bunda  R(x,y(x)) funksiya x va y(x) larning ratsional
funksiyasidir .
Agar y(x) funksiya x ning ratsional funksiyasi bo’lsa, ushbu
[ Rz, y(x))dx
integral ratsional funksiyaning integrali bo’ladi.

Agar y(x) funksiya x o’zgaruvchining ratsional funksiyasi bo’lmasa, u
holda ravshanki, R(x,y(x)) ham x o’zgaruvchining ratsional funksiyasi
bo’lmaydi. Bu holda x o’zgaruvchini almashtirish yordamida R(x,y(x)) ni
ratsional funksiyaga keltirish masalasi kelib chiqadi . Agar biz shunday x=¢(¢)
amashtirish  topsakki, natijada x=¢(), y(x)=y(p()) lar ¢ ning ratsional

funksiyalari bo’lsa, (bunda x'=¢’'(r) ham ratsional funksiya bo’ladi ), u holda
[ RCx y(edx = [ RUp(2), (p(8)) - @' ()t
bo’lib , I R(x,y(x))dx integralini hisoblash ushbu
[ RUo(0). 7)) ¢' ()

ratsional funksiyaning integralini hisoblashga keltiriladi .

Endi y(x) funksiyaning ba'zi bir muayyan ko’rinishga ega bo’lgan
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hollarini garaymiz :

1). (8.32) integralda

ax+b
ex+d

y(x) =y

bo’lsin, bunda a,b,c,d o’zgarmas sonlar, ne N. Bu holda (8.32) integral
quyidagi

ax+b

[R(x,n )dx (8.33)

cx+d

ko’rinishni oladi . Bunda «,b,c,d sonlardan tuzilgan determinant noldan farqli,

ya'ni
a, b
A= ‘ #0
c, d
deb qaraymiz . Agar
a, b
A- ‘:0
c, d
bo’lsa, a va b sonlar c¢,d sonlarga proporsional bo’lib , ax+2 nisbat x ga
CcX +

ax+b
cx+d

bog’liq bo’lmaydi va R(x,z ) funksiya x o’zgaruvchining ratsional

funksiyasi bo’lib qoladi. Bu holda (8.33) integral avval o’rganilgan integralga

keladi. Shunday qilib, keyingi mulohazalarda A #0 deymiz.
(8.33) integralda

P ax+b
cx+d
almashtirish bajaramiz. Natijada
ax+b dt" —b
[=n R X = = (D(t)
cx+d a—ct"
_ n—1
dx = (D'(t)dt :M dt
(a—ct")

bo’lib, (8.33) integral ushbu
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ax+

-b ~ (ad - bc)nt"™"

, —dt
—ct” (a—ct")

[RGA v = [Rp(0).0) 9’01 = | R(

ko’rinishni oladi .
Demak, qaralayotgan

ax+b

IR(x,

dx
cx+d)

_ n—1
integralni hisoblash ushbu R( b, t)(ad bc)nzt
a—ct" (a—ct™)

ratsional  funksiyaning

integralini hisoblashga keladi .
8.9—misol . Ushbu

J~1+xdx
l-x1-x

integral hisoblansin .

<« Bu integralni hisoblash uchun

1+x
t=.—=
1-x

deb olamiz. U holda

2_
x=t 1 = 4tdt

2417 (1? +1)*

1+x dx 2 dt
I\/1 x1 _'[t 1

bo’ladi. Natijada berilgan integral uchun topamiz :

I1}1+x & _ Itdt —2t—2arctgt+C:21/1+—x—2arctg1/1+—x+C. >
I-x1 t”+1 I-x I-x

Quyidagi

bo’lib ,

IR(x,(ax+b)“,(ax+b)’2,... ax+b) )g, (8.34)

cx+d cx+d cx+d

integralni qaraylik. Agar r,r,,...r, ratsional sonlarni umumiy m maxrajga

n

keltirib , (8.34) integralda
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ax+b
mj
cx+d

almashtirish bajarilsa, natijada (8.34) integralni hisoblash ratsional funksiyani

integrallashga keladi.
8.10—misol. Ushbu

7

&

integral hisoblansin .
<« Bu integralda ¢ = ¢/x almashtirish bajaramiz . Natijada
x=t%, dx=6f dt
bo’lib, berilgan integral uchun topamiz:

£ dt P

dx 1 P /
I&+%:6jt+l:6I((t2_t+l)_t+1}dt:6(3—2+f—hlf+l]+cz

=6(f—f+%—1n%+1)+C=2&—3%+6%—6ln%+1+c >
2). (8.32) integralda y = y(x) =+ax> +bx + ¢ bo’lsin, bunda a,b,c 0’zgarmas
sonlar bo’lib, ax®+bx+c kvadrat uchhad teng ildizlarga ega emas. (8.32) integral
quyidagi
[ RGxax’ +bx+c)x (a+0) 8.35)
ko’rinishda bo’ladi.

Quyida keltiriladigan uchta almashtirish yordamida (8.35) integral ratsional

funksiya integraliga keltiriladi.
a) a>0 bo’lsin. Bu holda (8.35) integral

t=-Jax+-ax* +bx+c¢ (8.36)
(yoki t=—Jax++/ax* +bx+c )

almashtirish natijasida ratsional funksiyani integrallashga keladi:

2_ 2 )
[ RGelax® +bx+ )= [RCT—° ar +bt+c¢2)2(ﬁt +bt+c2\/;)dt.
2Jat+b"  2at+b (2-/at +b)

b) ¢>0 bo’lsin. Bu holda (8.35) integral
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=L (Jax +hxtc -~ (8.37)
X
( yoki t:l(\/ax2 +hx+c ++/c))
X

almashtirish yordamida ratsional funksiyani integrallashga keladi:

[RGeax® + b+ )= IR(zft b et —bivale 2let’ +br+-lea)

a—t* (a—t*)’

V)  ax’+bx+c kvadrat uchhad har hil x, va x, haqiqiy ildizlarga ega
bo’lsin. Ma’lumki, x, va x, ildizlar orqali ax’+bx+c kvadrat uchhadni
ax’ +bx+c=a(x—x)(x—x,)

ko’rinishda ifodalash mumkin. Bu holda (8.35) integral ushbu

ax® +bx+c (8.38)

almashtirish bilan

2 —
J.R(x q/ax +bx+c)dx= IR( axzle ,a(zl x2)t),2"(x1 xz)d

t"—a t*—a

ko’rinishga keladi. Bu tenglikning o’ng tomonidagi integral ostidagi funksiya ¢
o’zgaruvchining ratsional funksiyasidir.

Odatda (8.36), (8.37) va (8.38) almashtirishlar Eyler almashtirishlari

deyiladi.

8.11—misol. dx integral hisoblansin.

1
'[ X+qx>+x+1
<. Bu integral uchun (¢ =1) Eylerning birinchi almashtirishini ((8.36) ga

qarang) bajaramiz:

t= x+1/x2 +x+1.
U holda

2 2 2
_t 1’ x2+x+1=t +t+1,dx=2t +t+3
1+2t 1+2¢ (1+2¢)

bo’lib, berilgan integral uchun
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J‘ 1 dr — J‘ 2 +r+1
X+q/x+x+1 1(1+21)°
bo’ladi. Endi
S+l 2 3 3

t1+20)7 ¢ 1+2t (1+20)°

bo’lishini e’tiborga olib, topamiz:

dx =21 1 \—fhﬂl+2t\+f -

1
J-x+«/x2 +x+1 2 1+2

—2|n‘x+1/x +x+l‘——ln‘l+2x+21/x +x+l‘+— +C.
2 14+2x+2/x% +x+1

2°. Binominal differensiallarni integrallash.

>

Ushbu
x"(a+bx")"dx
differensial ifoda binomial differensial deb ataladi, bunda «,b o’zgarmasli
sonlar, m,n,p ratsional sonlar.
Ushbu
[x"(a+bx"yr dx (8.37)
integralni hisoblash m,n, p ratsional sonlariga bog’liq. Mashhur rus matema-tigi P.
L. Chebishev ko’rsatganki (8,37) integral quyidagi uchta
1) p butun son, yoki

2) mtl butun son, yoki
n

3) mtl +p butun son,
n

bo’lgan holdagina ratsional funksiyalarning integrali orqali ifodalanadi.

1) p— butun son bo’lsin. Bu holda m va » ratsional sonlar (
ya’ni kasrlar ) maxrajining eng kichik umumiy bo’luvchisini 6 orqali belgilab,
(8,37) integralda x =¢° almashtirish bajarilsa, integral ostidagi funk-siya ratsional

funksiyaga aylanib, (8,37) integral ratsional funksiyaning integraliga keltiriladi.
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2) m+1

— butun son bo’lsin. Avval (8,37) integralda
n

x=t"
almashtirish bajaramiz. Natijada (8,37) integral quyidagi
el
jx'”(a+bx")1’dx=lj(a+bt)1’t v dr (8.38)
n
ko’rinishni oladi. Qisqalik uchun

:m+1_1

n

deb belgilaymiz. Bu holda p kasr sonning maxrajini s bilan belgilab, (8.38)

integralda

1 1
z=(a+bt)s =(a+bx")*

almashtirish bajarilsa, natijada integral ostidagi ifoda ratsional funksiyaga aylanib,
ya’na (8,37) integral ratsional funksiya integralini hisoblashga keltiriladi.
3). p+g butun son bo’lsin. Yuqoridagi (8,38) integralni quyidagi-cha

yozib olamiz:

14
I(a + bt)”tthzj.(%bt) 7t |

Agar keyingi integralda

1
(a+btjs
z =
t

almashtirish bajarilsa, (8,37) integral ratsional funksiyaning integraliga keladi.

8.12—misol. Ushbu

integral hisoblansin.

<« Bu integralni (8.37) integral bilan taqqoslab, p=-2 ( butun son)
ckanligini aniglaymiz. Yuqorida qaralgan 1) holga ko’ra x=¢° (r=%x)

almashtirish bajarib topamiz:
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8
Iidx = 6!%6# .
(1+3/x)? (1+1%)
Bu tenglikning o’ng tomonidagi integral ostidagi funksiyani
t* 1 1

=t*-2°+3-4 +
(1+¢%)? P +1 (£ +1)°

ko’rinishda yozish mumkin ekanini e’tiborga olsak, u holda

5 3
[ dr=""2" 31 —darcigt+ -
(1+£7) 5 73 @ +1)

8

bo’ladi. Oxirgi integral shu bobning 2—§ ida keltirilgan (8.17) rekurrent

munosabat yordamida osongina hisoblanadi.

dt 1 1 1
I > == +arctgt + C.
@+ 2 ¢t+1 2

Natijada quyidagiga ega bo’lamiz:

8
[ di=1r 203w b
a+22 75" 73 2 2 4

Demak, ¢=%x ekanini etiborga olib, uzul —kesil yozamiz:

Jx 6/ ‘ ‘ ox
J.Wdx=5\/x7—4x/;+18«/;—21m‘ctg«/;+3-%/;+1+C >

8.13— integralni hisoblang.

misol J'le
e

21
<4 Bu integralni = _[ x(1+x3) 2dx ko’rinishda  yozib,

I xdx
i,p=—; bo’lishini topamiz. Bu holda 7!

=3 bo’lib,

n

21
t=(1+x%)2

almashtirishni bajaramiz. Unda

2 3 1
l+x3=¢, x=(*-1)2 va dx=%(t2—1)2-2tdt

bo’lib, berilgan integral uchun ushbu
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E| R 2
jx(1+x3) 2dx=3J.(t2—1)2t2dt=37—6g+t3+C, t="1+x°
ifoda topiladi. »

3". Trigonometrik funksiyalarni integrallash

Yuqoridagidek , R(sin x,cosx) orqali sinx va cosx larning ratsional

funksiyasini belgilaylik. Bunday ifodaning

[ R(sin x.cos x)dx (8.39)
integralini garaylik.
Agar (8.39) integralda
t:tg% (-mr<x<m)

almashtirish bajarilsa, u holda (8.39) integral ostidagi R(sinx,cosx) ifoda ¢

o’zgaruvchining ratsional funksiyasiga aylanib (8.39) integralni hisoblash ratsional
funksiya integralini hisoblashga keladi.
Darhaqiqat, quyidagi

X
. 2ig 21
s x = = 20
— 27
- 1-17
COSX = = =
x =2arctgt, dx= 2dt2
I1+¢

munosabatlarni e'tiborga olsak, u holda (8.39) integral quyidagi

_ 42
J'R(sinx,cosx)dx:.[R( 2t 1=t JZdt

14227 1+2% J1+¢2

ko’rinishga keladi. Ravshanki,

26 1-¢*) 2
R 20 2 2
1+¢° 1+¢° )1+t

funksiya ¢ o’zgaruvchining ratsional funksiyasi. Demak, (8.39) integralni hisoblash
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ratsional funksiya integralini hisoblashga keladi .

dx
3+sin x

8.14 — misol . _[ integral hisoblansin .

<« Bu integralda t:tgg almashtirish bajarib topamiz :

J' d :J' 1 .Zdt :2_[ dt
3+sinx 2t 1442 3t +2t+3°

3+
1+1¢°
1 1 1
d(t+-) d(t+-) t+ -
2_[ > dt :g 3 :gj. 3 = 2arctg3—3+C.
3t°+2t+1 3 232

12 § 3 1, 2\/52
(t+3) 5 (r+§) +(T)

Demak ,

Shuni ta'kidlash lozimki, j R(sin xcosx)dx integralda t:tgg almashtirish universal

almashtirish bo’lib, u (8.39) integralni har doim ratsional funksiya integraliga

keltirsada ko’pincha bu almashtirish murakab hisoblashlarga olib keladi .

Ayrim  hollarda  trigonometrik  funksiyalarni integrallashda ¢=1gx,

t=sinx, t=cosx almashtirishlar qulay bo’ladi.

8.15—misol. _[ integral hisoblansin .

cos’ x

<« Agar bu integralda t:tgg universal almashtirish bajarilsa , u holda

(1+t)
J.cosx J.(1 t)

bo’ladi. Biroq qaralayotgan integralda ¢=t¢gx almashtirish bajarilsa, u holda

jcos x_j(1+tg x)d(tgx) = [ (1+¢)dt

bo’lib , undan

3

d £ t
I )j =t+—+C=tgx+gx+C
cos” x 3 3
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bo’lishini topamiz. »

Mashgqlar

8.16. Ushbu f(x)= x|x . o(x)=ex (xe R)  funksiyalarning

(-, +) dagi boshlang’ich funksiyalari topilsin .

integral hisoblansin.

dx
8.17. Ushbu
I V(x—a)b-x)
8.18. Ushbu j e™ cosbxdx integral hisoblansin.
8.19. Quyidagi

1) J‘dlenx+x/x2ia2

+C (a>0),

2) J‘inw/azix2+C (a>0),

a’ +x°
3) J.x/a2 —x’dx :%x/az —x* +—arcsin~ +C,
a
2
4) J.w/xzia2 dx:%x/xziaz iazlnx+x/x2ia2 +C
tengliklar isbotlansin .
8.20. Ushbu
sin 4x /
J. -8 g _9X
sin® x +cos® x
integral hisoblansin .
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Glossariy

1. Irratsional funksiyalar —

ax+b\' (ax+b)\" ax+b)" .
R| x, 7] ) 4 » I 41y, , I, —ratsional
cx + cx cx

sonlar,a,b, ¢,d —haqiqiy sonlar, ad —be # 0 ushbu ko‘rinishdagi

funksiyalarirratsional funksiyalar deyiladi.
2. Trigonometrik funksiyalar — F’ (sin X,C0S x) ushbu ko’rinishdagi funksiyalar

trigonometrik funksiyalar deb ataladi.
Keys banki
34-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Ushbu

I:J- dx
x\Ax +4x+3

integral hisoblansin.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo'lgan asosiy formula, tushuncha va
tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);
e toplangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching

(individual).
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34-amaliy mashg‘ulot

ax+b)\" (ax+b)"> ax+b )"
jR X, , y een s dx
0 cx+d cx+d cx+d

ko‘rinishidagi integrallarni hisoblash. (1) integralda

1 (1)

FysTyseees By~ ratsional

sonlar, a,b,c,d ~hagigiy sonlar bo‘lib, ad —bc # 0

Agar FisTaseestn = ratsional sonlarning umumiy maxraji p bo‘lsa, (1)
integralda
ax+b _ ¢
cx+d

almashtirish bilan qaralayotgan integral ratsional funksiyaning integraliga keladi.

2o.J‘R(X,Jax2+bx+c)dx (a;t(), b2—4ac¢0)

2
ko‘rinishidagi integralni hisoblash.
Bu integral quyidagi uchta almashtirish (Eyler almashtirishlari) bilan ratsional

funksiyaning integraliga keladi:

Ha >0, JaxX’ +bx+c=+t+ Ja-t

2)c>0, \/ax2+bx+c:i x-t+ /e

2 2
3)b —4ac> 0, Jax +bx+c=it(X—X1),bunda X1 Tsoni

2
ax" +bx+c=0 tenglamaning ildizlaridan biri.

0 jxm(a+bx“)pdx o L.
3. ko‘rinishidagi integralni hisoblash, bunda

m,N,P = atsional sonlar. Bu integral:

1) P ~butun  son bo‘lgan holda X =1t almashtirish bilan, bunda

S coHM M\ N ratsional sonlarning umumiy mahraji;
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m+1

2) n butun son bo‘lgan holda &+ bx" =t aimashtirish bilan, bunda

§ COHH P raisional sonning mahraji;

m+1
+

3) N butun son bo‘lgan holda ax" +b =t’ simashtirish bilan,

bunda 5 €OMM P ratsional sonning mahraji,

ratsional funksiyaning integraliga keladi.

9-misol. Ushbu
dx

IzI(I—le—x2

integral hisoblansin.

<4Ravshanki,
1-
(I—XNI—X2 =(1—x)\/(1—x)(1+x)=(1—x)(1+x)-1/1 X
+ X
1-x
Demalk, integral ostidagi funksiya X va I+x larning ratsional funksiyasi bo‘ladi.
i—xztz (t= 1—x)
Bu integralda X X almashtirish bajaramiz. Unda
1-t - 4tdt 2t°
X=—-—, &x=7——+, 1I-x=——-, 1+x=——
1+t (1+t2) 1+t 1+t
bo‘lib,
4tdt dt 1
I= _I 2 == 7=71C
(1+t2)2 2t 2 t© ot
1+t> 1+t

bo‘ladi. Demak,

1+
I= Yic

1-x »
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10—-misol. Ushbu

1=

x\/4x +4x+3

integral hisoblansin.

2
4Bu integralda a= 4 > 0 bo‘lgani uchun \/4X + 4X + 3 =t- 2X

almashtirish bajaramiz. Unda

2
AX +ax+3= € - dtx+ax, dx+3=t—dxt, x= L0, ax= CF2E3 g

4(1+1)’ 4(1+t)

22 -3) t?+2t+3
4(1+t)  2(1+t)

Vax? +4x+3 =t-

bo‘lib,

2
t +2t+3dt

_ 41+t o dt
=] t' -3 _t2+2t+3_2jt2—3
4(1+t) 201+t

bo‘ladi. Ravshanki,

I dt W3] o
-3 \/_ ‘t+\/_‘
Demak,
- L =3[, ln2x+\/4x +dx+3 -3 e

t+\/_‘

2X +/4x> +4x+3+\/_‘

11-misol. Ushbu

I=J‘ dx

1+ x*

integral hisoblansin.

<«Berilgan integralni quyidagicha
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1=[(1+x)dx

yozib olamiz. Integral ostidagi ifoda uchun

a=b=1, m=0, n=4, p=—%

m+1 1 1

. tp=,-,=0 o 4 _ 44 .
bo‘lib, 1 4 4 bo‘ladi. Bu integralda 1+x7 =t geb topamiz:

1

= (e -1)4, (1+x4)_‘1‘:£t4—;1k, dx = -€(¢* — 1)+t
Natijada,

tt—1 t*dt [, dt dt
- (ot g ]

bo‘ladi. Keyingi integralni hisoblab,

1, [1+t 1 1. Y1+x*+4 1 V1 +x*
I=—ln———arctgt+C——ln — —arctg +C
4 [1-t| 2 NM+x* =4 2 X

bo‘lishini topamiz. »

Integral ostidagi funksiyani ratsional funksiyaga keltirish yo‘li bilan quyidagi

integrallar hisoblansin.

I1dj_ J-\/;dx
L0 1++/x 1++/x
e JE 2
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dx
Tt NI
Ux+2 x—1
I3—xdx Ix dx
11.° X+3Vx+2 12. x+1
[f X .9 [ — X
13.° Vx+1 x° 14. %/(x—7)7(x—5)5
dx dx
(aib) -
15,1 V(X - a)n+1 (X - b)n_l 16.j \/; + %/?
¢/xdx J- dx
17.J‘1+§/; 18 Vax® +ax+1-2x+1
1-vx+1 dx
—d
19.J‘1+x3/x+1 ¥ 20.1(1+ﬂ§)3&

dx
Zl.j {/(x + 1)2(X - 1)4

Oddiy kvadratik irratsionalliklar gatnashgan integrallar hisoblansin.

22]\/3—4X+4X2dx 23IXVXZ+ZX+2dx

.
24.J‘XZMdX zs.jﬁdx
j dx j dx
2. (HDNX +x+1 2. (=x)PV1-x
| Vx?+2x+2 i [ xdx
28. X 29, (L+xV1-x-x7

j 1-x+x°

—————dx
30. \/1+X—X2
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Eyler almashtirishlaridan foydalanib quyidagi integrallar hisoblansin.

dx dx
31.J‘x+\/x2+x+1 32.J‘1+\/1—2x—x2

—Jx*+3x+2
XV x> —2x + 2dx X dx
33-I 34.'[ X+Vx? +3x+2

I dx
. [+ xEex)]

Binomial differensiallarni integrallashdan foydalanib quyidagi integrallar

hisoblansin.

j\/x3+x4dx I Vx > dx
36. .\ %/;)

j x°dx J-
38 1- X2 \/3 1+ X

40J‘41+x4 3(351/1+1
| 41. X

42.1\3/3X—x3dx 43.J’X2\3/(x+1)2dx

o {1+ xax 13—(1“}%,(
' 45. X
3x dx
% 4
46.IV1+{/; ' 47.'[3“/6 x’+1

I x dx J- dx
N 49, x23 (2+x3)5
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dx 33
SO.J‘ 332 -3 51.J‘ x—x"dx

Turli usullardan foydalanib quyidagi integrallar hisoblansin.

J- dx I dx
52. \/X2+1—\/X2—1 53. 2+ 1=x+/1+x

el s ! (x* — 1)ax

dx
54.jl+x+\/1+x+xz 55, x2 +1Nx* +1

dx
|
j (XZ(X_ 1)\/))3%“ 57.“‘ X\/X4 +2x% -1

56.

1°. j R(Sin X, COSX)dX ko'rinishidagi integrallarni hisoblash. Bunday

integrallarda
tg§=t (—1t<x<1t)
almashtirishlarni bajarilsa, u holda
sinx = li—ttz’ COSX = % , X=2arctgt, dx= 12+dtt2

bo'lib, qaralayotgan integral ratsional funktsiyaning integraliga keladi.

2°. j sin™ xcos" xdx ko'rinishidagi integrallarni hisoblash. Bunday
integrallar m toq bo'lganda €0s X =t almashtirish yordamida, n toq bo'lganda esa
sin X = t almashtirish yordamida hisoblanadi.
Agar M va N lar juft sonlar bo'lsa, unda sin® X va cos’ X ni mos ravishda

1—-cos2x 1+ cos2x
2 2
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ga almashtirish lozim.
0 . 0 .
3. jsmmx-cosnxdx, jsmmx-smnxdx, jcosmx-cosnxdx

ko rinishidagi integrallarni hisoblash. Bunday integrallarni quyidagi

sinmx - cosnx = 1 :sin(m - n)x + sin(m + n)x]

cosmx - cosnx = —[cos(m — n)x + cos(m + n)x]

2
1
2
1
2

sinmx-sinnx = :cos(m - n)x - cos(m + n)x]

formulalardan foydalanish kerak.

12-misol. Ushbu
dx

1+sinx
! _Isinx(1+cosx

integral hisoblansin.

X
<«Bu integralda th = t almashtirish bajaramiz. Unda

2t 2
(1+1 tzjl ttzdt 1¢(1
I=j T T =—j(—+t+2)dt
t

2t 1-t* 2
2 1+ 2
1+t 1+t
bo'lib,

1 1 1 1
I=—|In|t|+-t>+2t|+C=—|In|tg> |+-tg? - +2tg~ |+C
2 2 2 2'72° 2 2

bo'ladi. >
13—misol. Ushbu

I= Isin3 x cos’ xdx

integral hisoblansin.
<4Bu integralda ¢0s X =t almashtirish bajarib, uni hisoblaymiz:

I= j(l —cos’ X)cos5 xsinxdx = [cosx = t, -sinxdx = dt]=
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1 1 1
=—j(1—t2)t5dt =t -——t¢* +C=—cos8x—1cos6x+C.>
8 6 8 6
14 —misol. Ushbu

1= J‘sin3 2x cos’ 3x dx

integral hisoblansin.
<4Bu integral quyidagicha hisoblanadi:

1—cos4x.1+cos6x
2

dx =

I= jsin 2xsin’ 2x cos’ 3xdx = jsin 2x
= % j sin2x(1 - cos4x)(1 + cos6x)dx =% I (sin2x —sin2x-cos4x )(1 + cos6x)dx =
= % j l:sin 2x - %(sin(— 2x)+ sin 6x):|(1 + cos 6X)dx =
= %J‘ (3 sin 2x —sin 6x)(1 + cos 6x)dx =
= lj[3sin 2% 2 sindx+ > sin8x — sin 6x - lsinux]dx =

8 2 2 12

= —icos 2x + icos4x — icos8x + icos6x+ Lcos12x+ C.
128 48 192

Ushbu j sin™ xcos" xdx ko'rinishidagi integrallarni hisoblashdan

foydalanib quyidagi integrallar hisoblansin.

58. j sin® x cos* xdx 59, j sin’ x cos® xdx
60. j sin® xdx 61. J' df
cos’ x
dx dx
62.[ —— 63.[ —;
sin® x cos? x
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dx
64.[ — 65.|
sin? x sin® x cos? x
66. j 67. j
sin® x cos® x sinx cos* x
68.J‘c0s3 X -c0s 2x dx 69.J‘c0s5 2x -sin’ 2x dx
dx
70. 71.
J‘\/sin3x-cos5x J‘\/tgx
2
CoS” X sin 3x
72.[ ———dx 73.| dx
sin4x cos’ x
JAcos3x
sin® x
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Test
J dx 5| 2Jx+1+C Infx+1+C | In(x+D+C | 2In(x+1)+C
x+1
[ de _, aresinx+Cnly? 4+1[+C | In(* +D)+C | 2In(x* +1D)+C
1-x°
2 2 2
&g | LpegEic I’ +9[+C | Iy’ +3]+C | 2In(x*+3)+C
x +9 3 3
. 2 2 2
22xdx _o | |’ +9[+C Direrg® v e | 27 +3)+ € In|x* +3]+-C
x°+9 3 3
. 32 2 2
Xdx _, lln‘x3+9‘+c 2In(x*+3)+C larctg£+C In|x* +3|+C
X +9 3 3 3
N 2 2
;lx _9 lln|x+1|+c ln‘x —1‘+C larctgf+c In|x* +9|+C
x* -1 2 |x-1 3 3
2 2
);dx _9 lln‘x2—1‘+C ln‘x —1‘+C larctg£+C In|x +1‘+C
x -1 2 3 3
2
zdx -=1 Lln|x+a|+C Lln|x+1|+C larctg£+C Injx* +9]+C
"X —a 2a |x—a| 2a |x—l| 3 3
tgx +C 2, 2
de =9 larctg£+C arctex nfx+1+C | In|x* +a ‘+C
X +a a a
@ _, 1. ln‘x2‘+C arctgx +C In x2+a2‘+C
* X2 X
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