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HC modeli uchun kuchsiz davriy gibbs o’lchovlarining yagonalik shartlari
Gibbs o’Ichovi tushunchasi statistik mexanikada muhim rol o’ynaydi.
Berilgan gamiltonianning asosiy vazifasi bu gamiltonianga mos barcha Gibbs
o’Ichovlarini tasniflashdan iborat. Gibbs o’Ichovining ta’rifi va Gibbs o’lchovlari
nazariyasiga oid boshqga tushunchalar bilan [1]-[4] ishlarda tanishish mumkin. Keli

daraxtida Izing modeli uchun bu masala yetarlicha to’liq o’rganilgan.
k - . . .
T - bu k>1 tartibli cheksiz Keli daraxti, ya'ni siklsiz graf bo’lib, har bir
uchidan k+1 ta girra chigadi. Faraz gilaylik, 7 =(V,L,i) bo’lsin, bu yerda

V — 7% ning uchlari to’plami, L—uning girralari to’plami va i-insidentlik

funksiyasi bo’lib, har bir | € L girraga uning chetki uchlari bo'lgan x,y eV larni
mos qo’yadi. Agar i(l)={x,y} bo’lsa, u holda x va y lar eng yaqin qo’shnilar
deyiladi va | =(X,y) kabi belgilanadi. Keli daraxtida d(x,y) (x,y€V) masofa
ushbu formula bilan aniglanadi:

d(%y)=min{d[3X =Xy, X0\ ey Xggs Xq =Y 7 Koy XD {Xg 10 Xg -

Fiksirlangan x° €V uchun ushbu belgilashlar kiritiladi:

W, = {xeV |d(xx)=n}, V, ={xeV | d(xx°)<n},
x eW_ uchun esa quyidagicha belgilash kiritamiz:
$(x)={y eW,,,: d(xy)=1

S(x) to'plam x uchning to g ri avlodlari deyiladi (1-rasm).

S s

1-rasm. x uchning to'g ri avlodlari.



® ={0,1} va o € ®’ —konfiguratsiya bo'Isin, ya'ni o ={o(X) e ®: xeV},
bu yerda o(x)=1 sharti Keli daraxtida x uch “band” ekanligini, o(x) =0 sharti
esa X uch “bo’sh” ekanligini bildiradi.

Ta'rif-1. Agar V (mos ravishda V, yoki W_ ) dagi har ganday (X,y)
qo’shnilar uchun o(X)o(y)=0 bo’lsa, u holda o konfiguratsiya joiz

konfiguratsiya deyiladi va bunday konfiguratsiyalar to’plamini (QVn va an)

kabi belgilanadi. Ravshanki, Q c ®".

HC modelining gamiltoniani quyidagi formula orgali aniglanadi:

J Y o(x), agar o € Q,
H(o)= g/:
+00, agar o gQ,
bunda J eR.

o, € Qvn joiz konfiguratsiya uchun belgilash kiritamiz:

#o, = Zan(x) :

XEVn

#o., —bu V, dagi birlar (band uchlar) soni.
21X+ 2, =(24,,2,,) €R? vektor-funksiya V da berilgan bo’lsin. U holda
A>0 va n=1,2,... lar uchun Q, da quyidagicha aniglangan 1™ ehtimollik

o’lchovini qaraylik:

n 1 f
ZRCAEA | LA (1)

n XEWr.I

Bu yerda Z, —normallovchi bo’luvchi:

Z,= 3 A [ 120000

PnEQy, XGWn
1™ ehtimollik o’Ichovlari ketma-ketligi muvofiglik shartini ganoatlantiradi

deyiladi, agar ixtiyoriy n>1 va o1 €Q lar uchun quyidagi tenglik o’rinli

-1

bo’lsa:



Z /u(n) (Gn—l Vv a)n)l(an—l Vv a)n € QVn) = ;u(n_l) (Gn—l) ! (2)
a)neQWn

bunda
1, agar o,,v®, e,

1o, v, e Qvn) = {

0,agar o,,vm,&Q,.
Bunday holda Kolmogorov teoremasiga ko'ra (Q,B) da shunday yagona u

o’lchov mavjudki, VneN va o, € Q, lar uchun

o eQ: ol =0, })=u"(o,)
tenglik o’rinli bo’ladi. Bu yerda B —Q ning silindrik gism to plamlaridan hosil
bo'luvchi o -algebradir.

Ta’rif-2. (1) formula orgali aniglangan (2) muvofiglik shartini
ganoatlantiruvchi g o’lchov 24>0 bilan z:xeV \{x,} z, funksiyaga mos
keluvchi HC-Gibbs o’lchovi deyiladi.

[5] dan ma’lumki, Keli daraxtida HC modelining har bir Gibbs o’Ichoviga

B 1
yespo L+ ﬂ,zy

X

tenglamani qanoatlantiruvchi z={z,, xeG,} miqdorlar to’plamini mos qo’yish

zl,x

mumkin, bu yerda z, =—**, 1=e" >0-parametr va ﬂ:%, T>0.

ZO,x
Faraz gilaylik, G, — G, ning qism gruppasi bo’lsin.
Ta'rif-3. Agar har qanday xeG,, y G, lar uchun z, =z, bo’lsa, u holda

z={z,, xeG,} miqdorlar G, -davriy deyiladi. G, -davriy miqdorlar translyatsion-
invariant deyiladi.

Har ganday xeG, uchun {yeG, (X, y)}\S(X) to’plam yagona
elementdan iborat va uni x, deb belgilaymiz. Uni, ya'ni x, ni x uchning ajdodi

deyiladi (2-rasm).



2-rasm. x uchning ajdodi.

Faraz gilaylik, G,/G,={H,,..,H } faktor-gruppa bo’lsin, bu yerda
G, —r >1 indeksli normal bo’luvchi.
Ta'rif-4. Agar xe H;, x, eH;, ¥xeG, laruchun z, =z, bo’lsa,
z={z,, xe G} miqdorlar G, -kuchsiz davriy deyiladi.
Eslatma. Agar z, ning giymati x, ga bog’liq bo’lmasa, u holda kuchsiz
davriy o’lchovlar davriy o’lchovlar bilan ustma- ust tushadi.
Ta'rif-5. Agar u o’lchov G, -(kuchsiz) davriy z miqdorlarga mos kelsa, u
holda x o’Ichov G, -(kuchsiz) davriy deyiladi.
Mazkur ishda biz to'rt indeksli ixtiyoriy G\” normal bo’luvchi uchun G; -

kuchsiz davriy Gibbs o’Ichovlarini o rganamiz.

Ac{1,2,..k+1} va H,={xeG,:)> w,(a)—juft son} bo’lsin, bunda

ieA
W, (a)—son xeG, so'zdagi a harflar soni, G,® ={xeG, | x|—juftson}, | x|—
bu xeG, so'z uzunligi va G,® = H, nG,® —indeksi to'rtga teng bo’lgan normal
bo’luvchi.

G, /G ={H,,H,,H,,H.} faktor gruppani garaymiz, bunda

H, = {x eG, X —juft, D w,(x)- juft},

jeA



Hl_{XGG X = juft, > w,(x toq},
jeA

H, {XEG x| —tog, D w,(x Juft}
jeA

H, {XEG x| —tog, D w;(x toq}
jeA

U holda G

-kuchsiz davriy z, miqdorlar quyidagi ko’rinishga ega:

Z,, XeHj, x, eH,
Z,, xeH;, x, eH,
Z;, Xe Hy, X, e H
Z,, xeHy, x, eH,
Z;, Xe H, x, eH,
Zg, Xe H,, X eH,
z,,xeH,, x, eH,
Zg, Xe Hy, X, € H,.

Bunda z, lar quyidagi tenglamalar sistemasini ganoatlantiradi:

_ 1 1
Z, = i k=i ?
(1+1z,)" (1+41z,)
L - 1 . 1
A+ Az A+ Az
. 1 ‘ 1
* A+ Az A+ Az
_ 1 1
L7 = i k=i’
(1+1z) (1+ Azy)

[6] ishdan ma’lumki, ushbu
|, ={(z,,2,,2,,2,) eR*:2,=2, =2, = 7.},

l,={(z,,2,,2,,2,) eR*:2,=7,,2, = 2,},

1 1
= (1+4z) (L+Az)"
6 1
I S 1
Y+ Az A+ Az
3)
S S 1
© @+ Az)T A+ Az
1 1
BT e az) Araz)
3 7
|, ={(z,,2,,2,,2,)eR* :2,=2,,2,= 7.},

|, ={(z,,2,,2,,2,)eR*:2,=2,,2,=2,} .

to plamlar (3) akslantirishga nisbatan invariantdir.

Yana [6] va [7] ishlardan quyidagi teorema ma’lum.



Teopema 1. [6],[7] HC modeli uchun normal bo'luvchining indeksi to'rt
bo lganda quyidagi tasdiglar o’rinli:

1. k=1 va i<k bo’lsin. U holda I, da kuchsiz davriy Gibbs o’lchovi
yagona. Bundan tashgari bu o’lchov yagona translyatsion invariant Gibbs o lchovi
bilan ustma-ust tushadi.

2. k=2, A4,=4 va i=1 yoki i=2 bo’lsin. U holda I, da A<A4,
bo’lganda yagona, A=A, da ikkita va 4> A4, da uchta kuchsiz davriy Gibbs
o’lchovlari mavjud, bunda har bir holda Gibbs o’Ichovlaridan bittasi translyatsion
invariant, qolganlari davriy bo ' Imagan kuchsiz davriy Gibbs o’Ichovlaridir.

3. k=3,i=1 bo’lsin. U holda shunday A, mavjudki, I, da 1> 4,
bo’lganda kamida to'rtta Gibbs o’Ichovlari mavjud, bunda ulardan bittasi bittasi
translyatsion-invariant, qolganlari davriy bo’lmagan kuchsiz davriy Gibbs
o Ichovlaridir.

4. k>1,1=1yoki k=2,i=2 bo’lsin. U holda I, da kuchsiz davriy Gibbs
o’Ilchovi yagona.

5. k=2,3 va i=1yoki k=i bo'lsin. U holda I, da kuchsiz davriy Gibbs
o’Ichovi yagona.

Quyidagi teorema o'rinli.

Teorema 2. 1,={(z,2,,2,,2,) eR*:2,=2,,z, =2,} invariantda k=3,i= 3
va k=4,i=4 bo’lganda HC-modeli uchun barcha kuchsiz davriy Gibbs
o’Ichovlari translyatsion invariant bo’ladi.

Isbot. Teoremani isbotlash uchun A >0 bo'lganda (3) tenglamalar sistemasi
fagat Z;, = Z, = Z; = Z3 ko’rinishdagi yechimga ega ekanligini ko’rsatish yetarli.
I, invariantda k=3,i=3 bo’lganda (3) tenglamalar sistemasi quyidagi

ko’rinishda bo’ladi:



3
. 1+ Az,
bl Az, +ZQ/Z
3 @)

, 1+ 1z,
"ol Az, +l€/¥

(4) dan ko’rish mumkinki z, >0 va z, >0 bo’lganda z, <1 va z, <1 bo’ladi, ya’'ni

biz uchun musbhat yechimlar zarur. Quyidagicha belgilash kiritamiz: y°*=2z,
x*=2z,.Uholda O < X <1,0 < y <1 bo’lib quyidagiga ega bo’lamiz:

o 1+ax
Yo A + %
. Ay?

1+ Ay + Ay*

()

Maxrajni nolga teng emasligini hisobga olib, uni chap tomonga ko’paytiramiz:
{x+ﬂpxy2 +Axy} =1+ 4y° ©)
Y+ AXPYy + A%y =1+ Ax5,
(6) ning birinchi tenglamasidan ikkinchisini ayiramiz va ko’paytuvchilarga
ajratamiz:
(X=y) = Axy(x = y) = Axy(X* = y*) = Ay’ = X°). (7)
(7) tenglamani yechimlari mos ravishda (5) ning ham yechimlari bo’ladi.
Agar x=Y bo’lgan holda z, =z, bo’lib, yechim |, invariantga tushib goladi. I,
invariantda esa yechim yagonaligi isbotlangan.
Endi x=y bo'lsin. U holda x<y yoki x>y lardan faqat bittasi o’rinli
bo’ladi. (7) ning ikki tomonini x—y ga bo lamiz:
1—AXy — AXy(X+Y) = —=A(X* + Xy + y°).
Oxirgi tenglikni soddalashtirganimizdan so’ng ushbu
APy +xy? —x*—y*) =1
ko’rinishiga keladi. Bundan

A== : 2
x“(y-D+y(x-1




tenglikni hosil gilamiz. Ma’lumki, 0<x<1,0<y<1. Bundan A<0 ga ega
bo’lamiz, lekin 4 >0 edi. Demak, (7) tenglama x = y da yechimga ega emas ekan.
I, invariantda k=4,i=4 bo’lganda (3) tenglamalar sistemasi quyidagi

ko’rinishda bo’ladi:

4
. 1+ Az,
' 1+/127+Z{‘/2
4
( 1+ Az,
YA

1+ A4z, +;t(‘/f

(8) dan ko’rish mumkinki, z, >0 va z,>0 bo’lganda z, <1 va z, <1 bo’ladi.

(8)

Belgilash kiritamiz: y* =z, x* =z,. U holda 0<x<1, 0< y<1 bo’lib, quyidagiga
ega bo’lamiz:
1+t

1+ Ax* + 4%

. 1+ 4y*
| l+ayt+ay?

©)

Maxrajni nolga teng emasligini hisobga olib, uni chap tomonga ko’paytiramiz:

(10)
Y+ A%y + Ax'y =1+ Ax*

{x FAXY® + Axy* =1+ Ay*

(10) ning birinchi tenglamasidan ikkinchisini ayiramiz va ko’paytuvchilarga
ajratamiz:

(X=y) = Axy(x* = y*) = Axy(X’ —y’) = A(y* —x*) (11)
(11) tenglamani yechimlari mos ravishda (9) ning ham yechimlari bo’ladi.
Yugoridagi kabi, agar x =y bo’lsa, yechim yagona bo’ladi.

X # Yy bo'lsin. U holda x<y yoki x>y lardan faqat bittasi o’rinli bo’ladi.
Faraz gilaylik x>y bo’Isin. U holda (11) ni har ikki tomonini y —x ga bo’lib
yuboramiz:
1+ AXY(X+ Y) + AXY(X° + Xy + ¥*) = A(X* + Y ) (X + ).

Bu tenglamani yechimi yo qgligini isbotlash uchun



AXY(X+ Y) + AXY(X* + Xy + y*) < A(X* + y*)(x +Y)

ekanligini isbotlash yetarli. Ma’lumki, 0<x<1, 0<y<1. Bundan
AXY + AXY(X+Y) < A(X* + Xy + y?).
Tengsizlikni har ikki tomonini x >0 ga ko paytiramiz. U holda
AXY + AxY (X% + xy) < A + X*y + xy?)
ga ega bo'lamiz. Natijaning har ikkala tomoniga Axy+(y+y>)+Ay® ni
go shamiz:
AXY(X+ Y) + AXY (X2 + Xy + Y2) + Ay® < (X + yA) (X + y) + Axy(y + ).

Ay® < Axy(y + y*) ekanligini inobatga olib, har ikki tengsizlikni bir-biridan ayirsak

AXY(X+ Y) + AXY(X* + Xy + y*) < A(X* + y*)(x +y)
hosil bo’ladi. Bu esa yuqoridagi (9) sistema fagatgina x=Yy bo’lgandagina
yechimga ega ekanligini bildiradi. Xuddi shu jarayonni x<y uchun ham
bajariladi. Unda faqgat tengsizlikni y >0 ga ko paytiramiz. Bu esa 0’z navbatida |,
invariantda k=3, i=3 va k=4, i1=4 bo’lganda kuchsiz davriy Gibbs o’lchovlari

translyatsion invariant bo’lishini ko’rsatadi. Teorema isbot bo ldi.
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