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Кирисиў 

 Теманың актуалығы: Ляпунов функциясының усылы системаны 

сапалы изертлеўде қолланылады, шешимниң асимптотикалық тәртибин 

есаплайды. Үлкен өлшемдеги системаны изертлеўде векторлы Ляпунов 

функциясы қолланылады. Бизге белгили, егерде Ляпунов функциясы бар 

болса онда ол бир текли емес дүзиледи, параметрли берилген класста. 

 Оптималластырыў усылының раўажланыўы оптимал Ляпунов 

функциясының түсинигине алып келеди, яғный функцияны есаплаўдың 

характеристикасын дәл баҳалайтуғын кейинги ўақытлары сызықлы емес 

системаларды изертлеўге үлкен кеўил бөлинеди. Система қаралады анығырақ 

айтқанда сызықлы емес ретлестириў системасы тийкарғы ҳәм тийкарғы емес 

жағдайларға сәйкес келиўши. Оларда гейпара ўақытлары туўры ҳәм туўры 

емес ретлестириў системасы деп айтылады. Бул системалардың шешимин 

изертлеў абсолют орнықлылық түсинигиниң пайда болыўына ийтермелейди, 

яғный пүтиң класс системасының ноллик шешиминиң орнықлылығына 

жақынлаўына ийе боламыз: системаның жийиликли характеристикасына 

тийкарланған ҳәм Ляпунов функциясының усылына сол дәлийллениледи, 

яғный бул жақынлаўлар тийкарынан өз-ара эквивалент. 

 Бул питкериў қәнигелик жумысында Лурье-Постников түриндеги 

Ляпунов функциясының усылы қолланылады, яғный квадратлы байланыс 

ҳәм қосымша сызықлы еместен интеграл алыў. Бул питкериў қәнигелик 

жумысында сызықлы емес системаның шешимлериниң характеристикасын 

дүзиў. Ретлестириў системасында ўақыт бойынша өтиў характеристикаларын 

оптималластырыў ҳәм есаплаў. Ретлестириў функциясы ушын Ляпуновтың 

оптимал функциясын табыў. Нур бойынша сызыў алгоритми, көшерде созыў 

алгоритми. Абсолют орнықлы кешигиўши системаларды ретлестириў. 

 Бундай типтеги системаларды изертлеў менен Санк-Петербургли 

илимпазлар Гелиг А.Х., Леонов Г.А., Якубович В.А. мектеби кеңнен 
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шуғылланған. Және де усындай түрдеги системаларды изертлеў менен Лурье 

А. М., Хусаинов Д. Я., Жуйкова А. Г. кеңнен шуғылланды. 

Жумыстың махсети ҳәм ўазипалары: Сызықлы емес дифференсиал 

теңлемелер системасы қаралады. Туўры ҳәм туўры емес ретлестириў 

системасы қаралады. Ляпунов функциясы квадратлық форма көринисинде 

алынады. 

Изертлеў объекти ҳәм предмети: Оптималластырыў ўсыллары 

дифференциал теңлемелер басқарыў теориясы 

Жумыстын дузилиси: Бул питкериў қәнигелик жумыс кирисиў бөлими 

7-параграф, жуўмақлаў ҳәм пайдаланылған әдебиятлар дизиминен ибарат. 

Питкериў қәнигелик жумыстың биринши параграфы сызықлы емес 

системаның шешимлериниң характеристикасын дүзиў. Бул жерде олардың 

сызықлы емес дифференциал теңлемелер ҳәм анықламасы, қәсийетлери 

берилген. Бул системаны изертлеӯ ушын Ляпуновтын екинши ӯсылынан 

пайдаланамыз. Берилген системаның орнықлылығын изертлеӯ ушын 

Ляпунов функциясы квадратлық форма көринисинде алынады. Питкериў 

қәнийгелик жумысында ретлестириӯ систмасында ӯақыт бойынша өтиӯ 

процессиниң характеристикасын оптималластырыӯ мәниси қаралады. 

Берилген сызықлы емес системаны изертлеӯ ушын Ляпунов функциясы 

квадратлық форма тӯринде алынады ҳәм матрицалық теңлемени шешиӯге 

алып келинди. Берилген система ушын баха алынды, жәнеде бул питкериў 

қәнийгелик жумысында сызықлы емес туӯры емес ретлестириӯ системасы 

қаралды. Ляпунов функциясы квадратлық форма көринисинде алынды, 

берилген система ушын бахаға ийе болдық. 
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§ 1. Сызықлы емес системаның шешимлериниң 

характеристикасын дүзиў. 

 Сызықлы емес дифференциал теңлемелерди системасын қараймыз. 

x(t)=F(x,t),xєRn, t≥to, F (o,t)=0 (1) 

Мейли төмендеги теңсизликти қанаатландырыушы дифферециал-

ланыўшы ( ) функциясы бар болсын: 

1(|x|)≤ (x,t)≤ 2(|x|) (2) 

толық туўындысы системаның кириўине қарата есапланады 

(x,t)≤- 3(|x|) (3) 

Бунда Wi(x) - үзликсиз дифференциалланыўшы функция монотон 

өсиўли ҳәм кериси бар болған, мына шәртлерди қанаатландырыўшы 

i(0)=0, , ≥0, i=  

Сонда (1) ши системаның ноллик шешими асимптотикалық орнықлы. 

Ляпуновтың екинши усылы орнықлылық шәртин тиклеўге мүмкиншилик 

береди (асимптотикалық орнықлылықты ямаса орнықсызлықты) өтиў 

процессиниң бир қатар әҳмийетли характеристикаларын алыўға функцияның 

монотонлылығынан пайдаланып ҳәм (2) (3) теңсизликлерден функцияның 

толық туўындысы ушын төмендегиге ийе боламыз. 

 

бунда 2
-1- функция 2 ге кери болған. Пайда болған дифференциал 

теңлемени шешип төмендегиге ийе боламыз. 

 (4) 
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Мейли S( ) биринши аргументке қарата шешимге ийе. 

Монотонлыққа тийкарланып (4) ши теңсизликти төмендеги түрде 

көрсетемиз. 

 

жәнеде (2) ши теңсизликти пайдаланып төмендегиге ийе боламыз.  

 (5) 

(5) ши байланыслылықты (1) ши системаның характеристикалық 

шешимлерин анықлаў ушын пайдаланамыз. 

1. Өтиў процессиниң ең әҳмийетли көрсеткишлериниң бири болып қайта 

ретлестириў шамасы есапланады. Ал  шамасы шешиминиң 

мүмкин болған аўысыўын характерлейди, яғный қайта ретлестириў шамасын 

(5) ши теңсизликти пайдаланып  ди анықлай ушын төмендеги аңлатпаға 

ийе боламыз. 

 (6) 

үзликсиз дифференциялланыўшы  функциялар көплигин (2) ши (3) ши 

шәртлерди қанаатландырыўшыны  арқалы белгилеймиз. 

 Бизлерди сол қызықларды өтиў процессиниң дәл анық баҳасын алыў 

яғный  Ляпунов функциясын алыў,  көплигине дерек болған (6) 

ши шеклеўлер орынланатуғын ҳәм  өтиў процессиниң функционал сапасы 

минимал мәнисти қабыл ететуғын. 

Солай етип өтиў процессиниң ең жақсы баҳасын табыў Ляпуновтың 

екинши усылын қолланып оптимал Ляпунов функциясына алып келеди. 

АНЫКЛАМА 1.  Ляпунов функциясын қайта 

ретлестириў шамасы ушын оптимал деп аталады, егерде  
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 (7) 

бунда  болса. 

2) Ең әҳмийетлиси өти процесси қыздырыў шамасы бойынша интегралды 

характерлейди, яғный 

 

(5) шини пайдалансақ интеграл критериясы мына қатнас арқалы баҳаланады 

 

ҳәм оптималлық анықламасын киритиў мүмкин интеграл критериясы 

мәнисинде. 

АНЫКЛАМА 2.  Ляпунов функциясын интеграл 

критериясының сапасының баҳасы ретиңде оптимал деп атаймыз егерде 

 (8) 

бунда  

 

болса. 

3) Егерде (1) системаның орнықлылығын шешеми асимптотикалық 

характерге ийе болса онда қоздырыўдың тең салмақлылық жағдайы  да 

ериседи. Реал системаларды изертлеўде яғный орнатыў процесси егерде 

 болса, бунда - киши шама алдың ала берилген шама ҳәм ўақыт 

шамасы  да  берилген дәллиликке ерисе ўақыт бойынша өтиў процесси 

деп аталады. Бул жерде енди  киши шама киши шама болмаўы 

мүмкин. Ал Т шамасын мына теңсизликти шешиў арқалы алыў мүмкин 
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функцияның монотонлығын есапқа алсақ, Т ны алыў ушын мынаған ийе 

боламыз. 

 

АНЫКЛАМА 3  Ляпунов функциясын ўақыт бойынша 

өтиў процессиниң баҳасы ушын оптимал деп атаймыз, егерде 

 (9) 

бунда 

 

 Берилген түсиник улыўма характерге ийе.  көплиги кеңислигине 

үлес көплиги деп аталады, үзликсиз дифференциалланыўшы функциясының 

оптимал баҳаны табыў шексиз кеңисликтеги оптимизациялық мәселесин 

шешиўге алып келеди. Сонлықтан конструктив нәтийжелерде (1) ши 

системаның дара жағдайы ушын алыў мүмкин. Егерде Ляпунов функциясы 

параметрли берилген Ляпунов функциясы классында дүзилсе, бул жағдайда 

параметрли кеңисликтеги оптимазициялық мәселеге ийе боламыз мақсет 

функцияның түри  байланыслы болады. 

 Егерде система сызықлы болса түрақлы коэффициентли жоқарыда 

қаралғанда онда Ляпунов функциясы квадратлы форма түринде дүзиледи. 

Бул питкериў қәнигелик жумысында арнаўлы түрдеги сызықлы емес 

системаларды қараймыз, яғный туўры ҳәм туўры емес ретлестириў 

системасы деп аталған. Сызықлы емес ретлестириў берилген класста жатады, 

сектор арқалы анықлаўшы. Асимптотикалық орнықлылық шәртлерин алыў 

мәселеси усы класстағы сызықлы емес ерикли функция ушын, абсолют 

орнықлылық мәселеси деген атамаға ийе болады. Оны шешиўдиң ҳәр қыйлы 
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усыллары бар. Ең сапалы усыллардың бири болып жийиликли ҳәм оның ҳәр 

қыйлы мадификациясы. 
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§ 2. Ретлестириў системасында ўақыт бойынша өтиў 

характеристикаларын оптималластырыў ҳәм оларды есаплаў. 

 Енди сызықлы емес системаны қараймыз, туўры ретлестириўши деп 

аталатуғын, яғный  

 (1) 

Бунда А асимптотикалық орнықлы матрица  арнаўлы түрдеги 

сызықлы емес функция. Ол сектор шәртиң қанаатландырады 

 

яғный мына  ҳәм  туўрылардың арасында жатады. Ал (1) ши 

системаны изертлеўде Ляпунов функциясы мына төмендеги көринисте 

алынады 

 (2) 

Бунда Н Ляпунов матрицалы теңлемесиниң шешими  

 (3) 

- он параметр болыўы шәрт емес. Ал  функциясы ушын (2) ши 

теңсизлик төмендеги түрге ийе болады. 

 (4) 

бунда 
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Енди  функциясының толық туўындысының баҳасын қарап өтемиз 

(2) ши түриндеги (1) ши системага тийкарланып. Сектор шәртиң пайдаланып 

төмендегиге ийе боламыз 

 

Егерде матрица 

 

он анықланған болса, онда (1) ши система абсолют орнықлы, яғный  

асимптотикалық орнықлы ерикли  функциясы ушын төмендеги түрге 

ийе болады 

 (5) 

Ляпунов функциясының он анықланғанлығы орынланады егерде матрица 

 он анықланған болса, енди ерикли Ляпунов функциясының 

терис анықланған шәртиң қарап өтемиз. Сильвестр критериясынан келип 

шығады,  матрицасының он анықланғанлығы ҳәм  

теңсизлиги орынланады. Анықлаўышты кейинги бағаналары бойынша ашып, 

төмендеги теңсизликке ийе боламыз 

 (6) 

Солай етип  көплиги Н он анықланған матрицалардың көплигин 

көрсетеди ҳәм  параметрин  ҳәм  он анықланған 

ҳәм (6) шы теңсизлик есапланады. 
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ЛЕММА. 1  көплиги дөңес көплик болып табылады. 

 ДӘЛИЙЛЛЕЎ. Бизге белгили, яғный он анықланған матрицалардың 

көплиги дөңес, ал талап он анықланған матрицалар –  ҳәм 

 дөңес. Шеклеўлерди қараймыз  га он анықланғанлықты талап 

ететуғын. Мейли ξ - ерикли шама болсын  ҳәм мына жубы  

ҳәм  ушын  дың он анықланғанлығы орынланады. Сонда матрица  

 

 

 

 

он анықланған болады, он анықланған матрицаларды қосындысы он 

коэффициентлери сыяқлы. Солай етип кейинги шеклеўлерде дөңес, буннан 

келип шығады барлық  көплигиниң дөңес екенлиги. 

 ТЕОРЕМА. (1) ши системаның абсолют орнықлы болыўы ушын  

көплигиниң бос емес көплик болыўы жеткиликли. 

 ДӘЛИЙЛЛЕЎ. Мейли  көплиги бос көплик болмасын. Сонда 

асимптоткалық орнықлылық фактты орнатыў ушын (1) ши системаның 

шешимлериниң характеристикасын табыў керек. Ал  функциясы 

төмендеги түрге ийе болады. 

 (7) 
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 (8) 

 (9) 

Олар жүдә қурамалы, өткен пораграфтағы функцияларға қарағанда 

олардың анықланыў облосты басқа, оның өзи үзликсиз 

дифференциалланыўшы функцияны көрсетеди. 

 Енди сызықлы емес туўры емес ретлестириў системасын қараймыз. 

 (10) 

А- асимптотикалық орнықлы матрица, ал сызықлы емес  функциясы 

мына шәртти қанаатландырады 

 

яғный мына туўрылар арасында жатады  ҳәм  Ляпунов 

функциясын мына түрде аламыз 

  (11) 

бунда Н болса (3) теңлемениң шешими. Ал (1) ши системадан 

айырмашылығы (10) шы система n+1 олшемли кеңисликте жатады  

өзгермели ал  параметр. Ал  функция ушын (11) ши түриндеги мына 

теңсизлик орынлы 

 (12) 

бунда 
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 функциясының толық туўындысы ушын (11) ши түриндеги, (10) шы 

системага тийкарлансақ төмендеги теңлемеге орынлы болады 

 

Егерде матрица  

 

он анықланған болса, онда (10) шы система абсолют орнықлы. Бул жағдайда 

(5) ши теңсизлик системаның шешимине тийкарланып төмендеги түрге ийе 

болады 

 (13) 

 Егерде А матрицасы асимптотикалық орнықлы болса, ал  

функциясы мына  ҳәм  туўрылары арасында жатса онда (11) 

ши түриндеге Ляпунов функциясы ҳәмме ўақыт он анықланған. Енди 

туўындының терис анықланғанлық шәртиң қараймыз. Буның ушын –АтН-НА 

он анықланғанлығы жеткиликли ҳәм . Анықлаўышты кейинги 

бағаналары бойынша жайып, төмендеги теңсизликке ийе боламыз 

 (14) 

Солай етип  көплиги он анықланған Н матрицалардың көплигин 

көрсетеди. –АтН-НА матрицасы он анықланғанлығын ҳәм (14) ши 

теңсизликтиң орынланатуғынын. 
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 ЛЕММА.  көплиги дөңес көплик болып табылады. 

 ДӘЛИЙЛЛЕЎ. Он анықланған матрицалардың көплигин мына –АтН-

НА он анықланған, дөңес көплик болып табылады. Енди С матрицаның он 

анықланғанлық шәртиң тексеремиз. Мейли  ериклик фиксирленген 

шама. Егерде  болса, онда  ушын 

төмендеги теңлик орынланады 

 

 

Онда  матрицасы он анықланған болады. Он анықланған 

матрицалардың қосындысы ретиңде, он коэффициентлер менен. Солай етип 

кейинги шеклеўлер дөңес ҳәм - дөңес көплик. 

 ТЕОРЕМА: (10) шы системаның абсолют орнықлығы ушын  

көплигиниң бос емес болыўы жеткиликли. 

 ДӘЛИЙЛЛЕЎ: Теорема ушын (1) ши Ляпуновтың екинши 

теоремасының дәлийллеўин қайталаў сыяқлы болады. 

 Мейли  көплиги бос емес болсын. Сонда система абсолют 

орнықлы ҳәм оның шешиминиң баҳасын дүзиў ушын оптимизациялық 

мәселени қойыў мүмкин критериялы функция ушын 
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бунда  алдың ала анықланған. 
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§ 3. Ретлестириў системасы ушын Ляпуновтың оптимал функциясын 

табыў. 

 Оптималластырыў мәселесиниң шешими, өткен пораграфта қойылған 

мәнисине ийе, егерде система абсолют орнықлы болса, яғный  көплиги 

бос емес. Енди бир жақынлаўдыды қараймыз. Усы факт ушын оптимизацион 

мәселесин шешимине тирелиўши. 

Енди мақсет функциясын қараймыз 

 

бунда  

көплигинде анықланған, жуп  он анықланған Н матрицадан ҳәм скаляр 

 дан турыўшы,  он анықланған. 

АНЫКЛАМА: мына Ляпунов функциясы 

 

бунда  

 

абсолют орнықлылық мәнисинде оптимал деп есаплаймыз. 

 Енди  областыңың қәсийетиң ҳәм  функциясын 

қараймыз. 

 ЛЕММА:  көплиги дөңес көпликти аңлатады. 

 ДӘЛИЙЛЛЕЎ: Мейли  болсын. 

Онда ерикли  ушын 

 матрицасы он анықланған 
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болады, он анықланған матрицалардың қосындысы ретиңде, он 

коэффициентлер менен. Кейин матрица  

 

он анықланған болады. 

 Буннан басқа ерикли  ушын  дан келип 

шығады, яғный . Солай етип  дөңес конус. 

 ТЕОРЕМА:  функциясы дөңес болады. 

ДӘЛИЙЛЛЕЎ: Үшликтен турыўшы  

көпликти қараймыз, С матрицасы он анықланған болатуғын. Усы көпликтиң 

дѳңес екенлигин корсетемиз. хаккыйкатыңда да, мейли 

 ҳәм усыган сайкес 

мына матрица  ҳәм  он анықланған. Яғный 

 Сызықлы оператор, онда ерикли  ушын төмендеги 

орынланады 

 

 

 

он анықланған болады. Он матрицалардың қосындысы ретиңде он 

коэффициентлер менен. Солай етип  ушлиги, С матрицасы он 

анықланған дөңес болады. 
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 Гурвица критериясының келип шығады,  матрицасының он 

анықланғанлығын зәрүрли ҳәм жеткиликли шәрт болып мына теңсизлик 

есапланады 

 

 Солай етип мынаған ийе болдық, яғный  диң график үсти 

болып дөңес көплик есапланады. Буннан келип шығады  

функциясының өзи тегис болады ҳәм оның градиентти аналитикалық түрде 

есапланады. 
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§ 4. Нур бойынша созыў алгоритми 

 Мына  жубын табыўдың алгоритмин қараймыз, 

 бунда Н Ляпунов теңлемесиниң шешими, базы бир 

ерикли С матрицасы менен  ерикли фиксирленген турақлы  

матрицасы он анықланған болатуғын. Енди бизлер  ди излеймиз 

мына  түринде бунда . Aл  функциясы 

мына  функцияға айналады. 

 

 

Функцияның экстремумының зәрүр шәрти  ның  өзгериўшиси 

бойынша бул  яғный  

 

Буннан  

 

ҳәм мына  жубы, бунда ,  орнықлы шәртиң жақсы 

берeди,  га қарағанда. 

 Туўры емес ретлестириў системасын изертлеўде абсолют орнықлы 

ушын мына теңсизликтиң орынланыўы талап етиледи 

 

мына мақсет функциясын киритемиз 
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бунда , H он анықланған матрицалар 

көплигинде анықланған мына  он анықланған болатуғын. Өз-өзинен 

анық яғный  матрицасы  функциясы минимал мәнисти 

қабыллайтуғын абсолют орнықлылықка жуўап береди ҳәм оптимизациялаў 

мәселесиниң қойылыўына. 

 АНЫҚЛАМА: Мына түрдеги Ляпунов функциясына  

 

яғный 

 

Ляпуновтың оптимал функциясы деп аталады. 

 Енди оптимизациялық мәселелерди шешиў сораўларын қараймыз. 

Егерде  симметриялы он анықланған матрица болса, меншикли 

мәнислери менен 

 

онда  симметриялы он анықланған матрица болады, мына меншикли 

мәнислер менен  

 

Сонлықтан  . Солай етип Ляпуновтың ен жақсы оптимал 

функциясы болып (системаның параметрине байланыслы) сондай болады, 

. 

 ТЕОРЕМА: Мына  Ляпунов функциясы  

болатуғын сонда тек ғана сонда бар болады, егерде мына теңлеме 
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Но он анықланған симметриялы он анықланған матрица болса,  

 ЗӘРҮРЛИГИ: Мейли  функциясы бар болсын,  

болатуғын ҳәм  он анықланған. Сонда  болса, булда он 

анықланған квадратлы матрица болады, яғный  он анықланған 

квадратлы матрица ҳәм мына  ден келип шығады, яғный 

. 

 ЖЕТКИЛИКЛИГИ: егерде теңлеме Но он анықланған матрицалар 

шешимине ийе болса,  анықланған болатуғын, онда  

болады. 

 Солай етип, оптимал Ляпунов функциясына ийе болыў ушын, 

симметриялы он анықланған квадратлы матрицалар классында теңлемениң 

шешими табылады ҳәм матрицаның он анықланғанлығын тексерип көриў 

керек. 

 Қаралып атырған теңлеме тийкарынан мына түрге ийе болады 

 (1) 

Оның шешимин  симметриялы он анықланған матрицалар 

классында қараймыз. Былай белгилеймиз . Егерде барлық 

 болса, онда (1) ши система ерикли  шешимге ийе 

болады, ҳәм шешимге ийе болмайды, егерде  элементлердиң биреуи 

нолден өзгеше болса. 

 Мейли, яғный  болсын. Сонда (1) ши системаны мына түрде 

қайта жазамыз 
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Бул, улыўма айтқанда n теңлемеге ийе анықланбаған система,  

белгисизли. Бул системаның улыўма шешимин мына түрде қайта жазыўға 

болады. 

 

бунда 

 

 

 

 ерикли он анықланған матрица 

 ТЕОРЕМА:  оптимал функциясы,  болатуғын, 

сонда тек гана сонда бар болады егерде Н симметриялы он анықланған 

матрицасы бар болса,  он анықланған болатуғын. 

 ЗӘРҮРЛИГИ: Мейли он анықланған  Ляпунов функциясы бар 

болсын,  болатуғын. Сонда өткен теоремалардан келип шығады 

(1) ши теңлеме Но симметриялы он анықланған матрицалы шешимге ийе 

болады, яғный  он анықланған болатуғын. Солай етип (2) ши 

системаның шешиминиң улыўма екенлигин көрсетеди, онда Н матрицасы 

бар болады. 

 

бунда  болса (2) де анықланған. 
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 ЖЕТКИЛИКЛИГИ: Мейли симметриялы он анықланған Н матрицасы 

бар болсын,  элементлери менен анықланған, он анықланған. Бул саны 

аңлатады, матрицалы теңлеме Но он анықланған шешимге ийе 

болатуғынлығын. Солай етип анықланған матрица Но болса оптимизациялық 

мәнисиниң шешимен көрсетеди,  болатуғын. 

 Соны белгилеп өтиў керек яғный теорема зәрүрли ҳәм жеткиликли 

шәртке ийе болатуғынын көрсетеди, оларды тексериў қыйын мәселе. 

 Санлы түрдеги оптимизациялық усылды қоллаўды қарап өтемиз. 

 ТЕОРЕМА:  дөңес болып есапланады. 

 ДӘЛИЙЛЛЕЎ: Енди  жублар көплигин қараймыз, мына 

 ҳәм  матрицалардан турыўына, яғный мына матрица 

 

он анықланған. Соны көрсетемиз, яғный усы көпликтиң дөңес екенлигин. 

Мейли  жубы сондай, яғный  

 мына матрицалары  он 

анықланған. Сонда ерикли  ушын 

 

 

 

он анықланған матрица болады, он анықланған матрицалардың сызықлы 

комбинациясы ретиңде он коэффициентлери менен Сильвестр 

критериясынан келип шығады,  матрицасының он анықланғанлығын 
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зәрүрли ҳәм жеткиликли шәрти болып мына теңсизликти орынланыўы 

есапланады 

 

Яғный  функциясының график үсти болып дөңес көплик есапланады, 

онда  дөңес функциясы есапланады. 

 Енди  функциясының оптималластырыў алгоритмин қараймыз, 

 областының спецификасын есапқа алып. 
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§ 5. Көшерди созыў алгоритми. 

 Енди Н1 матрицасын алыудың алгоритмин қараймыз,  

бунда Н ерикли он анықланған матрица . Оны мына  түринде 

излеймиз, бунда  санлы параметр. Ал  функциясы болса,  

функцияга айналады  өзгериўшили 

 

Ал  функциясының экстремумының шәрти  өзгериўшиси бойынша 

 ямаса  

 

Буннан  

 

Солай етип  матрицасы  функциясының кем мәнисин 

тәмийнлейди. 

 Оптимал  функциясының оптималластырыўдың градиент 

усылы 

Мына 

 

функциясы берилген областта үзликли дифференциалланыўшы болып 

табылады, градиенти анық түрде есапланады. Соның ушын улыўма түрдеги 

градиент усылын қолланыў керек. Мына белгилеўди киритемиз град 
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 матрицадан турыўшы   ҳәм скалярдан 

 бунда  

 

 

 

 

бунда  матрица элементлери i - шы жолдың j - шы бағананың 

кесилиспесиның элементлеринен түрган бирге тен, ал калган элементлери 

нолге тен. 

 Төмендеги оптималластырыў алгоритмлерин қараймыз 

1)  деп алып, бунда НЕ болса  матрицалық 

теңлемениң шешими. 

2) к=2 деп аламыз 

3) Мына  матрицасын табамыз ҳәм  

бунда  

  

4) Кейин grad  есапланады. 
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§ 6. Абсолют орнықлы кешигиўши системаларды ретлестириў. 

 Бул парагарфта сызықлы емес кешигиуши аргументли системалар 

каралады. Бул система туўры ретлестириў системасы деп аталады. 

 

Сызықлы емес  функциясы бир аргументке байланыслы, турақлы 

L менен Липшин шәртиң қанаатландырады ҳәм  сектор 

шәртин. Кешигиўши аргументли системалардың абсолют орнықлылығын 

Ляпуновтың екинши усылы жәрдеминде иске асырылады. Ляпунов 

функциясы мына түрде дүзиледи 

 

бунда Н-он анықланған матрица,  базы бир параметр. Ал  функциясы 

ретиңде төмендеги теңсизликти аламыз 

, (1) 

бунда 

 

Ал  арқалы Ляпунов функциясының бетлик қәддин белгилеймиз, ал  

арқалы усы бет пенен шегараланған абсолютты белгилеймиз, яғный 

 

Төмендеги белгилеўлерден пайдаланамыз 
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 шешиминиң экпоненциял баҳасын алыў ушын  автоном емес 

функциядан пайдаланамыз. 

 

Буның ушын төмендеги теңсизлик орынлы 

 (2) 

 Енди  өзгериўшилер кеңислигин қараймыз ҳәм  

функциясының бетлик қәддин  арқалы белгилеймиз, ал  арқалы ол 

жататуғын областты, яғный 

 

 

Енди бизлер туўры емес ретлестириў системасын қараймыз 

 

Бул жерде  функциясы сызықлы емес ҳәм секторға дерек 

 

Туўры ретлестириў системасынан парқы, туўры емес ретлестириў 

системасы  кеңислигинде қаралады  өзгермели. Сонлықтан 

векторлы норма ретиңде төмендегини аламыз 
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Абсолют орнықлылық шәртиң келтирип шығарыў ушын мына түрдеги 

Ляпунов функциясын пайдаланамыз 

 

Буниң ушын төмендеги теңсизлик орынлы 

 (3) 

Енди  функциясының бетиниң қәддин  арқалы белгилеймиз, 

ал  арқалы шегараланған беттиң майданын белгилеймиз, яғный 

 

 

Экспоненциал сөниўдиң коэффициентлерине ийе болыў ушын 

төмендеги функциядан пайдаланамыз 

 

буның ушын төмендеги теңсизлик орынлы 

 (4) 

Бул параграфта бир кешигиўши аргументке ийе болған ретлестириў 

системасын қараймыз 
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 (1) 

Былай болжаймыз, яғный кешигиўсиз система 

 (2) 

абсолют орнықлы. Дара жағдайда орнықлылық шәртлерин келтирип 

шығарыўда төмендеги системаны пайдаланамыз 

 (3) 

бунда параметр  болса (3) ши системаның максимал орнықлылық 

шәртинен алынады. Егерде  матрица асимптотикалық орнықлы болса, 

онда Ляпунов функциясының  матрицасы 

 (4) 

мына матрицалық теңлемени шешиў арқалы алынады 

 

Егерде (3) ши системаны изертлеўде пайдалансақ, онда  ты мына 

теңлемени шешиў арқалы табылады 

 

ЛЕММА: Мейли (1) ши системаның  шешими ушын 

 теңсизлиги орынланады. Сонда  болғанда 

төмендеги теңсизлик орынланады 

 (5) 

бунда  
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R=|B|+K(|во|C1|+|в1||Co|+|в1||C1|), 

L=|A|+K|во||Co|. (6) 

ДӘЛИЙЛЛЕЎ: (1) ши системаны мына түрде жазамыз  

 

 

ал мына аралықта  

 

 

бунда R ҳәм L болса (6) да анықланған. Беллман теңсизлигинен 

пайдаланамыз  төмендегиге ийе боламыз 

 

Енди  аралықты қараймыз. Төмендегиге ийе боламыз. 

 

 

 

жәнеде Беллман теңсизлигинен пайдаланып  (5) теңсизлик 

орынланады. 

 Төмендеги белгилеўлерди киритемиз 
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 (7) 

 

 

ТЕОРЕМА: Мейли Н матрицасы ҳәм  параметри сондай, яғный   

 ҳәм сондай  бар болады, С1 матрицасы он анықланған 

болатуғын. Сонда (1) ши система ерикли  ушын абсолют орнықлы. 

Сонда |x(t)|<E, t>0 егерде  болса, бунда 

 ,  (8) 

 ДӘЛИЙЛЛЕЎ: Ерикли >0 ушын  сондай етип сайлап аламыз, 

яғный  областы  дөгеректиң ишинде жататуғындай етип. Буның ушын 

  шамасын сондай етип сайлап аламыз,  ушын 

системаның шешими, орынланатуғындай етип . Былай 

аламыз  Буннан (8) ге ийе боламыз. Мейли x(t) (1) ши 

системаның ерикли шешими болсын, яғный  Сонда         

 де  Соны көрсетемиз, яғный t>0 де усы 

сақланатуғындай. Мейли керисинше болсын, T>0,  Енди  
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функциясының толық туўындысын қараймыз (1) ши системаның 

дөгерегинде. 

 

 

 

 

Белгилеўлер киритемиз 

 

Пайда болған аңлатпаны мына түрде жазамыз 

 

 

 

 

Болжаў бойынша  онда                    

 Сонлықтан t=T да  функциясының толық 

туўындысы ушын төмендегеиге ийе боламыз 
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Ерикли  ушын 

  

Сонлықтан, (7) ши белгилеўлерден пайдаланып, төмендегиге ийе боламыз 

 

ҳәм (1) ши системаның абсолют орнықлылығы ушын жеткиликли, яғный 

матрица C2 он анықланған болыў керек. 

 Соны көрсетемиз, яғный орнықлылықтың экспоненциал характери ийе 

екенлигин, яғный сондай бир  ҳәм  турақлылары бар болады 

 

Автоном емес Ляпунов функциясынан пайдаланамыз 

 (10) 

ЛЕММА: Мейли (10) шы түриндеги Ляпунов функциясы ушын x(t) 

қәлеген шешиминиң дөгерегинде төмендеги теңсизлик орынлансын 

 

Сонда x(t) ушын мына катнас орынлы 

 (11) 

 ДӘЛИЙЛЛЕЎ: (2) ши теңсизликтен пайдаланып мынаған ийе боламыз 
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Бул теңсизликти интеграллап 

 

жәнеде (2) ни пайдаланып (11)  ге ийе боламыз. 

 ТЕОРЕМА: Мейли Н матрица ҳәм  параметри сондай, яғный 

 ҳәм сондай  бар болады, С1 матрицасы анықланған. Сондай 

x(t) шешими ушын (1) ши системаның мына теңсизлик орынлы  

 (12) 

бунда 

 

 

 (13) 

 

p1,p2,q1,q2 болса (7) де анықланған. 

 ДӘЛИЙЛЛЕЎ: Мейли (1) ши системаның x(t) шешими  

теңсизликти қанаатландырсын. Сонда  болса  де, 
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 - ерикли турақлы. Яғный  де (12) ши теңсизлик орынланады. 

Сондай бир  табылады ол   жағдайда да орынланатуғын. 

 Мейли бул былай болмасын ҳәм сондай бир Т>0 табылады, яғный 

 болатуғын. Сонда (10) шы теңсизликтиң (1) ши системаға 

тийкарланып толық туўындысына ийе боламыз 

 

 

 

 

 

 

Енди (7) ши белгилеўден пайдаланып төмендегиге ийе боламыз 

 

 

 

Ерикли  ушын төмендеги теңсизлик орынлы  
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Сонлықтан 

 

 

 

Егерде 

 

 (14) 

 

онда, леммадан келип шығады, (11) теңсизликтиң орынлы екенлиги 

 орынланбайды ҳәм бир T>to де. Сондай ,  табамыз (14) 

ши теңсизлик орынланатуғын. Әпиўайылық ушын  деп аламыз. 

Сонда 

  

 

 

Екинши теңсизликти шешип төмендегиге ийе боламыз 
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Бириншден теңсизликтиң шеп тәрепи монотон келиўши функцияны 

береди. Оны  аралықта алмастырамыз, бунда теңсизликтиң шеп 

тарепи  нолге айналады. Ал  шамасы мына теңлемени шешип табамыз 

 

буннан (13) ге ийе боламыз. 

 ЛЕММА: Мейли ерикли α>0 ушын (1) ши системаның  шешими 

ушын сондай бир  бар болады, яғный  ал  егерде 

 болса. Онда төмендеги теңсизлик орынлы. 

 (15) 

бунда 

,  

 ДӘЛИЙЛЛЕЎ: Егерде  болса, онда  

Енди (1) ши системаны былай жазамыз 

 

Буннан 
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ҳәм (6) га ийе боламыз. 
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§ 7. Кешигиўши туўры емес системаларды ретлестириў. 

 Бул парагрофта туўры емес ретлестириў системаның абсолют 

орнықлылығын аламыз 

 

Аўысыўсыз аргументли система төмендеги түрге ийе болады 

 

  (2) 

Дара жағдайда мына система қолланылады 

 

  (3) 

бунда  Ляпунов функциясын мына түрде аламыз 

 (4) 

(4) ши Ляпунов функциясы ушын мына теңсизлик орынлы 

 (5) 

бунда 
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Енди  деп белгилеймиз. (1) ши системаның 

абсолют орнықлылығының жеткиликли шәртиңе ийе боламыз, ерикли  

ҳәм  ге сайкес келиуши. Буннан 

  

БЕЛЛМАН теңсизлигинен пайдаланып (6) шыға ийе боламыз. 

 Төмендеги белгилеўди киритемиз. 

 

 (7) 

 

 

 ТЕОРЕМА: Мейли А+В асимптотикалық орнықлы С1 матрицасы он 

анықланған болатуғын. Сонда (1) ши система ерикли  ушын абсолют 

орнықлы, сонлықтан  егерде  болса, бунда 

 (8) 

ДӘЛИЙЛЛЕЎ: Ерикли >0 шамасы ушын сондай бир  

шамасын аламыз сондай етип яғный  болса  дөгеректиң ишинде болсын. 

Жәнеде  шамасын сондай етип аламыз, яғный  егерде 

 болса. Соның ушын былай аламыз 
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яғный  шамасын (8) ши шәрттен аламыз. Белгилеў киритемиз 

 (9) 

Ал  функциясы ушын толық туўындысы (1) ши системаның мына 

түрге келеди 

 

 

 

Мейли  бази бир Т>0 ушын. Сонда  

, 

 

ҳәм толық туўынды ушын мынаған ийе боламыз  
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Ерикли  ушын мына қатнас орынлы  

 

Буннан басқа сектор шәртинен келип шығады, яғный  

Сонлықтан 

 

бунда С1 болса (7) де анықланған. 

 Енди (1) ши системаның  шешиминиң экспоненциал сөниўиниң 

коэффициентлерин аламыз. Ляпунов  функциясын мына көринисте аламыз 

 (10) 

 ЛЕММА: Мейли (10) ши ерикли функциясы ушын  

қозғалысының дөгерегинде мына теңсизлик орынлансын. 

 

Сонда  ушын теңсизлик орынлы  

 (11) 

 ДӘЛИЙЛЛЕЎ: (5) ши теңсизликти қолланып төмендегиге ийе боламыз 

 

Буны интеграллап 
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жәнеде (5) ни пайдаланып (11) ге ийе боламыз. 

 ТЕОРЕМА: Мейли А+В асимптоткалық орнықлы матрица ҳәм сондай 

бир  бар болады С1 он болатуғын. Сонда  шешим ушын (1) ши 

системаның экспоненциал баҳа орынлы 

 

бунда 

 

 

 

 (13) 

 

 

ДӘЛИЙЛЛЕЎ: Мейли  (1) ши ушын системаның шешими болсын 

 теңсизликти қанаатландырыўшы. Сонда  де 

 бунда  ал  ерикли турақлы. Сондай  
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шамасы бар болады усының t>0 болған жағдайда сақланатуғын. Мейли 

керисинше болсын  бази бир T>0 де. Сонда  

шешимде  мынаған ийе боламыз. 

 

 

ҳәм  функциясының толық туўындысы ушын мына теңсизлик 

орынлы 

 

 

 

 

 

ямаса  
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Пайда болған теңсизликти төмендегише жазамыз. 

 

 

 

бунда С1, С2, С3- лер (13) де анықланған. Ерикли  ушын мына теңсизлик 

орынлы 

 

Сонлықтан, мына теңсизлик орынланса 

 

  

Енди  ны сондай етип аламыз, бир ўақыт мына теңсизликлер 

орынланатуғын етип 
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Сонда (11) ден келип шығады, (12) ның орынлы екенлиги. 

Абсолют орнықлылық 

Туўры емес басқарыў системасын қараймыз 

 (1) 

бунда в, с, у-n олшемли векторлар, ал А болса n x n квадратлы матрица, 

 скаляр шамалар, СТ болса n өлшемли вектор жол. Ал 

 (2) 

(1) ши системаны мына түрге алып келеди 

 (3) 

 (1) ши ҳәм (3) ши орнықлылық системасы мәселеси эквивалент болыў 

ушын (2) ши түрлендириўши айнымаған болыў керек. Ал (2) ши 

түрлендириўиниң айнымағанлық шәрти мына формада жазылады 

 (4) 

Келешекте ҳәмме жерде  функциясы төмендеги шәртти 

қанаатландырсын 

 (*) 

Бул шәртке абсолют орнықлылық деп аталады. 

Туўры басқарыў системасы 
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 Енди (3) ши системаны қараймыз мына жағдайда, егерде А 

матрицасының барлық меншикли мәнислери терис ҳақыйқый бөлимге ийе 

болса. 

 Системаның әпиўайы мысалын қараўдан баслаймыз 

 (5) 

бунда  - скаляр шамалар,а>0. Ал (1) ши система ушын Ляпунов 

функциясын мына түрде излеймиз 

 

буннан төмендегиге ийе боламыз. 

 

бунда  Ал  функциясының терис болыў шәрти мына түрде 

жазылады 

 (6) 

(6) шы теңсизлиги  он шешимге ийе болыўы ушын мына  

теңсизлигиниң орынланыўы зәрүрли ҳәм жеткиликли, теңлемениң еки 

корениниң он болыўын тәмийнлейтуғын 

 

 Енди (3) ши системаның улыўма жағдайын изертлеўге өтемиз. Мейли 

симметриялы он анықланған матрицасы берилген болсын ҳәм симметриялы 

В матрицасын табамыз 

ATB+BA=-C (7) 
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Бул (3) ши системасы ушын Ляпунов функциясын мына түрде излеймиз 

 (8) 

Енди  функциясының туўындысын (3) ши системага тийкарланып алынған, 

төмендеги түрге ийе болады: 

 

 

(6) шыны есапқа алсақ ҳәм мына қатнасларды 

 

мынаған ийе боламыз 

 

бунда  

Өз-өзинен анық мынаған ийе боламыз 

 

 

жәнеде С>0 онда терис анықланған 

квадратлық форма векторының проекциясы бойынша. 

Сонлықтан  шәрти  ның он анықланғанлығының 

жеткиликли шәрти. 

Туўры басқарыу системасын изертлеў 

Туўры басқарыў системасын қараймыз 

 (9) 
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бунда А болса n x n орнықлы матрица, в болса, n-өлшемли вектор бағана CT 

болса, n-өлшемли вектор жол,  үзликсиз функция мына шәртти 

қанаатландырыўшы 

 (10) 

Бурынғыша мейли С симметриялы матрицасы берилген болсын 

меншикли мәнислери он болған, буны мына теңлемеден табамыз 

ATB+BA=-C. 

(9) шы системасы ушын Ляпунов функциясын мына түрде дүземиз 

 

Солай етип B>0, онда  координата функциясы ретиңде  он 

болады  де ҳәм шексиз үлкен. Бизлердиң мақсетимиз соннан ибарат, С 

ҳәм  параметрлери есабынан  функциясына терис болыўын тәмийнлеймиз. 

Соны көриў қыйын емес, яғный  ушын мына аңлатпаға ийе боламыз 

 

бунда 

 

Өз-өзинен анық,  шәрти  функциясының терис 

анықланғанлығының зәрүрли шәрти. 
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Жуўмақ 

 Бул питкериў қәнигелик жумысында сызықлы емес системаның 

шешимлериниң баҳаларының характеристикаларын Ляпунов функциясы 

усылы жәрдеминде оптималластырыў мәселеси қарайды. Ляпунов 

функциясы квадратлық форма түринде алынады. Сондай-ақ питкериў 

қәнигелик жумысында сызықлы емес системаның шешимлериниң 

характеристикаларын дүзиў мәселеси қаралады. Өтиў процессиниң ең 

әҳмийетли характеристикаларының бири болып қайта ретлестириў шамасы 

есапланады. Жәнеде питкериў қәнигелик жумысында ретлестириўши 

системаның өтиў процесслерин есаплаҳ ҳәм оптималластырыў мәселелери 

қаралады. Сызықлы емес система қаралады туўры ретлестириўшы деп 

аталған, Ляпунов функциясы квадратлық форма көринисинде алынады. 

Солай етип, сызықлы емес системаның орнықлылығын изертлеў матрицалық 

теңлемени шешиўге алып келеди. Бул питкериў қәнигелик жумысында туўры 

емес ретлестириўши сызықлы емес система қаралады. Ляпунов функциясы 

квадратлық форма көринисинде алынады. Сондай-ақ бул питкериў қәнигелик 

жумысында ретлестириўши система ушын оптимал Ляпунов функциясын 

табыў мәселеси қаралады, еки алгоритм келтириледи: Нур бойынша созыў 

алгоритми ҳәм көшерди созыў алгоритми. 

 

 

 

 

 

 

Санлы мысал 



 53 

 Енди бизлер берилген матрицалық теңлемениң шешимин қараймыз 

ATH+HA=-C 

A= ; AT= ; 

C= ; H=  

Буларды теңлемеге апарып қойсақ, онда төмендеги көрниске ийе боламыз 

T +  =-  

Нәтийжеде 

+

=-  

Бул теңлемеде сызықлы алгебралық теңлемелер системасына ийе боламыз 

 

Сызықлы алгебралық теңлемелер системасын шешип төмендеги Н 

матрицасына ийе боламыз 
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Н=  

нәтийжеси                          Н=0,0144 
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