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Kirish

Mavzuning aktualligi: Lyapunovning to’g’ri usuli yoki Lyapunov
funkciyasi usullarning biri bo’lib hisoblanadi. XIX-asrning oxiridagi buyuk
rus olimlarining ko’rsatmalari yangilanish davriga ega bo’ldi. Agarda
uning yordami bilan olingan birinchi natija oddiy differencial tenglamalar
tizimining turg’unlik yoki turg’un emaslik shartlarining mavjudligi nazariy
xarakterga ega bo’lsa, unda kelajakda uning rivojlanishi ikki yo’nalishda
bo’ladi.

Xalanay A., Bromberg P.V., Bellman R., Ko’ncevich V.M., Chexovogo
Yu.N., Martinok D.l., larning ishlarida ajiralmali tenglamalar tizimi
qaraladi. O'zining xarakteri bo’yicha ular differencial hisobiga yaqin bo’lib
va ularga tabiyiy umumlashgan Lyapunov funkciyalar metodi ishlatiladi.

Zubov V.1, Krasovskiy N.N., Korobov V.I. larning ishlarida dinamik
tizimni  boshgarish masalasi uchun Lyapunov funkciya metodin
foydalanish g’oyalari keng rivojlandi.

Oxirgi vagtda Lyapunovning optimal funkciyalar metodi keng
rivojlanishga yo’l oldi. Shuning bilan birga bu metod konkret texnik
xarakteristik tizimni olishga imkoniyot beradi.

Shu vaqtgacha matematikaning ko’bchilik sohalarida ajiralmali tenglamalar
tizimi har xil shaklda o’rganildi.

Texnik ilmlarning rivojlanish tendenciyalariga bog’ligli bu soha
bo’yicha har xil yangi muammoalar kelib chiqdi. Elektron mashinalarin
diskret boshgarishning impulsli tizimlarin ifodalarni modellashtirishda
ajiralmali tizimlar keng migyosda foydalaniladi.

Ajiralmali tizimni ifodaluvchi matematik apparat  differenciallash
apparatiga o’xshash bo’lib keladi. Asosan Cipkin Ya.Z., Barbashin E.A.,
Veksler D., Bellman. R h.t.b. larning ishlarida diskret tizimning turg’unlik
nazariyasi to’liq o’rganildi. Oxirgi vaqtlarda hisoblash mashinalari
yordamida ajiralmali tizimning turg’unligi haqidagi muammoga qiziqish
ko’chaydi.

Ishning maqgsadi va vazifalari: Chizigli ayirmali tizimning turgunligin
Lyapunovning ikkinchi usulidan foydalanib echamiz. Chizigli ayirmali
tizim uchun shu funkciya yordamida baxo olamiz. Yani chizigli ayirmali
tizimning turgunligin aniglash matricalik tenglamani echishga olib keladi.

Aniglash obekti va pridmeti: Optimallashtirish usullari,differencial
tenglamalar.



Ishning tuzilishi: Birinchi paragrafda chizigli tizimlar garaladi. Bu
paragrafda doimiy chizigli diferencial tenglamalar tizimi ko’riladi. Va
kvadratli shaklning tengsizligiga asoslanib tizimning echimining bahosi
olindi.
Ikkinchi paragrafda ajiralmali tizimning echimining integral bahosini
optimallashtirish masalasi garaladi.

Uchunchi paragrafda Lyapunov funkciyasining algoritmlari ko’riladi va
tushunchalar beriladi.

To’rtinchi paragrafda Lyapunovning optimal funkciyasin topish
algoritmi ko’riladi.
Beshinchi paragrafda vaqt bo’yicha o’tish jarayonining bahosi va uni
optimallashtirish masalasi ko’rib chiqiladi
Oltinchi paragrafda ajiralmali tizimlarni optimallashtirishda gradient
usuldan foydalanib echish masalasi garaladi.
Ettinchi paragrafda integral sifat kriteriyasi va uni optimallashtirish
masalasi ko’riladi.



§1. Chiziqli tizimlar.

Ajiralmali tenglamalar tizimi umumiy shaklda qo’ydagi ko’rinishga
ega:
x(k+1)= f(k,x(k)), k=012... x(k)eR"

Tarif-1x(k)=0, (k=042..) echimi Lyapunov bo’yicha turg’un deb
nomlanadi,agarda hohlagan &>0 soni uchun, shunday &(¢)>0 soni
mavjud bo’lib,

Ix(0)]| < 5(¢)

tengsizligi bajaruvchining, hohlagan x(k)-echim (ajiralmali tenglamalar
tizimin, echimi) uchun

Ix(k)| < &

tengsizligi bajarilsa.
Tarif-2. x(k)=0 echimi asimptotik turg’un deb nomlanadi, agarda u
Lyapunov bo’yicha turg’un bo’lsa, va

lim|x(k )| = 0

k—o0

bo’lsa.

Yakka holatda, tizimning echimining, turg’unligin aniqlashda
A.M.Lyapunovning, ikkinchi metodi foydalaniladi, va ayrim musbat
aniglangan V(x)-funkciyasin topish talab gilinadi.

AV (x(k)) =V (x(k +1)) -V (x(k))
Bu yugorida ayirma musbat aniqlangan bo’ladi, unda tizimning nollik
echimi asimptotik turg’un bo’ladi. Doimiy koefficientlar chizigli ajiralmali

tizimin garaymiz:

x(k +1) = Ax(k), x(k) €R", k=12,.... (7



Bizga ma’lum, (7!) tizimning asimptotik turg’un bo’lishi uchun, A
matricasining xarakteristik sonlari birlamchi doiraning ichida yotishi zarur
va etarli ya’ni A matricasining hususiy sonlari uchun)

(A <1, (i=1n)

tengsizligi bajarilishi zarur va etarli.
Chizigli tizim uchun, musbat aniglangan

V(X) = x" Hx
Kvadratli shakl olinadi va uning birinchi ayirmasi (7%)-tizimdan foydalanib
qo’ydagi ko’rinishda bo’ladi:
AV (x(k)) = X (k) ATHA— H (k)
Agarda bu ayirma manfiy aniglangan
AV (x(k)) = x" (k)Cx(K)
Kvadratli shakl teng bo’lsa, unda (7%)-tizim asimptotik turg’un deyiladi.

Shunday qilib (7%)-chizigli ajiralmali tizimning turg’unligin aniglash
masalasi, qo’ydagi matricali tenglamani echishga olib keladi:

ATHA—H =C (8)

Bu erda H va C matricalari musbat aniglangan bo’lishi kerak. (8)-
matricali tenglamaning echimining mavjudligining va birdan birligining
zarur va etarli sharti qo’ydagi ko’rinishga ega

A(A)-A #1 1<i<j<n

Tizimning asimptotik turg’unligi haqida Lyapunovning ikkinchi metodi,
tizimning ayrim sifatli xarakteristik echimiga olib keladi.

Agarda H va C matricalari musbat aniglangan bo’lsa, unda qo’ydagi
V(x)-kvadratli shaklni baholashlar o’rinli:



Z’min (H mX”z < V (X) < ﬂ“min (H )”X”2
AV (X) < =4y (C)X|

(9)

Bunda 4,

hususiy soni.
Normani qo’ydagicha aniqlaymiz:

W={3n ]

(H), 4., (H), H matricasining mos eng kichik va eng katta

matricasining normasin
D] = {2 (DD}

bundan

V(x()) -V (k) >s—jm"—(‘ﬁ))v<x<k».

max

vt )s - 22O T v

/1max(H)

Hosil bo’Igan tengsizlikni echib qo’ydagi tengsizlikga ega bo’lamiz:

Vi)s1- /= o)

ﬂ“max(H)

(9) Kvadratli shaklning tengsizligiga asoslanib (7*) tizimning echimi x(k)
uchun bahoni qo’ydagicha ko’rinishda olamiz:

(k) ) < ﬂw‘“){l—*m‘ﬂ 0

Boshlang’ich qgo’zdirish bo’yicha optimal Lyapunov funkciyasining
mavjud bo’lish sharti.



Biz ¢,(H) funkciyasining optimizaciyaviy masalasin garaymiz, HeWw,,
ya’ni boshlang’ich qgo’zdirishning optimal bahosin topish masalasin
garaymiz.

Odatda 1<¢,(H)<~, unda Lyapunov funkciyasining eng yaxshisi, yoki
A (H) 1 2,1, (H,) =1 bo’ladigan funkciya V (x) = x"H,x ko’rinishida bo’ladi.
Lemma-1. Agarda A-asimptotik turg’un matrica bo’lsa, unda Hi C
matricalarining hususiy ma’nolari uchun (2) chi tenglamaga kiruvchi ushbu
tengsizlik o’rinli

0<4,,(C)< A, (H)

Isbotlash. (2) chi tenglamadan qo’ydagiga ega bo’lamiz

0 < A (C) = A (H = ATHA)< 4. (H) = A, (ATHA)

max

Agarda H-musbat aniqlangan bo’lsa va A- asimptotik turg’un, unda
ATHA-musbat aniglangan bo’ladi va bundan

0<1—ﬂmi”—(C)<1

Mayli  Xo kichik bo’lishi shart emas boshlang’ich qo’zdirish ya’ni |x,|— 0
asimptotik, unda konkret tizimni aniglashda |x | <& bo’lishi etarli, bunda

s-etarli kichik fikserlangan chama. Endi N(¢) sonin topamiz, |x <&

bo’lganday, faqatgina k >N(g) uchun. Bu sonni vaqt bo’yicha o’tish
jarayoni deb nomlaymiz. Olingan bahoni foydalanib qo’ydagiga ega
bo’lamiz

/n ‘92 . ﬂ’min(H)

[Xo|" Zmax (H)

gn(l_ ﬂ‘min (C) J
/Imax(H)

N(H,X,,¢) <

Bu erda [| sonning butun bo’lagining funkciyasi. Vaqt bo’yicha o’tish
jarayonin aniq baholash qiziquvchilik uyg’otadi, ya’ni H matricasin topish,
N minimal bo’ladi.

Tarif. 9,(x) = x"H,x Lyapunov funkciyasi,



Hy =arg inf {p(H)} (*)

(D(H ) — gn( ﬂ“min (H)]/fn(l— ﬂ’min (C) J

bunda

W, -bo’lsa, H simmetrik matricaning ko’bligi, ya’ni A"H - HA-manfiy
aniglangan, vaqt bo’yicha o’tish jarayonining bahosi uchun optimal
deyiladi.

Shunday qilib, (1) chi tizimning vaqt bo’yicha o’tish jarayonining
optimalliligin hisoblash ushbu 9(x)=x"Hx kvadratli funkciya yordamida,
o(H) funkciyasin optimallashtirish masalasiga olib keladi, w,, -ko’bligida
aniglangan.

Lemma 2. Mayli W, yoyiq bo’lsin.

Isbotlash. Musbat aniglangan matricalar ko’bligi yoyiq bo’lsin, unda
cheklashlar chizigli. Shuning uchun w, ko’bligi yoyiq. Bundan boshqa,
ixtiyoriy d uchun: 0<d<+w, HeW, dan kelib chigadi, ya’ni dH eW,, .
Shunday qilib, W, -ochiq yoyiq konus (ya’ni yon tarafga ega emas).

Optimallashtirish masalasin echganda funkciyasining aniglanish
sohasining yoyigligi talab gilinadi va funkciyaning o’zining yoyiqligi. Bu
talablarning bajarilishining natijasida echimning mavjudligi va birdan
birligi kafolatlanadi. Sonli hisoblashlarda gradient usullar foydalaniladi.
Bizning holatimizda ¢(H) funkciyasi yoyiq bo’lib hisoblanadi.

Endi (*) masalasining echimining mavjudligi va birdan birligin
garaymiz. Shuni ko’rish giyin emas, ya’ni

O<Ay(H)/ A4, (H)<1 0<1-4,,,(C)/ A, (H)<1
Shuning uchun ¢(H)>0 va eng yaxshi optimal Lyapunov funkciyasi
bo’lib, agarda A, (H)/ 4. (H)=1 ya’ni H, =4E, 1>0.
Teorema. 9,(x)=x"H) ew, Lyapunov funkciyasi vagt bo’yicha o’tish
jarayonining bahosi uchun optimal bo’lgan, ¢(H,)=0 bo’ladigan, shunda
fagatgina shunda mavjud, agarda E-A"A musbat aniglangan matrica
bo’lsa. Bu holatda H, = AE, 1>0, ¢(H,)=0.

Zarurliligi. Mayli $,(x)=x"H,x optimal funkciyasi mavjud bo’lsin,
H, eW, va

min

'min

inf {p(H)j=p(Hy)=d;

HeHy



shart bo’yicha H,,w, sohasining ichida bo’ladi, shuning uchun, shuni
hisobga olib, w,-konus, ¢(H) funkciyasi H bo’yicha bir xil, H, nurda
joylashadi, konusning tepasi orgali o’tishi. Shuning uchun H,/[H,| deb
olishga bo’ladi va
Inf {p(H)j = min{p(H )} =2

Ya’ni 0<¢p(H)<+wo, bo’lsa, unda d=0. Bundan kelib chigadi, ya’ni
H, = E. Shuning uchun E- A"A=H, - A=C,matrica musbat aniglangan.

Etarliligi. Agarda E- A" A musbat aniglangan bo’lsa, unda Lyapunov
funkciyasi sifatida 9,(x)=x"H,x olib ¢(E)=0 ega bo’lamiz. Shunday qilib
»(H)>0, unda tuzilgan Lyapunov funkciyasi optimal bo’lib hisoblanadi.
Mayli E-A"A musbat aniglangan bo’lmasin. Bu holatda 9,(x) = x"H,x
optimal Lyapunov funkciyasi mavjud bo’ladi, lekin ¢(H,)>0
TEOREMA -1(8)-tenglama 4., (H,)/ A,
H, eWw, matricaga ega bo’ladi, fagatgina shunda, agarda (E—ATA)
matricasi musbat aniglangan bo’lsa, bunda E -birlik matrica.
Isbotlash: Zarurliligi: Mayli 24, (H,)/4,,(H,) bo’ladigan H, ew,
matricasi uchun C, matricasi mavjud bo’lsin. Bizga ma’lum UTHU -

matricasi dioganalli tuzilishga ega bo’ladigan U -ortogonal matricasi
mavjud bo’ladi.

(H,)=1 bo’ladigan echimi

Avex(H) =2, (H)=4>0
Unda
UTH,U = E
bundan
UTATUUTHUUT -UTHU =-U"CU
yoki

UTA" AU —E=—%UTC1U

shunday qilib, E-A"A= iCl musbat aniglangan matrica bo’ladi.
p)

Etarliligi:  Mayli (E—ATA)-musbat aniglangan matrica  bo’lsin,
C, =(E—A"A) deb olib

H1:E’ /lmax(Hl)/ﬂ (H1)=1

min

Tengliligiga ega bo’lamiz.
TEOREMA-2 Boshlang’ich qo’zdirishning bahosi uchun optimal
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V(X)=x"H,x, H,eW, Lyapunov funkciyasi mavjud bo’ladi shunda,
fagatgina shunda, agarda E — A" A matricasi musbat aniqlangan bo’lsa.

Bu holatda H, =4E, 1>0, ¢,(H,)=1

Isbotlash: Zarurliligi: Mayli optimal V,(x)-funkciyasi mavjud bo’lsin,
ya’ni (8)-tenglamaning ganoatlantiruvchi musbat aniglangan  H, ew,, -va
C, matricalari mavjud bo’lsin.

. {%(H)}: A (H1) _
HeHy ﬂ’min (H) ﬂmin (Hl)

a=1 ekanligin ko’rsatamiz. Mayli a >1bo’lsin
H,  matricasin diagonallashtiruvchi U ortogonal matricasi mavjud
bo’lsin.

A(H 0 0
0 A (H 0
U'THU = - (H) =A,
0 0 2,(H)
Mayli 4. (H,)=A,(H,)=...= 4, (H), s<nbo’lsin. Qo’ydagi matricani
Kiritamiz:
u 0...0
S={0 g, ... 0
0 0 ...y,
Buerda s, =, =...=p, 4, =0, j#i,iy....i,

C,-matricasi musbat aniglangan, unda etarli darajada kichik bo’lgan ¢
uchun qo’ydagi matrica aniglangan bo’ladi.
C; =C,—5|ATUSUTA-USU |
ATH A-H} =-C
Tenglamaning olingan H; matricasi va H, teng bog’langan:
H, =H’-sUsSU’

Shuning uchun

11



AU T (H, +0USUT U]
AU (H, +6USUT |

maX[U H U] max(Hl)
UTHU]+6 ~ A (H,)+o

zmax(Hf)_zmax(HlmusuT
Aon(H?) Apn(H, +8USUT)

max[U HU +65]
UTHU +68] 2

<a

mln min

Shunday qilib, ¢,(H;) <a tengsizligi bajariladigan H; matricasin tuzdik.
Bu bizning taxminimizga garama-qarshi keladi. Demak a>1 tengsizligi
o’rinli emas, shunday qilib ¢ (H,)=1 va teorema -1 dan E-A"A

matricasining musbat ekanligi qo’llab chiqadi. Etarlilik sharti teorema-1
dan chigadi.
TEOREMA-3. C, matricasining manfiy emas aniqlanish, ya’'ni

(C,)=0, H, W,

mln

funkciya optimal bo’lishining sharti bo’lib hisoblanadi
Isbotlash: Mayli, aksincha C matricasi musbat aniglangan bo’lsin, ya’ni

. (C)>0

tenglamani qo’ydagi ko’rinishga keltiramiz:
AT(H, +E)A+(H, +E)=-|c, +5(E - ATA)|

Simmetrik matricaning hususiy sonlarining hossasidan foydalanib qo’ydagi
tengsizlikga ega bo’lamiz:

Join|C, +5(E = ATA)|> 4., (C)) + 54

min

(E-ATA)

mln

Agarda 0<6&< A (C)/|4. (E-ATA)| deb olsak, unda C,5(E-ATA)
matricasida musbat aniglangan bo’ladi, aksincha H, + 5 uchun qo’ydagi

min 'min

o’rinli:

(Hy+ ) _ A (H)+8 _ i (Hy)
(Hy+08) o (H)+8 Ay ()

¢ (H, +E) = A

mln

=o(H,)

mm

Shunday qilib , agarda 2_. (C,) >0 bo’lsa, unda

min

12



¢ (H, +E) <o (H,)
tengsizligi bajariladigan H + &, bunda

8 = Ain (C) | Ayn (E = AT A)|

min

matricasin topishga bo’ladi.
Demak V(x) = x"H,x funkciyasining optimal bo’lishining zarur sharti

ﬂ“min (Cl) = O’ H2 € aWH

yoki tengligining bajarilishi bo’lib hisoblanadi.

Boshlang’ich qo’zdirishni baholashning optimizaciyaviy algoritmi.

Agarda (E-A"A) matricasi manfly emas aniqlangan bo’lsa, unda
boshlang’ich qo’zdirishni optimal baholuvchi Lyapunov funkciyasi
qo’ydagi ko’rinishga ega bo’ladi:

V,(X)=x"x
ya’ni H,=E

Agarda bu shart bajarilmasa, unda optimal funkciya ¢,(H,)>1 uchun

mavjud bo’ladi va H, edW,, , ya’ni

Ao (E—ATA) >0
H, matricasin topish masalasi, manfiy emas va yoyiq emas magsad
funkciyaga ega murakkab matematik dasturlash masalasiga olib keladi.

Optimal Lyapunov funkciyasin topishning ikki algoritmin ko’rib
o’tamiz.

13



§2 Ajiralmali tizimning echimining integral bahosini
optimallashtirish.

Chizigli ajiralmali stacionar tizimni qaraymiz, A asimptotik turg’un
matrica bilan. Endi x=x(k),k=1,2, ... echimni topish uchun kvadratli
ko’rinishdagi Lyapunov funkciyasidan foydalanamiz va matricali
tenglamaga ega bo’lamiz. Shu Lyapunov funkciyasi yordamida bahoga ega
bo’lamiz.

Aniglama. vV (X)=x"Hx Lyapunov funkciyasi

lmz}:EH)

Ain
H = argd EMBED Equation.3 888 {p(H)}, @(H) = ot

1_-;'~L11111EE:|
lmzx(H)

bunda W - musbat aniglangan matricalarning ko’bligi, manfiy aniglangan
bo’ladigan, integral ma’noda optimal deyiladi.

Endi eng yaxshi integral bahoni olishni garaymiz, A matricasining
ko’rinishiga bog’liq.
Lemma. Agarda tizim asimptotik turg’un va E-ATA musbat aniglangan
matrica bo’lsa, unda

Isbotlash. Endi S=E-ATA deb olib, N=E ga ega bo’lamiz va

Simmetrik matricaning hossasidan foydalanib, go’ydagiga ega bo’lamiz

14



Lemma. Agarda berilgan tizim asimptotik turg’un bo’lsa va A normal
matrica bo’lsa, yoki ATA=AAT, unda E-ATA matricasi musbat aniglangan
bo’ladi.

Isbotlash. E-ATA=N deb belgilab olamiz va uni Lyapunov tenglamasiga
qo’yib, qo’ydagiga ega bo’lamiz

AN-H=

Ixtiyoriy simmetrik matricaning kvadrati musbat aniglangan matrica
bo’ladi, unda S musbat aniglangan matrica bo’ladi. Shunday qilib,
Lyapunov tenglamasi S=(E-ATA)?> musbat aniglangan matricasi uchun,
musbat aniglangan matricasining echimiga ega bo’ladi, unda N=E-ATA
bo’lsa, musbat aniglangan matrica bo’ladi.

Soldar. Agarda berilgan tizim asimptotik turg’un va A-normal bo’lsa, unda
ushbu baho o’rinli.

Hagiygatdan ham, agarda A-normal bo’lsa, unda E-ATA-musbat
aniqlangan va qo’ydagi tengsizlik o’rinli

Shunday qilib, A-normal bo’lsa, unda

15



: _ [ max
Amax(.—‘J:‘;} N [f =1.n

1
2Ol

Bundan

Aytilgan lemmalarni hisobga olib, uch holatni garaymiz.

1) A-matricasi normal. Shuni ko’rsatamiz, ya’ni bu holatda eng anig baho
bo’lib (*) cha hisoblanadi. Hamma vaqtda x=x(k) yakka echim mavjud
bo’ladi, ya’ni tengsizlik tenglikka o’tadigan

Bu holatda Lyapunov funkciyasi, berilgan boshlangich ma’lumotlari
bo’yicha optimal bo’lgan va integral baho ma’nosida mos keladi.

2) E-ATA matricasi musbat aniglangan, unda A normal hisoblanmaydi. Bu
holatda Lyapunov funkciyasi, boshlangich ma’lumotlari bo’yicha optimal
bo’lgan va integral baho ma’noda mos kelmasligi mumkin.

3) E-ATA matricasi musbat aniglangan bo’lmasin. Bu holatda N; va S;
matricalari, berilgan baho ma’lumotlari uchun optimal bo’lgan, integral
bahoni cheksizlikka aylantiradi.

TEOREMA. Agarda berilgan tizim asimptotik turg’un bo’lsa va A normal

matrica bo’lsa, unda ixtiyoriy 6 >0 uchun x= yakka echim

mavjud bo’ladi, ,yani
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Isbotlash. Ya’ni A normal bo’lsa, unda U ortaganal matricasi mavjud
bo’ladi, ya’ni

U
AU=

(B 0 00 - 0@-Bity~0 00 0@ - --000 - o@ 0 0

Bunda %o =% *iBp; Ag=YP=1x g=1,s. 2l+s=n- bo’lsa A

matricaning hususiy ma’nolari. Endi x=Uy o’zgarishlar kiritib chizigli
tizimga ega bo’lamiz.
y=(k+1)=4 y(k). =
Mmax 5 ,av_
mlﬁ(ﬂ)l—

1) Mayli Yi bo’lsin. Shunda berilgan tizimning yakka

T — - ,.-'JI': T . . .
echimi sifatida * = (U O 0.770, ,0) -8 olib, qo’ydagiga ega

bo’lamiz, ya’ni

max

2) Mayli { = 1-'““*'(14)':\‘“} P} shunda berilgan tizimning yakka echimi
sifatida

B
w; =arcty =7

, bunda Py =5 +F; , *J bo’lsa, qo’ydagiga ega bo’lamiz.
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TEOREMA. Berilgan tizimning echimi uchun
uchun, Li@)l=7,i= L1 bo’lishi zarur va etarli.
Isbotlash: A-normal bo’lganligdan, ortogonal U matricasi mavjud bo’ladi,
berilgan tizimni (* *) ga olib keladigan. Bu (* *) cha tizimning umumiy
echimi bo’lib ushbu vektor funkciya hisoblanadi.

bajarilishi

vi) = [Bm{o,1"k cos w1 k1 &py1 sin Ewlk 1 0 0 0 - &0@p, 1%k sin Bw,1 k 1 &po,1 k c

Bu erda

wy = arcty g—i; =1,

—

; Ag(d)=vq,9=1s;

ortogonal matrica, unda

Buerdar=Pr=Vq r=

TEOREMA. Agarda tizim asimptotik turg’un bo’lsa va normal matrica
bo’lsa, unda Lyapunov funkciyasi, berilgan ma’lumotlari bo’yicha optimal
bo’lgan, integral ma’noda mos keladi.

N=E, S=E-A"A, va

18



Isbotlash: Agarda A-normal bo’lsa, unda, ko’rsatilgan lemmadan kelib
chigadi, E-ATA musbat aniglanganligi, Lyapunov funkciyasi, dastlabki
qo’zdirish bahosi uchun optimal bo’lgan, ushbu ko’rinishga ega bo’ladi.

9,=xTx,H =E,c,=E-ala

1

Masalan: Ushbu tizimni garaymiz

x(k + 1) = ax(kK)+ bv(k)
{_‘L-‘(k +1) = -bx(k) + av(k)

Bu erda normal matrica, a®+b? asimptotik

turg’un. Agarda

deb olsak, unda

Unda qo’ydagiga ega bo’lamiz

optimal bo’lib

hisoblanadi.



§3 Lyapunov funkciyasining algoritmlari.
Chegaraga chiqgish algoritmi.

Mayli C matricasi hohlagan aniglangan matrica bo’lsin, H matricasi
bo’lsa (7') tenglamaning echimi bo’lsin. Matricali tenglamani qo’ydagi
ko’rinishga keltiramiz:

AT(H +E)A—(H +E)=-|c+5(E- ATA)|

Agarda C matricasi mushat aniglangan bo’lsa, unda etarli darajada kichik
bo’lgan §>0 uchun C+5|E—ATA| matricasi manfiy emas aniglangan
bo’ladi.

Musbat aniglangan simmetrik matricalarning hossasi bo’yicha

0< 8 < Ay (C) /|2y [E~ AT A

min
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Tengsizligi bajariladigan barcha § uchun
Join|C+S(E—ATA)|> 4, (C)+ 4

min min

[E-ATA]>0
tengsizligi bajariladi.
Shunday qilib, agarda C matricasi musbat aniglangan bo’lsa, unda
51 = ﬂ’min (C) /V'min [E - AT A]
ko’rinishida olib, musbat aniglangan matricaga ega Lyapunov
tenglamasining echimi bo’ladigan
Hi=H+8E,  C,=C+5(E-ATA)
matricalar uchun
Amax (H1) _ Apue(H+8,E) Ay (H)+6,  Ape (H)
H)= = = =p(H
( ) ﬂ“min (Hl) ﬂ'min :(H +51E) ﬂ’ (H)+51 ) ﬂ’min (H) (o( )

shunga ega bo’lamiz va boshlang’ich qo’zdirishni Lyapunov funkciyasi

V (x(k)) = (X" (K)Hx(K))
garaganda

V, (x(k)) = (X" (K)H,x(K))

funkciyasi baholaydi.
O"gni cho’zish algoritmi.

Mayli C matricasi hohlagan musbat aniglangan bo’lsin. H matricasi unga
mos keluvchi Lyapunov tenglamasining echimi bo’lsin. H matricasin
diagonallashtiruvchi U ortogonal matricasi mavjud bo’lsin, ya’'ni

AH) 0 ... 0

UTHU = A(0)= 0 A(H) ... 0

Bunda matricasining hususiy soni.
Lyapunov tenglamasin chap tarafidan U™ matricasiga, o’ng tarafidan U
matricasiga ko’paytamiz.
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UTATUU"HUU AU -U"HU =-U"CU
A =UTAU, c,=uUcu
deb olib, qo’ydagi tenglamaga ega bo’lamiz
A A(0)A ~A(0)=-C,

olingan tenglamani qo’ydagicha turlandiramiz

AMH)+e 0 ... 0
0 A,(H) ... 0
NAeA-AG)-n| O R Oy
0 0 A.(H)
A(H)+e O ... 0 e 0 ...0 g 0 . 0
0 A,(H) ... 0 oo ..o/l |00 .. O
T S EaGeA =G0
0 0 ... A,(H) 00 o] |0 o 0

Demak, bizga ma’lum ¢ chamasining o’sish bilan ¢ ga bog’ligli
funkciyaga keltiriladigan ¢,(H) funkciyasi kamayadi.
Endi C,(¢) matricasi manfiy emas aniglangan bo’ladigan, ixtiyoriy e

maksimal ma’nosin topamiz.
Qo’ydagi belgilashni kiritamiz:

B 2

1- a;; —a;a;, T Ay dy s Ay A ay,

2 .
—a,8,; —a; o TRy Ay ali e T 8g,ay,
C1(5)=C1+g ) =C, +¢&-A;
- aij a,;, - aij a,;, aij e 4y alj —ay;ay,
2
Oaij a; - aij a, - - alj Q; o~ alj - alj ay,
2

__alnall — &8, Ty Ty o~y

A, matricasi aynigan matrica, uning rangisi ikkiga teng, ya’ni ranga, =2
uning Xarakteristik tenglamasi qo’ydagi ko’rinishga ega

det(A, — AE)=(-1)"A"2(2? + p,A+ p,) =0
bunda
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pr=-S,A,=)a;-1
i=1

2 —g%2 _
$|l-ay —asay n | —ay Ady; | &,
Py = z 2 + Z 2 | _Z i

Shunday qilib, A, matricasining xarakteristik sonlari go’ydagi ko’rinishga
ega:

A =0, i-1Ln-2:

. S R

Agarda £ >0 bo’lsa, unda qo’ydagiga ega bo’lamiz.

§4 Lyapunovning optimal funkciyasin topish algoritmi.

Lyapunov funkciyasining algoritmin topish masalasin garaymiz,
integral ma’noda optimal bo’lgan. Shuni ham aytib o’tish kerak, ¢,(H)

magsad funciyasi umumiy holatda yoyiq emas, H matricasining elementlar
funkciyalarda aniglanmagan. Umumiy holatda masala echilmaydi. Endi
kvaziopatimal funkciyasin topishning ikki algoritmin garaymiz.

Nur bo’yicha optimizaciyalash algoritmi.

Endi deb olamiz, bunga mos ushbu matricali tenglamaning echimi
bo’lib hisoblanadi.
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ATH_A-H_ =-E (10)

Integral kriteriyalar bahosi ushbu ko’rinishga ega bo’ladi.

\/ﬂ“max(H E)/ﬂ“min (H E)

P, (He) = 1_\/1—1//1maX(HE)

Endi tenglamani qo’ydagi ko’rinishga keltiramiz
AT(H, +E)A—(H +E) =—|E+S(EAT A (11)

¢, funkciyasi H_ fiksirlangan ma’tricada skalyar parametrli &

funkciyasiga aylanadi:
6+ Ana (He)
5+ ﬂ’min (H E)

1_\/1_ Ao |E +S5(E - ATA)
5+ ﬂ’max(HE)

?, (5) =

Endi ¢,(s) funkciyasining minimumin § o’zgaruvchisi orgali gidiramiz.

Ya’ni matricalar musbat aniglangan bo’lishi kerak, unda cheklashlar tabiy
S+ Ay (He) >0, 1+ 4., [5(E—-ATA)|>0

Uchta holatni garaymiz.

I-Agarda A matricasi normal bo’lsa, unda, H, =E, C,=E—-A. A (bu sonni
ko’rsatadi, (11) tenglamasin § bo’lib va § — « yo’naltiramiz.

II-Mayli A matricasi normal bo’lmasin, lekin E - A" A musbat aniglangan.
Bu holatda 4, (E-A"A)>0 va

5,2, (E— AT A)agardas > 0
S+ A (E— AT A)agarda < 0

bl

»,(5) funkciyasi qo’ydagi ko’rinishga keladi
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o+ . (H.) o+ (Hg)

min maz

5+/1maX(HE)/_1_\/1_1+5 A (E— ATA)]

agarda 6 >0

(5): §+ﬂ’max(HE)/_l_ 1— 1+5/1max(H )
v é‘—i_ﬂ’min(HE) L §+ﬂ’max(H )

1
agarda max<-A_. (H_.),— <00
g { mln( E) [imax(E:—ATA)}

Endi

o(5)= [\/E /{1— 15++5:D

Qaraymiz va buni ekstremumga aniglaymiz. Al 6§, ma’nosin, ¢'(5)
bo’ladigan, qo’ydagi ushbu shartdan topamiz

{1_1+5c}_ /1_1+§c (L—ac)(5b) 0 (12)
o+a o+a (a-b)(o+a)

o(5) funkciyasi & = §, minimumga erishish uchun,

(—b)J { o
0'(6,) = % >0
45, +a)2(5, +b)? { 1“5‘3}{ 1;‘;:}

bo’lishi etarli.
Shuni eska olish kerak,tengsizlikning ayrim a’zolari manfiy, ikkinchi
hosilaning manfiy bo’lish shartin olamiz

L ac){4 1+0,C —1} >0 (13)

o, +a

(***) tenglamasi ikkiga bo’linadi

25



L O E-ATA)] | 1457, (E-ATA)
5+ﬁ’max(HE) é‘—i—ﬁ’max(HE)
[:L_ﬂ“max(HE) 'ﬂ“min (E - AT A)I5+ﬂ'min (HE)] _

0 14
[ﬁ‘max(HE) _ﬂ“min (HE)][5+/1max(HE)] ( )
{1_1+5-/1max(E—ATA)}_\/1_1+5ﬂmax(E—ATA) N (15)
O+ A (He) O+ A (He)
[l_ﬂ’max(HE)'/lmin (E - ATA)I5+ﬂmin(HE)] =0

[ﬂ“max(HE)_ﬁ“min (HE )][5+ /1max(H E)]

Mayli 6,, (14) tenglamaning echimi, §,, bo’lsa (15) tenglamaning echimi.
¢,(5) funkciyasining aniqlanish sohasining sharti qo’ydagi ko’rinishda
bo’ladi

5,>0, MAX{—/lmin(HE),—ﬂ (El_ n A)} <5,<0 (16)

ikkinchi hosilaning manfiy bo’lishi shart

1+ 6y (E~ATA) |

I:]'_/’i’max(HE)ﬂ“min(E_A A)|:4\/1_ 51+ﬂ,max(HE) >0

146, 4 (E-ATA) |

>0 a7
52 + ﬂ’max(H E)

[1_ j’max(H E)ﬂ“max(E - AT A)j1:4\/

Shunday qilib, Mayli E-A"A matricasi musbat aniglangan, u &,, va o,
(14), (15), ning echimi (7%),(8%) Bu holatda

8, = argmin{p, (6,),9,(5,)}

Agarda hech bir shart bajarilmasa, unda 6, =0

[1l. Mayli A matricasi shunday, E - A" Amanfiy anigqlangan bo’lmaydigan.
A-asimptotik turg’un, unda A, (E-A"A)>0, lekin ishlangan taxmin
(E-A"A) >0

Shuning uchun

bo’yicha A

8- 2., (E— A" A)agardas >0
5+ A, (E— AT A)agarda< 0

Ao [5(E - ATA]= {
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@, (5) funkciyasi qo’ydagi ko’rinishda bo’ladi.

5+ A (He) |y [} 1+0 Ay (E— ATA)
S+ Ay (He) S+ Ang(He)

agarda0 <o < —;T
0,(6)= Amin (E = ATA)

O+ dna (He) ) 1_1+5-lmin(E—ATA)
§+ﬂ’min(HE) 5+ﬂ’max(HE) ’

agarda max{— Amin (He )’—[%}
7T max E

(18)
Mayli, &, va &, (14) va (15) tenglamaning echimi bo’lsin. ¢,(5)
funkciyasining aniqlanish sohasi uchun qo’ydagi tengsizliklar bajariladi

1

ﬂ’min (E - AT A)

1
maxs—-A . (H.),————— <0, <
{ mln( E) /1min (E—AT A)} 2

0<o, <—-
(19)

Qo’ydagiga ega bo’lamiz. Mayli E - A"A musbat aniglangan bo’lsin, &,,
va 5, (14) va (15) echimi bajariladigan. Bu holatda

O, =arg min{(ﬂz (.), 9, (52 )}
Agarda shart bajarilmasa, unda &, =0 ya’ni kvazioptimal sifatida H.
olishga bo’ladi.
O’ qni cho’zish algoritmi.
Yanada C = E deb olib matricali tenglamani garaymiz.

ATH_A-H_=-E

Mayli U ortogonal turlandirish, H. dioagonal ko’rinishga olib keluvchi,

ya’'ni
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AHeg) 0 - 0

UTH U:A: O /12(HE) T O
E . . e 0
00 e 4,(Ho)

Lyapunov tenglamasin chapdan emas o’ngdan ko’paytamiz
(UTAU)J (UTHU)ATUA)-(UTHU)=-E

yoki
A AA -A=-E (20)

bunda A =UTAU Endi (19) tenglamani ushbu ko’rinishga keltiramiz.

AH)+e 0 - 0
I
0 0 o A (Hy)

A(H)+e O 0
) 0 AH) 0 |
0 0 - A,(H.)
_(alll )2 -1 aja, - a4, |
latal @) - atal
aal ahah, - (@ )]

Bunda a'ij-bu A, matricasining elementlar.
shuning uchun magsad funkciyasi qo’ydagi ko’rinishga keladi

— ﬂ’max(HE) . _limin(E_g'Al)
coz(e)—\/—ﬁ;tmm(HE)/[l \/1 (1) }

bunda
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a111 -1 andp, o a8y,
A= a8y 3-122 o ap, aln
138y A38y, - a3y,
_aln a;; a,,a, o alzn

E —¢-A, matricasining hususiy ma’nosi bo’lib

A =1 i=0,n-2

n-1,n-2 :1+§{(iaﬁ —lji\/[zn:afi —1}2 +4iznl:a§]

i=1 i=1

Belgilashlar kiritamiz
a=ﬁ’ma\x(H )1 b:j’min(HE)

3B g g
(B4 8

H
N |-

>

2 n
a’ —1) +4Zafi]
i=1

shunda

1-¢-C, agarda >0

mln(E & A)
1-¢-C, agardae>0

,(g) funkciyasi qo’ydagi ko’rinishda bo’ladi.

a_y 1—1/1—1_8'(:1} agarda D<e<t
e+b cl

(02(5): -

a /1—1/1—1_8'62} agardamin{—b,i}«eso
e+b a C

QD

Funkciyasining minimum shartin garaymiz

o) = a /[1_1—(%}

g+b a

Ekstremumin zarur sharti ¢'(¢) =0 qo’ydagicha bo’ladi
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a Ja-J@a-)+rec—(a+b-1)-2¢c

p'(e)=—~

=0
2 b’ -\/(a—l)gc-[\/E—Jia—l)+gc]2

Shuning uchun chamasi qo’ydagi tenglamadan topamiz

JVala-1)+¢,-c—(a+hc—1)—-25,-=0 (22)

Minimumning etarliligi sharti ¢'(s,)=0 ya’ni

2(e)= 2. 4fla-1)+5,c-a .
(50 Y [a-1+ SOC][\/E —1)]+ goc]

yoki, (22) tengsizlikni yodga olsak minimumning etarliligi sharti

C(3a+4bc—5+8¢,c)>0 (23)
Mayli ¢, va ¢, mos tenglamalarning echimi

Ja-Jla-1)+ec, —(a+bc,—1)-26c, =0 (24)
Ja-Jla-1)+¢,c, —(a+hc, —1)-2¢,c, =0 (25)

tengsizliklarni ganoatlantiradi

0<g<£, min{—bi}«sz <0
cl c,

va quydagi tenglik o’rinli
c,(3a+4bc, —5+8¢,c,) >0 (26)

c,(3a+4bc, —5+8¢,c,) >0 (27)
Shundan bunday tenglik o’rinli
&, =argmin {(Pz (31 )’ ?, (‘92 )}

Agarda shart bajarilmasa, unda ¢, =0
§5. Vaqt bo’yicha o’tish jarayonining bahosi va uni optimallashtirish.

O’tish jarayonining eng ahmiyatli xarakteristikalarining biri vaqt bo’lib
hisoblanadi, echim & isbotlashga erishiladi, ya’ni e-boshlang’ich
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koordinata aylanasi uni tashlamaydi. Bu chama vaqt bo’yicha o’tish
jarayoni deyiladi.

O’tgan paragrafdagi tengsizlikni foydalansak u qo’ydagi bog’liglilik bilan
baholanadi

N(Ho,xo,8)<£n{imin(H). 82 J/fn(l_ j'min(C)]

e (H) [x(0)° Jee (H)

Agarda boshlang’ich holati x(o) berilsa va mumkin bo’lgan nugta ¢, unda
vaqt bo’yicha o’tish jarayonining bahosin H eW(H) ni o’zgartirish orqali
olishga bo’ladi.

Tarif. Lyapunov funkciyasi V,(x) = x"H,Xx,

H, =arg inf p,(H)}

bunda

%(H):zn(*mm—(“)jun[l_m_«:q

vaqt bo’yicha o’tish jarayoni bahosi uchun optimal deyiladi.
Al 0o<a . (C)/4,, (H)<1 unda 0<g,(H) <o

TEOREMA. Lyapunov funkciyasi, vaqt bo’yicha, ¢,(H,)=0 HeW(H)
bo’ladigan shunda fagatgina shunda mavjud bo’ladi, agarda E-A"A
musbat aniglangan matrica bo’lsa.

Isbotlash.  ¢@,(H,)=0  bo’lishining  zarurliligi va etarliligi,
A (Ho) [ 4,
unda

(H,)=1. Agarda E-A"A musbat aniglangan matrica bo’lsa,

'min

/im /n o (H) =0, (im /n 1—M =0
H—AE A H) H—AE ﬂ’max(H)

max (

¢,(H)funkciyasi chegarasi uning o6w(H) nugtasida bo’laklanishga
o’chiraydi.

Mayli E- A" Amanfiy yarim aniglangan matrica bo’lmasin. Bu holatda
optimal V,(x) Lyapunov funkciyasi mavjud bo’ladi, ¢,(H,)>0
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TEOREMA. Agarda A matricasi blokli-diogonal tuzilishga ega bo’lsa,
unda H, matricasi, ¢,(H)funkciyasiga optimal ma’no beruvchi, blokli

diagonal tuzilishga ega bo’ladi.
Isbotlash. O'tgan paragraflardagi  teoremaning isbotlashlariga
asoslansak, qo’ydagiga ega bo’lamiz.

O < ﬁ’min (HO)S /lmin (Hé) < ﬁ’min (Hé) < /lmin (HO)
O < ﬂ’min (CO) < ﬂ’min (Cé)S ﬂ’max (Cé)S ﬂ’max (CO)

Shuning uchun

%(Ho)zm(ﬂmx(Ho)j,m{ Anex (Ho) )””[%(Hé)j“”'
ﬂ’min (HO) ﬂ’max(HO) _ﬂ’min (CO) /’i’min (H(l))

ﬂ’max(Hé) _ 1
gn(imaX(Hé) _ﬁ’min (Cé)J - ¢3(H0)

Nur bo’vyicha cho’zish algoritmi.

Mayli C=E va H-H_ berilgan tenglamaning echimi bo’lsin. Uni ushbu

ko’rinishga turlandiramiz
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AT(H +E)A—(A+E)=—C +5(E-ATA)

shunda ¢,(H) funkciyasi 5 parametrli funkciyaga aylanadi, ya’'ni

0,(5) = zn(—é + A (M E)jlﬁn(l— o [E+O(E—A A)]]
3 5+/1max(HE) é‘_{_ﬂ’max(HE)

Agarda E - A" A matricasi musbat aniglangan bo’lsa, unda H, = E. Manfiy

aniglangan bo’lishi mumkin emas, sababi tizim turg’un emas. Shuning
uchun

ﬂ’max(E_ATA)>0, )’min(E_ATA)<0
1454 (E—ATA), §>0,
ﬂ’min [E+5(E—AT A)]: * mln( ) >
1462, (E-ATA) §<0
Bundan
AT
(03(5)= /n m //n 1_1+6 imin(E A A) ,
O+ Amax (He) O+ A (He)
0<5<_1/ﬂ“min(E_ATA)r
_ T
/n Ot A (He) /on 1_1+5 Amax (E — AT A) |
5+/1max(HE) 5+/1max(HE)

max{= A (He),~1/ A (E — ATA) < 5 <0

min

Endi funkciyani minimizaciyalash masalasin garaymiz
w(5) zfn(g+bjlfn(l—1+5cj

+a o+a
Minimumning zarur sharti w'(5)=0. Yoki

a—bgn(l_l+&)_ 1-ac gn(§+bj:0.(*)
5+b S+a) (l-c)s+(@a-1) \s+a

Minimumning etarliligi sharti w*(s,)> 0. yoKi

1-ac 1+6.¢
/m|1- 0 0
(i—c), + (@1 ( 5]

Shuni hisobga olsak, ya’ni &, berilgan (*) berilgan tenglamaning echimi

ekanin, unda
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8, +b>0, (1-ac)s,c+b—a+1]<0
Endi ¢,(s) funkciyasin garaymiz. Belgilashlar kiritamiz
a'z/lmax(HE)’ bzﬂ‘min(HE)7 Cl :ﬂ‘min(E_ATA)’ CZ :/1max(E_ATA)

Mayli 6,5, bo’lsa, (*) tenglamaning echimi bo’lsin,
C, va C, ga mos keluvchi

0< 38, <-1/c,, max{-b,~1/¢c,}< 5, <0,
shunda
0, =arg min{¢3(51‘)’ @3 (52)}

Agarda hech bir shart bajarilmasa, unda &, =0 va kvazioptimal sifatida
H, = H olish kerak.

Ogni cho’zish algoritmi.

Mayli U ortogonal matrica, H. diagonal ko’rinishga keltiruvchi.
A.in (He)ga & qo’zdirish kiritib, qo’ydagi tenglamaga ega bo’lamiz.
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AiTA(g)A1 ~A(g)=—E+&A

Magsad funkciyasi, fiksirlangan H_ qo’ydagi ko’rinishga ega bo’ladi

vs(B) = f”(wj/zn(l_MJ
s (He) e (He)

Al E -¢- A matricasining hususiy sonlari bo’lib

a:ﬂmax(HE)’b:ﬂ“min(HE)

o3 [Ber )e(Fwr o) e |

i=1 i=1

Shunda

l-¢c, >0

ﬂ“min (E - EA) = {

l-¢c,, ¢<0

Shunda ¢, (e) funkciyasi qo’ydagi ko’rinishga ega bo’ladi.

ﬁn(b”]/zn(l—l_gclj,o <e<llc,

a a
7s(e) = b+ 1-¢c
En( gj/fn(l— d 2j,min{—b,—l/c2}<g£0
a a

p,(¢) funkciyasining  minimumining zarur sharti  bo’lib  ¢'(g)=0
hisoblanadi.
Bundan &, ni qo’ydagi shartdan topamiz

b+e¢ a a-1+¢c a

Minimumning etarliligi sharti bo’lib ¢"(¢,)>0. U qo’ydagi ko’rinishga

1 -Kn(l—l_gcoj+ c? gn(b”’()]
(b+g,)? a (@a-1+¢g,¢)* a

ega bo’ladi.

(Pll(go) =
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g, bo’lsa (**) tenglamaning echimi, unda bu ekvivalent
cbc+1-a)>0

Mayli ¢,&, bo’lsa, (**) tenglamaning echimi , mos C, va C, bo’lgan va
shartlar bajariladi

0<g <1/c, min{~b~1/c,}<e, <0
Unda bunday olish kerak

&, =arg min{(p3(5‘l),(o3(82)}
Agarda hech bir shart bajarilmasa, unda ¢, =0 ya’ni H, =H_

§6. Ajiralmali tizimlarni optimallashtirishda gradient usulidan
foydalanish.

Lagrajning aniqg emaslik usulidan foydalanib, ajiralmali tizimning
optimizaciyaviy masalalarin echamiz
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1) Funkciyani minimizaciyalashni qaraymiz, takroran rejalashtiruvchi
chamasin xarakterluvchi
¢ (H)— inf

Hew (H)
Bunda

P1(H) = Zrpae (H)] 2y (H), W(H) = H Ay, (H = ATHA) = 0}

¢,(H) funkciyasining bir hilligidan sharning bir bo’lagi bilan cheklanamiz
A (H)<1, qo’ydagi W(H) ning ichida joylashgan va funkciyani
minimizaciyalash masalasin garaymiz

fo(H) > iy,

Qo’ydagi cheklashlarda f,(H)<0 f ,(H) <0, bunda
fo(H)=-4, (H), f,(H)=-4,, (H-ATHA), f,(H)=4,__ (H)-1

Q(H) -simmetrik musbat aniglangan matricalarning ko’bligi. Lagranj
funkciyasi qo’ydagi ko’rinishga ega bo’ladi

L(H. )= K(H)+ 2 AT (H)

Al H bo’yicha uning gradienti

2
gradL, (H, p)graf, (H)+>_ B, - gradf, (H),
i=1

gradfy(H) =—-x_. x_.,gradf,(H)=x__ X',
YR - yTR[A, ly

gradf,(H)=R[H]=| - :

Y'RA Dy - yR[A,]

X, X -vektorlar, birlik sferada joylashgan, x"Hx kvadratli shakl
minimal va maksimal ma’noga erishadigan, R[A j]: Ay —ATA A A, matrica
, i-chi yo’lda va j-chi ustunda birlardan iborat bo’lgan, u qolgan
elementlar nollar, y,, -vektor, birlik sferada yotuvchi, y'(H-ATHA)y
kvadratli shakli minimal ma’noga erishadigan.

Al fl(H), f,(H),i=12 funkciyalari yoyiq, Sleyter sharti bajariladi. L (H,p)
Lagranj funkciyasi erlik nugtaga ega.
2) Integral kriteriyali optimallastirish masalasin garaymiz.

9, (H)—> inf

Hew (H)

bunda
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f2(H) = —zn[l— =20 (H-AT HA)]— %zn[zmin (H)]
Lagranj funkciyasi qo’ydagi ko’rinishda bo’ladi
L (H.8)= 12 (H)+ 2 A1 (H)
H bo’yicha uning gradienti 7
GFadL, (H, )= GFATE (H)+ Y 4,GFadf, (H),
bunda )
~R[H] X i X

- min “*min

)= o 2 (H - ATHA) L 2 [ATHA] 2200 (H)

gradf’(H

3) O'tish jarayoni bo’yicha optimallashtirish masalasin garaylik

A;(H) —> inf

HeWw (H)

bunda

ﬁn[ﬂ’mln(H)/ﬂ‘max(H)]
ML~ A (H — ATHA) 2, (H)]

ps(H) =

Bu masalani qo’ydagicha olmashtiramiz

3 -
f9(H) > min . f,(H) <0, f,(H) <0

bunda
f2(H) = en{en[A,, ()]} - n{enft— 2, (H — ATHA)|}

Lagranj funkciyasi qo’ydagi ko’rinishga ega bo’ladi

GFAdL, (H, ) = GFadt {H) + Y. 4, GFadf, (H),
) R[H]
(H)  ¢nfLl— 2, (H — ATHA)|- 2., (H — ATHA)

gradf:(H) = X

min " Xrmin

[ An (H)]- 2
§7. Integral sifat kriteriyasi va uni optimallashtirish.

min

Ko’bchilik holatda tizimning sifati (rejalashtirish tizimida) barcha kesmada
integral bo’yicha baholandi. (3) chi tengsizlikdan qo’ydagi kelib chigadi
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S ﬂ’min(H) S ﬂ’min(H) k _
2= Amm<H)|X(°)|§(l‘zmax(H)J i

_ \/ﬂ’max(H)/j’mln(H)
B 1_\/1_ﬂ’min (C)/ﬂ’max(H

()]
)

Tarif: v,(x) = x"H,x Lyapunov funkciyasi

Ho =arg inf {p,(H)j

— ;I“max(H) _ _ﬂ“min(C) N
()= zmmm)(l v zmaxm)] |

integral ma’noda optimal deyiladi.

bunda

Endi  ¢,(H) funkciyasin qaraymiz integral o’tish  jarayonin
xarakterlaydigan. Buning ¢,(H) dan o’zgachaligi bu murakkab ko’rinishga
ega va uni o’rganib chiqish qiyin. Shunday qilib ¢,(H) uchun A matricaga
bog’ligligin gqaraymiz, parametri uchun. Endi A matricasining uch holatin
urganishni garaymiz, A normal, A normal emas lekin E—-AA'" musbat
aniglangan, eng oxirida E - AA' matricasi manfiy aniglanmagan.

Agarda (1) tizim asimptotik turg’un bo’lsa, ya'ni |4 (A)£Li=11 E-AA'
musbat aniglangan, unda C = E - A'A deb olib, H = E ega bo’lamiz.
shuning uchun

X() < [t 2 (B = A A () = [ (A A -x(0) = A" -[x(0). (1)

Lemma. Agarda (1) chi tizim asimptotikali turg’un bo’lsa va A normal
matrica bo’lsa, unda E — A'A musbat aniglangan.
Isbotlash. Shart bo’yicha r_q?x|/1i|(A)<1

shunda

Ao (E = AA)=1-2,, (A'A)=1- max(2, (A)*)0

Soldar. Agarda (1) tizim asimptotikali turg’un va A normal matrica bo’lsa,
unda
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x(k) < (rngnxmi (A)" .|x(k)|j )

(1). Mayli A normal, asimptotik matrica bo’lsin. Shuni ko’rsatamiz eng
aniq baho bo’lib (2) ning to’g’ri ekanligin. U yaxshilanmaydigan, ya’ni
5c(k) echim mavjud bo’ladi, ya’ni tengsizlik tenglikga aylanadi, ya’ni

X

(k) = max 4, (A)* - [x(0)

Bu holatda optimal Lyapunov funkciyasi bo’lib V,(x) = x'H,x,H, = AE .
TEOREMA. Agarda (1) chi tizim asimptotik turg’un va A normal matrica
bo’lsa, unda

X|(K) = max 2, (A)* -[x(0)].

bo’ladigan.
Isbotlash. Ya’ni A normal, unda V ortogonal matricasi mavjud bo’ladi, A
matricasin normal ko’rinishga keltiradigan

UTAU =| 0....0.......

0
0000 = B .0
00000000y 0
000000 0 g

Bunda 2,=a,+if, p=Ln, 4, =7,4=1s2k+s=n A matricasining
hususiy ma’nolari o’rin olmashtirishlar yasab x =Uy, chizigli tizimga ega

bo’lamiz
y(k +1) = Ay(k).

Mayli max|4; (A)| = y;bo’lsin. Yakka echimi sifatida
x(K) =U(O,...,0,;/ "0, ...,0)T|x(0)| olib teoremaning tastiqlashiga ega bo’lamiz.
Agarda rﬂ%m (A)=4e;® +B;°, bo’lsa unda bunday olish etarliligi
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x(K)=U(0,...0, p," sinak, p,* cos k. 0,..., 0 [x(K)|,

p,=+a, + B o =arcty(B, la,)
TEOREMA. Agarda (1) chi tizim asimptotik turg’un bo’lsa va A normal
matrica bo’lsa, unda Lyapunov funkciyasi berilgan ma’lumotlari bo’yicha

bunda

va integral ma’nolari bo’yicha mos keladi, ya’ni H, =E.

Isbotlash. Mayli A normal bo’lsin. Shunda o’tgan lemmadan kelib
chigadi, E-AA" ning manfiy aniglanganligi. Va Lyapunov funkciyasi
berilgan ma’lumotlarni bahosi bo’yicha qo’ydagi ko’rinishga ega bo’ladi,
Vo(x)=x"Hx, H, =E,C, =E— AAT.

2. Mayli E-AA" matricasi manfiy aniqlangan bo’lsin, lekin A matricasi
normal bo’lmaydi. Bu holatda boshqacha bo’lishi mumkin, ya’ni optimal
funkciya mos kelmaydi.

Masalan (1) chi tizimner qaraymiz, qo’ydagi matrica bilan

1/2 o
A= .
0 1/2

A matricasi 6 #0 da normal bo’lmaydi, lekin |§|<3/4 manfiy aniglangan.
Bunday olamiz 0< 5 <3/4.
Lyapunov funkciyasi boshlang’ich qo’zdirishni optimal baholuvchi H, = E

hisoblanadi. Agarda uni integral sifat kriteriyasining bahosi uchun ishlacak,
qo’ydagiga ega bo’lamiz

Tt \/E
o) =i | e

Bu 6§ —»3/4 intilsa ¢,(H,) -« intiladi. Usha vaqgtta Lyapunov tenglamasin
echib

ATHA—H =—E,
qo’ydagiga ega bo’lamiz
4/3 85/9
He = ) .
85/9 4(1+205/9)/3

Bundan

A,(He) = %[9 +1057 +/2(27 + 6657 +5054)]

ﬂ’max(HE) 1 ;
H)= [fmxX Bl = |
¢2( E) /lmin(HE)[ \’imax(HE)J
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Ixtiyoriy |8| <3/4 uchun chegaralangan bo’ladi.

3. Shuni ko’rsatishimiz kerak, ya’ni agarda matrica E-AA" manfiy
aniglangan bo’lmasa, unda H, va C,, eng yaxshi boshlang’ich qo’zdirish
bahosin beradigan ¢,(H) ni topishga ishlatilmaydi.

TEOREMA. Agarda E-AA" manfiy aniglangan bo’lsa, unda H, va
C,,boshlang’ich qo’zdirishning eng yaxshi bahosin beradigan ¢, ni
cheksizlikga aylantiradi.

Isbotlash. Agarda E - AA™ manfiy aniglangan matrica bo’Imasa, H,

va C, boshlang’ich qo’zdirishning eng yaxshi bahosin beradigan, unda

. (C,) =0. Bundan funkciya

(02(Ho) = M(l— 1—M]

Amin (Ho) Amax (Ho)

cheksizlikga aylanadi.

TEOREMA. Agarda A asimptotik turg’un matrica bo’lsa, unda Lyapunov
funkciyasi Vv, (x) = x"H,x integral ma’noda optimal bo’lgan har doim vaqt
mavjud bo’ladi.

Isbotlash. ¢, (H)funkciyasi nolinchi darajali bir hil. Shuning uchun uni
W,(H)  sohasida qarab o’tamiz. Minimumlashtirish  masalasi
echilayotganligdan, chegaraga yaginlaganda ow'(H) sohasi W, (H) funkciya

goz(H):\/;tmax(H )(1—\/1—’1m‘”(H_FtHA)J .—o0 unda Wj(H) sohasi bilan
ﬂ’min(|_| ) ﬂ’max(H)

cheklanamiz. W (H) sohasi kompaktli bo’lganlikdan, ¢,(H) funkciyasi
shu ko’nlikma qo’ydagi ko’rinishga ega bo’ladi.

1
ﬂ“max (H )1_ \/1_ ﬂ’min (H - A HA)
(2) chi tenglama foydalanganlikdan

@,(H) =

A (H) =4 (AAHA+C)> A . (A'HA)+ 4. (C) >
Va\\/;(H) qo’bligda ¢,(H) funkciyasi chegaralangan.

'min min

OS(DZ(H)S[\/E(l—\/l—g)]_l uzluksiz funkciya bo’ladi N matricaningh;

elementlari bilan va Veyershtrass teoremasi bo’yicha ekstremal ma’noga
ega bo’ladi.
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Teorema. Agarda (1) chi tizimning A matricasi blokli diogonal tuzilishga
ega bo’lsa, unda H, matricasi V,(x)=x'H,X funkciyasining, optimal
integral bahosin beradigan, blokli-diogonal tuzilishga ega bo’ladi.
Isbotlash. Agarda

’ _{Hﬁ Hy } c _[Cﬁ Cp }
0~ ) 0~ .
(H3)" Hz (Ch)' Cz

Shunda qo’ydagi matrica uchun

Hl_ Hfl O C _ Clol O
o H? “lo ¢
22 22

Unda

ﬂ’min(HO)Si (HO)Sﬂ’max(H(l))Sﬂ’max(Ho)

min

ﬂ’min (CO) <4 (CO) < ﬂ’max (Cé) < ﬂ'max (CO)

min

Shuning uchun

Ve (H ) s (H)
L1 Ay (Co') A (Hy)
Ve (Ho) /s (Ho)
1= 1= 2,0 (Co) A (Ho)
Endi eli optimallashtirish algoritmin garaymiz.

Nur bo’yicha optimallashtirish qaraymiz.
Endi C=E deb olib va mos H=H. deb olib (2) matricali tenglamani

echamiz. Al ¢,(H) funkciyasi qo’ydagi ko’rinishga ega bo’ladi.

(Dz(Ho/) =

=@,(Hy).

\/ﬂ’max(HE)/ﬁ“min (HE)
1-1-1/ 2, (He)

Lyapunov tenglamasin qo’ydagi ko’rinishga keltiramiz

@, (He) =

A'(H, +E)A—(H, +E) =—|E+5(E - A'A)]

Fiksirlangan H_matricasi uchun ¢,(H) funkciyasi & parametrining
funkciyasi bo’ladi.

\/8+2’max(HE)/5+j’min(HE)

©,(0) =
1-J1- 2, [E+5(E—-AA) IS+ 4, (He)
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Endi ¢,(5) funkciyasining minimumin qidiramiz 6 o’zgaruvchisi
bo’yicha. Uch holatni qaraymiz.
1. A normal, asimptotik turg’un matrica. Shunda H, =E, C, =E - ATA.

2. A normal emas, lekin E-A"A manfiy aniglangan. Bu holatda
A (E—ATA)>0 va

Si. (E-ATA), >0,
54 (E-ATA), §<0.
Shunda ¢, (5) funkciyasi qo’ydagi ko’rinishga keladi

\/5+}Lmax(HE)_1_\/1_1+5/1mm(EATA)] .y

Arin [5(E - A A]: {

S+ (He) 5+ A (He)
?,(0) = _
_ T
0+ Ana (He) 1- 1_1+5/1max(E A A , max{—A__ (HE), _;T <0<0
5+ﬂmin(HE) 5+ﬁ’max(HE) ﬂmax(E_A A

Funkciyaning ekstremumining zarur sharti

-1
lP(5):\/5+a{1_ 1_1+&}
o+b o+b
Bo’lib ¥/ (5) =0 hisoblanadi. 5, ma’nosi, ¥'(5)=0 qo’ydagi shartdan
olinadi

QL lrae |o1r& (-acks+b)
S+a s+a (a-b)o+a)
Ya’ni ¥(s) funkciyasi s = 8, da minimal ma’noga erishish uchun
(a=b) |2 +b(1—ac){4 1o —1}
o, +a 0, +a
4<50+a>2<50+b>{1_1+5oc}[ . /1_“506}
0, +a 0, +a

Yoki, manfiy a’zolarin tashlab ketib, qo’ydagiga ega bo’lamiz

(1—ac){4 - 1+oc —1} >0
0, +a

Shunday qilib, (3) chi tenglama &, echimga ega bo’lsa va (4) chi tengsizlik

¥ (0) = > 0.

bajarilsa, unda ¥(s) funkciya s = 5, da minimal ma’noga ega bo’ladi.

Belgilashlar kiritamiz
a=/,]’max(HE)’ b:/imin(HE)’ C1 z/lmin(E_ATA)l C2 z/lmax(E_ATA)'
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Mayli (3) chi tenglama c =c, de &, >0 echimga ega bo’lsin, c=c, da J,
echimga ega bo’lsin, qo’ydagi tengsizliklarni ganoatlantiruvchi

max{— b, — i} <9, <0.

CZ

Shunda bunday olamiz

0, =arg min{(”z (6)), v, (52)}'
Agarda shu shartlarning hech biri bajarilmasa, unda s, = 0.
3. Mayli E - A" A manfiy aniglangan matrica bo’lmasin, ya’ni
A (E—ATA) <0. Agarda A asimptotik turg’un bo’lsa, unda
A (E — AT A) > 0. Shuning uchun

54, (E—ATA), 5>0,
54, (E—ATA), 5<0.
Shunda ¢, (5) funkciyasi qo’ydagi ko’rinishga keladi
5+/1maxq(HE)r1_ | L+ E-ATA) N
5+ﬂ’min(HE) 5+ﬂ’max(HE) '

1
ﬂ’min (E - AT A) ’

O+ Ay (He) 1- 1_1+5/1min(E—ATA) -
§+A‘min(HE) 5+ﬂ’max(HE) ’

1
max<—A4A_. (H.), - <0<
{ mln( E) /lmax(E—ATA)}

ﬂ’min [§(E - AT A)]: {

O<d<—
¢2(5):

Agarda s,va &, lar (3) chi tenglamaning echimi bo’lsa, ¢, va ¢, ga mos
keluvchi, unda
0<o, < —;T, max{—lmm (He), —;T} <9, <
Awin (E— AT A) Amax (E— ATA
Bu holatda bunday olamiz
6, =arg min{¢2 0), 9, (52)}'
Agarda shart bajarilmasa, unda &, =0, ya’ni kvazipolinom sifatida H. olish
kerak.

O’ qni cho’zish algoritmi.

Mayli U ortogonal turlandirish, H. ni diagonal ko’rinishga keltiruvchi
Lyapunov tenglamasin chapdan U™ ga, ungdan U ga ko’paytirib

qo’ydagiga ega bo’lamiz
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A"AA-A=—E,
Bunda A =U"AU. hosil bo’lgan tenglamani turlandiramiz

AHe)+e 0 . 0 A(H)+e 0
A CUDE N ACHI
0 0 .. A (He) 0 0 .. 4,(He)
—(anl)z -1 alllalzl a‘lllalnl |
= _E+e¢ 611213-111 (8121)2 a1213-1nl
A, Ay a,a, .. @,")? |

Bunda a;" bo’lsa A, matricasining elementi. Al ¢,(H) funkciyasi qo’ydagi

ko’rinishga ega bo’ladi

_ /lmax(HE) I _ _ﬂ’min(E_‘gA) E
g”Z(g)‘Jemm(HE)[l Jl T (H0) } |

E —&A matricasining hususiy ma’nosi bo’lib 4, =0. i=1n-2 hisoblanadi

Anin —1+§[[i(aﬂl)2 _1)1\/(i(a111)2 _1) +4i(a111)2 }
Belgilashlar kiritamiz

a=/tmax(HE), b:ﬂ“min(HE)!

Cye = %{(Z(a) —1jiJ@(alf>2 +4i(a1f>2ﬂ.

Zmin(E—gA)z{l_écl' >0

1-&c,, ¢<0

»,(¢) funkciyasi qo’ydagi ko’rinishga keladi
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- 1
\/ a 1—\/1_—‘%‘} , >0
c+b a
-1
\/ a 1—\/1—1_‘%‘} e<o.
c+b a

Funkciyaning minimum shartin garaymiz

o[ A

¢ 0’zgaruvchisi bo’yicha. Ekstremumning zarur sharti ' (s) =0

P,(¢) =

go’ydagi ko’rinishga keladi

’(5)——E \/_w/a 1)+ —(a+bc—1)—2s
v 2(s+b)* J(a- 15+ec[\/_—w/ia 1i+gcJ

Shuning uchun ¢, ni qo’ydagi tenglamadan topamiz

JavJa—1+ec(a+be—1)—2sc=0. (5)
Minimumning etarliligi sharti bo’lib y'(¢,) >0., ya’ni
4,/a-1
l//”(é‘o)Z% Ja—-1+b, cva 0

(6, +b)"?[a—1+&,c [\/E—Ja 1+¢g,C }
yoki

c(3a+4bc—5+8¢,c)>0
Mayli ¢ va ¢, (3) chi tenglamaning echimi bo’lsin, ¢, va ¢, ga mos
keluvchi va qo’ydagi tengsizlikni ganoatlantiruvchi

O<eg <1/c, max{-b, 1/c,}<e, <0
Va

c,(3a+4bc, —5+8¢,¢,)>0
c,(3a+4bc, -5+8¢,¢,)>0

Shunda kvazioptimal Lyapunov funkciyasin topish uchun bunday olamiz
&, =arg min{(”z (1), ¢2(‘92)}1
Agarda shart bajarilmasa, unda ¢, =0, H, = H..
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§8 Sonli masala.

Qo’ydagi matricali tenglamani echish

ATHA-H =C (10)

Bunda:

Agarda A C matricalarining koefficientlarin (10)-tenglamaga olib borib
quysak, unda qo’ydagi ko’rinishga ega bo’ladi:

2 0 h, h, ] [2 17 [hy h,] [1 0
1 2 h, h,| [0 2| |hy, h,| [0 1

[2h,, 2h,, 1 1 h, h,| [1 O
'h,+2h, h,+ ZhJ{O 2} {hﬂ hzj {o 1}
[ 4h, h, h,] [1 0
| 2h, + 4h,, h, +2h,, + 2h12 + 4h2j h,, hzj - {o J
[ 3h, 2h,, +3h,, 1
| 2h; +3h,, h,, +2h, + 2h,, +3h2j {O 1 }
3h, =1 h, =0,3333

2h,, +3h, =0 h, = -0,2222

2h,, +3h,, =0 h,, =0,2222
hy, +2h,, +2h,, +3h,, h,, =0,5185

Demak (10)-matricali tenglamaning echimi bo’lgan H matricasi qo’ydagi
ko’rinishga ega:

—-0,2222 0,5185
det H =0,12344568

H _{ 0,3333 —0,2222}
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Endi (10)-matricali tenglamaning o’ng tarafi bo’lgan C matricasi
Teng kelgan simmetrik matrica bo’lgan holatin garab o’tamiz.
Mayli C matricasi qo’ydagicha ko’rinishga ega bo’lsin:

B

C:

-1 -2

Unda (10) —matricali tenglama qo’ydagicha bo’ladi:
2 0l[h, h,][2 1] [hy h, ] [3 1
1 2lh, h,[l0 2] |h, h,| |1 2

Bu matricali tenglamani turlandirib qo’ydagi chiziqli algebrik
tenglamalar tizimiga ega bo’lamiz:

h, =1
h,, = —0,3333
h,, =—0,3333
h,, =0,7777

Demak matricasi qo’ydagi ko’rinishga ega
L[ 1 033
|-03333 07777

det H =0,666612

Hulosa.
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Bu ishda doimiy koefficientli chizigli ajiralmali tizimi garaladi.
Bu chizigli ajiralmali tizimning turg’unliligin aniglash uchun
Lyapunov funkciyasi kvadratli shakl ko’rinishida olinadi.

Odatda bunday tizimlarni aniglash uchun Lyapunovning to’gri
usuli foydalaniladi. Chizigli ajiralmali tizim uchun Lyapunov
funkciyasin foydalanib baho olinadi. Bitiruv malakaviy ishida
ikki algoritm, chegaraga chiqish algoritmi va o’qni cho’zish
algoritmi garaladi.

Shunday qilib Lyapunov funkciyasi yordamida turg’unliligin
aniglash masalasi matricali Lyapunov tenglamasin echishga olib
kelinadi. Sonli masala garaladi va bu masalaning echimi elektron
hisoblash mashinasida olinadi. Ko’rilayotgan ishda asosiy
teoremalar to’liq isbotlanadi.

Yanada bu bitiruv malakaviy ishida chizigli ajiralmali tizimlarni
gradient usulidan foydalanib echish garaladi. Shuningdek integral
sifat kriteriyasi va uni optimallashtirish masalasi qaraladi.
Matricali Lyapunov tenglamasiga sonly masala ko’riladi. Uning

dasturi elektron hisoblash mashinasida olinadi.
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