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Kirisiw 

           Lyapunovtiń tuwri metodi yamasa Lyapunov funkciya metodi tábiyattaǵi 

hár qiyli sistemani izertlewde, fundamental metodlardiń biri bolip esaplanadi. XIX-

asirdiń aqirindaǵi kórnekli rus ilimpazlariniń kórsetpeleri jańalaniw dáwirine iye 

boldi. Egerde oniń járdemi menen alinǵan birinshi nátiyje ápiwayi differenciyal 

teńlemeler sistemasiniń orniqliliq yamasa orniqsizliq  shártleriniń bar boliwi 

teoriyaliq harakterge iye bolsa, onda aldaǵi waqitta oniń rawajlaniwi eki baǵdarda 

boladi. Xalanay A., Brombеrg P.V., Bеllman R., Kuncеvish V.M., Shеxovogo 

Yu.N., Marto`nyuk D.I. lеrdiń jumislarinda ayirmali teńlemelеr  sistemasi  qaraldi. 

Óziniń tábiyati  boyinsha olar differenciyal еsabina jaqin bolip hám olarǵa tábiyiy 

uliwmalasqan Lyapunov funkciyalar metodi qollanildi.  

            Zubov V.I., Krasovskiy N.N., Korobov B.I. lerdińjumislarinda dinamikaliq 

sistemani basqariw máselesi ashin Lyapunov funkciya metodin qollaniw ideyalari 

keńnen rawajlandi. 

           Keyingi waqitta Lyapunovtiń optimal funkciyalar metodi kеńnеn 

rаwаjlаniwǵа bаǵdаr аlаdi. Sоniń mеnеn birgе bul metod kоnkrеt tехnikаliq 

hаrаktеristikаliq  sistemani аliwǵа múmkinshilik bеrеdi.Usi wаqitqа shеkеm 

mаtеmаtikаniń kópshilik tarawlаrindа аyirmаli teńlemelеr sistemasi hár qiyli 

fоrmаdа úyrеnildi. Tеxnikаliq ilimlеriniń rаwаjlаniw tеndеnciyalаrinа bаylаnisli 

bul оblаst bоyinshа hár qiyli jаńа prоblеmаlаr kеlip shiqti. Elеktrоn mаshinаlаrin 

diskrеt basqariwdа informaciyalаrdi qаytа islеw prоcеsslеrindе basqariwdiń 

impulsliq sistemalаrin bаyanlаwlаrdi modеllеstiriwdе аyirmаli sistemalаr jоqаri 

dárеjеdе qоllаnildi. Аyirmаli sistemani bаyanlаwshi mаtеmаtikаliq аppаrаt 

differenciyallаw аppаrаtinа uqsаs bоlip kеlеdi .Tiykаrinаn аlǵаndа Sipkin Y.Z., 

Bаrbаshin Е.А., Веkslеr D., Bеllmаn Р. h.t.b. lаrdiń jumislаrindа diskrеt 

sistemaniń оrinliliq teoriyasi tоliq  úyrеnildi. Kеyingi wаqittа еsаplаw mаshinаlаri 

járdеmindе аyirmаli sistemaniń оrniqliliǵi hаqqindаǵi problеmаǵа qiziǵiwshiliq 

kúshеydi. 
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I Bap. Turaqli koefficentli differentciyal teńlemeler sistemasin shesiw. 

 

1.1. Siziqli differenciyal teńlemeler sistemasin kvadratliq funkciya járdeminde 

optimallastiriw 

          Kеlеsi  wаqitlаri qоllаnilаtuǵin оrniqliliq hám bаylаnisliliqtiń tiykаrǵi 

аniqlаmаlаrin kеltirip ótеmiz. 

Еgеrdе  0)0(,,,)()( 0  fttRxxftx n
 

ápiwаyi differenciyal teńlemelеr sistemasin qаrаstirsаq,  yaǵniy   0)( tx bоlsа, 

оndа tómеndеgi оrniqliliq аniqlаmаlаri оrinli. 

 А n i q l а m а 1. 0)( tx   shеshimi Lyapunov bоyinshа оrniqli dеp аtаlаdi, еgеrdе 

qálеgеn 0  sаni ushin, sоndаy 0)(   sаni bаr bоlip   )()( 0 tx  tеńsizligi 

оrinlаniwinаn,  qálеgеn   )(tx shеshim  ushin, 0tt   bоlǵаndа  )(tx          

tеńsizligi оrinlаnsа. 

А n i q l а m а  2.  0)( tx   shеshim ekspоnеnciаl оrniqli dеp аtаlаdi, еgеrdе sоndаy  

0,0  N  turаqlilаri bаr bоlip sistemaniń hár qаndаy  )(tx  shеshimi ushin  0tt   

bоlǵаndа  

                           )()()( 00 ttexрtxNtx           tеńsizligi оrinlаnsа. 

 
nRtxtAxtx  )(),()( (I) túrindеgi turаqli kоefficiеntli siziqli differenciyal 

teńlemelеr sistemasin qаrаstirаmiz. 00 )( xtx  bаslаnǵish shártin 

qаnааtlаndiriwshi   (I) sistemaniń shеshimin )(tx  turindе аńlаtаmiz. Lyapunov 

funkciyasin  xxxV  )(   kvаdrаtliq fоrmа túrindе аlаmiz. (I) sistemani еsаpqа 

аlsаq, оniń tоliq tuwindisi  tómеndеgi kóriniskе iyе bоlаdi 

            )()()()()()())((
...

txtxtxtxtxtxtxV
T

 
 

            Еgеr simmеtriyali оń аniqlаnǵаn  N-mаtricаsin )(tV funkciyasiniń tоliq 

tuwindisi dáslеptеn bеrilgеn tеris аniqlаnǵаn kvаdrаtliq fоrmаǵа tеń bоlаtuǵindаy 

еtip sаylаp аlsаq, yaǵniy  )()())(( tCxtxtxV   
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H -mаtricаsin tаbiw Lyapunov mаtricаliq teńlemesinе kеltirilеdi:                         

                                 C
       (2) 

           Еgеr А-mаtricаsi аsimptоtikаliq орiqli bоlsа, оndа (2) teńleme bir 

shеshimgе iyе bоlаdi. Bul jеrdе, S-mаtricаsi оń аniqlаnǵаn bоlsа, оndа аlinǵаn N-

mаtricаsi dа оń аniqlаnǵаn bоlаdi. Ámеliy másеlеniń shеshiminеn tеk оrniqliliq 

fаktiniń qоyiliwi ǵаnа еmеs bálki shаmаsin mаytа dúziwdi хаrаktеrlеwshi 

)( funkciyasiniń еsаplаniwidа áhmiyеtli mániskе iyе. 

      )(:   xxU   оblаstin bаslаnǵish qоzdiriwlаr оblаsti dеp аtаymiz. 

  xxxV )( Lyapunov funkciyasi járdеmindе U оblаstin tómеndеgishе аliw 

múmkin.   

  Kvаdrаtliq funkciya ushin     

                               
2

max

2

min )()()( xxVx            (3) 

tеńsizligi оrinli, bul jеrdе  ),(),( maxmin  -mаtricаsiniń sáykеs еń kishi hám 

еń úlkеn mеnshikli mánislеri. (I) sistemaniń kúshi mеnеn bоlǵаn funkciyaniń tоliq 

tuwindisi ushin  
2

min

.

)()( xcxV   tеńsizligi оrinlаnаdi.   

(3)shi tеńsizliktеn pаydаlаnip minаǵаn iyе bоlаmiz  )(
)(

)()(

max

min xV
c

dt

tdV






    

Bul differenciyal tеńsizlikti shеshsеk, 

                            

)(
)(

)(

0

0
max

min

)()(
tt

c

exVxV










                ge iyе bоlаmiz.  

Bul jеrdеn qаytаdаn (3) tеńsizilikti pаydаlаnip, tómеndеgini jаziwǵа bоlаdi.   

              








 )(
)(

)(
exp

)(

)(
)( 0

max

min
0

min

max tt
H

C
x

C

H
tx








            (4) 
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(I)shi sistemaniń 0)( tx  shеshimi аsimptоtikаliq оrniqli bоlsа, оndа (4)shi 

qаtnаstаn mina kóriniske iyе bоlаmiz:        0

min

max

)(

)(
)(

0

xtxSu
tt 




 


  

yamаsа,  hám )(  shаmаlаrin pаydаlаnsаq, tómеndеgishе bоlаdi:  





)(

)(

)(

min

max

H

H
 Bul jаǵdаydа U , bаslаnǵish qоzdiriwdiń bаhаsi ushin 

tómеndеgidеy ǵárеzlilik  оrin аlаdi           





)(

)(
)(

max

min




   

         Kórinip turǵаndаy, аniq bаxаlаw xxxV  )( - Lyapunov funkciyasin 

sаylаp аliw mеnеn bаylаnisli hám еgеrdе )(/)( minmax     еń kishi shаmа 

bоlsа, bunnаn dа аniǵirаq bоlаtuǵin еdi. 

Еgеtdе )(1 funkciyasin )(/)()( minmax1   túrindе аńlаcаq, hám 

)(1  -funkciyasin minimizаciyalаw másеlеsin Lyapunov teńlemesiniń 

shеshimlеr kópligindе qаrаstirsаq, оndа tómеndеgi mаtеmаtikаliq 

prоgrаmmаlаstiriw másеlеsinе kеlеmiz. Bizgе tómеndеgini tаbiw tаlаp еtilеdi: 

                                  )(infarg 1
)(

0 



G

  

Bul jеrdе G(H) оń аniqlаnǵаn H-mаtricаlаriniń kópligi, bunnаn 
tеris 

аniqlаnǵаnliǵin kórsеtеdi. 

А n  i q l а m а  3.    xxxV )(0 Lyapunov funkciyasin, bundаy 

              
)(

)(
)(,)(infarg

min

max

11
)(

0





 




G

H     (5) 

bаslаnǵish qоzdiriwlаrdiń bаhаsi ushin optimal dеp аtаymiz. 

          Еndi 2n  bоlǵаndаǵi (5) optimal másеlеsindе )(0 xV funkciyasin tаbiwdi 

úyrеnеmiz. )(G - оblаstin qаrаstirаmiz. Sоni аytiw kеrеk, еgеrdе  )(1  G  

hám )(2  G bоlsа, оndа  -еrikli turаqlisi ushin, bundа ,10                                                                                       

)()1( 21  G bоlаdi.  Bunnаndа  bаsqа, еgеr )( G  bоlsа, оndа 
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 -еrikli tuраqlisi ushin, )(,0  G  bоlаdi. Bundаy jаǵdаydа  

)(G -tuyiq kоnus bоlаdi. N- simmеtriyali mаtricа bоlǵаnliqtаn,  kеńisliktiń 

ólshеmi  2/)2( nn  bоlаdi.                           

 )(1 1 H  еkеnin bаyqаw qiyin еmеs. Sоnliqtаn Lyapunovtiń bаrliq 

funkciyasinаn  “еń jаqsi” si (А-mаtricаsiniń kórinisinеn ǵárеzli) 
2

0 )( xxV   bоlаdi, 

bundа )(.1)( 100   -gеоmеtriyalq jаqtаn  .)(:   xVxV  

“Еń jаqsi” Lyapunov funkciyasi sfеrikаliq bоlаdi.Lyapunov funkciyasiniń  

1)(1   ushin optimal bаr bоliwiniń zárúrli hám jеtkilikli shártlеrin kеltirip 

ótеmiz.  

T е о r е m а   I.  1)( 01    bоlǵаndа  (2) shi Lyapunov teńlemesi  )(0  G -

mаtricаsiniń shеshiminе iyе bоlаdi, sоndа  tеk ǵаnа еgеrdе 
 -tеris 

аniqlаnǵаn mаtricа bоlsа.  

Dálillеw:  (zárúrligi) Mеyli оń аniqlаnǵаn 0C -mаtricаsiniń bар bоlsin, bуnnаn (2) 

teńleme   0 -mаtricаsiiniń shеshiminе iyе bоlаdi, buniń ushin  1)( 01   bоliwi 

kеrеk. Bizgе bеlgili,  UU diаgоnаlliq strukturаǵа iyе bоlǵаn  еrikli  N-

simmеtriyaliq mаtricаsi ushin U-оrtоnоrmаllаnǵаn  mаtricа bаr bоlаdi, bundа 

EUU 
 hám 1)(/)( 0min0max   bоlǵаnliqtаn, yamаsа     

  1)(...)()( 00201  n  bоlsа, оndа .0 EUU   

Sоniń mеnеn birgе  0 -оń аniqlаnǵаn mаtricа, оndа .0  

Bunnаn               .00 UCUUUUUUUUU    

Sоndаy-аq   ,0 EUU   оndа .
1

0UCUUUUU  


                                                     

Bul jаǵdаydа           0

1
C


 

  tеris аniqlаnǵаn mаtricа. 
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Jеtkilikliligi: Mеyli  
tеris аniqlаnǵаn mаtricа bоlsin.       

)(0

C dеsеk, E 0 gе iyе bоlаmiz hám dеmеk,                                                                                      

1)(/)( 0min0max    

Sоniń mеnеn birgе )(G kópligi аshiq kоnus kórinisindе bоlаdi. Sоndаy jаǵdаy 

bоliwi múmkin, еgеrdе    0 оń аniqlаnǵаn mаtricа bоlsа buniń ushin 

1)( 01     kоnus shеgаrаsindа jаtаdi.  

L е m m а : Еrikli 0  sаni ushin sоndаy C simmеtriyali оń аniqlаnǵаn  

mаtricа bаr bоlаdi, bundаy  -mаtricаsi     1)(1 - Lyapunov mаtricаliq 

teńlemesiniń shеshimi bоlаdi. Sоndа simmеtriyali оń yarim аniqlаnǵаn 

C mаtricаsinа jiynаliwshi simmеtriyali оń аniqlаnǵаn  ...,2,1, kCk mаtricаlаr 

izbе-izligi bаt bоlаdi, hám оǵаn sáykеs   ...,2,1,  kk izbе-izligi bаr bоlаdi, hám 

оń аniqlаnǵаn  -mаtricаsinа jiynаlаdi, bundа                     

                  1)()( 11 


 k
k
im    tеńligi оrinlаnаdi. 

D á l i l l е w : Mеyli k/1   hám   kk /11)(1   bеrilgеn bоlsin. Lyapunov  

teńlemesin    kC  ǵа bólip,  

                    
k

k

k

k

k

k

C

C

CC






        iyе bоlаmiz.  

            Mеnshikli mánislеrdеgi siyaqli bundа dа prоpоrciоnаlliq ózgеrеdi, оndа 

shеgаrаlаnbаǵаn uliwmаliqti 1kC  dеp еsаplаymiz, ...,2,1k   

(bul jеrdе )(max kk CC  )  1kC  tеńligi  kC -izbе-izliginiń birlik rаdiusli                

sfеrаǵa tiyisli bоlаtuǵinin hám оniń kúshi mеnеn  kC -izbе izliginiń 

kоmpаktliliǵinаn   CCk    ǵа umtiliwshi izbе-izlikti аjirаtip аliw múmkin 

еkеnligin bildirеdi, bundа S-оń аniqlаnǵаn.  А-аsimptоtikаlq оrniqli mаtricа  
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bоlǵаnliǵi sеbеpli     AF -оpеrаtоrdiń mеnshikli mánisi ushin 

                         njiAF ji  1,0)()(      оrinlаnаdi. 

F(N)-оpеrаtоri аynimаǵаn оpеrаtоr dеp аtаlаdi. Sоniń ushin úzliksiz kеri оpеrаtоr 

)(1 CF 
bаr bоlаdi hám Lyapunov teńlemesiniń  N-shеshimi  S-mеnеn úzliksiz 

bаylаnisli bоlаdi. Bundаy jаǵdаy  km -úlеs izbе-izligidе   kmC -úlеs izbе-izligi 

siyaqli bаzibir N-mаtricаsinа jiynаlаdi.  km -úlеs izbе-izligi ushin lеmmаniń 

tаstiyqlаwiniń оrinli еkеnligin kórsеtеmiz.  

Bunnаn   C
 iyе bоlаmiz.   

Еgеr 1C bоlsа, оndа 02/12/)()( maxmax  C bоlаdi. 

Hаrаktеristikаliq teńlemeniń korеniniń mаtricа elеmеntlеrinеn úzliksiz  

ǵárеzsizliginеn  

                            ;)()( maxmax 


 km
m
im  

                            )()( minmin 


 km
m
im        bоlаdi. 

0)(max    hám      1)(1  kmim bоlǵаnlqtаn,  0)(min   bоlаdi. 

Dеmеk :   .1)()( 1 


 km
m
im   

T е о r е m а 2 :  )(,)( 00  GxV -optimal funkciyasi bаr bоlаdi,  sоndа  tеk  

ǵаnа еgеrdе 
 -tеris аniqlаnǵаn mаtricа bоlsа.   

D á l i l l е w (Zárúrligi) :  Mеyli  )(0 xV -Lyapunovtiń optimalliq funkciyasi bаr 

bоlsin, (2)shi teńlemegе kirеtuǵin оń аniqlаnǵаn  0   hám  0C  mаtricаlаrinа iyе 

bоlǵаn hám    .)()(inf 011
)(

 
 G

   еkеnligin kórsеtеmiz.  

Kеrisinеn dálillеymiz, yaǵniy  1 bоlsin.  0 -mаtricаsin diаgоnаlliq tiрgе  

kеltiriwshi U-оrtоgоnаl mаtricаsi bаrliq wаqittа bар bоlаdi, yaǵniy 
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                          .)(

)(...00

......................................

0)...(0

0...0)(

0

0

2

01











n

UU







 

 

 

 

 

Mеyli )(...)()( 0010min  iki   bоlsin. 

                            k

n

itijS ,...,,,

00

0...0

0...0

21

2

1






























 

mаtricаǵа kirgizilgеn, bundа  1. . .
21


kiii  bоlsа,  0j   bоlаdi. 

Еgеrdе 0C -mаtricа оń аniqlаnǵаn  bоlsа, оndа jеtkilikli dárеjеdе kishi  0  

bоlǵаndа 1C -mаtricа dа оń аniqlаnǵаn bоlаdi. 

                      )(01   USUUSUCC   

Sоndаy-аq, 111 CH 
teńlemesindеgi 1 hám 0 mаtricаlаri tómеdеgi 

qаtnаs  pеnеn bаylаnisli: 

                      ,10

 USU  

onda         
 
 
















 UUSUU

UUSUU

USU

USU T

)(

)(

)(

)(
)(

0min

0max

0min

0max
11








    

 
 



















 )(

)(

)(

)(

)(
01

0min

0max

0min

0max

S

S
 

Bul jаǵdаydа,   )(1 11̀ ushin 1 -mаtricаsi dúzildi. Dеmеk, 1  

uyǵаriwimiz duris еmеs еkеn. Оndа 1  tеris аniqlаnǵаn mаtricа еkеn.  
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Jеtkilikliligi: Еgеr 
 -tеris аniqlаnǵаn bоlsа, оndа   )(0

C - dеsеk,  

E 0 hám  1)( 01   tеńliklеrinе iyе bоlаmiz. )(1  -funkciyasiniń аniqlаniw 

оblаstin kеńеytеmiz, yaǵniy )(G -kоnusqа оniń qаptаl bеtin kirgiziw аrqаli, 

)( G еkеnligin qаrаstirаmiz, bul jеrdе 

                               .0)(:)(

),()()(

min 



G

GUGG

 

)(G -tuyiq kóplik bolip еsаplаnаdi, sоniń mеnеn birgе еgеrdе, 

)( GD bоlsа, оndа  -mаtricаsi оń yarim аniqlаnǵаn bоliwidа múmkin, 

bunnаn kеlip shiǵаdi,  yaǵniy uliwmа  -mаtricаni Lyapunov funkciyasin dúziw 

ushin qоllаniw múmkin еmеs. 

 T е о r е m а 3. )(,)( 000   GxxxV Lyapunov funkciyasi 1)( 01   

bоlǵаndа bаslаnǵish bеrilgеnlеrdiń bаxаsi ushin optimal bоlаdi, sоndа  tеk sоndа 

ǵаnа, еgеrdе )(  -оń yarim  аniqlаnǵаn mаtricа bоlsа . 

Dálillеw: (Zárúrligi) Mеyli )(0  G hám 1)( 01  bоlsin. Sоndа 

  )(...)()( 00201 n  bоlаdi. Lyapunov funkciyasin tómеndеgidеy 

túrgе kеltiriwshi U -оrtоgоnаl mаtricа bаr bоlаdi  

                               UCUUEEU 0])()([     

Bunnаn:                     .
1

0C


 

 

Sоndаy-аq, 0)( 0min C  bоlаdi, оndа )(  -оń yarim аniqlаnǵаn mаtricа 

bоlаdi. 

Jеtkilikliligi: )(0

C -dеp аlsаq, оndа 1)( 01   gе iyе bоlаmiz. Sоndаy аq  

)(  -оń yarim аniqlаnǵаn, оndа )(0  G . 
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Tеоrеmа  4. Mеyli )(   - mаtricа оń yarim аniqlаnǵаn bоlip еsаplаnbаsin.  

Sоndа оń yarim аniqlаnǵаn  0C - mаtricаsi optimalliqtiń zárúrli    shárti bоlip 

еsаplаnаdi, yaǵniy 0)( 0 Cmib hám, dеmеk  )(0  G . 

Dálillеw. Mеyli kеrisinshе 0H hám 0C mаtricаlаri optimallаstiriw másеlеsiniń 

shеshimi bоlip еsаplаnsin hám )(0 HGH   bоlsin, yaǵniy 0C оń аniqlаnǵаn bоlsin, 

jánе 0)( 0min C  bоlsin. 

Lyapunov tеnlеmеsiniń shеshimi bоlаtuǵindаy N hám S jubi bаr bоlаdi hám  

)()( 011    bоlаtuǵinin kórsеtеmiz. Uyǵаriwimiz bоyinshа, 0)( 0min C  

оndа  )()(...)()(0 0max0010min CCCC n    bоlаdi. 

0C -mаtricаni diаgоnаlliq túrgе kеltirеtuǵindаy U -аyriqshа еmеs оrtоgоnаlliq  

mаtricа bаr bоlаdi, yaǵniy :    )( 00 CUCU 
. 

Lyapunov teńlemesiniń shеp jаǵin  
U -mаtricаsinа,  оń jаǵin U -mаtricаsinа  

kóbеycеk, tómеndеgidеy teńlemege iyе bоlаmiz  

                )( 01111 C
, 

bul jеrdе  UUUUUU )(,, 11011

   

bоlǵаnliqtаn, )( `11

 hám )( 11

 -mаtricаlаri birdеy mеnshikli mánislеrgе 

iyе bоlаdi, yaǵniy          

             niii ,1,)()( 11     

            )(...)()( 21

  n  

Sоndаy-аq  )(  -mаtricа оń аniqlаnǵаn еmеs, sоnliqtаn 0)(1     

bоlаdi. )(/)( 0min1 C  dеp аńlаtаmiz hám Lyapunov teńlemesin 

qаrаymiz.         )()( 01111 C     (6) 

)()( 011 C   -mаtricаsiniń оń yarim аniqlаnbаǵаnin kórsеtеmiz . 

Hаqiyqаttаndа,  )()()()()( 011111011 CEC     
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 bul jеrdе    ECCC  )()()( 0min001   

             )(...)()()(0 002010min CCCC n   

hám  0  bоlǵаnliqtаn, )( 01 C -mаtricа оń yarim аniqlаnǵаn bоlаdi. 

E  )()( 1111   mаtricаsiniń mеnshikli mánislеri  

nniii ,2,0)()(,0 11     bоlаdi. 

Bunnаn )()( 011 C   -mаtricаsi dа оń yarim аniqlаnǵаn bоlаdi. 

Endi (6) teńlemeni qаrаstirаmiz, оniń оń bólеgi   оń yarim аniqlаnǵаn bоlip 

еsаplаnаdi. Mеyli, 2 -mаtricasi оniń shеshimi bоlsin .Teńlemeni tómеndеgishе 

túrlеndirеmiz: 

                      )()()( 01221 CEE    

Shеp jаǵin  U -ǵа, аl оń jаǵin  U -mаtricаsina kóbеytiw аrqаli tómеndеgigе  

iyе  bоlаmiz :    

                     022 )
~

()
~

( CEE 
 

Bul jеrdе     UU 22

~
 hám    2 -mаtricа dа sоndаy mеnshikli mánislеrgе  

iyе bоlаdi. 
2

~
 -mаtricа  022 )(

~~
C 

 teńlemeniń shеshiminе 

iyе bоlаdi. Еgеrdе 0  -оń аniqlаnǵаn 0C -mаtricаsi bоyinshа Lyapunov 

funkciyasiniń shеshimi bоlsа, аl  2  -оń yarim аniqlаnǵаn 0)( C   -

mаtricа bоyinshа bоlsа, оndа оlаr   02

~
 E  qаtnаsi mеnеn bаylаnisli bоlаdi, 

аl оlаrdiń mеnshikli mánislеri  

             ni
C

E
i

iii ,1,
)(

)(
)(1)()

~
(

0min

002 









          bоlаdi. 

Dеmеk, nii ,1,0)
~

( 2    yaǵniy аlinǵаn mаtricа оń аniqlаnǵаn.  

Sоniń  mеnеn birgе          )(
)(1

)(1

)(

)(
)

~
( 01

0min

0max

0min

0max

21 








 










E

E
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Bundаy jаǵdаydа 
2H -mаtricаni аliw, )()

~
( 0121   bоlǵаndа, 0 -di optimal  

dеp uyǵаriwimizǵа qаrsi kеlеdi. Bul dálillеwdеn kórinip turǵаnindаy bundаy 

mоmеnttiń bоliwi 0C -diń оń аniqlаnǵаnliǵi bоlip еsаplаnаdi.                                  

 

            

 

 

 

 

1.2 Dinamikaliq sistemalardi optimallastiriw algoritmleri  

                                   I. Nur boyinsha soziw algoritmi 

Mеyli  S-еrikli оń аniqlаnǵаn mаtricа hám  N-Lyapunov teńlemesiniń sáykеs 

shеshimi bоlsin. Оni tómеndеgishе túrlеndirеmiz  

               )()()(    CEE  

)(  -mаtricа оń аniqlаnǵаn mаtricа bоlip еsаplаnbаydi ( E 0 dеn  bаsqа). 

Еgеrdе 00    bоlǵаndа, )( C -mаtricаsiniń úzliksiz bаylаnisliliǵinаn 

dа оń аniqlаnǵаn bоlаdi. 0  bоlǵаndа  

          )(
)(

)(

)(

)(

)(

)(
)( 1

min

min

min

max

min

max

1 H
E

E
E 












 














  

tеńligi оrinlаnаdi hám mоnоtоn bаylаnisliliqqа iyе bоlаdi, yaǵniy 21     

bоlǵаndа )()( 1121 EE   bоlаdi. 0 -diń mаksimаl mánisin tаbаmiz, 

bunnаn )( C  mаtricа оń аniqlаnǵanliǵinshа qаlаdi. 4-tеоrеmаdаn kеlip 

shiqqаndаy,  

                           )(/)(0 minmin

  C  

bоlǵаndа 

                     0)()()( minminmin    CC  
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tеńsizligi оrinlаnаdi. Bul jаǵdаydа 
)(

)(

min

min

0 






C
 ni аliw múmkin.  

Bul аlgоritm tómеndеgishе gеоmеtriyaliq intеrprеtаciyaǵа iyе:  

)( -mаtricа ózinе E 0 ǵа sáykеs kеliwshi mаtricаni qаbil еtеdi, yaǵniy 

 bоlǵаndа optimalliqqа umtiliwshi hám E -nurdа jаylаsqаn. 

 

 

 

 

 

 

2.Kósherdi soziw algoritmi 

Buniń аlgоritmi N-mаtricаsiniń оrtоgоnаl túrlеndiriwlеr sistemasiniń jоlin bаsli 

kóshеrgе kеltiriwdеn turаdi. Kеyin kóshеrdеn еń minimаli sоzilаdi, yaǵniy  

                                )()( minmin . 

 -sаni S-mаtricа оń аniqlаnǵаn mаtricа bоlǵаnǵа shеkеm аrtip bаrаdi.  

Lyapunov tеnlеmеsiniń shеp jаǵin  U -ǵа, аl оń jаǵin U -ni kóbеytiw аrqаli  

tómеndеgigе iyе bоlаmiz. Bul jеrdе, U, H ti dioganаlliq túrgе kеltirеtuǵindаy  

оrtоgоnаl mаtricа    )())(()()( CUUUUUUUUUU    

yamаsа 111 C , bul  jеrdе   CUUUU  ,1  

Аlinǵаn teńlemeni tómеndеgishе túrdе jаzаmiz: 

    1111

2

1

2

1

1

000

0...00

0...0

0...00

0...00

0...0

00

0...0

0...0

...00

0...0

0...0
















 















C

n

n

 

Mеyli        njiCCa ijij ,1,, 1

1

1

1   bоlsin. 
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Оndа             

n







...00

0...0

0...0

)(
2

1





           dеp аńlаcаq, 

)()()( 111  C  ǵа iyе bоlаmiz, bul jеrdе 

                

11

2

1

1

1

1

1

2

1

22

1

12

1

12

1

1

1

1

1

12

1

11

1

11

1

11

1

...

...

...2

)(

nnnnn

n

nn

CCaC

CCaC

aCaCaC

C

















  

 

Bizgе bеlgili, еgеrdе )(1 C -mаtricа 0 bоlǵаndа оń аniqlаnǵаn bоlsа,  аl  

 -pаrаmеtriniń ósiwi mеnеn оń аniqlаnǵаnliq jоǵаlip bаrsа, оndа  -mаksimаl 

shаmа 0)(det 1 C  teńlemesinеn аniqlаnаdi. 

 

Bundа оń аniqlаnǵаnliq qásiyеti sаqlаnаdi, yamаsа bul teńlemeni jаyip jаzsаq  

tómеndеgigе iyе bоlаmiz: 
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n

n
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a
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1

1

1

1

2

1

22

1

12

1

1

1

12

1

11

1

1

1

1

1

12

1

12

1

11

1

11

1

12

1

11



























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Nо’llik аǵzаlаrin tаslаp  jаzsаq, tómеndеgi kvadratliq teńlemegе iyе bоlаmiz  
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11

2

1
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1
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1

2

1
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1
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2

1

1
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2

1

22

1
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1

1

1

11

2 







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n

n
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1C -mаtricа оń аniqlаnǵаnliqtаn, оni tómеnеdеgishе аńlаtаmiz : 
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1
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1
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0 










nnnn

n

n

nnnn

n

n

nnnn

n

n

CCC

CCC

CCC

CCa

CCa

CCa

CCa

CCa

aa

 

hám  02 21

2

0    teńlemegе iyе bоlаmiz. Оl hárqiyli bеlgidеgi  hаqiyqiy 

korеnlеrgе iyе bоlаdi 

           0,0
0

10

2

11

2

0

1

2

11

1 










pppph
  

2   dеsеk, TUU )()(    mаtricаǵа iyе bоlаmiz, bundа             

                         
 

)(
,min

)(
)( 1

21

max

1 H
H

H 



 


  

Е s k е r t i w: Еgеrdе 21   - bоlsа, оndа )( mаtricаniń minimаl mеnshikli  

sаni 2 - bоlip qаlаdi hám оǵаn uqsаs túrdе оnnаn kеyingi mеnshikli sаnǵа 

túrlendirip ótkеriw múmkin, yaǵniy .22     
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II Bap. Dinamikaliq sistemalardi gradient usili járdeminde optimallastiriw 
 

                         1Optimizacialiq másеlеlеrdi gradient usili mеnеn shеshiw. 

Siziqli еmеs programmalastiriwdiń uliwmа másеlеsin shеshiwdе 
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 

 HHmiHfHf i
HH




,,1,0)(min)(0  

Lаgrаnjdiń аniq еmеs kóbеytiwshilеr usilin qоllаniw bоlаdi. Lаgrаnj funkciyasi 

tómеndеgi kórinisitе bоlаdi: 

                       .0),()(, .

0

0  


iii

m

i

HfHfH   

Kun-Tаkkеr tеоrеmаsi bоyinshа tómеndеgilеr kеlip shiǵаdi:  

Mеyli   ,,1, miHf i   dóńеs funkciya,  H kópligi оyis hám Slеytеrdiń 

rеgulyarliq shárti оrinlаnаdi, yaǵniy sоndаy bir  HH 
~

bаr bоlаdi,   0
~

Hf i  

bоlаtuǵindаy. Еndi 0H optimal másеlеniń shеshimi bоliwi ushin sоnińdаy         

 00

2

0

10 ,...,, n   vektoriniń bаr bоliwi zárúrli hám jеtkilikli,  00 ,H  jubi  

 ,H  funkciyasiniń еrlik tоshkаsi bоliwi kереk.Sоndа bаslаnǵish másеlе 

shеklеwlеr mеnеn bеrilgеn minа tómеndеgi funkciyani minimumlаw mеnеn tеń 

kúshli: 

                         
 HH

HHF


 min,max
0




 

yamаsа minа minimumlаw másеlеsin shеshiw mеnеn 

                           
  0

maxmin,






HH

H  

Bul másеlеni sаnli shеshiwdiń usillariniń biri grаdiеnt usillari hám оniń 

mоdifikаciyasi. Bul másеlеni shеshiwdiń еki grаdiеnt usilin qаrаymiz. 

 

 

1.Tuwri grаdiеnt usili. 

            ,)()()(
1

01 

















 





m

i

kiKikkkHk HgradfHcHgradfHQH  ,  

Bundа   HQ  toshkasin  H  kópligindе prоеktrlеw оpеrаciyasi, 

 HCi funkciyasi tómеndеgi jоl mеnеn еsаplаnаdi  
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iC -jеtkilikli úlkеn sаn,    HfHfdgra ii 
~

funkciyasiniń N-toshkadа оbоbshеnniy 

grаdiеnti. 

2. Errоu-Gurvicа usili. Bul еki kооrdinаtа bоyinshа еrlik toshkalаrdi bir wаqittа 

izеrtlеw prоcеdurаlаrin kórsеtеdi. 

                 












 





m

i

ki

n

ikkkHi HfgradHfgradHQH
1

01   

                                .,1,,0max1 miHf kik

k

i

k

i    

yaǵniy  ,H grаdiеntiniń bаǵitindа   bоyinshа hám N bоyinshа аntigrаdiеnti. 

Еgеrdе  Hf0  qаtаń оyis funkciya bоlsа,  Hf i  оyis, оndа   ,H  funkciyasiniń 

еrlik toshkasi bаr bоlаdi, egerde  

                          





1

.,0,0
k

kkk   

оndа   kkH ,  izbе-izligi sоndаy mánistе jiynаqli bоlаdi, yaǵniy bir shеk toshkasi 

 kH  shеshimlеr kópliginе dеrеk bоlаdi. Еndi bul аlgоritmlеrdi  

 Hi funkciyasin minimumlаwdа qоllаnilаtuǵinin qаrаymiz. 

                               1)  
 HGH

H


 inf1  

bundа              0:,/ minminmax1  HAHAHHGHHH T . 

Jоrаridа аytilǵаndаy, kH optimal shеshim  HG shеgаrаsindа bоlаdi, 

 H1 funkciyasiniń bir tеńliliginеn bul juptiń birеwi   1max H  di qаrаymiz, 

 HG tiń ishindе jаylаsqаn.Sоlаy еtip minа funkciyani minimumаlаw másеlеsin 

qаrаymiz                        
 HH

f


 min1

0  

 

minа shеklеwlеrdе              ,0,0 21  HfHf  

  Bundа  

                     ,, min1min0 HAHAHfHHf T    
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                                       1max2  HHf   

 -simmеtriyali оń аniqlаnǵаn mаtricаlаrdiń kópligi. Lаgrаnj funkciyasi 

tómеndеgi túrdе bоlаdi  

                                    .,
2

1

1

01 



i

ii HfHfH   

Sоndа N bоyinshа grаdiеnt         



2

1

1

01 ,~

i

iiH HfgradHfgradHZdagr   

Bundа         TT xxHfgradxxHfgrad maxmax2minmin

1

0 ,   

                  
   

    





















уDууDу

уDууDу

HDHfgrad

nn

Т

n

Т

n

ТТ

...

....

...

1

11

1  

maxmin , xx -vektorlаr, birlik sfеrаniń ishindе jаtiwshi, kvadratliq fоrmа 

HxxT
minimаl hám mаksimаl mániskе еrisеtuǵin аl   ijijij

T

ij AAD  ,  

-mаtricаlаr i shi jоldа hám j shi bаǵаnаdа birlеr turаtuǵin, аl bаsqа elеmеntlеr 

nóllеr bоlǵаn, ьшту -vektor birlik sferadа jаtiwshi kvadratliq  уНАНАу ТТ   

minimumǵа еrisеtuǵin. Аl     2,1,,1

0 iHfHf i  funkciyalаri dóńеs Slеytеr shárti 

оrinlаnаdi. Lаgrаnj funkciyasi  ,,HZ i minа  0

2

0

10 ,, H  еrlik toshkaǵа iyе hám 

0H  optimalliq másеlеniń shеshimi. 

2) Еndi minа   
 HGH

H


 inf2 másеlеsin minimumlаwdi qаrаymiz, 

 bundа     
 

 
 H

H

HAHA
H

T

min

max

min

max
2











      boladi. 

bundа optimal shеshim 0H minа  HG оblаstindа bоlаdi,  H2 tiń birtеkliliginеn.  

 

 

Bеrilgеn bаslаnǵish másеlеni tómеndеgi  

               
 

    0,0,min 21

2

0 


HfHfHf
H

másеlеsi mеnеn аlmаstirаmiz.  
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Bundа        HnHAHAnHf T

minmin

2

0
2

1
    Lаgrаnj funkciyasi tómеndеgi 

túrgе kеlеdi       



2

1

2

02 ,
i

ii HfHfHZ  . 

Аl N bоyinshа grаdiеnt      



2

1

2

02

~
,

~

i

iiHH HfgradHfdgraHZdgra   

Bundа    
 

   H

xx

HAHA

HD
Hgradf

T

T

min

minmin

min

2

0
2

1





  

Аl  Hf 2

0 funkciyasi, еki dóńеs funkciyaniń qоsindisin kórsеtеdi, Slеytеr shárti 

оrinlаnаdi.     

3)Bundа   
 HGH

H


 inf3 funkciyasin minimulаwdi qаrаymiz. 

Bundа        
 

 
 
 










H

H
n

HAHA

H
H

T

min

max

min

max
3








   

Bul másеlеni minа      
 

    0,0,min 22

3

0 


HfHfHf
HH

 

hám oni                HnnHAHAnHf T

minmin

3

0     

másеlеsi mеnеn аlmаstirаmiz. Lаgrаnj  funkciyasi minа kórinistе bоlаdi  

                                 



2

1

2

03 ,
i

ii HfHfHZ   

Аl  N bоyinshа gradient 

             



2

1

3

03

~~
,

~

i

ii HfdgraHfdgraHZdgra   

Bundа    
 

      HnH

xx

HAHA

НD
Hfgrad

T

T

minmin

minmin

min

3

0
 




  

 

Sоndа   Hf 3

0  funkciyasi еki dóńеs funkciyaniń qоsindisin kórsеtеdi Slеytеr 

shárti оrinlаnаdi. 

 

Kеńislikti sоziwdаǵi gradientlik tusiw аlgоritmi.  
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Аdim 1.  Hf  funkciyasiniń 0H toshkadаǵi gradientin еsаplаymiz. Bеrilgеn 

1,1  kk dh fоrmulа bоyinshа 1

1 ,H  di еsаplаymiz hám kеyin 

 0

1

01 HghhH ij  di. EB 1  dеp аlаmiz.   

Аdim 2. 1k dеp аlаmiz.  

Аdim 3.  k

ij Hg  еsаplаymiz.   

Аdim 4. Egerde    Exg kij   bоlsа , оndа juwmаqlаnаdi. 

Аdim 5. Minа      1 kkT

kk HgijHgijBr  

Аdim 6. 1k shi аrаliqti еsаplаymiz  ккk rr /1   

Аdim 7. 1к shi qоzǵаlistаǵi аdimdi еsаplаymiz 1kh di hám sоziliw          

                 kоefficiеntin 1k  di tabamiz. 

Аdim 8.  1k shi аdimdаǵi sоziliw mаtricаsi  

                      T

kkkk kEBB 1

1

1 111 



      

Аdim 9.     kT

kk HgBg 11    

Аdim 10. Itaraciyaniń 1k  shi аdimi qаrаldi  

                    1111

1 / 

  kkkk

kk ggBhHH  

Аdim 11. 1 kk  mánisti bеrеmiz hám 3 shi аdimǵа ótеmiz.  

4. Sаnli misаl . 

Tómеndеgi mаtricаliq teńlemeni shеshiń: 

                               C
 

       































10

01
,,

20

13

2212

1211
C

hh

hh
 

 

       














































10

01

20

13

21

03

2221

1211

2221

1211

hh
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Dеmеk,         













2667,0033,0

033,01667,0
              00433,0det   

Еndi  mаtricаliq teńlemeniń оń jаǵi bоlǵаn S mаtricаsi qálеgеn simmеtriyali  

mаtricа bоlǵаn jаǵdаyin  qаrаp ótеmiz. 
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

233,00667,0

133,0333,0
                00866,0det   
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     2.2 Gradient proceduraǵa tiykarlanǵan sanli usil 

Tuwri retlestiriw sistemasi tómendegi sistema menen berilgen: 

X(t)=Ax(t)+bƒ(  (t)),  (t)=cx(t),  A
nxnR , X(t), c,  b

nR   (1) 

Al, A matricasi (1) shi sistemaniń assimptotikaliq orniqli, al ƒ( ) siziqli emes 

funkciyasi  (t)=cx(t) bizge belgili sektor shártin qanaatlandiradi: 

                   0≤  ƒ( ) ≤ k
2

,    k=const. 

Bul sistema absolyut orniqli dep ataladi, egerde oniń nóllik sheshimi pútin 

assimptotikaliq orniqli bolsa, yaǵniy barliq keńislikte ƒ( ) erikli funkciyasi ushin, 

sektor shártin qanaatlandirsa. 

Absolyut orniqliliqti izertlew usillariniń biri bolip Lyapunovtiń ekinshi usilin 

qollaniw bolip esaplanadi. Endi absolyut orniqliliqtiń garantiyalanǵan máselesin 

aliwdi qaraymiz.    

 Lyapunov klasinda     

                            


dfxxxV )()(
0

 

     (2) 

bazirbir oń aniqlanǵan H matricasi menen hám skalyar β≥0 shamasi menen. 

Endi sektor shártin paydalanip (2)shi funkciyaniń toliq tuwindisin (1)shi sistemaǵa 

tiykarlanip kvadratliq forma túrinde jaziwǵa boladi: 

                             )(),,()())(( txvHCtXtxV
dt

d T   , 
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Yamasa mina túrde         

2

min )()],,([))(( txvHCtxV
dt

d
   

Bunda I birlik matrica, 0v  - bazibir turaqli. 

 

Solay etip, absolyut orniqliliqti izertlew máselesi optimizaciyaliq máselege alip 

kelinedi. 
H oń aniqlanǵan matricasin hám 0 , 0v  shamasin tabiwǵa 

yaǵniy minimal menshikli mánisi ),,(  vHC  simmetriyali matricaniń (1)shi 

sistemaǵa tiykarlanip Lyapunov funkciyasiniń tuwindisin tabiw maksimal boladi. 

Optimizaciyaliq másele mina úshlik kópliginde    

 0,0,0:),,(  vHvHL   qaraladi, bunda 0H bolsa H 

matricaniń oń aniqlanǵanliǵin bildiredi. Norma retinde tómendegni alamiz: 

        ;),,( 222
vHvH           )(min HH   

Bul jerde jánede tómendegi belgilewdi kiritemiz )(),( minmax   - bolsa, sáykes  oń 

aniqlanǵan simmetriyali ekstremal menshikli san. Bizge belgili, simmetriyali 

),,( vHC  matricasi oń aniqlanǵan sonda tek ǵana sonda egerde  

  0),,(min vHC   bolsa.  Solay etip (1)shi sistemaniń garantiyalanǵan 

orniqliliǵin tabiw máselesin (2)shi  funkciya klasinda mina optimizaciyaliq másele 

retinde qarawǵa boladi: 

                          min
),,(

),,(
LvH

vH






                   (3) 

tómendegi sheklewlerde  

      0,0,0)(min  vH           ),,(),,( min vHCvH        (4) 

Solay etip, egerde (3)shi hám (4)shi optimizaciyaliq másele mina úshlik  

),,(  vH   sheshimge iye bolsa, tómendegi teńsizlikler orinlanadi: 

                                          0),,(  vH   
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Onda (1)shi sistema absolyut orniqli boladi. Al egerde 0),,(  vH  bolsa, 

onda berilgen sistemaniń absolyut orniqliliǵin izertlew sheshimge iye bolmaydi.  

 

 

Endi 1L arqali ),,( vH  úshlikten turiwshi  L úles kóplikti belgileymiz, birlik 

sferaniń, ishinde jatiwshi, yaǵniy tómendegi shártti qanaatlandiriwshi  

                           1)( 222

max  vH                         (5) 

Bul keltirilgen optimizaciyaliq máselesi dinamikaliq programmalastiriw máselesi 

bolip tabiladi. Bunday máselelerdi sheshiwdiń jiyi qollanilatuǵin usillariniń biri 

gradient usili hám oniń modifikaciyasi bolip tabiladi. Maqset funkciyasinan 

gradientti esaplaw ekstremal menshikli san bolǵan, uliwma jaǵdayda qiyin bolip 

tabiladi, optimizaciyaliq máseleni sheshiw ushin baǵiti boyinsha tuwindidan 

paydalanamiz. 

Aniqlama: Meyli eki úshlik ushin 1000 ),,( LvH  , 1),,( LM   hám 10 tt   

tómendegishe orinlanadi 1000 ),,( LtvttMH    egerde mina shek bar bolsa: 

      ),,(),,(
1

lim
),,(

),,(
000000

0

000 vHtvttH
td

vHd

t







 
   (6) 

Onda mina ańlatpani ),,(/),,( 000  dvHd  bolsa ),,( vH  funkciyasiniń 

),,( M baǵiti boyinsha ),,( 000 vH  toshkadaǵi tuwindisi dep ataladi. 

Lemma: Mina funkciyaniń tuwindisi     ,,,,,(),,( min  vBHCvH  

baǵiti boyinsha 1000 ),,( LvH   toshkada tómendegi túrge iye boladi : 

                 


minmin

000 ),,()(
),,(

),,(
yCy

d

vHd T 





     (7) 

Bul jerde 

miny  bolsa ),,( 000 vHC  matricasiniń shegaraliq birlik menshikli 

vektorli ),,( M baǵiti boyinsha, yaǵniy : 
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 ),,()(,)(lim 000minminmin

0
min  tvttMHCytytyy

t






 

Dalillew: Endi qozdiriwshi matricani qaraymiz   ),,( 000  tvttMHC  ,   

10 tt   hám sáykes oniń minimal menshikli sanin hám )(min ty  minimal 

normallanǵan menshikli vektorin qaraymiz.  

Úzliksizlik kúshinen paydalanip 0t da tómendegi teńsizlik orinlanadi: 

    0

minmin000min000min )(,),,(),,( ytyvHCtvttMHC    

Bizge belgili )(min ty  normallasqan vector, onda aniqlama boyinsha 10 tt   

ushin tómendegi teńlikler orinlanadi:     

                                       1)()( minmin tytyT
 ; 

  )(),,()(),,( min000min000min tytvttMHCtytvttMHC T  

Menshikli sanlari hám menshikli vektorlari simmetriyali matricaniń bólek úzliksiz 

differenciyalaniwshi funkciyalar bolip tabiladi, hám bazibir araliqta 

10 tt  , )(min ty  hám   ),,( 000min  tvttMHC   funkciyalari 

tuwindiǵa iye boladi. Bul keltirilgen birdeyliklerdi t boyinsha differenciyallap, 

tómendegilerge iye bolamiz: 

           ,0)()()())(( minminmin

'

min  tytytyty TT
                                              (9) 

 

(10)                                  )(),,())((

)(),,())((

)(),,()(),,(

'

min000min

min000min

min000

'

min000min

tytvttMHCty

tytvttMHC
dt

d
ty

tytvttMHCytvttMHC
dt

d

T

T

T













Birinshi birdeylik soni beredi : )()()())(( minminmin

'

min tytytyty TT   birdeylik 

teńliklerine iye bolamiz, 

  )(),,(),,( min000min000 tytvttMHCtvttMHC    

Bunda: 
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Bunnan kelip shiǵadi, yaǵniy: 

 

)(),,())((

)(),,())((lim),,(lim

minmin

minmin
0

000min

0

tyCty

tyCtytvttMHC
dt

d

T

T

t

t

 










hám tómendegige iye bolamiz: 

              
 



),,( 000min

0

 tvttMHC
dt

d

t

 

   )())((),,( min

'

min000min tytytvttMHC T

 )(),,())(( minmin tyCty T   

 

)(),,())((

)())((),,(

minmin

'

minmin000min

tyCty

tytytvttMHC

T

T









 

Endi 0t de shekke ócek (7)shi formulaǵa iye bolamiz. Solay etip (3) ham 

(4)shi optimizaciyaliq máseleniń sheshiminiń shártin keltirip ótemiz, toliqtirilǵan 

gradientte. 

Aniqlama: Meyli 1LV   bazibir kóplik hám VvH ),,( 000  al, ),,( M baǵitin 

mina toshkada ),,( 000 vH  múmkin dep esaplaymiz, egerde sonday 00 t bolsa 

barliq 00 tt  ushin VtvttMH  ),,( 000  orinlansa. 

 

Teorema: Meyli V bolsa ),,( vH  funkciyasiniń toshkalariniń kópligi bolsin  
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1L de hám ),,( vH  toshkada al, ),,( vH  funkciyasi barliq múmkin bolǵan baǵitlar 

boyinsha tuwindiǵa iye bolsin. Sonda egerde ),,( vH  toshkada funkciya 

minimumǵa iye bolsa, onda múmkin bolǵan erikli baǵitlar ),,( M  

boyinsha tómendegi shárt orinlanadi: 

                                  0
),,(

),,(






Md

vHd
                                    (11) 

 

Dálillew: Meyli 1),,( LvH  hám ),,( M usi toshkadaǵi múmkin bolǵan 

baǵitlar. Sonda, shárt boyinsha  

   0),,(),,( ******  vHtvttMH   

Buni 0t bóliphám 0t de, tómendegige iye bolamiz: 

     0
),,(),,(

lim
),,(

),,( ******

0

*** 



 t

vHtvttMH

Md

vHd

t






 

yaǵniy teoremaniń tastiyqlaniwina iye bolamiz. Múmkin bolǵan baǵitlar retinde 

bazislik vektorlardi alamiz, tómendegi obraz arqali dúzilgen. Keńislikte jup 

simmetriyali matricani alamiz SK matricasiniń bazisi retinde yaǵniy (s,k)-shi 

hám (k,s)-shi orinlarda ekiden bir bolǵan, al qalǵan elementleri nóller, -nóllik 

matrica. Sonda erikli simmetriyali matricani  

                                  ijhH     ,  nji 1  

mina túrde kórsetemiz: 

                                       ij

nji

ijhH  
1

 

Bazislik baǵitlar retinde )1,1,( ij úshlikti alamiz. Úshlikti dúzemiz, birinshi 

elementti 2)1( nn  pútin bolǵan )0,0,( ijC   matricaniń kvadratliq formasi  
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bolǵan,  al kvadratliq formasi ekinshi hám úshinshi elemntleri bolip )0,1,(C , 

)1,0,(C matricasiniń 

 3

min

3

min

2

min

2

min

1

min

1

min )1,0,()(,)0,1,()(),,()0,0,()),((),,( yCyyCyksyCksyH TT

ij

T  

                                                                                                                                                   (12) 

Bunda                    
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Bul jerde ),(1

min ksy -bolsa, )0,0,( ijC  matricasiniń minimal birlik menshikli 

vektoriniń shegi, )0,0,( ij baǵitina juwap beretuǵin, 
2

miny - bolsa )0,1,(C  

matricasinińminimal birlik menshikli vektoriniń shegi, 
3

miny -bolsa )1,0,(C     

matricasiniń minimal menshikli birlik vektoriniń shegi, )1,0,( juwap beredituǵin.  

Aniqlama: Mina úshlikti:  

 3

min

3

min

2

min

2

min

1

min

1

min )1,0,()(,)0,1,()(),,()0,0,()),((),,( yCyyCyksyCksyH TT

ij

T  

(12)shi bazislik baǵitlardiń tuwindilarinan dúzilgen, ),,( vH  funkciyasiniń 

gradient dep ataymiz. 

Meyli A assimptotikaliq orniqli matrica bolsin, biraq 
TAA teris aniqlanǵan matrica 

bolmaydi. Bul jaǵdayda tómendegi teorema orinli. 

Teorema: Lyapunov funkciyasi baslanǵish qozdiriw baxasi ushin optimal bolǵan, 

integral sapa kriteriyasin esaplaǵanda qollanilmaydi, solay etip )( 02 H  
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Dalillew: Egerde 
TAA teris aniqlanǵan bolmasa, onda Lyapunov funkciyasi ushin 

baslanǵish qozdiriw baxasi ushin optimal bolǵan, tómendegi teńliktiń orinlaniwi 

zárúrli :       0)()( 00min0min  AHHAC T    Sonliqtan   )( 02 H  

Solay etip )( 02 H funkciyasin optimallastiriw sheshimge iye boladi, yaǵniy 

Lyapunov funkciyasi integral mániste optimal bolǵan barliq waqitta bar boladi. 

Teorema: xHxxv T

00 )(   Lyapunov funktiyasi )(0 HGH  , integral kriteriya 

ushin optimal bolǵan hámme waqitta bar boladi. 

Dálillew: G(H) kópligi dóńes konusti beredi, al orayi koordinata basinda bolǵan, 

jánede )(2 H funkciyasi bir tekli bolip tabiladi, onda oniń aniqlaniw oblasti retinde 

G(H)tiń barliǵin qaraw jetkilikli emes, al oniń bir bólimin 

 1:)()(1  HHHGHG  . Al, )(1 HG kópligi shegaralanǵan, biraq tuyiq 

emes. Biraq oniń shegarasi )(1 HG qa ótiwde : 

                              
)()(

1
)(

minmin

2
HC

H


  

Yaǵniy minimal mánis izlenedi, onda )(1 HG oblastin qisiw múmkin, jetkilikli 

kishini shegaraǵa taslap, yaǵniy oblasstaǵi optimallastiriw máselesin sheship: 

                    )(:/)()( min11 HAHAHHGHG T
 

Al, )(1 HG
kópligi kompaktli hám )(2 H funkciyasi, onda minimal mániske erisedi, 

yaǵniy optimal Lyapunov funkciyasi bar boladi.  

Soni kórsetemiz, yaǵniy uliwma jaǵdayda )3( n optimal Lyapunov funkciyasiniń 

bir mánisli emes qurilatuǵinliǵi. Solay etip, baslanǵish qozdiriw baxasi ushin, ol 

araliq menshikli sanlardi variaciyalaw menen baylanisli. Dara jaǵdayda bizge belgili 

sistema qaralsa Ax(t)=x(t) ,
nRtx )( blokli dioganal matrica A menen hám 0H  

menen, yaǵniy optimal bolǵan, onda hámme waqitta 0H  di dúziw múmkin, 

)()( 02

'

02 HH    bolsa. 
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Teorema: Egerde A matricasi blokli dioganal strukturaǵa iye bolsa, onda 0H  

matricasi, optimal Lyapunov funkciyasi bolǵan blokli dioganal boladi. 

Dálillew: Meyli A matricasi mina túrge iye bolsin: 

                             









2

1

0

0

A

A
A  , 

al, xHxx T

000 )(v   bolsa, optimal Lyapunov funkciyasi boladi. Endi 0H  hám 0C  

matricani bilay jazamiz:  

                    













0

22

0

12

0

12

0

11

0
)(

      
H

HH

HH

T          













0

22

0

12

0

12

0

11

0
)(

      
C

CC

CC

T  

 

 

Soni kóriw qiyin emes, yaǵniy mina jubi 
1

0H  hám 
'

0C  

                   













0

22

0

11'

0
        0

0     
H

H

H

 ,          













0

22

0

111

0
        0

0      
C

C

C

     

Lyapunov teńlemesiniń sheshimi boladi hám onin ushin 

             
)()()()(

)()()()(

0max

'

0max

1

0min0min

0max

'

0max

1

0min0min

CCCC

HHHH









     

Sonliqtan  

)(
)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(
)( 02

0min

0max

0min

0max

'

0min

'

0max

'

0min

'

0max'

02 H
H

H

C

H

H

H

C

H
H 
















   

 

Keltirilgen teoremani paydalanip missal dúzemiz, optimal Lyapunov funkciyasiniń 

bir mánisli emes dúzilgenligin kórsetetuǵin. 

Meyli 1A assimptotikaliq orniqli matrica bolsin, ólshemi (n-1) ge (n-1) bolǵan mina 

optimal funkciyasi menen 
'0

11

'1

0 )()(v xHxx T  hám )()( 0

11max

0

11min HH   bolǵan. Egerde 
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02  aA skalyar bolsa, jánede )(2/)( 0

11max

0

11min HCa   bolsa, onda 

optimal Lyapunov funkciyasi retinde barliq sistemalar ushin, bilay aliw kerek. 

 

                 xHxx T

000 )(v   bunda       









h

H

        0

0      
H

0

11

0  

               

                );()( 0

11max

0

11min HhH     aCh 2/)( 0

11min      

     

Endi kvazi optimizaciyaniń bir adimli algoritmin qaraymiz, yaǵniy algoritmdi 

sonday H matricasin izlewge alip keletuǵin, )(2 H funkciyasin jaqsilaytuǵin.  
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   III bap. Optimizaciyaliq máselelerdi sheshiwdegi algoritmler 
 

3.1 Nur boyinsha soziw algoritmi. 

Meyli EH - bolsa Lyapunov teńlemesiniń sheshimi bolsin, minaǵan sáykes keliwshi 

C = E , yaǵniy  

                          EAHHA EE

T         

Teńlemeni mina túrge keltiremiz: 

    )()()( T

EE

T AAEAEHEHA    

 Endi )(2 H funkciyasi  parametriniń funkciyasi boladi, yaǵniy: 

                   )(

)(

)(

)(
)(

min

max

min

max
2

EH

EH

AAE

EH

E

E

T

E




















 

Endi )(2   funkciyasiniń minimumin  ózgeriwshisi boyinsha izleymiz. 

Sonliqtan EHE   hám )( TAAE   matricalari oń aniqlanǵan boliwi kerek, 

onda  saylap aliwda sheklewlerge tuwra keledi 

  0)(min  EH  ,  0)(1  T

i AA  ,  ni ,1   ; 

Lemma: Egerde A asimptotikaliq orniqli bolsa, onda niAi ,1,0)(Re  . 

Bunnan minaǵan iye bolamiz:  

0)(Re22)()(
11

 


ASpAAASpAA i

n

i

TT
n

i

i 
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Bul jerde  



n

i

iiaSpA
1

bolsa, A matricasiniń izi. Solay etip 0)(
1




T
n

i

i AA , 

al barliq niAA T

i ,1),(   simmetriyaliqqa baylanisli )( TAA matricasiniń 

xaqiyqiy, onda minaǵan iye bolamiz, yaǵniy 0)(min  TAA . 

 

 

 

Endi mina úsh jaǵdaydi qaraymiz: 

1) Egerde A matricasi normal bolsa, onda qaralǵan algoritmdi qollaniw kerek 

emes. Bilay aliw kerek : )(, 00

TAACEH  . 

2) Meyli A matricasi normal bolmasin, biraq )( TAA teris aniqlanǵan. Bul 

jaǵdayda  0)(min  TAA  hám  

        
 












0),(1

0),(1
)(

max

min

min





T

T

T

AA

AA
AAE

 

Tómendegi belgilewlerdi kiritemiz  

)(),(),(),( max2min1minmax

TT

EE AAcAAcHbHa    

Al, )(2   funkciyasi mina túrge iye boladi 

;
1

)(
1

2
b

a

c

a

















    ,0

1
,max

1









 

c
b  

b

a

c

a

















21
, .0)(   

Tómendegi túrdegi funkciyani qaraymiz: 

                                           ;
1

)(
b

a

c

a

















    

Oniń ushin ekstremumniń zárúrli shárti 0)('  boladi, yaǵniy: 

       0
)()1(2

)23()23(
)(

2

' 









b

a

bc

abcbabcac








  
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Bunnan minaǵan erisemiz:    
23

23
0






bcac

abcba
   

Endi 0  totshkada tuwindiniń ekinshi túrin jazamiz: 

                b

a

bc

bcac










0

0

0

2

0

0

''

)()1(2

23
)(








 

Ekstremumniń jetkilikli shárti bolip, ekinshi tuwindiniń oń aniqlanǵanliǵi, 

yaǵniy    ,023 bcac  00  b        (2) 

 

Solay etip, egerde mánisi    

                          23

23
0






bcac

abcba


    

)( funkciyasiniń aniqlaniw oblastinda jaca, hám (2)shi teńsizlik 

orinlansa, onda )( bolsa 0  bolǵanda minimal mánisti 

qabillaydi. Solay etip (1)shi funkciyasi ushin tómendegige iye bolamiz. 

Meyli )( TAA  teris aniqlanǵan matrica bolip hám tómendegi teńsizliklerdi 

eń keminde birewi orinlansin. 

                        

























0
23

231
,max

023

11

1

1

11

bcac

abcba

c
b

bcac

              (3) 

yamasa        








023

023

2

22

abcba

bcac
 

Onda bilay aliw kerek:    )(),(minarg 22120     , 

bunda        
23

23

11

1
1






bcac

abcba
    ,  

23

23

22

2
2






bcac

abcba
  

Egerde (1)hám(2) teńsizlikler orinlanbasa onda 00  yaǵniy EHH 0  
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3) Meyli 
TAA teris aniqlanǵan bolmasin, yaǵniy 0)(max  TAA   

Onda )(2  funkciyasi mina túrge iye boladi: 

                     










































22

11

2

1
0,

1

0
1

,max,
1

)(

cb

a

c

a

c
b

b

a

c

a




















              (4) 

Bunda  

)(),(),(),( max2min1minmax

TT

EE AAcAAcHbHa      

 

Ótkendegilerdi qaytalap tómendegige iye bolamiz. 

Meyli tómendegi teńsizlikler sistemasiniń eń keminde birewi orinlansin 

                                    

























0
23

231
,max

023

11

1

1

11

bcac

abcba

c
b

bcac

 

yamasa                 
















222

2

22

1

23

23
0

023

cbcac

abcba

bcac

                     (6) 

Onda tómendegishe aliw kerek: 

                               )(),(minarg 22120    

bunda        23

23

11

1
1






bcac

abcba


   ,   23

23

22

2
2






bcac

abcba


 

Egerde (5) hám (6) teńsizlikler orinlanbasa onda 00  yaǵniy EHH 0                            

                     3.2 Kósherdi soziw algoritmi. 

Meyli EH Lyapunov teńlemesiniń sheshimi bolsin, C=E sáykes keliwshi. Sonday 

bir V ayriqsha emes túrlendiriwi bar boladi, EH matricasin dioganal túrge 
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keltiriwshi. Endi Lyapunov teńlemesin shepten 
TV al, ońnan V ǵa kóbeytemiz , 

solay etip tómendegige iye bolamiz:  

                                         EAAT  11   

             yaǵniy         ,1

1 ij

T aAAVV   nji ,1,  .  

Payda bolǵan teńlemeni tómendegishe túrlendiremiz: 




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
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
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)(0          0   

        

0)(H        0    
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)(0          0   

        

0)(H        0    
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
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







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00            a  

        

00            a   

a   a         2a

1

1n
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12

1

1n

1

12

1

11

E
 

Al )(2 H funkciyasi C=E fuksirlengen matricada hám EHH  de   

parametrine baylanisli funkciyaǵa aylanadi: 

                 









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Al,  matricasi menshikli mániske iye boladi. 
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         ,0)( i   2,1  ni ,  


 
n

i

inn aa
1

21

1

1

11,1 )()(
 

sonliqtan  

     Emin  
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Bunnan )(2   funkciyasi tómendegi túrge iye boladi: 
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Tómendegi belgilewlerdi kóremiz 

)(max EHa  , )(min EHb  , 



n

i

iaac
1

21

1

1

111 )( ,  

                               



n

i

iaac
1

21

1

1

112 )(  

hám funkciyaniń uliwma túrdegi minimum shártin qaraymiz: 
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                                





b

a

c

a

1
)(

 

Minimumniń zárúrlik shárti bolsa 0)(1  mina kóriniske iye boladi: 

                          232

1

)()1(2

)12(
)(











bc

cbcaa
 

Al toshka bolsa, ekstremumǵa uqsas bolǵan 

                              cbc /)21(0   

Minimumniń jetkilikli shárti 0)( 0

''  yaǵniy  
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Solay etip (6)shi formulaǵa baylanisli tómendegige iye bolamiz.  

Egerde        










n

i

iaa
c

bc

1

21

1

1

11

2

2
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121
0                

onda tómendegishe aliw kerek  VVH )( 00   ,  bunda 

                  )(2)(1 min
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i Haa  
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









 


  

yamasa basqasha aytqanda 00   yaǵniy EHH 0 . 

 

                Siziqli sistemaniń sheshiminiń baxasi 

1) Dáslep kvadratliq forma teoriyasinan bir áhmiyetli teńsizlikti kiritemiz. 

Endi Hxxxv T)( kvadratliq formani qaraymiz hám usi kvadratliq formaniń eń 

kishi hám eń úlken mánislerin izertlew máselesin izertleymiz. Sferada  
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2

1

2 rxxx
n

i

i

T 


usi máseleni sheshiwdiń belgili qádesine tiykarlanip, 

salistirmali ekstremumdi izertlew kerek. Ekstremum toshkasinda mina shárt 

orinlaniwi kerek: 

                    02  xgradvgradw   

Solay etip  Bxgradv 2    bolsa, onda ekstremumniń zárúrlik shárti bizlerdi 

mina teńlemeni sheshiwge alip keledi: 

                                        xBx                                     (1) 

Bul teńleme nóllik emes sheshimge iye sol jaǵdayda, egerde   mina 

teńlemeniń sheshimi bolsa : 

                                                     0 EB                        (2) 

Solay etip B matricasi simmetriyali, onda oniń menshikli mánisli haqiyqiy. 

Endi 1  arqali B matricasiniń kishi menshikli sanin belgileymiz al, n  arqali 

oniń úlken menshikli sanin belgileymiz. Endi (1) teńlemeniń oń hám shep 

táreplerin x qa kóbeytip tómendegige iye bolamiz: 

                    xxxBxv TT  )(  , yaǵniy 
2rv      

Solay etip ,   retinde, eń úlken hám eń kishi menshikli sanlardi alsaq,  

teńsizlikti shiǵaramiz: 

                               
22

1 rvr n              (3) 

Keńisliktiń barliq toshkalari ushin orinli. Egerde 12 r  dep alsaq, sonday  

juwmaqqa kelemiz, yaǵniy 1  bolsa birlik sferada v funkciyasiniń minimal 

mánisi, al n  bolsa maksimal mánisi. 

2) Endi siziqli differenciyal teńlemeler sistemasin qaraymiz hám bilay boljayiq, 

yaǵniy A matricasiniń barliq menshikli sanlari, teris haqiyqiy bólimge iye. 
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Belgili teorema boyinsha Hxxxv T)(  oń aniqlanǵan kvadratliq formasi bar 

boladi, yaǵniy belgili sistemaǵa tiykarlanip tómendegige iye bolamiz: 

                                              



n

i

ix
dt

dv

1

2

                                          (4) 

Ekinshi tárepten (3)shi teńsizlikten mina teńsizlik kelip shiǵadi : 

                                         
1

2



v
r

v

n


                                   (5) 

Bunda   ,
1

22 



n

i

ixr
  n ,1 -ler v kvadratliq formaniń eń kishi hám eń úlken 

menshikli sanlari. Solay etip, (2)shi hám (5)shi qatnaslardan mina teńsizlikke iye 

bolamiz 

                                    
n

v

dt

dvv




1
         ; 

 

 

Mina túrde jaziwǵa bolatuǵin 

                                       
n

dt

v

dvdt




1
                                  (6) 

Al, (6)shi teńsizlikti nólden t ǵa shekem integrallap hám 0v  arqali v funkciyasiniń 

mánisin belgilep 0x  baslanǵish toshkasiniń traektoriyasinda minaǵan iye bolamiz: 

                         )exp()exp( 0

1

0

n

t
vv

t
v


   

(5)shi teńsizlikten paydalanip, (5)shi sistemaniń dógereginde áhmiyetli baxaǵa iye 

bolamiz     
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                   )exp()exp(
1

02

1

0

nn

tv
r

tv


                 (7)         

3) Al, (7)shi teńsizlikti waqit boyinsha ótiw processi ushin paydalaniwi múmkin. 

Xaqiyqatindada, teńlemeni t ǵa salistirmali sheshsek  

                                                
20 )exp( 




nn

tv
     

Minaǵan iye bolamiz  

                                     
0

2

1ln
v

t n




       

Solay etip, ),( 0 xt   waqit boyinsha ótiw processi waqit, soniń ushin zárúrli 

yaǵniy r shamasi, keleshekte  nan kishi bolip qalsin, tómendegi teńsizlikti 

qanaatlandiriwshi bolip 

                             
0

2

1
0 ln),(

v
xt n


        

 

 

4) Tómendegi máseleni sheshemiz. Al, ),( 0xtx traektoriyasi ushin (5)shi 

sistemasi menen aniqlanatuǵin mina shamani tabiw kerek  

                                



0

0 )),(( dtxtxwJ                        (8) 

Bunda ),(),( 00 xtBxxtxw T kvadratliq forma bolip tabiladi. Ádette J shamasin 

retlestiriwdiń integral sapa kriteriyasi dep ataydi. 

Máseleni sheshiw ushin bilay boljaymiz, yaǵniy (5)shi sistema asimptotikaliq  

orniqli hám v kvadratliq formani tabamiz, mina teńlemeni qanaatlandiriwshi v=w 

. Endi (8)ge tiykarlanip tómendegige iye bolamiz 

                      )()),((lim 00 xvxtxvJ
t




  , 
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solay etip    jazsaq  

                           0)()),((lim 00 


xvxtxv
t

 , 

minaǵan iye bolamiz: 

                                )( 0xvJ              (9) 

Solay etip  J  shamasi Lyapunov funkciyasi bolip tabiladi, tómendegi shártti 

qanaatlandiriwshi         

                                       w
dt

dJ
  

 

                                               

 

 

 

                       

 

 

 

                                           JUWMАQLАW 

            Pitkeriw qániygelik jumisinda turaqli koefficentli differenciyal teńlemeler 

sistemasi qaraladi. Bul sistemaniń orniqliliǵin izertlew ushin funkciyani kvadratliq 

forma kórinisinde alamiz. 

Usi funkciya járdeminde berilgen sistemaniń orniqliliǵin izertlew máselesi 

matricaliq Silvestr teńlemesin sheshiwge alip kelinedi. Usi teńlemeniń orinli 

ekenligin kórsetiw ushin konkret misal kórip shiǵildi. 

Berilgen turaqli koefficentli dinamikaliq sistema ushin Lyapunov funkciyasinan 

paydalanip  norma boyinsha baxa alindi. Pitkeriw qániygelik jumisinda 

kvazioptimizaciyaniń eki algoritmi qaraladi, atap aytqanda nur boyinsha soziw 

algoritmi hám soziw algoritmi. 
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          Sonday-aq pitkeriw qániygelik jumisinda optimizaciyaliq máselelerdi 

gradient usili menen sheshiw máselesi kórip shiǵildi. Matricaliq teńlemeniń sanli 

sheshimi electron esaplaw mashinasinda alindi. Soniń menen birge bul pitkeriw 

qániygelik jumisin orinlaw barisinda men differenciyal teńlemeler sistemasi 

haqqindaǵi iye bolǵan maǵliwmatlarimdi jánede arttirip aliwǵa eristim.    

      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                

 


