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Kirisiw

Lyapunovtin tuwri metodi yamasa Lyapunov funkciya metodi tabiyattagi
har giyli sistemani izertlewde, fundamental metodlardin biri bolip esaplanadi. XIX-
asirdin agirindagi kornekli rus ilimpazlarinin korsetpeleri janalaniw dawirine iye
boldi. Egerde onin jardemi menen alingan birinshi natiyje apiwayi differenciyal
tenlemeler sistemasinin orniglilig yamasa ornigsizlig shartlerinin bar boliwi
teoriyaliq harakterge iye bolsa, onda aldagi wagitta onin rawajlaniwi eki bagdarda
boladi. Xalanay A., Bromberg P.V., Bellman R., Kuncevish V.M., Shexovogo
Yu.N., Marto'nyuk D.I. lerdin jumislarinda ayirmali tenlemeler sistemasi garaldi.
Ozinin tabiyati boyinsha olar differenciyal esabina jagin bolip ham olarga tabiyiy
uliwmalasgan Lyapunov funkciyalar metodi gollanildi.

Zubov V.I., Krasovskiy N.N., Korobov B.I. lerdinjumislarinda dinamikaliq
sistemani basgariw maselesi ashin Lyapunov funkciya metodin qollaniw ideyalari
kennen rawajlandi.

Keyingi wagitta Lyapunovtin optimal funkciyalar metodi kennen
rawajlaniwga bagdar aladi. Sonin menen birge bul metod konkret texnikaliq
harakteristikalig  sistemani aliwga mumkinshilik beredi.Usi wagitga shekem
matematikanin kopshilik tarawlarinda ayirmali tenlemeler sistemasi har qiyli
formada uyrenildi. Texnikaliq ilimlerinin rawajlaniw tendenciyalarina baylanisli
bul oblast boyinsha har qiyli jana problemalar kelip shigti. Elektron mashinalarin
diskret basgariwda informaciyalardi qayta islew processlerinde basqgariwdin
impulsliq sistemalarin bayanlawlardi modellestiriwde ayirmali sistemalar joqari
darejede qollanildi. Ayirmali sistemani bayanlawshi matematikaliq apparat
differenciyallaw apparatina ugsas bolip keledi .Tiykarinan alganda Sipkin Y.Z.,
Barbashin E.A., Beksler D., Bellman P. h.tb. lardin jumislarinda diskret
sistemanin orinliliq teoriyasi tolig uyrenildi. Keyingi wagqitta esaplaw mashinalari
jardeminde ayirmali sistemanin ornigliligi haqgindagi problemaga qizigiwshiliq

kasheydi.



| Bap. Turagli koefficentli differentciyal tenlemeler sistemasin shesiw.

1.1.  Sizigli differenciyal tenlemeler sistemasin kvadratliq funkciya jardeminde
optimallastiriw
Kelesi wagqitlari gollanilatugin orniglilig ham baylanisliligtin tiykargi

aniglamalarin keltirip 6temiz.
Egerde X(1)=F(X), xeR", tzt,, f(0)=0

apiwayi differenciyal tenlemeler sistemasin qarastirsaq, yagniy  x(t)=0bolsa,
onda tomendegi ornigliliq aniglamalari orinli.

Aniglamal. x)=0 sheshimi Lyapunov boyinsha ornigli dep ataladi, egerde
galegen &>0 sani ushin, sonday &(¢)>0 sani bar bolip  |x(t,)| < 5(¢) tensizligi
orinlaniwinan,  galegen x(t) —sheshim  ushin, t>t, bolganda |x(t)<e
tensizligi orinlansa.

Aniqglama 2. x(t)=0 sheshim eksponencial ornigli dep ataladi, egerde sonday
N >0,y >0 turaglilari bar bolip sistemanin har ganday x(t) sheshimi ushin t>t,

bolganda
X(®)] < N|x(to)lexpi—7(t —t,)}  tensizligi orinlansa.

X(t) = Ax(t), x(t) € R"(1) turindegi turagli koefficientli sizigli differenciyal
tenlemeler sistemasin garastiramiz. X(ty) = X, baslangish shartin

ganaatlandiriwshi (1) sistemanin sheshimin X(t) turinde anlatamiz. Lyapunov

funkciyasin V(x) =x"Hx kvadratliq forma tarinde alamiz. (1) sistemani esapga

alsag, onin toliq tuwindisi tomendegi koriniske iye boladi

T

VX)) =x @HxX(t)+x" O x(t) = " (t)|AH + HA [x(t)
Eger simmetriyali on aniglangan N-matricasin V (t) funkciyasinin tolig
tuwindisi daslepten berilgen teris aniglangan kvadratliq formaga ten bolatuginday

etip saylap alsaq, yagniy V (X(t)) = —x" (t)Cx(t)
4



H -matricasin tabiw Lyapunov matricaliq tenlemesine keltiriledi:
A'H+HA =-C (2

Eger A-matricasi asimptotikaliq opigli bolsa, onda (2) tenleme bir
sheshimge iye boladi. Bul jerde, S-matricasi on aniglangan bolsa, onda alingan N-
matricasi da on aniglangan boladi. Ameliy maselenin sheshiminen tek ornigliliq
faktinin qoyiliwi gana emes balki shamasin mayta daziwdi xarakterlewshi
0(¢) funkciyasinin esaplaniwida dhmiyetli maniske iye.

U, ={x:|X| <6(£)} oblastin baslangish qozdiriwlar oblasti dep ataymiz.
V(x) = x"Hx — Lyapunov funkciyasi jardeminde U ; — oblastin tomendegishe aliw
mamkin.
Kvadratlig funkciya ushin
Avin X V() < A X (3)

tensizligi orinli, bul jerde A,,(®), A.(®), H-matricasinin saykes en kishi ham

en ulken menshikli manisleri. (1) sistemanin kushi menen bolgan funkciyanin tolig

tuwindisi ushin \/ (X) < —A (©)[X” tetisizligi orinlanadi.

dV(t) . Zun(©)

(3)shi tefisizlikten paydalanip minagan iye bolamiz = Ao (H)

V(X)

Bul differenciyal tensizlikti sheshsek,
_jmin ((I(_:I)) t—to)
\% (X) <V (Xo)e max ge iye bolamiz.

Bul jerden gaytadan (3) tensizilikti paydalanip, tomendegini jaziwga boladi.

ﬂ“max(H) _ lmin(C) —
(1) < =0 |Xo|eXp{ PR to)} (4)



(Dshi sistemanif X(t) =0 sheshimi asimptotikaliq ornigli bolsa, onda (4)shi

ﬂ“max (H) ‘X ‘
ﬂ’min (H) ’

gatnastan mina kériniske iye bolamiz: S:Et/? ﬂx(t)\}:

yamasa, &hamo(g)  shamalarin  paydalansag, témendegishe  boladi:

Amax (H)
imin(H)

i (H)
) TR - o(e) < | ™M—¢
tomendegidey garezlilik orin aladi () A (H)

Koérinip turganday, aniq baxalaw V(x)=X"Hx- Lyapunov funkciyasin

5(e)<e Bul jagdayda U, baslangish qozdiriwdin bahasi ushin

saylap aliw menen baylanisli ham egerde Ams (H)/ A (H) en kishi shama
bolsa, bunnan da anigiraq bolatugin edi.
Egetde @ (H) —funkciyasin @, (H) = A, (H)/ A.,;, (H) tarinde anlacag, ham

@, (H)-funkciyasin ~ minimizaciyalaw  maselesin  Lyapunov  tealemesinin

sheshimler  kopliginde  garastirsag, onda  tomendegi  matematikalig

programmalastiriw maselesine kelemiz. Bizge tomendegini tabiw talap etiledi:

H, =arginf{p, (H)}

G(H)
Bul jerde G(H) on aniglangan H-matricalarinin kopligi, bunnan A™H +HA —teris
aniglanganligin korsetedi.

Aniglama 3. V,(X)=x"Hx—Lyapunov funkciyasin, bunday

. A (H)
H, = arginf o (H) = Zna
o =arginf ()}, o (H) e ©

baslangish qozdiriwlardin bahasi ushin optimal dep ataymiz.

Endi N>2 bolgandagi (5) optimal maselesinde V,(x) funkciyasin tabiwdi
tyrenemiz. G(H) - oblastin garastiramiz. Soni aytiw kerek, egerde H, €G (H)
ham H, €eG(H)bolsa, onda « -erikli turaglisi ushin, bunda 0<a <1,

oH, +(1—a)H, eG(H)boladi. Bunnanda basga, eger HeG (H) bolsa, onda
6



M -erikli tupaglisi ushin, O0< u <o, uHeG(H) boladi. Bunday jagdayda

G(H)-tuyiqg konus boladi. N- simmetriyali matrica bolganliqtan, kenisliktin
slshemi N(N+2)/2 poladi.

1<¢p,(H) < ekenin baygaw qiyin emes. Sonligtan Lyapunovtin barliq
funkciyasinan “en jaqsi” si (A-matricasinin korinisinen garezli) V,(x) =|x|2 boladi,
bunda ¢,(H,)=1. ¢,(H)-geometriyalq jagtan &V * = {x:V(x) = a}.

“En jaqsi” Lyapunov funkciyasi sferikalig boladi.Lyapunov funkciyasinin
@, (H)=1 ushin optimal bar boliwinin zararli ham jetkilikli shartlerin keltirip
otemiz.

Teorema 1| ¢ (Hy)=1 bolganda (2) shi Lyapunov tenlemesi H, <G (H)-

matricasinin sheshimine iye boladi, sonda tek gana egerde A + A'-teris

aniglangan matrica bolsa.
Dalillew: (zararligi) Meyli on aniglangan C, -matricasinin bap bolsin, bynnan (2)
tenleme H,-matricasiinin sheshimine iye boladi, bunin ushin ¢,(H,) =1 boliwi

kerek. Bizge belgili, U HU —diagonalliq strukturaga iye bolgan erikli N-
simmetriyalig matricasi ushin U-ortonormallangan matrica bar boladi, bunda

U'U =E ham A, (Hy)/ Anin (Hy) =1bolganligtan, yamasa
/11 (HO) = 12 (HO) — = /1n (HO) :1 b0|Sa’ Onda U THOU = ﬂg E
Sonin menen birge H -on aniglangan matrica, onda A > 0.

Bunnan  (UTAU) (UHU )+ (U HU JUTAU )=—{U"CU)

Sonday-aq UTH,U = AE, onda UTA™U +UTAU =—%u C,U.
. r_ 1 N .
Bul jagdayda A+A = _ZCO teris aniglangan matrica.



Jetkilikliligi: Meyli A+ A" —teris aniglangan matrica bolsin.
T
Co=—(A+A )desek, H,=Ege iye bolamiz  him  demek,

/1max (Ho)/ﬂ (Ho) =1

min
Sonif menen birge G(H) —kopligi ashiq konus kérinisinde boladi. Sonday jagday
boliwi mumkin, egerde H, —on aniglangan matrica bolsa bunif ushin

@ (Hy) =1 konus shegarasinda jatadi.

L e m ma : Erikli €>0 sani ushin sonday C, —simmetriyali on aniglangan

matrica bar boladi, bunday Hg -matricasi @, (H,) <1+ ¢ - Lyapunov matricaliq
tenlemesinin  sheshimi  boladi. Sonda simmetriyali on yarim aniglangan
C matricasina jiynaliwshi simmetriyali on aniglanganiC, },k =12, ... matricalar
izbe-izligi bat boladi, ham ogan saykes {H, !,k =12, ...izbe-izligi bar boladi, ham
o aniglangan H -matricasina jiynaladi, bunda

f'_)r!;‘ o,(H,)=¢ (H)=1 tenligi orinlanadi.
Dalillew: Meyli £=1/K ham ¢, (H,)<1+1/K berilgen bolsin. Lyapunov

tenlemesin  |C,| ga bolip,

ar e ey G e bolamiz.
G| [C]  [C

Menshikli manislerdegi siyaqli bunda da proporcionalliq 6zgeredi, onda
shegaralanbagan uliwmaligti |C,| =1 dep esaplaymiz, k =1,2, ...
(bul jerde|Cy|=2,x(C)) [Ci|=1 tenligi {C, }-izbe-izliginia birlik radiusli
sferaga tiyisli bolatuginin ham onin kashi menen {C, }-izbe izliginin
kompaktliliginan {c.}—»cC ga umtiliwshi izbe-izlikti ajiratip aliw mumkin

ekenligin bildiredi, bunda S-on aniglangan. A-asimptotikalg ornigli matrica



bolganligi sebepli F[H]= A"H + HA -operatordin menshikli manisi ushin
AF)=4 (A)+4;(A)#01<i< j<n orinlanadi.

F(N)-operatori aynimagan operator dep ataladi. Sonin ushin uzliksiz keri operator

F*(C)bar boladi ham Lyapunov tefilemesinin N-sheshimi S-menen uzliksiz

baylanisli boladi. Bunday jagday {H,, }-tles izbe-izligide {Cin j-tles izbe-izligi

siyagli bazibir N-matricasina jiynaladi. {Hkm }-ﬁles izbe-izligi ushin lemmanin

tastiyglawinin orinli ekenligin kérsetemiz.

Bunnan ‘AT‘-\HH\H\-\A\Z\C\ iye bolamiz.

Eger ‘C‘ =1bolsa, onda Amax (H) = A, (C)/ Z‘A‘ =1/ Z‘A‘ > 0 poladi.

Harakteristikalig tenlemenin  koreninin  matrica  elementlerinen  azliksiz
garezsizliginen

gimimax (Hkm) = ﬂ’max (ﬁ) ’
ﬁl_)nol ﬂ‘min (Hkm) zﬂ‘min (H) boladi.

Ao ) >0 ham  Lime, (H ;) =1bolganigtan, Amin (H) >0 boladi.
Demek : ﬁl_tpo eH,,)=0,(H)=1
Teorema?2: Vy(x), H,eG(H)-optimal funkciyasi bar boladi, sonda tek

gana egerde A + A" -teris aniglangan matrica bolsa.

Dalillew (Zararligi) : Meyli V,(x)-Lyapunovtin optimalliq funkciyasi bar
bolsin, (2)shi tenlemege kiretugin on aniglangan H, ham C; matricalarina iye

bolgan ham _inf {o, (H)} =, (Hy) = .  ckenligin korsetemiz,

HeG(H)
Kerisinen dalilleymiz, yagniy ~« >1lbolsin. Hg-matricasin diagonalliq tipge

keltiriwshi U-ortogonal matricasi barliq waqitta bap boladi, yagniy



A (Hy) 0.. 0
UTHU = 0 A (H).. 0 = A(H,) .
P Ol(Ho)
Meyli A (Ho) = A4 (Ho) =... = 4 (H,) bolsin.
0.0 ]
S = ?__“j"_‘?_ it
0 0 4
matricaga Kirgizilgen, bunda £4 =4 =..= 4 =1lbolsa, ;=0 boladi.

Egerde C,-matrica on aniglangan bolsa, onda jetkilikli darejede kishi & >0
bolganda C; -matrica da on aniglangan boladi.
C,=C,-S(A'USU" +USU"A)

Sonday-aq, A"H, +H,A =—C, tealemesindegi H,ham H ¢ matricalari tomedegi
gatnas penen baylanisli:

H,=H, -sUSU",
(Hy +8USUT) _ Ay, JUT(H, +8USUTU]|

onda ¢, (Hy) = st

mln(H +oUSUT ) m|n|_U (H + oUSU )UJ
s [AH) + 8] Ay (Ho) _
mln[A(H )+5S] mm(H ) + 5 Ql(Ho)—a

Bul jagdayda, 1<¢,(H,)<caushin H;-matricasi dazildi. Demek, «a>1

uygariwimiz duris emes eken. Onda « =1 teris aniglangan matrica eken.
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Jetkilikliligi: Eger A + A" -teris aniglangan bolsa, onda C,=—(A+A")- desek,
H, =Eham ¢,(H,)=1 tenliklerine iye bolamiz. ¢,(H)-funkciyasinia aniglaniw
oblastin keneytemiz, yagniy G(H)-konusga onin gaptal betin kirgiziw arqali,
H e G (H) ekenligin garastiramiz, bul jerde
G(H) = G(H)USG(H),

0G(H) =1{H: A, (-A"H—HA) = 0.

G(H)-tuyiq koplik bolip esaplanadi, soninh menen birge egerde,
H eDG (H) bolsa, onda H -matricasi on yarim aniglangan boliwida mumkin,

bunnan kelip shigadi, yagniy uliwma H -matricani Lyapunov funkciyasin duziw

ushin gollaniw mumkin emes.

Teorema 3. V,(X)=x"H,x,H, eG(H)Lyapunov funkciyasi ¢,(H,)=1
bolganda baslangish berilgenlerdin baxasi ushin optimal boladi, sonda tek sonda
gana, egerde — (A + A")-on yarim aniglangan matrica bolsa .

Dalillew:  (Zararligi) Meyli H,&G (H)ham  ¢,(H,)=1bolsin. Sonda
AMHy)=2,(Hy)=...=4,(Hy)=4 boladi. Lyapunov funkciyasin tomendegidey
targe keltiriwshi U -ortogonal matrica bar boladi

UT[AT(AE) + (AE)AU =-U"C,U

1
Bunnan: A+A' :_ZCO :

Sonday-aq, ﬂ“min (Co) =0 boladi, onda — (A + A") -0 yarim aniglangan matrica
boladi.
Jetkilikliligi: C, =—(A + A")-dep alsaq, onda ¢, (H,) =1 ge iye bolamiz. Sonday aq

— (A + A") -oft yarim aniglangan, onda H, &G (H).
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Teorema 4. Meyli (A+A") - matrica on yarim aniglangan bolip esaplanbasin.
Sonda on yarim aniglangan C, - matricasi optimalliqtin zararli  sharti bolip
esaplanadi, yagniy 4., (C,)=0ham, demek H, € 0G(H).
Dalillew. Meyli kerisinshe HohamC, matricalari optimallastiriv maselesinina
sheshimi bolip esaplansin ham H, € G(H) bolsin, yagniy C,on aniglangan bolsin,
jane Apin (Co) > 0 bolsin.
Lyapunov tenlemesinin sheshimi bolatuginday N ham S jubi bar boladi ham
o, (H) <@, (H,) bolatuginin korsetemiz. Uygariwimiz boyinsha, A.;,(C,)>0
onda 0<4,,(Cp)=4,(Cy)<...<4,(Cy) =4, (Cy) boladi.
C, -matricani diagonalliq targe Keltiretuginday U -ayrigsha emes ortogonalliq
matrica bar boladi, yagniy : U'C,U =A(C,).
Lyapunov tealemesinin shep jagin U ' -matricasina, on jagin U -matricasina
kobeycek, tomendegidey tenlemege iye bolamiz
AH, +H,A, =-A(C,),

bul jerde A,=U"AU , H,=U'HU , A +A/=U"(A+A")U
bolganligtan, (A; + A1) ham — (A, + A7) -matricalari birdey menshikli manislerge
Iye boladi, yagniy

ﬂ“i(_Al_Af):j’i(_A_AT)! i=1,_n

LEA-AT)SAL(FA-AT)<..<A, (-A-AT)
Sonday-aq — (A + A")-matrica ofi aniglangan emes, sonligtan A,(-A—A")<0
boladi. 52‘%(—A—AT)‘/imin(Co)dep anlatamiz ham Lyapunov teflemesin
qaraymiz. AJH+HA, =(A, +A])-A(C,) (6)
— (A, + A]) — SA(C,) -matricasinin on yarim aniglanbaganin korsetemiz .

Hagiygattanda, — (A, + A7) +3A(Cy) = (A, + A]) +|4 (-A, — A")[E + A, (C,)

12



bul jerde  A;(Cy) =A(Cy) — 4,in(Co) - E
0<2,,(Cy)=4,(C,)<A,(C,)<...£4,(Cy)
ham o6 >0 bolganligtan, oA, (C,)-matrica on yarim aniglangan boladi.
—(A; +A]) +|4(~A - A])|- E matricasinin menshikli manisleri
Ay =04 =4 (-A-A")+[4,(~A-A")|>0,i=2,m boladi.
Bunnan —(A, + A]) + dA(C,) -matricasi da on yarim aniglangan boladi.
Endi (6) tenlemeni garastiramiz, onin on bélegi  on yarim aniglangan bolip
esaplanadi. Meyli, H,-matricasi onin sheshimi bolsin .Tenlemeni témendegishe
tarlendiremiz:
A/ (H,-E)+(H,-E) A, =5A(C,)
Shep jagin U -ga, al on jagin U "-matricasina kobeytiw argali tomendegige
Iye bolamiz :

A"(H,-E)+(H,-E) A=-6C,

~

Bul jerde H,=UH,U" ham H,-matrica da sonday menshikli manislerge

iye boladi. f,-matrica A"H, +H,A=(A+A")-5C, tealemenia sheshimine
iye boladi. Egerde H, -on aniglangan C,-matricasi boyinsha Lyapunov
funkciyasinin sheshimi bolsa, al H, -on yarim aniglangan —(A+A")+6C, -
matrica boyinsha bolsa, onda olar H, -E=6H, gatnasi menen baylanisli boladi,

al olardin menshikli manisleri

L(A-AT)

A, (H,)=A(E +H,) =1+ A (H,) , i=1n boladi.
’ ’ ’ ﬂ“min(CO)

Demek, 4 (H,)>0,i=1n yagniy alingan matrica on aniglangan.

Avx (E+0Hy)  1+64,, (Hy)
ﬂ“min(E—Fé‘Ho) 1+5ﬁmin(Ho)

Sonifi menen birge @, (H,) = <@, (Hy)

13



Bunday jagdayda H,-matricani aliw, ¢, (H,) <o, (H,)bolganda, H,-di optimal
dep uygariwimizga qarsi keledi. Bul dalillewden Kkorinip turganinday bunday

momenttin boliwi C,-din on aniglanganligi bolip esaplanadi.

1.2 Dinamikaliq sistemalardi optimallastiriw algoritmleri

I. Nur boyinsha soziw algoritmi

Meyli  S-erikli on aniglangan matrica ham N-Lyapunov tenlemesinin saykes

sheshimi bolsin. Oni tomendegishe tarlendiremiz
AT(H+E)+(H+E)A=|C-5(A+AT)]

— (A + A")-matrica on aniglangan matrica bolip esaplanbaydi ( H, = Eden basqga).

Egerde 0<06 <38, bolganda,C —5(A+A™)-matricasinin 1uzliksiz baylanisliliginan

da on aniglangan boladi. 6 >0 bolganda

(H+a£) _ é‘-i_ﬂ“max(H) < ﬁ’min(H) _
(H+E) S+, (H) Ay, (H)

imax
@, (H+E) =

2 @, (H)

tenligi orinlanadi ham monoton baylanisliliqga iye boladi, yagniy o, >0,
bolganda ¢,(H+6,E) <@, (H+5,E)boladi.5,-din  maksimal manisin tabamiz,

bunnan C-5(A+A") matrica on aniglanganliginsha galadi. 4-teoremadan kelip

shigganday,

0< 8 < Ao (C) |y (A = A7)

min min

bolganda
(A+A")>0

min

AnlC=8(A+AT)|2 2, (C)-52
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ﬂ’min (C)

CA AT)‘ ni aliwv mamkin.

tensizligi orinlanadi. Bul jagdayda s, :V

Bul algoritm tomendegishe geometriyaliq interpretaciyaga iye:
H(J) -matrica 6zine H, = SE ga saykes keliwshi matricani gabil etedi, yagniy

0 —obolganda optimalligga umtiliwshi ham H + 6 -nurda jaylasqgan.

2.Késherdi soziw algoritmi

Bunin algoritmi N-matricasinin ortogonal tarlendiriwler sistemasinin jolin basli
kosherge keltiriwden turadi. Keyin kosherden en minimali soziladi, yagniy

A (H)—> A (H)+¢.
¢ -Sani S-matrica on aniglangan matrica bolganga shekem artip baradi.
Lyapunov tenlemesinin shep jagin U -ga, al on jagin U'-ni kébeytiw arqali
tomendegige iye bolamiz. Bul jerde, U, H ti dioganallig targe keltiretuginday
ortogonal matrica (UTAU)"(U'HU) + (U "HU)(U "AU)=-(U "CU)
yamasa A/A+AA, =-C,, bul jerde A, =U'AU u'cu

Alingan tenlemeni tomendegishe tarde jazamiz:

AL+e 0.0
A+e 0.0 e0..0 ¢ 0..0
0 Ay O
A1 0 A, .. 0  00..0 0 0..0
A, e A, =—CA, + 1
0 0 2,
0 0.. 4, 0 0..0 0 0O

15



Onda

Ae) =

1 1 1 1 1 1
C11 —2¢ a11 C11 ‘Ealz Cln ga'ln
C., —é&a; C, (0%
Cl ( g) _ 12 12 22 2n
1 1 1 1
Cln galn C2n Cnn

dep anlacaq,

Bizge belgili, egerde C,(¢)-matrica & =0bolganda on aniglangan bolsa, al

¢ -parametrinin 6siwi menen on aniglanganliq jogalip barsa, onda &¢-maksimal

shama detC, (&) =0 tenlemesinen aniglanadi.

Bunda on aniglanganliq gasiyeti saglanadi, yamasa bul tenlemeni jayip jazsaq

tomendegige iye bolamiz:

()"

1 1 1 1
—2a;, —a, ... a Cy
1 1
a, 0 ..0 411 C
12 +(_g)n 1 12
—al 0..0 cl
1 1 1 1
2a11 - a12 aln—l C11
1 1
-a 0..0 C
T 12 +..
1 1
a, 0..0 C!

1 1 1 1
O a11 . aln a11 C12
1 1 1 1 1
a, C,, ..C a,, C,, ..
82 12 22 2n _ 28 12 22
1 1 1 1 1
aln C2n i Cnn aln C2n

1 1 1
Cyu Cp . Cpp

1 1 1
C, Cy, ... Gy,

1 1 1

Cll C12 " Cln

1 1 1

+ ClZ C22 Cnn
1 1 1

Cln C2n Cnn




C,-matrica on aniglanganligtan, oni tomenedegishe anlatamiz :

1 1 1 1 1 1 1 1
0 alz aln a11 C12 Cln Cll C12 Cln
1 1 1 1 1 1 1 1 1
a, C, ..C a,C, ..C C,C, ..C
PO — 12 22 2n < O,Pl — 12 ~22 2n !PZ — 12 22 2n — 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1
a‘ln CZn Cnn a1n C2n Cnn Cln C2n Cnn

ham P,e? —2Pe+P, =0 tenlemege iye bolamiz. Ol hargiyli belgidegi hagiyqiy

korenlerge iye boladi

P +PZ-hP, -0

Hy =

. P, —+ p12_p0p1
) My, = >0

P, P

& = U, desek, H(¢) =UA(£)U" matricaga iye bolamiz, bunda

j’max(H)

min{l, +¢, 4, } <aH)

(Pl(H (5)) =

Eskertiw: Egerde A +¢&> A,- bolsa, onda H(e) matricanin minimal menshikli

sani 1,- bolip galadi ham ogan ugsas tarde onnan keyingi menshikli sanga

tarlendirip otkeriw mamkin, yagniy 4, =>4, +&.
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Il Bap. Dinamikaliq sistemalardi gradient usili jardeminde optimallastiriw
1Optimizacialiqg maselelerdi gradient usili menen sheshiw.

Sizigli emes programmalastiriwdin uliwma maselesin sheshiwde

18



fO(H)—>Hr€nQ|(r|L) f(H)=0,i=1m, HeQ(H)

Lagranjdin anig emes kobeytiwshiler usilin gollaniw boladi. Lagranj funkciyasi

tomendegi korinisite boladi:
Z(H,B)=f,(H)+>. B f,(H), B >0.
i=0

Kun-Takker teoremasi boyinsha tomendegiler kelip shigadi:

Meyli f(H),i=1m, dones funkciya, O(H)kopligi oyis ham Sleyterdin
regulyarliq sharti orinlanadi, yagniy sonday bir A e Q(H)bar boladi, f,(A)<0

bolatuginday. Endi Hgoptimal maselenifi sheshimi boliwi ushin soninday

,Boz(ﬂlo,ﬁg,...,ﬂr?) vektorinin bar boliwi zararli ham jetkilikli, (H,,3,) jubi
Z(H,p) funkciyasinin erlik toshkasi boliwi kepek.Sonda baslangish masele
sheklewler menen berilgen mina tomendegi funkciyani minimumlaw menen ten
kashli:

F(H)=maxZ(H,8)— min

B>0 HeQ(H)
yamasa mina minimumlaw maselesin sheshiw menen

Z(H,B)— min max

HeQ(H) p=0
Bul maseleni sanli sheshiwdin usillarinin biri gradient usillari ham onin

modifikaciyasi. Bul maseleni sheshiwdin eki gradient usilin garaymiz.

1. Tuwri gradient usili.
Hy =Qy (Hk _p{gradfo(Hk) +Zci (H)gradf, (Hk)D’ ,
i=1
Bunda Q,(z)-z toshkasin Q(H) kopliginde proektrlew operaciyasi,
C,(H)funkciyasi tomendegi jol menen esaplanadi

i 0, egerde 1 H 20 1=1m

L ,fg'ff'(ffﬂ-'H P=01= 17.?2
COHI= -

19



C,-jetkilikli ulken san, grad f,(H)- f.(H)funkciyasinia N-toshkada obobshenniy
gradienti.
2. Errou-Gurvica usili. Bul eki koordinata boyinsha erlik toshkalardi bir wagqitta

izertlew proceduralarin korsetedi.

:QH( p{gradf Zﬂ -grad f,(H )}

Bt =max{0, B* + p, - f,(H )i =1
yagniy Z(H ,)gradientinin bagitinda g boyinsha ham N boyinsha antigradienti.
Egerde f,(H) gatan oyis funkciya bolsa, f,(H) oyis, onda z(H,z) funkciyasinin

erlik toshkasi bar boladi, egerde
P = 0.0 Zo’zpk = 0.
k=1

onda {(H,,A,)} izbe-izligi sonday maniste jiynaqli boladi, yagniy bir shek toshkasi
{H,}  sheshimler kopligine derek boladi. Endi bul algoritmlerdi
@ (H )funkciyasin minimumlawda gollanilatuginin garaymiz.

1) (ol(H)—> inf

HeG (H)
bunda @, (H)= A, (H)/ 21, (H),G(H)={H : 4,,.(A"H — HA)> 0}.

Jorarida  aytilganday, H, optimal  sheshim 6G(H)shegarasinda boladi,
@,(H)funkciyasinia bir tealiliginen bul juptia birewi 4., (H)=1 di garaymiz,
g(H)tiﬁ ishinde jaylasgan.Solay etip mina funkciyani minimumalaw maselesin

araymiz fo — HrenQ'(r'L)

mina sheklewlerde f,(H)<0,f,(H)<0,
Bunda

fO(H):_imin(H)’ fl(H): —A ( A'H - HA)

min

20



fo(H) = Ao (H) -1
Q) -simmetriyali on aniglangan matricalardin kopligi. Lagranj funkciyasi

tomendeqi tarde boladi

Z,(H,p)=f;(H Zﬂﬁ

Sonda N boyinsha gradient  grad,, Z,(H, 8)= grad fy( Zﬂ grad f,(H)

Bunda gradf/(H)=—x_ -x. ,gradf,(H)=x_x'

min max max

yTD[Al]y...yTD[Alnly
grad f,(H)=D[H]=

»'D[A,]y..y DA, Iy

Xmin » Xmax -Vektorlar,  birlik sferanin ishinde jatiwshi, kvadratlig forma
x" Hx minimal ham maksimal maniske erisetugin al D[Aij]: —ATA; —AGA A
-matricalar i — shi jolda ham j —shi baganada birler turatugin, al basga elementler
noller bolgan, ¥,..-vektor birlik sferada jatiwshi kvadratliq »” (- 4" H — HA)y
minimumga erisetugin. Al o (H), f;,(H),i =12 funkciyalari dofes Sleyter sharti
orinlanadi. Lagranj funkciyasi Z;(H, 3), mina (HO B ﬂzo) erlik toshkaga iye ham
H, optimallig maselenin sheshimi.

2) Endi mina @,(H)—> inf

HGG(H)maSeleSIn minimumlawdi garaymiz,

ﬂ’max ﬂ’max(H) :
ﬂ’min (_ AT H- HA) ﬂ’min(H) boladl

bunda ¢,(H)=

bunda optimal sheshim H,mina G(H )oblastinda boladi, ¢, (H )tin birtekliliginen.

Berilgen baslangish maseleni tomendegi

f2(H)— Hrggiz?), f,(H)<0, f,(H)< 0maselesi menen almastiramiz.

21



Bunda f2(H)=—n[4,,(- ATH - HA)——ﬁn [4,..,(H)] Lagranj funkciyasi tomendegi
targe keledi Z,(H,p)= Z,B f(

~ ~ 2
Al'N boyinsha gradient grad,Z,(H,8)=grad, f7(H)+>_ggrad f,(H)
i=1

D[H] 1 XpyinXmin
(FATH-HA) 2 4,.(H)

Bunda gradf?(H)=- 2

Al f2(H)funkciyasi, eki dones funkciyanin gosindisin korsetedi, Sleyter sharti
orinlanadi.

3)Bunda ¢,(H)— Hing)funkciyasin minimulawdi garaymiz.

P (H) fn[ﬂ (3 )}

Finl=ATH = HA) | 200 (H)

Bul maseleni mina fOS(H)—>Hmi(n), f,(H)<0, f,(H)<0

hamoni  f3(H)=—m|A (- ATH — HA)|- in{en[2,,.(H)]}

maselesi menen almastiramiz. Lagranj funkciyasi mina koriniste boladi

2,(H. )= 5(H)+ A1, (H

Al N boyinsha gradient

Bunda ¢3(H):

grad Z,(H,B8)=grad f; Zﬂ grad f,(H)

D[] Xesin X
ﬂ“min(_ ATH - HA) B ﬁ“mln( )ﬁn[ﬂ“mm( )]

Bunda grad fl(H)=—

Sonda fZ(H) funkciyasi eki dones funkciyanin qosindisin korsetedi Sleyter

sharti orinlanadi.

Kenislikti soziwdagi gradientlik tusiw algoritmi.
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Adim 1. f(H) funkciyasinin H°toshkadagi gradientin esaplaymiz. Berilgen
h,+1, d, +1formula boyinsha H%',e, di esaplaymiz ham Kkeyin
H*=h®-h g,(H°) di. B, = E dep alamiz.
Adim 2. K =1dep alamiz.
. K .
Adim 3. §j; (H )esaplaymlz.
Adim 4. Egerde |g; (x,)< E| bolsa , onda juwmaglanadi.
Adim 5. Mina r, = B]|gij(H*)-gij(H"**)]

Adim 6. k+1shi araligti esaplaymiz &, =r ./

rK

Adim 7. x +1shi qozgalistagi adimdi esaplaymiz h, +1di ham soziliw
koefficientin &, +1 di tabamiz.
Adim 8. K +1shi adimdagi soziliw matricasi
B, +1=B,[E+ (e}, + 1)k +1-£7, |
Adim9. g, = BKT+1g(H k)
Adim 10. Itaraciyanin K +1 shi adimi garaldi

H kel _ H K _ hk+1Bk+1gk+1 /‘gk+1‘

Adim 11. kK =Kk +1 manisti beremiz ham 3 shi adimga 6temiz.
4. Sanli misal .

Toémendegi matricaliq tenlemeni sheshin:

ATH+HA =-C

P I I " * o[t

0 2 h, hy 0o -1
3 0] [hy hy] [y by 3 1] [-1 o0
1 2| |h, hy| |hy, hy, 0 2| |0 -1

23



3h,
h, +2h,,

6h,,
h,, +5h,,

6h,, =1

h,+5h, =0
h,, +5h, =0
h, +h,, +4h,,=0

Demek,

Endi

3h,, . 3h,
h, +2h,, 3h,,

h,, +5h,, 1o
h, +hy, +4h,| |0 1

an

h, +

hy, = 0,1667
h,, = -0,033

-
h,, =-0,033
h,, =0,2667
_[01667 ~0,033
| -0,033 0,2667

matrica bolgan jagdayin garap otemiz.

ST

_3 0} {hll hlz} + |:h11 h12:| |:3
_1 2 h21 h22 h21 h22 0
(3h,, 3h,, 3h,,
+
_h11 +2h,, h, +2h,, 3h,,
6h,, h,+5h, | [2 1
h,+5h, h,h,+4h,| |0 1
6h, =2 h,, =-0,333
h,, +5h, =1 N h, =-0,133
h,, +5h, =0 h,, =0,0667
h, +h, +4h,, =0 h,, =-0,233
Demek, H— {— 0,333 - 0,133}
0,0667 -0,233

24

h, +2h,,

ol lo

det H=0,0433>0

matricaliq tenlemenin on jagi bolgan S matricasi galegen simmetriyali

o 2

h,+2h,| |2 1
h,+2h,| |0 1

det H=0,0866>0



2.2 Gradient proceduraga tiykarlangan sanli usil

Tuwri retlestiriw sistemasi tomendegi sistema menen berilgen:

X(O)=Ax(t)+bf(s (1), s(®)=CTx(t), Ac R™ , X(t), c, be R" (1)

Al, A matricasi (1) shi sistemanin assimptotikaliq orniqli, al f(os) sizigli emes

funkciyasi s (t)=CTx(t) bizge belgili sektor shartin ganaatlandiradi:
0<5f(s)<ks?, k=const.

Bul sistema absolyut orniqli dep ataladi, egerde onin nollik sheshimi putin

assimptotikalig ornigli bolsa, yagniy barlig kenislikte f( ) erikli funkciyasi ushin,

sektor shartin ganaatlandirsa.

Absolyut ornigliligti izertlew usillarinin biri bolip Lyapunovtin ekinshi usilin

gollaniw bolip esaplanadi. Endi absolyut ornigliligtin garantiyalangan maselesin

aliwdi garaymiz.

Lyapunov klasinda

V(X) = xTHx+,BT f(0)ds

bazirbir on aniglangan H matricasi menen ham skalyar >0 shamasi menen.
Endi sektor shartin paydalanip (2)shi funkciyanin tolig tuwindisin (1)shi sistemaga

tiykarlanip kvadratlig forma tarinde jaziwga boladi:

%V(x(t))=—XT(t)C(HuB’V)X(t) ,

Bunda

_ATH - A —{Hb+%(ﬂAT+IV)C}

C(H,ﬁ,V)Z 1 T !
_[Hb+§(ﬂA +Iv)} %+ﬂbTC
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Yamasa mina tarde %V (x(1)) < =4, [C(H ’ﬂ’V)]‘X(t)‘Z

Bunda I birlik matrica, V=0 - bazibir turaqli.

Solay etip, absolyut ornigliligti izertlew maselesi optimizaciyalig maselege alip
kelinedi. H°on aniglangan matricasin ham £° 20, V' =0 shamasin tabiwga
yagniy minimal menshikli manisi C(H", #°,v")simmetriyali matricanin (1)shi

sistemaga tiykarlanip Lyapunov funkciyasinin tuwindisin tabiw maksimal boladi.

Optimizaciyaliq masele mina ushlik kopliginde

L={(H,,3,V)1H20,ﬁ20,V20} garaladi, bunda H=>Obolsa H

matricanin on aniglanganligin bildiredi. Norma retinde tomendegni alamiz:

(H, AV)| = IHF + 8242 [H|= A (H)

Bul jerde janede tomendegi belgilewdi kiritemiz A, (), 4., (®) - bolsa, saykes on

aniglangan simmetriyali ekstremal menshikli san. Bizge belgili, simmetriyali

C(H,B,v) matricasi on aniglangan sonda tek gana sonda egerde

ﬁmin[C(H,,B,V)]>O bolsa. Solay etip (1)shi sistemanin garantiyalangan
ornigliligin tabiw maselesin (2)shi funkciya klasinda mina optimizaciyalig masele

retinde garawga boladi:

o(H, 5.v) = min (3)

(H,B,v)eL

tomendegi sheklewlerde

Ain(H)20,20,V=20  o(H, V) =2, [CH. BV)] (8
Solay etip, egerde (3)shi ham (4)shi optimizaciyaliq masele mina ushlik

(H",B°,v") sheshimge iye bolsa, tomendegi tensizlikler orinlanadi:

o(H*,p°,v")<0
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Onda (1)shi sistema absolyut ornigli boladi. Al egerde @(H", 5°,v*) > 0holsa,

onda berilgen sistemanin absolyut ornigliligin izertlew sheshimge iye bolmaydi.

Endi L arqali (H, B,V) ushlikten turiwshi L tles koplikti belgileymiz, birlik
sferanin, ishinde jatiwshi, yagniy tomendegi shartti ganaatlandiriwshi
/IfnaX(H)+ﬂ2+V2S1 5)

Bul keltirilgen optimizaciyaliq maselesi dinamikalig programmalastiriw maselesi
bolip tabiladi. Bunday maselelerdi sheshiwdin jiyi qollanilatugin usillarinin biri
gradient usili ham onin modifikaciyasi bolip tabiladi. Magset funkciyasinan
gradientti esaplaw ekstremal menshikli san bolgan, uliwma jagdayda giyin bolip
tabiladi, optimizaciyalig maseleni sheshiw ushin bagiti boyinsha tuwindidan
paydalanamiz.

Aniglama: Meyli eki ushlik ushin (H,,,,v,) eL,, (M,a,) el ham 0<t <t

tomendegishe orinlanadi (H, +tM, £ +ta,V, +ty) € L, egerde mina shek bar bolsa:

d(D(H 1ﬁ ,V) .1
d(l\/[O,O(,O]/)O :Itl—[pf{gu(Ho"‘tM’ﬂo"‘ta,vo‘*‘t?/)_(ﬂ(Ho’ﬂo’Vo)} (6)

Onda mina anlatpani de(H,, 5,,V,)/d(M, e, ) bolsa ¢(H, £ ,v ) funkciyasinin
(M, a,7) bagiti boyinsha (H,, 5,,V,)toshkadagi tuwindisi dep ataladi.
Lemma: Mina funkciyanin tuwindisi o(H ,8 ,v )=-4_,.[C(H,B,v]M(a, 8,7)

bagiti boyinsha (H,, 5,,V,) € L, toshkada tomendegi targe iye boladi :

dCD(Ho'ﬂo’Vo) o AT i
- — H C M, y min
d(M.t,7) (Yauin) COML 7)Y ()

Bul jerde Ymin bolsa C(Hg,f,.v,) matricasinin shegaraliq birlik menshikli

vektorli (M, a,y) bagiti boyinsha, yagniy :
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yronin = ![l_)rE] ymin(t)’ ymin(t) — ymin[C(HO +tM UBO +ta,V0 +t7/)]

Dalillew: Endi qozdiriwshi matricani garaymiz C[(Ho +tM, B, +1a, v, +t7)],

O0<t<t, ham saykes onin minimal menshikli sanin ham Y, (1) minimal

normallangan menshikli vektorin garaymiz.

Uzliksizlik kashinen paydalanip t—>0da tomendegi tensizlik orinlanadi:
0

ﬂ’min[C(HO +tM !ﬂo +ta’V0 +t7/)]_) ﬂ’min[C(HO'ﬂO’VO)l ymin(t) — ymin

Bizge belgili ¥,,,(t) normallasgan vector, onda aniglama boyinsha O <t <t,

ushin tomendegi tenlikler orinlanadi:
y;in (t) ymin(t) = 1 ’
ﬂ'min[C(Ho +tM, 4, +1a, v, +t7)]5 y-r;in(t)C(HO +tM, By +1a, vy +17) Y i (1)
Menshikli sanlari ham menshikli vektorlari simmetriyali matricanin bolek tzliksiz

differenciyalaniwshi funkciyalar bolip tabiladi, ham bazibir araligta

0<t<t, Ypn®) him  Ayn[C(Hy+tM, B, +tar,v, +1y)] funkciyalari

tuwindiga iye boladi. Bul keltirilgen birdeyliklerdi T boyinsha differenciyallap,

tomendegilerge iye bolamiz:

(y;nin (t))T ) ymin (t) + y;in (t) ’ ymin (t) = O’ (9)

d AuinlC(Hg +tM, B +ta, Vo +17)]= (Yin) C(Hq +tM, B +ta, Vg +17) Yy (8) +

dt

+ (Y, () %C(HO +tM, B, +ta, v, +ty)y.. (t) +

+(y,.. () -C(H, +tM, B, +ta,v, +ty)y. . (t) (10)
Birinshi birdeylik soni beredi : (Yomin ()" * Yonin (t) = =Ymin (1) - Yonin (t) birdeylik
tenliklerine iye bolamiz,

C(H, +tM, B, +ta, Vv, +ty) = A_ [C(H, +tM, B, +ta,v, +tp)]y,. ()

Bunda:
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“ATH, —H,A {Hob+%(ﬂAT+lvo)C}
C(H, +tM, g, +ta,v, +ty) = T +
{Hob+%(ﬁAT +Iv0)C} V—k‘)—ﬂch

~ATM - MA {Mb+%(aAT+I7/)C}
+1 T
1 T Y T
- Mb+§(aA +1y)C E—ab C

Bunnan kelip shigadi, yagniy:

Iim%zmm[C(Ho M, B, +ta, Vo +t7)]= im(Y,, (0)" - CM, 1, 7)Y (1) =
t—0

= (y;qln (t))T C(M’ a, 7/) yronln(t)
ham tomendegige iye bolamiz:

%/”me[C(HO +tM, B, +ta, v, +ty)]=

= ZinlC(Ho +tM, By +ta, Vo +17) [V (D)7 - Yoo (1) -
~(Ymin ()" -CM, , 7) Yyuin (1) +

+ Aainl C(Hg +tM, By +ta, Vo +£7) (Vi (D) - Yy (£) =
= (Vi)' -CM, @, 7) Yin (1)

Endi t — Ode shekke 6cek (7)shi formulaga iye bolamiz. Solay etip (3) ham
(4)shi optimizaciyalig maselenin sheshiminin shartin keltirip 6temiz, toligtirilgan
gradientte.

Aniglama: Meyli V < L, bazibir koplik ham (H,, 3,,v,) €V al, (M, &, ) bagitin

mina toshkada (H,, 5,,v,) mamkin dep esaplaymiz, egerde sonday t, > 0 bolsa

barlig 0 <t <t ushin (Ho +tM ’/Bo -I—tOC,VO +t7/) eV orinlansa.

Teorema: Meyli V bolsa ¢(H, £,V) funkciyasinin toshkalarinin kopligi bolsin
29



L,de ham (H, 3,v) toshkada al, ¢(H, £,V) funkciyasi barlig mamkin bolgan bagitlar
boyinsha tuwindiga iye bolsin. Sonda egerde (H,/,V)toshkada funkciya
minimumga iye bolsa, onda mamkin bolgan erikli bagitlar (M, &, )

boyinsha tomendegi shart orinlanadi:

de(H, 5,v)
d(M,a,y) 20 (11)

Dalillew: Meyli (H,S,v) e Liham(M,a,y)usi toshkadagi mamkin bolgan
bagitlar. Sonda, shart boyinsha

o(H. +tM, B, +ta, V. +ty) —o(H., £.,v.) >0

Buni t > 0bolipham t — 0de, tomendegige iye bolamiz:

de(H., S.,V.) _ ”m(p(H* +tM, f. +ta, V. +ty) —e(H., B.,V.) 50
d(M,a,y) t->0 t a

yagniy teoremanin tastiyglaniwina iye bolamiz. Mumkin bolgan bagitlar retinde
bazislik vektorlardi alamiz, tomendegi obraz argali duzilgen. Kenislikte jup
simmetriyali matricani alamiz A, matricasinin bazisi retinde yagniy (s,k)-shi

ham (k,s)-shi orinlarda ekiden bir bolgan, al galgan elementleri noéller,9-nollik

matrica. Sonda erikli simmetriyali matricani
H=1h A 1<i<j<n

mina tarde korsetemiz:

H= > haA,;

I<i<j<n

Bazislik bagitlar retinde (a;11)tshlikti alamiz. Ushlikti  dtzemiz, birinshi

elementti N(n+1)/2 putin bolgan C(A;;,0,0) matricanin kvadratliq formasi
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bolgan, al kvadratlig formasi ekinshi ham ushinshi elemntleri bolip C(6,1,0),
C(6,0,1) matricasinin
V(H ) ﬂ! 7) = {(yﬁqln (S’ k))T C(Aij 1010) ylmin (S! k)’ (yriin)T C(¢9,1,0) yr?win’ (yriin)T C(gvovl) yrs;ﬂn}

(12)
Bunda
—ATA A A —AD
C(A;,0,0) =
-bTA; 0 |
0 Lare
Co10=| 2
—ECTA -b'C ’
0 —vC
C(6,0,0) = oy L

Kk
Bul jerde Ymin (S K) -bolsa, C(A;;,0,0) matricasinia minimal birlik menshiki
vektorinin shegi, (A;;,0,0) bagitina juwap beretugin, Y- bolsaC(6,1,0)
matricasininminimal birlik menshikli vektorinin shegi, yﬁ}m -bolsa C(6,0,1)
matricasinin minimal menshikli birlik vektorinin shegi, (49,0,1)juwap bereditugin.

Aniglama: Mina ushlikti:

V(H ) ﬂv 7/) = {(y:rlnln (S’ k))T C(Aij 1010) y]r:r1in (S’ k), (yrznin)T C(H,l,O) yriin’ (yr?:win)T C(@,O,l) yl?qin }
(12)shi bazislik bagitlardin tuwindilarinan duzilgen, @(H, B,Vv) funkciyasinif

gradient dep ataymiz.

Meyli A assimptotikaliq ornigli matrica bolsin, birag A+ A" teris aniglangan matrica
bolmaydi. Bul jagdayda témendegi teorema orinli.

Teorema: Lyapunov funkciyasi baslangish gozdiriw baxasi ushin optimal bolgan,

integral sapa kriteriyasin esaplaganda qollanilmaydi, solay etip @, (H,) = +o0
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Dalillew: Egerde A+ A’ teris aniglangan bolmasa, onda Lyapunov funkciyasi ushin

baslangish qozdiriw baxasi ushin optimal bolgan, tomendegi tenliktin orinlaniwi
zarirli: Ain(Co) = Al (ATH, + HoA)|=0 sonligtan ¢,(H,) =40
Solay etip ®,(H,) funkciyasin optimallastiriv sheshimge iye boladi, yagniy
Lyapunov funkciyasi integral maniste optimal bolgan barlig wagitta bar boladi.
Teorema: Vo (X) =X"H X Lyapunov funktiyasi H, € G(H), integral kriteriya

ushin optimal bolgan hamme wagitta bar boladi.

Dalillew: G(H) kopligi dones konusti beredi, al orayi koordinata basinda bolgan,
janede @, (H) funkciyasi bir tekli bolip tabiladi, onda onin aniglaniw oblasti retinde
G(H)tin  barligin  garaw  jetkilikli  emes, al onin  bir  bolimin

G,(H)=G(H)n{H Z\H\=1} . Al, G,(H)képligi shegaralangan, biraq tuyig

emes. Birag onin shegarasi G, (H) qa otiwde :

@, (H) = 1 oo
i Zonin ()3 A (H)

Yagniy minimal manis izlenedi, ondaG,(H) oblastin gisiw muamkin, € jetkilikli
kishini shegaraga taslap, yagniy oblasstagi optimallastiriw maselesin sheship:

G{ (H)=G,(H)/{H : A, (-ATH —HA) }> ¢
Al, G/ (H)kopligi kompaktli ham @, (H) funkciyasi, onda minimal maniske erisedi,
yagniy optimal Lyapunov funkciyasi bar boladi.

Soni koérsetemiz, yagniy uliwma jagdayda (N = 3) optimal Lyapunov funkciyasinin
bir manisli emes qurilatuginligi. Solay etip, baslangish gozdiriw baxasi ushin, ol
aralig menshikli sanlardi variaciyalaw menen baylanisli. Dara jagdayda bizge belgili

sistema garalsa X(t) = Ax(t) , x(t) € R"blokli dioganal matrica A menen ham H,

menen, yagniy optimal bolgan, onda hamme wagitta H, di daziw mamkin,
?,(Ho) <9,(Hy) bolsa.

32



Teorema: Egerde A matricasi blokli dioganal strukturaga iye bolsa, onda H,

matricasi, optimal Lyapunov funkciyasi bolgan blokli dioganal boladi.

Dalillew: Meyli A matricasi mina targe iye bolsin:

-[on]

al, V,(X) =X, HyX bolsa, optimal Lyapunov funkciyasi boladi. Endi H, ham C,

matricani bilay jazamiz:

H — I:Hlol H102:| C — |:C101 C102:|
0~ 0~
(H:)" Hy (Ci2)" Cz,

Soni koriw giyin emes, yagniy mina jubi HE ham Co

. |Hy O . |Cy O
H":{o HO] Co{o C?
22 22

Lyapunov tenlemesinin sheshimi boladi ham onin ushin

mln(HO) imln( ) ﬂ‘max(HO)S/imax(HO)
mm (C ) min (Ctl)) < ﬂ’max (CO) < ﬂ‘max (CO)
Sonligtan

ﬂ’min(C(I)) mln(H ) min(CO) mln(H )

(02(H(I)): =¢,(H,)

Keltirilgen teoremani paydalanip missal dazemiz, optimal Lyapunov funkciyasinin
bir manisli emes duzilgenligin korsetetugin.

Meyli A, assimptotikaliq ornigli matrica bolsin, 6lshemi (n-1) ge (n-1) bolgan mina

optimal funkciyasi menen Vg(X)=(X)"HX ham Ay, (Hpp) < A (Hyp) bolgan. Egerde
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A2 =—a< Oskalyar bolsa, janede a> /,Lmin(Clol)/Zﬂ“max(Hlol) bolsa, onda

optimal Lyapunov funkciyasi retinde barlig sistemalar ushin, bilay aliw kerek.

H2 0
Vo(X) =X HoX bunda Mo :{O . h }

Jin(HE) Sh< o (HY); h2 2, (CL)/ 28

min

Endi kvazi optimizaciyanin bir adimli algoritmin garaymiz, yagniy algoritmdi

sonday H matricasin izlewge alip keletugin, @, (H) funkciyasin jagsilaytugin.
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111 bap. Optimizaciyaliqg maselelerdi sheshiwdegi algoritmler

3.1 Nur boyinsha soziw algoritmi.
Meyli Hg - bolsa Lyapunov tenlemesinin sheshimi bolsin, minagan saykes keliwshi
C =E, yagniy
ATH. +H_A=-E
Tenlemeni mina targe keltiremiz:
AT(H, +E)+(Hg +E)A=—|E—5(A+AT)]
Endi ¢,(H) funkciyasi O parametrinin funkciyasi boladi, yagniy:

Ao (He + ) _,Jﬁmax(HEwE)
[E-S5(A+A)| | 4, (He +E)

0,(0) =
ﬂ‘min min

Endi ¢,(5) funkciyasinih minimumin O 6zgeriwshisi boyinsha izleymiz.

Sonligtan Hg +E ham E-o6(A+A") matricalari on aniglangan boliwi kerek,

onda O saylap aliwda sheklewlerge tuwra keledi

o+ A

min

(H.)>0 1-6-A(A+A")>0 i=1n .

Lemma: Egerde A asimptotikalig ornigli bolsa, onda Re 4, (A) <0,i=1,n_

Bunnan minagan iye bolamiz:

> A(A+AT)=Sp(A+A")=2SpA=2-> Rel(A) <0
i=1 i=1
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n n
Bul jerde SpA= Zaii bolsa, A matricasinin izi. Solay etip Zﬂ’i (A+A")<0 ,
i=1 i=1
al barlig 4 (A+ AT),i =1Nn simmetriyaligga baylanisli (A+ AT)matricasiniﬁ

.
xaqiyqiy, onda minagan iye bolamiz, yagniy Amin (A+A") <0,

Endi mina ush jagdaydi garaymiz:
1) Egerde A matricasi normal bolsa, onda garalgan algoritmdi qollaniw kerek
emes. Bilay aliw kerek : H,=E,C, =—(A+A").
2) Meyli A matricasi normal bolmasin, birag (A+ A")teris aniglangan. Bul
jagdayda A, (A+AT)<0 ham
; 1-6- A, (A+A"),6 <0
Anin|[E — S (A+AT) = T
1-6- A, (A+A),620

Tomendegi belgilewlerdi Kiritemiz
a:/’Lmax(HE)’b:ﬂ‘min(HE)1cl :Zmin(A_F AT)’CZ :/’tmax(A_F AT)

Al, ¢,(5) funkciyasi mina targe iye boladi

o+a [o0+a
¢2(5): ;M {

ax —b,1}<5<0, ota |o+a (5)50.

1-6c, Vo +b C, 1-&, \ 5+b
Toémendegi turdegi funkciyani garaymiz:
o+a [o+a
0) = ;
#(9) 1-c\Vo+b

Onin ushin ekstremumnin zararli sharti (DI (0)=0 boladi, yagniy:

(3ac-bc+2)6 - (a—3b—2abc) [o+a

?(0)= 2(L-&)% - (5 +b) 5ip "
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| o ~a—3b—-2abc
Bunnan mlnagan erisemiz. 0] BaC _ bC 4+ 2

Endi O totshkada tuwindinin ekinshi tarin jazamiz:

_ 3ac-bc+2 O, +a
2(1-6,¢)° (5, +b) | 5, +b

(0" (6)

Ekstremumnin jetkilikli sharti bolip, ekinshi tuwindinin on aniglanganligi,

yagniy 3ac-bc+2>0, 5,+h>0 (2

Solay etip, egerde manisi
_a—3b—-2abc
3ac—bc+2

0

¢(5) funkciyasinin aniglaniw oblastinda jaca, ham (2)shi tensizlik

orinlansa, onda @(O) bolsa O = 50 bolganda minimal manisti
gabillaydi. Solay etip (1)shi funkciyasi ushin tomendegige iye bolamiz.
Meyli (A+ A") teris aniglangan matrica bolip ham tomendegi tensizliklerdi

en keminde birewi orinlansin.

3ac,—bc,+2>0
max{— b,£}< a-— 30— 2abq <0 3)
c,| 3ac,—bc +2

3ac, —bc,+2>0
yamasa a—3b—2abc, >0
Onda bilay aliw kerek: 0o = arg min{% (01), 0, (52)} :

a—3b—2abc a—3b—2abc,
bunda o, = 3ac —bc 0, =
, —bc, +2 3ac, —bc, +2

Egerde (1)ham(2) tensizlikler orinlanbasa onda 6, = Oyagniy H, = H¢
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3) Meyli A+ A teris aniglangan bolmasin, yagniy Ama (A+ AT) >0

Onda @, (5) funkciyasi mina turge iye boladi:

o+a 5+a,max{—b,i}<5<0

1-6c, VS +b c,
P, (0) = (4)
o+a 5+a’0S5<i
1-6c, Vo+Db C,
Bunda
a:/?“max(HE)’b:ﬂ“min(HE)1C1 :Zmin(A_F AT)1CZ :/’tmax(A_F AT)

Otkendegilerdi qaytalap tomendegige iye bolamiz.
Meyli tomendegi tensizlikler sistemasinin en keminde birewi orinlansin

3ac,—bc, +2>0

max{—b, - La-sh-2abg
c,|] 3ac,—bhc +2

3ac, —bc, +2>0
O<a—3b—2abcz<i (6)

yamasa <
3ac, —bc,+2 ¢,

Onda tomendegishe aliw kerek:
O, =arg min{(”z (61), @, (52)}
_a-3b-2abc s _a-3b-2abc,

3ac,—bc,+2 ' ° 3ac,-bc,+2

bunda 1

Egerde (5) ham (6) tensizlikler orinlanbasa onda &, = O yagniy H, = H¢
3.2 Koésherdi soziw algoritmi.
Meyli H ¢ Lyapunov tealemesinin sheshimi bolsin, C=E saykes keliwshi. Sonday

bir V ayrigsha emes tarlendiriwi bar boladi, H ¢ matricasin dioganal targe
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keltiriwshi. Endi Lyapunov tenlemesin shepten V T al, ofinan V ga kobeytemiz |

solay etip tomendegige iye bolamiz:

A'A+AA =—-E
yagniy VTAV =A ={al} i,j=1n
Payda bolgan tenlemeni tomendegishe tarlendiremiz:
(A (H)+& 0 ---0 ] (A (H)+& 0 ---0 ]
AiT 0 A, (Hg)---0 + A 0 A, (Hg)---0
N 0 0 ..)l’n(HE) L 0 0 ..)z’n(HE)
_zail aiz 1n_
1
—_E+4g 2 0:--0
| a, 0---0 |

Al @, (H ) funkciyasi C=E fuksirlengen matricada ham H=Hgcde ¢

parametrine baylanisli funkciyaga aylanadi:

Amax (H A (H
(02(8): ( E) ( E)
/’i“min[E_g°A] )Lmin(HE)+g
Bunda
_2311 aiz o ain |
A aj, 0---0
| al, 0---0 |

Al, O matricasi menshikli maniske iye boladi.
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2(A)=0, i=Ln-2, Aan(A)=ay* > (a;)°
i=1

sonligtan

l1-¢ alll_W/_Zn:(ai-i)z:| ¢ <0

/Imin[E_gA]: [ n
1+¢&|ay+.[> (alli)z} 50
i i—1 =

Bunnan @, (&) funkciyasi tomendegi targe iye boladi:

Amax (He) \/ Amax (He)

1—{a111—\/2n:(a11i)2} i (He) v e
max{_lmin(HE)’%I:aill_\’Zn:(a'lli)zl}<g<0;

A

1_{ail+‘/i(a;)2} (Hedre
0£g<7/{a111+ / : (alli)z}

Toémendegi belgilewlerdi koremiz

a=A1_.(Hg) b= /’ifmin(HE) , G :alll_‘/i(alli)z ,
c, =+ (L)’

ham funkciyanin uliwma tardegi minimum shartin garaymiz:

P, (&) =

min
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a a
(0(8)_1—50 b+¢&

Minimumnin zararlik sharti bolsa @* (£) = O mina kériniske iye boladi:
av/a (2bc + ec +1)

2(1— &0)2(b + £)72

Al toshka bolsa, ekstremumga ugsas bolgan

g, =0—-2bc)/c

P'(e) =

Minimumnin jetkilikli sharti @ (£o) > O yagniy

ava-C -0
2(1—&,0)* (b +&,)%?

¢" (&0) =

Solay etip (6)shi formulaga baylanisli tomendegige iye bolamiz.
1-2bc, 1
<

Egerde 0< C =
oA+ D @)
i=1

onda tomendegishe aliw kerek H, =VA(s,)V , bunda

€o :/|:ail +]’i(alli)2:|_2ﬂ“min(HE)

yamasa basgasha aytganda €, =0 yagniy H, = Hg .

Siziqgli sistemanin sheshiminin baxasi

1) Daslep kvadratlig forma teoriyasinan bir ahmiyetli tensizlikti Kiritemiz.

Endi V(X) = X' Hx kvadratliq formani garaymiz ham usi kvadratlig formanin en

kishi ham en ulken manislerin izertlew maselesin izertleymiz. Sferada
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n
Ty 2 .2
X X_in =T usi maseleni sheshiwdin belgili gadesine tiykarlanip,
i=1
salistirmali ekstremumdi izertlew kerek. Ekstremum toshkasinda mina shart
orinlaniwi kerek:
gradw= gradv-2Ax=0

Solay etip gradv=2BX polsa, onda ekstremumnin zararlik sharti bizlerdi

mina tenlemeni sheshiwge alip keledi:
Bx = AX (1)

Bul tenleme nollik emes sheshimge iye sol jagdayda, egerde A mina

tenlemenin sheshimi bolsa :
B-2E[=0 @
Solay etip B matricasi simmetriyali, onda onin menshikli manisli hagiyqiy.

Endi 4 argali B matricasinin kishi menshikli sanin belgileymiz al, /1n argali
onin ulken menshikli sanin belgileymiz. Endi (1) tenlemenin on ham shep

tareplerin x gqa kobeytip tdmendegige iye bolamiz:
v=(BX)"x=AX"X , yagniy V = Ar’

Solay etip , A retinde, en Glken ham en kishi menshikli sanlardi alsaq,

tensizlikti shigaramiz:
2 2
A SvEAr 3)
Kenisliktin barliq toshkalari ushin orinli. Egerde r’=1 dep alsaq, sonday
juwmagga kelemiz, yagniyﬂl bolsa birlik sferada V funkciyasinin minimal

manisi, al /1n bolsa maksimal manisi.
2) Endi sizigli differenciyal tenlemeler sistemasin garaymiz ham bilay boljayiq,

yagniy A matricasinin barlig menshikli sanlari, teris hagiygiy bolimge iye.
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Belgili teorema boyinsha V(X) = X' HX on aniglangan kvadratlig formasi bar

boladi, yagniy belgili sistemaga tiykarlanip tomendegige iye bolamiz:

@ g
d < (4)

Ekinshi tarepten (3)shi tensizlikten mina tensizlik kelip shigadi :

R A ()

>

2 2

Bunda ' = 2% ﬂ'_[,/ln -ler v kvadratlig formanin en kishi ham en ulken
i=1

menshikli sanlari. Solay etip, (2)shi ham (5)shi gatnaslardan mina tensizlikke iye

bolamiz
vV dv Vv
——<—<—— :
A dt T A
Mina tarde jaziwga bolatugin
_dt_dv__dt
AV A (6)

Al, (6)shi tensizlikti nélden t ga shekem integrallap ham Vo argali V funkciyasinin

manisin belgilep Xy baslangish toshkasinin traektoriyasinda minagan iye bolamiz:

t t
V, exp(— Z) <v v, exp(— /1—)

n
(5)shi tensizlikten paydalanip, (5)shi sistemanin dogereginde ahmiyetli baxaga iye

bolamiz
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Y/ t Y/ t
ﬂ—:exp(—z) <r’< Zoexp(—;t—n) )

3) Al, (7)shi tensizlikti waqit boyinsha otiw processi ushin paydalaniwi mumkin.

Xagjiyqgatindada, tenlemeni t ga salistirmali sheshsek

—eXxXp(——) =¢&
) P( ) )

n n

Minagan iye bolamiz

2
tz—ﬂnlnﬂl—g
VO

Solay etip, t(Xo,€) wagit boyinsha otiw processi wagit, sonia ushin zararli

yagniy I shamasi, keleshekte & nan kishi bolip galsin, tomendegi tensizlikti

ganaatlandiriwshi bolip

2
t(%,5) < —A -In25"
VO

4) Tomendegi maseleni sheshemiz. Al, X(t, X,) traektoriyasi ushin (5)shi

sistemasi menen aniglanatugin mina shamani tabiw kerek

J =

O 8

w(Xx(t, X,))dt (8)

Bunda W= X' (t,%,)BX(t, X,) kvadratliq forma bolip tabiladi. Adette J shamasin
retlestiriwdin integral sapa kriteriyasi dep ataydi.
Maseleni sheshiw ushin bilay boljaymiz, yagniy (5)shi sistema asimptotikaliq
ornigli ham V kvadratlig formani tabamiz, mina tenlemeni ganaatlandiriwshi V=W
. Endi (8)ge tiykarlanip témendegige iye bolamiz

J = limv(x(t, %)) = V(%)
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solay etip  jazsaq
liMV(x(t, %)) = V(%) =0 |
minagan iye bolamiz:

J =—-v(X,) )

Solay etip J shamasi Lyapunov funkciyasi bolip tabiladi, tomendegi shartti

ganaatlandiriwshi

dJ _
dt

JUWMAQLAW

Pitkeriw ganiygelik jumisinda turaqli koefficentli differenciyal tenlemeler
sistemasi garaladi. Bul sistemanin ornigliligin izertlew ushin funkciyani kvadratliq
forma koérinisinde alamiz.
Usi funkciya jardeminde berilgen sistemanin ornigliligin izertlew maselesi
matricaliqg Silvestr tenlemesin sheshiwge alip kelinedi. Usi tenlemenin orinli
ekenligin korsetiw ushin konkret misal korip shigildi.
Berilgen turaqli koefficentli dinamikalig sistema ushin Lyapunov funkciyasinan
paydalanip  norma boyinsha baxa alindi. Pitkeriw ganiygelik jumisinda
kvazioptimizaciyanin eki algoritmi garaladi, atap aytganda nur boyinsha soziw

algoritmi ham soziw algoritmi.

45



Sonday-aq pitkeriw qganiygelik jumisinda optimizaciyalig maselelerdi
gradient usili menen sheshiw maselesi korip shigildi. Matricaliq tenlemenin sanli
sheshimi electron esaplaw mashinasinda alindi. Sonin menen birge bul pitkeriw
ganiygelik jumisin orinlaw barisinda men differenciyal tenlemeler sistemasi

haqqindagi iye bolgan magliwmatlarimdi janede arttirip aliwga eristim.
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