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К Р А Т К И Е С О О Б Щ Е Н И Я 
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ОЦЕНКИ СХОДИМОСТИ РЕШЕНИЙ ЛИНЕЙНЫХ 
СТАЦИОНАРНЫХ СИСТЕМ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ 
С ПОСТОЯННЫМ ЗАПАЗДЫВАНИЕМ 

© 2 0 0 5 г. Д . Я . Х у с а и н о в , А . Ф . И в а н о в , А . Т . К о ж а м е т о в 

1. Исследование асимптотической устойчивости методом функционалов Ляпунова-
Красовского- Одним из общепринятых методов исследования устойчивости нулевого решения систем 
дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом 

x'(t) = F(t, x(t), x(t - r)) , t > 0, x e Rn, 

F(0,0) = 0, является метод функционалов Ляпунова-Красовского. В работе [1, с. 172] доказано, 
что если система с последействием такова, что можно указать функционал V[а;(£),£], определенно-
положительный, допускающий бесконечно малый высший предел и такой, что величина правой произ­
водной вдоль решений системы является определенно-отрицательной, то тривиальное решение асимп­
тотически устойчиво. Приведенное утверждение дает достаточные условия асимптотической устойчи­
вости. При определенных условиях утверждение допускает обращение. 

Однако построить функционал, удовлетворяющий оценкам с одной нормой, даже для линейных 
систем с постоянными коэффициентами 

= Ax(t) + Bx(t - г) (1) 
at 

весьма затруднительно. Для линейных систем наиболее естественно использовать функционал квадра­
тичного вида 

о 

(2) V[x(t)] = xT(t)Hx(t) + j xT(t + s)Gx(t + x) ds 

с положительно-определенными матрицами Я и G. Однако он не удовлетворяет неравенствам с одной 
метрикой. Функционал Ляпунова-Красовского вида (2) удовлетворяет двусторонним оценкам 

XMIN(H)\x(t)\2 + \MIN(G)\\x(t)\\2

T < V[x(t)) < A m a x ( # ) | z ( * ) | 2 + XmBX(G)\\x(t)\\2

r, 

где |ж(*)| = (EILi^i M) 1 / 2> \\ХШ\Т = ( / ° r \x{t + s ) | 2 d s ) 1 / 2 , A m i n ( - ) , A m a x ( - ) - минимальное и макси­
мальное собственные числа соответствующих симметричных положительно-определенных матриц. 

Для производных функционала V [#(£)] вида (2) в силу системы (1) справедливо соотношение 

-АТН -HA-G -ИВ 
-ВТН G {x(t-r))> 

откуда получаем неравенство 

jV[x(t)} < -A m , n (5 [G, H])(\x(t)f + \x(t - r ) | 2 ) , 

где 
" -ArH -HA-G -HB S[G,H} = -BTH G 

Таким образом, если существуют положительно-определенные матрицы G и Н, при которых 
матрица S[G, Н] также будет положительно-определенной, то система (1) асимптотически устойчива 
равномерно по запаздыванию г > 0 [2, с. 134]. 
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Следует отметить, что при практическом исследовании систем простого установления факта асим­
птотической устойчивости недостаточно. Часто требуется получить некоторые априорные характери­
стики, устанавливающие скорость сходимости процесса к установившемуся положению равновесия. 
Так, для линейных стационарных систем без запаздывания dx(t)/dt = Ax(t) с помощью метода ква­
дратичных функций Ляпунова V[z(t)] = хтНх можно получить следующие верхние оценки сходи­
мости: 

|*(*)1 < ((Атах(Я)/А т 1 п (Я)) | а ; (0) |) 1 / 2 ехр(-А т 1 п (С)*/А т а х(Я)), t > 0. 
Здесь С - произвольная положительно-определенная матрица, Я - решение матричного уравнения 
Ляпунова А*Н + НА — - С . Целью настоящей работы является получение аналогичных оценок для 
систем с запаздыванием и нейтрального типа. 

2. Верхние мажорантные оценки сходимости решений линейных дифференциально-
разностных систем с запаздыванием. Рассмотрим возможность установления аналогичных оценок 
сходимости для решений x(t) = (p(t), - т < £ < 0, систем вида (1). Для этого будем использовать 
функционал вида 

о 

V[x(t)] = xT(t)Hx(t) + J e08xT(t + s)Gx(t + s) ds, 0 > 0. 
—R 

Наличие под интегралом экспоненты позволяет оценить производную с использованием слагаемого, 
содержащего интегральную норму. Обозначим 

И * ) 1 к * = [ / 

0 1/2 

e0a\x(t + s)|2 ds 
,„ 1тт\ — Атах(Я) . . А т а х ( ( ? ) 

Amin(G) ' A mi n(G) 
Справедлива следующая 

Теорема 1. Пусть существуют положительно-определенные матрицы G и Я , при которых 
S[G, Я] также положительно определена. Тогда система (2) асимптотически устойчива и для ее 
решений справедливы верхние экспоненциальные оценки сходимости 

\x(t)\ < [^Щ)\х(0)\ + у/<Р1*{0,Н)\Ш\\тЖ-г*/2, t > 0, (3) 

\\x(t)\\T,0 < W<P2I(G,H)\x(0)\ + V^(G)\\x(O)\\T,0]e^2, t>0; (4) 
здесь 

7 = m i n ( A m i n ( 5 [ G , ^ ) / A m a x ( f f ) , ^ A r a in ( G ) / A m a x ( G ) ) . (5) 

Величина /3 может быть произвольной при A mi n (5[G,Я]) > A m a x ( G ) и 

0 < /5 < г " 1 l n ( A r a a x ( G ) / ( A m a x ( G ) - А т 1 п ( 5 [ С , Я ] ) ) ) , 

если Xm[n(S[G,H]) < A m a x ( G ) . 
Замечание. Поскольку для ||х(<)|| 2 ^ справедливы верхние оценки 

о о 

= J e^\x(t + S)\Us<_m^\x(t + s)\^ j е?< < 1(1 - е-^)1И*)Н? < r\\x(t)fT, 
— Т —Т 

где | |х(£)| | т = max [\x(t + то неравенство (3) можно заменить следующим: 
— R < S < 0 

\x(t)\ < [ \ /^7(Я) |х(0)| + V^MGTH) | | x (0 ) | | r ] e -^ / 2 , t > 0, 

или даже _ _ _ _ _ 

\x(t)\ < К/^7(Я) + ^^ЖяУ]1ИО)1!гв-^/2
5 t > о. 

Пример 1. Рассмотрим скалярное уравнение x(t) = —ax(t) -f bx(t — г ) . Возьмем функционал 
Ляпунова-Красовского в виде 

V0[x(t)] = hx2(t) + g j x2(t + s) ds. 

— T 
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Минимальное собственное число матрицы S[G,H] при <? = 1, h — a/b2 равно 

A m i n (S [G , Я]) = (а/Ъ2)[а - yjа2 - Ь2 ] > 0 и A m i n ( G ) = A m a x ( G ) - 1, А т 1 п ( Я ) = А т а х ( Я ) = а/Ь2. 

Поскольку A m i n (G) = 1 > (a/b2)[a - у/а2 - b2] = A m i n ( £ [ G , Я]) , то величина /? выбирается из условия 

р< - I n 
г 

Ь2 

ал/а2 - б 2 - (а 2 - Ь2) 

Таким образом, показатель 7 с учетом (5) равен 7 = min[(a — у/а2 — Ь2),/3]. 
3. Оценки сходимости решений систем нейтрального типа. Установим верхние оценки схо­

димости решений дифференциальных уравнений с отклоняющимся аргументом нейтрального типа 

^r[x(t) - Dx(t - г)] = Ax(t) + Яж(* - г ) , 
ас 

Предполагается, что |2?| < 1, где под матричной нормой понимается спектральная. Для вывода оценок 
сходимости будем использовать функционал вида [3, с. 121] 

о 

V[x(t)] = [x(t) - Dx(t - r)]TH[x(t) - Dx{t - r)] + У x T ( t + s)Gx(t + 5) ds, /9 > 0, (6) 
—r 

с положительно-определенными матрицами G, Я . Наличие в первом слагаемом разности x(t) -
— Dx(t — г) удобно при вычислении полной производной в силу системы, однако затрудняет полу­
чение оценки функционала снизу. 

Введем следующие обозначения: 

jif\ тт] _ / Я -HD \ „ _ / ~ Л Т Я - ЯЛ - G А ТЯ£> - Я В \ 
M i * l - y - D T H DTHD)> Ъ\У1Щ- у DTHA-BTH BTHD + DTHB + GJ ' 

^ ( G , Я ) = A m a x ( M [ f f ] ) / A m i n ( G ) , <p2(G) = A m a x ( G ) / A m i n ( G ) , L = т а х { А т а х ( М [ Я ] ) , A m a x ( G ) } . 

Теорема 2. Пусть существуют положительно-определенные матрицы G, Я , п/т которых 
матрица 5[G, Я] также положительно определена. Тогда для решений x(t) системы нейтраль­
ного типа (6) справедлива следующая верхняя оценка: 

\\x{t)\\Ttfi < [vVi(G ,#)(l*(0) | + | s ( - r ) | ) + ч / Ж 1 к ( 0 ) | | г , / з ] е ^ 2 , * > 0, 

где 7 = т т [ А т ш ( 5 [ С , Я ] ) / А т а х ( М [ Я ] ) , ^ * А т ш ( С ) / Ь ] , /Г > 0 - корень уравнения 

А т щ(5[С,Я]) - (1 - e - ^ r ) A m a x ( G ) = / ? A m i n ( G ) . 

Пример 2. Для скалярного уравнения 

^[x(t)-~dx(t-r)] =-ax(t) + bx(t-r), а > 0, |d| < 1, 

функционал Ляпунова-Красовского возьмем в виде 

о 

V[x(t)] = fc(ar(t) - dx(t - г ) ) 2 + 9 j e^8x2{t + 5) ds, 
— r 

положим Л = 1, q — a — 6d, и найдем /?* как решение уравнения 

а + bd - |b + ad| - (1 - e~(3r)(a - bd) = /?(a - 6d). (7) 

Поскольку при (3~0 левая часть последнего уравнения a+bd— \b-\-ad\ > 0, а правая часть равна нулю, 
при /? - » -hoo левая часть стремится к а + bd — \b + ad| - (a — 6d), а правая уходит на бесконечность, 
то уравнение (7) имеет единственное решение /3 = /?* > 0, откуда следует, что 

11*(*)11г,0 < е - 7 ' , t > О, 
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7 = min j i j a + bd - |Ь + a d j ] / * ^ L = max{2d 2, (а - bd)}. 

Работа выполнена при частичной поддержке Государственного комитета по науке и технике 
Украины (проект 01.07/00081). 
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