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Kirisiw 

Ornıqlılıqtı izertlew máseleleri menen hám dinamikalıq sistemalardıń 

sheshimleriniń bahalarınıń sanlı hám sapalı xarakteristikaları menen kóplegen 

watanlas hám sırt el ilimpazları ózleriniń miynetlerin baģıshladı,  

   Hár qıylı tábiyattaģı sistemalardı izertlewde A.M.Lyapunovtıń tuwrıUsı lı yamasa 

Lyapunov G.Dj., Korenevskiy D.G. miynetlerinde A.M.Lyapunovtıń ekinshiUsı lı 

menen stoxastikalıq differensial teńlemeler sisteması qaraladı. A.M.Lyapunov 

funksıyasın sızıqlı sistemanı, sızıqlı ayırmalı sistemalardı, stoxastikalıq sistemalardı, 

keshigiwshi argumentli  stoxastikalıq sistemalardıń ornıqlılıģın izertlewde keńnen 

qollanıladı. Al Korenevskiy D.G. miynetlerinde sızıqlı stoxastikalıq differensial 

teńleme qaraladı, onnıń ornıqlılıģın izertlewde A.M.Lyapunov funksionalınan 

paydalanadı. Sonday aq Xusaynov D.YA. miynetlerinde sızıqlı stoxastikalıq 

sistemanıń ornıqlılıģın izertlewde Lyapunov funksıyası kvadratlıq forma kórinisinde 

alınadı hám bul sızıqlı stoxastikalıq sistemanıń ornıqlılıģı izertlenedi, asimptotikalıq 

ornıqlılıģın hám baha alınadı. Ulıwma sızıqlı stoxastikalıq sistemanıń ornıqlılıģın 

izertlew matritsalıq kórinistegi teńlemeni sheshiwge alıp kelinedi.  

    Pitkeriu kanigelik jumısınıń birinshi babında sızıqlı stoxastikalıq differensial 

teńlemeler sisteması qaraladı. Bul sızıqlı stoxastikalıq teńlemeler sistemasın izertlew 

ushın A.M.Lyapunovtıń ekinshiUsı lınan paydalanadı, yaģnıy Lyapunov 

funksıyasın kvadratlıq forma kórinisinde aladı. Sızıqlı sistema ushın matematikalıq 

kútiliw boyınsha baha alınadı. Solay etip sızıqlı stoxastikalıq sistemanıń ornıqlılıģın 

izertlew Lyapunov-Silvestr matritsalıq teńlemesin sheshiwge alıp kelinedi. Sonday-

aq bul bapta baslanģısh qozdırıwdı bahalaw hám waqıt boyınsha ótiw protsessiniń 

bahası qaraladı.  

Bul pitkeriu kanigelik jumısı kirisiw bóliminen, úsh baptan hám juwmaqlaw 

bóliminen ibarat.  jumıstıń birinshi babında stoxastikalıq sistemanıń orınıqlılıģı 

máselesi, sistemanıń sheshiminiń baxasın optimallastırıw máselesi qaraladı.  

Pitkeriu kanigelik jumısınıń ekinshi babında stoxastikalıq sistemada 

baslanģısh qozdırıwshı anıqlaw qaraladı. 

 

I-Bap Stoxastikalıq sistemanıń ornıqlılıģı 
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1.1 1.1. Bir ólshewli sistema 

Usı bapta koeffitsientler Gaussdin’ aq shawqımları gradient siziqli birdey 

teńlestiriwshi teńlemelerdi úyrenemiz. n(t) Bunday sistema  

 

 

 

Usınıń menen birge, aq shawqımlar astında x [t]  

ga teń bolǵan ulıwma Gauss tosınarlıprocesslerin nollik ortasha hám kovaryans 

matritsasini 

 

 

 Tomendegı kórinistegi sızıqlı staxastikalıq differensial teńlemeler sistemasın 

qaraymız  4,3  

 

 (1.1.1) 

 bunda A,V-turaqlı kvadrati matritsalar, )(tx  -bólsa n -ólshemli vektor, )(tw -skalyar 

standart vinerli protsess. Viner protsessiniń traektoriyası  )+ ,ott  te úzliksiz, 

hesh jerde differensiallanbaydı, qálegen shekli waqıt intervalında sheksiz 

variyasiyaģa iye. Al )(tx  tosınnanlı protsessi sızıqlı stoxastikalıq differensial 

teńlemeniń sheshimi boladı, egerde erikli ott  da birge teń itimallıq penen 

integral teńlik orınlı bólsa 

  

 

bunda keyingi integral Ito mánisindegi integral delinedi. 
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      Stoxastikalıq teńlemeniń sheshiminiń ornıqlılıģınıń hár qıylı kóplegen jetkilikli 

Anıqlamaları bar.  

      Anıqlama. 1.1.1 Sızıqlı stoxastikalıq teńlemeler sistemasınıń ( ) 0tx  sheshimi 

ortasha kvadratlı ornıqlı dep ataladı, egerde erikli 0  sháması ushın sonday bir 

( )  sháması tabılsa, yaģnıy qálegen )(tx  sheshim sistemanıń ott   bolģanda 

  
2

)(txM  teńsizlik orınlanadı,  sol jaģdayda ) ()(
2
tx  bólsa. 

     Anıqlamar: 1.1.2. 0)( tx  sheshim ortasha kvadrat asimptotikalı ornıqlı dep 

ataladı, egerde ol ortasha kvadratlı ornıqlı bólsa hám   0)(
lim 2

=
→

txM
t

 bólsa.  

     Bul jumısta ornıqlılıqtı izertlewde A.M.Lyapunovtıń ekinshiUsı lınan 

paydalanamız.  11,10 . Sistemanıń sızıqlı ekenligin esapqa alıp Lyapunov 

funksıyasın HxxxV T=)(     kvadratlıq forma túrinde alamız. Onnıń stoxastikalıq 

differensialı (1.1.1) shi sistemaģa tiykarlanıp tomendegı túrge iye boladı.  

 

 

Standart vinerli proesstiń qásiyetin paydalanıp   ( )  dttdwMtdwM ==
2

,0)(   hám 

ekinshi tártipli sheksiz kishi shámalardı taslap ketip, tomendegıge iye bolamız 

 

( )( )  ( )  .)( dttxHBBHAHAtxMtxdVM TTT ++=  

 

Egerde oń anıqlanģan H  matritsası bar bólsa, 

 

( )HBBHAHAC TT ++−=  

matritsası oń anıqlanģan, onda )(xV   Lyapunov funksıyasınıń stoxastikalıq 

differensialınıń matematikalıq  kútiliwi teris anıqlanģan kvadratlıq forma boladı, 
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onda Lyapunov Teóremasınan stoxastikalıq sistema ushın, 0)( tx  rtivial sheshim 

ortasha kvadratlı asimptotikalıq ornıqlı boladı.  

    Solay etip (1.1.1) shi sızıqlı stoxastikalıq sistemanıń ornıqlılıģın izertlew 

tomendegı matritsalıq teńlemeni sheshiwge alıp keledi 

 

CHBBHAHA TT −=++ 1.1.2 

 

 bazıbir oń anıqlanģan  S matritsası menen. Al N matritsasınıń oń anıqlanģanlıģınan 

HBBT   matritsası da teris emes anıqlanģan boladı, onda asimptotikalıq ornıqlı bolıwı 

ushın, A matritsası asimptotikalıq ornıqlı  boladı. (yaģnıy niAi ,1,0)(Re = ), al 

bazibir  mániste kishi keleshekte bılay boljaymız, yaģnıy (2) shi teńlemege iye 

boladı.  

     Lyapunov funksıyası járdeminde tek ģana ornıqlılıq haqqındaģı tastıyıqlawģa 

emes (asimptotikalıq ornıqlılıq yamasa ornıqsızlılıq), (2)shi stoxastikalıq sistemanıń 

sheshimleriniń xarakteristikaların  esaplaw múmkin. Kvadratlıq formanıń bahasınan 

kelip shıģadı.  

 

2

max

2

min )()()( xHxVxH    

 

Sonlıqtan (1.1.1.) shi sistemanıń   )(tx  sheshiminiń  dógereginde tomendegı teńsizlik 

orınlı 

 

( )  ( )( )  ( ) 2

max

2

min )()( txMHtxVMtxMH   (1.1.3) 

 

)(xV  funksıyasınıń  stoxastikalıq differensialınıń matematikalıq kútiliwinen 

tomendegıge iye bolamız  

 

Payda bolģan differensial teńsizlikti integrallap tomendegıge iye bolamız.  
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Endi (1.1.3) shi teńsizlikti paydalanıp, mınaģan iye bolamız 

 

( )  ( )
( )ott

H

C

o etx
H

H
txM

−−


)(

)(

2

min

max2
max

min

)(

)( 






(1.1.4) 

    Lyapunov funksıyası, ( ) HxxxV T=  kvadratlıq forması parametrlik kóriniste 

berilgen, bir mánisli emes dúziledi. Ol oń anıqlanģan H  matritsası menen 

anıqlanadı, Lyapunov-Silvestr teńlemesin sheshiwden anıqlanatuģın. Endi HL -

arqalı N oń anıqlanģan matritsasınıń kópligin belgileymiz, - HBBHAHA TT −−

matritsası oń anıqlanģan bolatuģın. Sonnı kóriw qıyın emes, yaģnıy egerde HLH 1   

hám ,2 HLH   onda erikli   ushın: 10   boladı hám ( ) HLHH −+ 21 1  . Bunnan 

basqa, egerde ,HLH   onda erikli   ushın: + 0  boladı hám HLH  . Solay 

etip HL  kópligi oyıs kóplikti kórsetedi. Solay etip Lyapunov funksıyasınıń kópligi 

(1.1.1) sistema ushın N oń anıqlanģan kópligi menen anıqlanadı HL  konustan. 

     (1.1.4) shi teńsizlik járdeminde (1.1.1) shi sistemanıń sheshimleriniń hár qıylı 

bahaların alıw múmkin.  

 

1.2 Baslanģısh qozdırıwdı bahalaw 

     Bizge belgili birinshi hám ekinsh Anıqlamadan ortasha kvadratlı ornıqlılıq 

boyınsha hám (1.2.4) bahadan, ( )  funksıyası ushın, sistemanıń sheshiminiń 

baslanģısh qozdırıwın bahalaytuģın, tomendegı teńsizlik orınlıx  18  

 

Sonlıqtan HxxxV T=)(  Lyapunov funksıyası ,Ho LH   yaģnıy 
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Berilgen sistemanıń sheshiminiń baslanģısh qozdırıw bahasın dál bahalaydı. 

Anıqlamay  1.2.1   Lyapunov funksıyasın  

 

 ,)(infarg 11 HH
HLH



=  

 

bunda HLHHH ),(/)()( minmax1  = -bólsa  N matritsanıń oń anıqlanģan kópligi, 

−−−− HBBHAHA TT  oń anıqlanģan, baslanģısh qozdırıw bahası ushın optimal dep 

ataymız.  

   Integral baha. 

Egerde bizlerdi  tt0 aralıqtaģı ortasha baha qızıqtırsa, onda tomendegı 

funksional qaraladı  10  

 

 

 

Anıqlamat 1.2.2 xHxxV T

11 )( =  Lyapunov funksıyasın  

 

 ,)(infarg 22 HH =  

 

bunda   HLCHHH ,)()(/)()( minminmax
2

2  = -oń anıqlanģan N matritsasınıń 

kópligi, HBBHAHA TT −−−  oń anıqlanģan, integral mániste optimal dep ataymız. 

 

 

1.3. Waqıt boyınsha ótiw protsessiniń bahası 
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   Asimptotikalıq  ornıqlılıq jaģdayında nolge erisiw →t da bolıp ótedi, ámeliy 

máselelerdi sheshiw ushın jetkilikli, yaģnıy ( )  
2

txM , boladı otTt +  da. Al T 

sháması ( )tx  sheshim ( )otx  jaģdaydan   dógerekke ótedi hám sonda qaladı, buģan 

waqıt boyınsha ótiw dep ataladı.  17  

     (2.1.4) teńsizlikti paydalanıp, tomendegıni jazamız 

( ) 


 




− T

H

C

o etx
H

H )(

)(

2

min

max max

min

)(

)(
 

Bunnan 

 

Egerde waqıt boyınsha ótiw protsessin dál bahalaytuģın Lyapunov funksıyasın 

dúziw zárúrli bólsa, onda mına maqset funksıyasın qaraymız 

 

 

 

II-Bap Stoxastikalıq sistemada baslanģısh qozdırıwdı anıqlaw 

 2.1 Sızıqlı stoxastikalıq sistemada baslanģısh qozdırıw oblastın bahalaw 

 

Sistemanıń ornıqlılıģın yamasa ornıqsızlıģın izertlew faktları jetkiliksiz 

boladı. Sóniw dárejesi, basqa kóplegen jumıslarda kórsetilgen sistemanıń menshikli 

mánislerinen baylanıslı emes. Bul jaģdayda áhmiyetli xarakteristikalar bolıp onnıń 

monotonlıģı esaplanadı koordinata basına qaray. Monotonlıq xarakteristikalarınıń 

biri bolıp )(1 H  funksıyası esaplanadı  18,17 .  

    Endi optimal )(1 xV  funksıyasınıń bar bolıwın qarap ótemiz. YAģnıy  )(1 1 H

, onda eń jaqsı optimal funksıyalardıń biri bolıp (A hám V matritsalarına baylanıslı) 

1)(/)( minmax =HH   esaplanadı.  

 



10 

 

   Teórema.1.4.1 . Lyapunov teńlemesi  

 

(2.1.2) 

 

HLH 1  sheshimge iye boladı, 1)(/)( 1min1max =HH   bolatuģınday sonda tek 

ģana sonda, egerde BBAA TT ++  teris anıqlanģan matritsa bólsa. 

    Zárúrligi. Meylı oń anıqlanģan HLH 1  matritsası bar bolsın hám 

1)(/)( 1min1max =HH  . Solay etip 1H  simmetriyalı, onda 'S  ortogonal matritsası bar 

boladı, 1H  matritsasın dioganal kóriniske keltiretuģın 

 

 

 

bund n  210 -bols 1H  matritsasını matritsasını menshikli mánisi. 

Sonlıtan, solay etip ( ) ( ),/ 1min1max HH   onda 121 ==== n   hám ( ) ,1 EH =  

bunda −E birlik matritsa.  

Lyapunov teńlemesin tomendegı túrge keltiremiz 

 

Yamasa                            

Bunnan teris anıqlanģan matritsa.  

Jetkilikliligi.  Meylı −++ BBAA TT teris anıqlanģan bolsın. Endi 

( )BBAAC TT ++−=1 dep alıp, EH =1 iye bolamız hám ( ) ( ) 1/ 1min1max =HH   

HL kópligi oyıs bolsın, qaptal betke iye bolmaģan. Mına jaģdaydı qaraymız, 1H

matritsası HL  shegeraģa derek bolģan.  

Lemma  2.1.1 Meylı erikli 0 sháması ushın sonday bir C oń anıqlanģan 

matritsası bar bolsın, yaģnıy H ushın (2) shi sáykes teńlemeniń sheshimi ushın 

( ) Hmax   +1)(/)( minmax HH . Sonda  kC , ,,2,1 =k  sonda bir oń anıqlanģan 

izbe-izligi bar boladı C  matritsasına jıynaqlı bolģan, yaģnıy   ,,2,1, =kH k
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matritsasınıń izbe-izligi H  oń anıqlanģan matritsasına jıynaqlı boladı hám           

 

Dálillew . Meylı kkk HH
k

/11)()(,
1

minmax +==  . Al endi (2.1.2) shi teńlemeni kC  

ģa bólip tomendegıge iye bolamız (bul jerde 

) 

Ótkerilgen normirovkadan keyin 

 

Onda alınģan   ,,2,1,1 =kCk  izbe-izlik birlik sferaģa derek boladı, yaģnıy 

kompakli kóplikke. Hám onnan   CCkm →1 , úles izbe-izliklerdi bólip alıwģa boladı, 

sonlıqtan ulıwma jaģdayda C  oń anıqlanģan . (2.1.2) shi teńlemeniń sheshimi S ģa 

úzliksiz baylanıslı. Hám kmH  úles izbe-izlik sáykes   HH km
km

=
→

lim ģa sáykes jıynaqlı 

boladı.  

  Solay etip           ( ) ( ) 02/12/)()(
22

maxmax +=+ BABACH  , 

onda, úzliksiz baylanlılıq shártinen 

 

 

Solay etip 0)(max H  al ,1)(/)(lim minmax =
→

kmkm
m

HH
k

 onda ( ) 0min H . Solay 

etip H  oń anıqlanģan matritsa hám ( ) 1/)()(/)(lim minmaxminmax ==
→

HHHH
mkmk

km

  

Teóremaq. 2.1.1 . (2.4.2)shi Lyapunov teńlemesi   ,,2,1, =kH k  sheshimler izbe-

izligine iye boladı, yaģnıy ( ) 1)(/lim minmax =
→

kk
k

HH   sonda tek ģana sonda , egerde 

BBAA TT ++  matritsası –teris turaqlı bolģan.  

Zárúrligi. Meylı   Hk LH   hám   ,2,1, =kCk  sheshimler izbe-izligi bar bolsın, 

talap etilgen qásiyetler menen. Onnan úles izbe-izliklerdi bólim alıp, H  oń 

anıqlanģan matritsasına jıynaqlı bolģan hám C  oń turaqlı matritsasına. Sonda  
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(2.1.2) shi teńlemeni H  hám  C  matritsaları menen qaraymız.  

   SHep tárepten TS , al ońnan 'S  kóbeytip tomendegıge iye bolamız.  

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) .'''' SCSSBSSHSSBSSASSHSSHSSAS TTTTTTTTTT −=++  

Solay etip ESHS T =' , onda  

.
1 '''' SCSSBBSSASSAS TTTTTT


−=++  

Bunnan CBBAA TT



1
−=++  matritsası oń turaqlı boladı.  

Jetkilikliligi. Meylı BBAA TT ++  matritsası oń turaqlı bolsın hám  CH , -bazıbir oń 

anıqlanģan  matritsalar bolsın, (1.4.2) teńlemeni qanaatlandırıwshı. Endi 

( ) +++−= C
k

BBAAC TT

k

1
 izbe-izliklerin dúzemiz. Sonda  kC  oń anıqlanģan boladı, 

al  k
k

CC
→

= lim -oń turaqlı boladı. Sonda Lyapunov Silvestr teńlemesiniń sheshimi 

EH
k

H k +1
 túrge keledi. Sonı kóriw qıyın emes, yaģnıy  0

1
lim =

→
H

kk
 bunda 0-nollik 

matritsa hám 1)(/)(
lim

minmax =
→

kk HH
k

 .  

Teórema. 2.1.3. HLHxV 11 ),(  Lyapunov funksıyası baslanģısh qozdırıw bahası 

ushın optimal bolģan, sonda tek ģana sonda bar boladı, egerde BBAA TT ++  teris 

anıqlanģan matritsa bólsa, hám  

 

 

Zárúrligi. Meylı H

T LHxHxxV = 111 ,)(  baslanģısh qozdırıw bahası ushın funksıyası 

bar bolsın, yaģnıy 

 

 

Sonnı kórsetemiz, yaģnıy ,1= yaģnıy = 1H . Meylı kerisinshe bolsın ,1  Endi  

1H  matritsasın S  ortogonal túrlendiriw jolı menen dioganal túrge keltiremiz 
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. 

Meylı ( ) ( ) ( ) .,1111min nSHHH
sii ===    ndiagV  ,,, 21 =  matritsasın 

kiritemiz. Bunda 0,1
1

==== jsii    eger siiij ,,, 21   bólsa. Al 1  matritsası oń 

anıqlanģan, onda turaqlı jetkilikli   ushın mına matritsası oń anıqlanģan boladı.  

 

Al H  matritsası mına teńlemeni sheshiw arqalı  

 CBHBAHHA TT −=++  

hám 1H  matritsası TSUSHH −= 1  qatnas penen baylanıslı. Sonlıqtan 

 

Solay etip EH  == 0,1  hám ( ) 0000

11
CBHBAHHABBAA T

TTT


−=++=++  teris 

anıqlanģan matritsa.  

Jetkilikliligi. Meylı BBAA TT ++  teris anıqlanģan matritsa bolsın. Sonda EH =0  

hám ( ) .1/)( 0min0max =HH   

    Solay etip tomendegılerge iye boldıq. HL  -kópligi oyıs kóplik boladı, qaptal betti 

ózinde uslamaytuģın. Egerde mına máseleni tabıwdı qarasaq: 

( )  ( ) ( ) ( ),/,infarg minmax11 HHHHH
HLH

 ==


 onda ol HLH 1  sheshimge iye boladı, 

sonda tek ģana sonda, egerde BBAA TT ++  -teris anıqlanģan bólsa.  

Sonlıqtan 0,1 = EH  hám ( ) .111 =H  

     Endi 
HL  kópligin keńeytemiz, onnıń qaptal betin qosıp, yaģnıy  

 

isleymiz.  
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   Teórema:w 2.1.4. Meylı BBAA TT ++  oń anıqlanģan  matritsa bolmasın. Al 

H

T LHxHxxV = 111 ,)(  optimallıqtıń zárúrli shárti bolıp 
1C  matritsasınıń oń turaqlılıģı 

esaplanadı, yaģnıy .1 HLH   

 Dalılllew. Meylı ( ) 0min −−− BBAA TT  hám 

( ) ( )  ( ) ( )1min1maxminmax //inf HHHH
HLH

 =


. Kerisine boljayıq, 
1C  oń anıqlanģan, yaģnıy 

( ) 01min C . Sonday bir ortogonal S  matritsası bar boladı, 
1C  dı diagonal túrge alıp 

keliwshi.  

 

Endi (2.1.2) shi teńlemeni tomendegı túrde túrlendiremiz 

 

YAmasa 

 

Bunda SHSHBSSBSASA TTT

1111 ,,, === . Al ( )SBBAASBBAA TTTTT ++=++ 1111  onda 

( ) ( ) .0min1111min ++=++ BBAABBAA TTTT    

Bılay belgileymiz ( ) ( )0minmin / CBBAA TT  −−−=  hám mına teńlemeni qaraymız 

  

Sonı kórsetemiz, yaģnıy bunıń oń jaģı teris turaqlı matritsa ekenligin. 

Haqıyqatındada, onı mına túrde kórsetemiz 

( ) ( ) ( )  ( ) ( ) 1111min1min111111 BBAAEBBAAECCBBAAC TTTTTT −−−+−−−+−=−−− 

Al ( ) ( ) ECC 1min1  −  hám ( ) ( ) 1111min BBAAEBBAA TTTT −−−+−−−  matritsaları oń 

turaqlı, yaģnıy olardıń summalarında sonday boladı. Endi (1.4. 1) shi teńlemeni mına 

túrge túrlendiremiz 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )01111111 CBEHBAEHEHA TT −=−+−+−  , 

bunda ( )1H -bólsa (2.1.1) teńlemeniń sheshimi 1H  matritsası menen baylanıslı 

bolģan                                  ( ) 11 HEH =−   

 

( ) ACBHBAHHA TT +−=++ 1111111 
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Bunnan ( )( ) ( ) 01 11 += HH ii  , al ( )1H  matritsası oń anıqlanģan, sonlıqtan 

( )( )
( )( )
( )( )

( )
( )

( )
( )

( ).
1

1
1

1min

1max

1min

1max

1min

1max

1 H
H

H

H

H

H

H
H 












 =

+

+
==  

Solay etip, egerde 1C  oń anıqlanģan bólsa, yaģnıy ( ) 01min C , onda 

( ) BBAACC TT −−−= 1  oń turaqlı matritsalardı tabıwģa boladı, bunda 

( ) ( )1minmin / CBBAA TT  −−−= , yaģnıy Lyapunov teńlemesiniń sáykes sheshiminde 

( ) 1HEH +=   da ( )( ) ( )1HH   .   

Solay etip, egerde BBAA TT ++  matritsası teris anıqlanģan bolmasa, onda Lyapunov 

funksıyasınıń optimallıģınıń zárúrli shárti ( ) 01min =C  yaģnıy HLH 1 . 

    Teórema-2.1.5  Erikli (2.1.1) shi teńlemeler sisteması ushın Lyapunov funksıyası 

( ) H

T LHxHxxV = 011 , , baslanģısh qozdırıw bahası ushın optimal bolģan barlıq 

waqıtta bar boladı.  

   Dalılllew. Bizge belgili HL  oyıs konus bolıp esaplanadı, óziniń qaptal betin 

konus penen tutatuģın. Al ( ) ( )HHH minmax1 /)(  =  bir tekli, yaģnıy erikli   ushın 

( ) ).(,0: 11 HH  =  

Anıqlanıw oblastınıń bir bólimin qarap ótiw múmkin. 

 .1:1 == HHLL HH   

Payda bolģan kóplik 1=H  sferanıń bir bólimin kórsetedi, dóńes tuyıq HL  kópligi 

menen alınģan, kompaktlı kóplik penen. 

Al ( ) ( ) ( )HHH minmax1 / =  minimumdı tabıw hám ( ) ( )HH maxmin1 /~  =  maksimumdı 

1

HL  kópliginde ekvivalent máseleler bolıp esaplanadı. Al 1

HL  kópliginde ( )H1  

funksıya ( ) ( )HH min
~  =  túrge iye boladı. 1

HL , ( )H1
~  funksıya maksimal mániske iye 

boladı. Solay etip ( ) H

T LHxHxxV = 111 ,  optimal funksıyanı tabıw barlıq waqıtta 

sheshimge iye boladı.  

Sonnı kórsetip ótemiz, yaģnıy ulıwma jaģdayda )(1 xV  funksıyasın dúziw jetkilikli 

bolmaydı. 

   Meylı (2.1.1) sistema A  hám B  matritsalarģa iye bolsın, bloklı diagonal 

strukturadaģı. 
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bunda 21, AA  sáykes 21,BB  kvadrat matritsalar 1n  hám 2n  ólshemli ( ) nnn =+ 21  

    Sonı kórsetip ótemiz optimal funksıyanı tabıw ushın matritsa bloklı-diagonal 

túrde alıw kerek                         







=

1

22

1

11

1
0

0

C

C
C  

 

hám sáykes 1H  bloklı-diogonal túrge iye boladı 

 

   Teórema-2.1.6. Egerde A  hám B  matritsaları bloklı-diagonal strukturaģa iye 

bólsa, xHxxV T

11 )( =  optimal Lyapunov funksıyası bloklı-diagonal strukturaģa iye 

boladı.  

  Dalılllew. Meylı 1C  hám 1H  matritsaları mına optimizatsiyalaw máseleniń 

sheshimi bolsın 

 

hám bloklı formada jazılıwı, tomendegı  kóriniste boladı.  

 

Endi 1C  matritsasın qaraymız 

 

   (2.1.2)shi Lyapunov teńlemesi, bloklı formada jazılģan, tomendegı túrge iye 

boladı 

 

Egerde (2.1.2) sistemada oń jaģında 1

222212

1

1111 ,0, CCCCC ===  dep alsaq, onda 

1

222212

1

1111 ,0, HHHHH ===   onnıń sheshimi boladı. Sonlıqtan  
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    (2.1.3) 

yaģnıy 1C  hám 1H  matritsaları, bunda 

 

Oń anıqlanģan boladı, (1.1.3) shi teńsizlikten kórinip turıptı 

( ) ( )1111 HH   . 

Solay etip, 1H  matritsası bloklı-diagonal strukturaģa iye boladı.  

Mısal 1.  

 

Meylı birinshi úles sistema ushın optimal funksıya mına túrge iye boladı 

( ) ( ) ,1

'

1 xHxxV
T = sonlıqtan ( ) ( ) 1111min11max ,,  == −



−



nn HH . Sonda 

( ) ( )Tn

T xxxxHxxV ,, 1

11 ==  túrindegi funksıya 

bunda 

, 

(2.1.4) shi túrindegi barlıq sistema ushın optimal boladı.  

2.2 Optimal Lyapunov funksıyasınıń algoritmlerin tabıw 

      Ulıwma jaģdayda 1H  máseleni tabıw matematikalıq programmalastırıwdıń 

qıyın máselesi bolıp tabıladı dóńes emes ( )H1 funksıyası menen HL  kópliginde.  

     Egerde BBAA TT ++ matritsası teris turaqlı bólsa, onda EH =1  dep alıp, yaģnıy 

( )
2

1 xxV = , optimal Lyapunov funksıyasına iye bolamız. 

    Haqıyqatındada 

( ) ( ) ( ) 1/ minmax1 == EEH   

Sonlıqtan keleshekte bılay boljaymız, yaģnıy BBAA TT ++  teris twraqlı bolmasın. 

    Endi kvazioptimal Lyapunov funksıyasınıń eki algoritmin qarap ótemiz. 
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I.Tuwındını parametrizatsiyalaw algoritmi 

   Meylı H  hám C  matritsaları oń anıqlanģan bolsın hám (2.2.2) shi teńlemeni 

qanaatlandırsın. Endi 1H  matritsasın EHH +=1  túrinde izleymiz, bunda 0 -

bazıbir sanlı parametr. Sonda (2.2.2)shi teńleme mına túrge keledi 

 

 (2.2.5) 

 

Meylı S  sonday matritsa, C  matritsasın diagonal túrge keltiriwshi, yaģnıy 

( )CCSS T = , bunda 

 

 

 

Endi (2.2.5)shi teńlemeni shepten TS , al ońnan S  ke kóbeytip 'S  tomendegıge iye 

bolamız. 

 

 

Endi 0  parametrin mına shártten alamız 

 

 

Bunıń ushın bılay qoyamız 

, 

yamasa 
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. 

Al sonda hám  

 

. 

 

Mısal. Meylı A hám B  matritsaları tomendegı túrge iye bolsın. 

 

. 

 

Egerde EC =  dep alsaq, onda 

 

 

Sonda BBAA TT ++  tomendegı túrge iye boladı 

 

( ) 01,2,
99,14

499,1
min −=−−−









−

−
=++ BBAABBAA TTTT   

Bunnan                       ( ) ( ) 49,0/ minmin =−−−= BBAAC TT . 

Tomendegıge iye bolamız: 

( ) 947,6
49,027,0

79,449,0
=

+

+
=+ EH   

II. Funksıyanı parametrizatsiyalaw algoritmi. 

    Meylı H  hám C  oń anıqlanģan matritsalar bolsın, (2.2.2)shi Lyapunov teńlemesin 

qanaatlandırıwshı. Sonday bir S  ortogonal túrlendiriwi bar boladı, H matritsasın 

diagonal túrge keltiriwshi =HSS T , 

Bunda 
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( )

( )

( )



















=

H

H

H

n











00

00

00

2

1

 

 

(2.2.2) shi teńlemeni shepten TS , al ońnan S ke kóbeytip mınaģan iye bolamız 

 

 

Yamasa 

1111 CBBAA TT −=++  

bunda 

   

  njiCCSSCnji

bBSSBnjiaASSA

ij

T

ij

T

ij

T

,1,,,,1,

,,,1,,

1

1

1

1

1

1

====

=====
 

Payda bolģan teńlemeni tomendegıshe túrlendiremiz 

 

 

yamasa 
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  Sonlıqtan 0  da ( )( ) ( ) 1: , onda   dı optimallastırıwdıń zárúrligi shártinen 

saylap alamız   011min →− C . Solay etip   ( ) ( )1max1min11min −−  CC  

onda bılay alamız 

( ) ( )1max1min / =  C  

Lyapunov funksıyası ( ) ,11 xHxxV T=  bunda ( ) TSSH =1 , baslanģısh 

qozdırıwshılardıń kópligi jaqsı bahalaydı, solay etip  

( )
( ) 
( ) 

( )
( )

( ).1

min

max

min

max

11 H
H

H
H 








 

+
=




=  

2.3 Integral sapa kriteriyasın optimallastırıu 

    Sonday Lyapunov funksıyasın dúziwdi qaraymız, integral sapa kriteriyasın 

optimal bahalawshı. Sonlıqtan ortasha kvadratlı asimptotikalıq ornıqlılıq qaraladı, 

yaģnıy optimal obraz arqalı mına funksional qaraladı 

( ) ( )  ,,
2




=

ot

o dttxxHJ  

Onda bul jerde ápiwayı nátiyjeler bolıwı múmkin. Meylı Lyapunov-Silvestr 

teńlemesi EC =  de EHH =  sheshimge iye bolsın, yaģnıy 

,EBHBAHHA E

T

EE

T −=++  

Sonda mına qatnas orınlı 

( )( )  ( ) dttxtxVd
2

−=  

Bunnan  

( )( )  ( )( ) ( ) dssxtxVtxV

t

t

o

o

−=−
2

 

(2.3.1) shi sistema ortasha kvadratlı asimptotikalı ornıqlı, onda 

( )  0lim
2
=

→
tx

t
 

Bunnan 

( )( )  0lim =
→

txV
t

 

Sonlıqtan +→t  shekke ótsek, tomendegıge iye bolamız 

( )  ( ) ( ) (( )


==

ot

oEo

T

o txHtxtxVdssx
2

 

Solay etip tomendegıge tastıyıqlawģa iye boldıq. 
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2.4. Sızıklı stoxastikalık sistemada uakıt boyınsha otiu protsessin bahalawdı 

optimallastırıw 

     Bul paragrafta ( ) xHxxV T

33 =   Lyapunov funksıyasın tabıwdı qaraymız, 

sheshimler xarakteristikasın optimal bahalawshı waqıt boyınsha ótiw protsessii 

sıyaqlı. Endi ( )H3  maqset funksıyasın qaraymız, HLH   anıqlanģan  18,17 .  

Optimizatsiyalıq máseleniń sheshiminiń sistemanıń túrine baylanıslılıģı. 

   Egerde HLH   ushın ( ) ( ) ( ) ,0, minminmax  CHH   bólsa, onda ( )  H30   

Optimal Lyapunov funksıyasınıń eń jaqsı funksıyası bolıp ( A  hám B  matritsalarına 

baylanıslı) ( ) 033 =H . Bul ( ) ( ) EHH = 3min3max   sáykes keledi, yaģnıy sferalıq 

Lyapunov funksıyasına. 

   Teórema.-2.4.1. ( ) HLHHV 333 ,        optimal Lyapunov funksıyası ( ) 033 =H

bolatuģın, sonda tek ģana sonda bar boladı, egerde BBAA TT ++  teris anıqlanģan 

matritsa bólsa. Bul jaģdayda 0,3 = EH . 

 Dalılllew. Joqarıdaģı Teóremada kórsetilgenindey (2)shi Lyapunov-Silvestr 

teńlemesi HLH   sheshimge iye boladı, ( ) ( ) 1/ minmax =HH  sonda tek ģana sonda, 

egerde BBAA TT ++  teris anıqlanģan matritsa bólsa. Al mına ( ) ( ) 1/ minmax =HH 

shárti ( ) 03 =H  bolıwdıń zárúrli hám jetkilikli shárti bolıp tabıladı.  

     Egerde BBAA TT ++  matritsası teris turaqlı bólsa, yaģnıy   0max =++ BBAA TT  

onda  

( )
( )

( )
( )

==









→→ H

H

H

H
n

EHEH
min

max

min

max lim,0lim









  

Sonlıqtan ( )H3  funksıyası konustıń HL  shegaralıq toshkalarında úziliske 

ushıraydı. 

   Úshinshi jaģdaydı qarap ótemiz, egerde BBAA TT ++  teńlemesi teris turaqlı 

bolmaģan, yaģnıy     0,0 minmax −−−++− BBAABBAA TTTT        

      Teórema.2.4.2 Meylı BBAA TT ++  terris anıqlanģan bolmasın.

( ) H

T LHxHxxV = 333 ,  optimal Lyapunov funksıyası bar boladı. 

   Dalılllew. ( )H3  funksıyası bir tekli, sonlıqtan onnıń anıqlanıw oblastın sozamız, 

sferalıq bólimi boyınsha 
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  HH LHHL 1:1 == . 

SHegaraģa jaqınlanģanda  

( ) 0,1: min =−−−== HBBHAHAHHL TT

H   

+=
→

)(lim 3 H
HLH
 , funksıyanı minimizatsiyalaw máselesi esaplanadı, onda   shegara 

oblastın qaramaw múmkin, 

( )  1

min: H

TT

H LHBBHAHAHL  −−−=  

qanaatlandırıladı. 

Payda bolģan kóplik kompaktli hám onda  )(3 H úzliksiz funksıya óziniń minimal 

mánisine erisedi. Solay etip )(3 H  optimal funksıya HLH 3  bar boladı.  

    Sonnı kórsetsek ótemiz, ulıwma jaģdayda 3H  bir mánisli dúziledi.  

      Teórema.2.4.3 Egerde (1)shi sistemanıń A  hám B  matritsaları bloklı diogonal 

strukturaģa iye bólsa, onda ( ) xHxxV T

33 =  Lyapunov funksıyası bloklı diogonal 

strukturaģa iye boladı.  

    Dalılllew. (2.4.1)shi sistemanı A  hám B  matritsaları menen qaraymız 









=








=

2

1

2

1

0

0
,

0

0

B

B
B

A

A
A  

bunda 2211 ,,, BABA -bólsa, nnnxnnxnn = 212211 ,, ólshemli úles matritsalar. 

 Meylı bizge belgili bolsın, yaģnıy optimal jup bolıp 

( ) ( ) 












=















3

22

3

12

3

12

3

11

3
3

22

3

12

3

12

3

11

3 ,
CC

CC
C

HH

HH
H

TT
 

Sonı tekseriw qıyın emes, yaģnıy matritsalar 












=












=

3

22

3

11

33

22

3

11

3
0

0
,

0

0

C

C
C

H

H
H  

 

 

 

Oń anıqlanģan boladı hám Lyapunov –Silvestr teńlemesin qanaatlandıradı. Bunnan 

basqa, tomendegı orınlı 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )3max3max3min3min

3max3max3min3min

CCCC

HHHH








         Sonlıqtan 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )3min3max3min3max

3min3max3min3max

//

//

CHCH

HHHH








 

Bunnan kelip shıģadı ( ) ( )3333 HH    hám optimal Lyapunov funksıyası bloklı-

diogonal strukturaģa iye boladı. 

     Mısal. Sistemanı mına matritsalar menen qaraymız 









=








=

b

B
B

A
A

0

0
,

00

0 11  

Meylı 1111 BBAA TT ++  teris anıqlanģan bolmasın, hám birinshi úles sistema ushın 

optimal funksıya bolıp ( ) 1

1

1

31

1

31

1

3 ,, −= nT RxEHxHxxV  Sonda barlıq sistemalar 

ushın Lyapunov funksıyasın xHxxV T

33 )( =  túrinde alamız 3H  matritsası menen:  









=

h

H
H

0

01

3

3  

Bunda ( ) ( ) ( ) ( )2

min

1

3max

1

3min 2/, bachHhH +−   

Optimizatsiyalaw algoritmleri 

   Endi HLHH ),(3  funksıyasın optimizatsiyalaw algoritmin qaraymız. Olar 

ideyası jaģınan joqarıda qaralģan algoritmge uqsas. 

I. Nur boyınsha sozıw algoritmi.  

Lyapunov-Silvestr teńlemesin tomendegıshe túrlendiremiz.  

 

( ) ( ) ( ) ( ) BBAAEBEHBAEHEH TT

E

T

EE

T ++−−=+++++   

 

( )H3  maqset funksıyası fiksirlengen EH  hám E  matritsalarında  parametrli 

funksıyaģa aylanadı, yaģnıy 

( )
( )
( ) 

( )
( )







+

+


++−

+
=

EH

EH
n

BBAAE

EH

E

E

TT

E










min

max

min

max

3     (2.4.1) 

Boljaw boyınsha BBAA TT ++  teris anıqlanģan matritsa bolmaydı (oń anıqlanģanda 

bolmaydı, basqasha aytqanda teń salmaqlılıq jaģdayı ornıqsız boladı). Sonlıqtan 
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( ) ( ) 0,0 minmax ++++ BBAABBAA TTTT       hám  

  (2.4.2) 

  Wlıwma kórinistegi ( )  funksıyasın qaraymız. 

( ) .
1










+

+


−

+










b

a
n

c

a
  

Ekstremumnıń zárúrli shárti bolıp ( ) 01 = yaģnıy  

   (2.4.3) 

Meylı o bólsa (2.4.3)shi teńlemeden tabılsın. Al o toshkada minimumnıń jetkilikli 

shárti ( ) 011 o  bolıp tabıladı.  

( )
( )

( )( )( )2

2

11

1 ooo

o
bac

ba




++−

−
=  

Sonlıqtan, egerde ( )( ) 01 +− oo ac  bólsa, onda o  toshkada (2.4.3)shi teńlemeniń 

sheshimi bolatuģın, ( ) minimumģa iye boladı. 

     Alınģan nátiyjelerdi paydalana otırıp, (2.4.1)shi optimizatsiyalıq funksıyaģa 

qollanamız. Ol tomendegı túrge iye boladı. 

 

Tomendegı belgilewlerdi kiritemiz 

 

Sonda, egerde 1  tomendegıge teńlemeniń sheshimi bólsa 

( )( )
( )( )

0
1

1

1

1 =
++

−−
−









+

+

acb

cba

b

a
n








  

hám tomendegıge orınlanadı 
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,/10 11 C   

al 2 mınanıń sheshimi boladı 

( )( )
( )( )

0
1

1

2

2 =
++

−−
−









+

+

acb

cba

b

a
n








  

hám mınaw orınlanadı 

  0/1,max 22 − Cb  

Onda optimal Lyapunov funksıyası sıpatında ( ) ( )xEHxxV E

T

03 +=  bunda 

( ) ( )  313 ,minarg=  

Egerde shártlerdiń hesh birewi orınlanbasa, onda ,00 =  yaģnıy EH =3  

II. Menshikli vektor retinde sozıw algoritmi 

   Meylı EH E , jubı Lyapunov-Silvestr teńlemesiniń sheshimi bolsın, yaģnıy 

EBHBAHHA E

T

EE

T −=++  

hám U  -ortogonal túrlendiriw, EH  diagonal túrge alıp keliwshi. Teńlemeniń shepten 

U ģa, al ońnan TU  kóbeytip, tomendegıge iye bolamız 

EBBAA TT −=++ 1111  

Bunda     njibijBUUBnijaijAUUA TTT ,1,,,,1, 1

1

1 ======  

Payda bolģan teńlemeniń tomendegı túrge keltiremiz 

 

 

yamasa 

 

( ) ( ) ( )  ,11111 −−=++  EBBAA TT  
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Bunda   

 

Meylı ( )H3 funksıyası fiksirlengen EH  hám E   marametrli funksıyaģa aylanısın, 

yaģnıy 

 

Sonlıqtan 

( )
( )

( )



−

−
=−

0,1

0,1

1max

1min

1min





егер

егер
E  

Onda ( )3  funksıyası tomendegı túrge iye boladı 

(2.4.5) 

Funksıyanıń minium shártin qarap ótemiz 

( ) 








+


−
=




b

a
n

c

a


1
 

Ekstremumnıń ( ) 01 =  zárúrlik shárti tomendegı túrge iye boladı.  

( )
( ) ( )( )

0
11

2

1 =
+−

−








+


−
=




bc

a

cb

a
n

c

ac
  

Sonlıqtan o mánisi mına teńlemeden tabıladı 

( )
( )

0
1

=
+

−
−









+ 



 bc

c

b

a
n    (2.4.6) 
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   Endi ( )  funksıyasınıń 0  toshkada ekinshi tuwındısın qaraymız 

( )
( )( )2

11

1 oo

o
bc

a




+−
=  

Sonlıqtan, egerde ( ) 01 − ca o bólsa, onda ( ) funksıyası o toshkada, (2.4.6)shı 

teńlemeden tabılģan tomendegı túrge iye boladı. 

    Meylı 1  teńlemeniń sheshimi bolsın 

( )
( )

( )
( ) ( ) 

0
1

min1min

1min

min

max =
+

−
−









+ 







EE

E

HH

H
n    (2.7.7) 

yamasa 

( ) ( )

( ) 00

0/10

1min1

1min1min









егерде

егерде
 

Al 2 -mına teńlemeniń sheshimi 

( )
( )

( )
( ) ( ) 

0
1

min1max

1max

min

max =
+

−
−









+ 







EE

E

HH

H
n  

hám mına shárt orınlanadı 

( ) ( ) 0/1,max 1min max
−  EH  egerde ( ) 01max   

Yamasa                        ( ) 0min −  EH  egerde ( ) 01max   

Sonda optimal Lyapunov funksıyası retinde mınanı alıwģa boladı 

( ) ( ) ,3 xEHxxV oE

T +=  bunda 

( ) ( ) 2313 ,minarg  =o  

Egerde (2.7.7)shi, (2.7.8)shi shártlerdiń hesh biri orınlanbasa, onda 0=o dep 

alamız.  

 

 

 

 

2.5 Sızıqlı stoxastikalıq sistemanıń ornıqlılıģın izertlewde Silvestr-Lyapunov 

matritsalıq teńlemesin qollanıw 

   Meylı bizge sızıqlı stoxastikalıq differensial teńleme berilgen bolsın Ito túrindegi

 11,10 . 
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  (2.5.1) 

 

  Al (2.8.1)shi teńlemede tomendegıler belgilengen: 

x -bólsa, n -ólshemli vektor,  -parametr; )(, iBA  bólsa nxn  ólshemli turaqlı 

matritsa, sonlıqtan ( )iB  bólsa   parametrine analitikalıq baylanıslı hám 

)(,0)0( tWB ii = -ģáressiz komponentler p -ólshemi standart vinerli protsess. Al 0=  

sistema determinirlengen differensial teńlemeler sistemasına aylanadı. 

  )1.(,,)(),(
)( 0

1 nxxtxxAx
dt

tdx
==  

   Bılay boljaymız, yaģnıy sistema tosınanlı aģzasız- ( )01  sistema Lyapunov boyınsha 

asimptotikalıq ornıqlı, basqasha sóz benen aytqanda matritsa A -guritsalı  

       Keyin ala sol kórsetiledi, (2.5.1) teńleme boyınsha Silvestr algebralıq 

teńlemesin dúziwge bolatuģının, hám keyin Silvestr teńlemesi boyınsha (2.5.1)shi 

sistemanıń birge teń itimallıq penen ornıqlılıq kriteriyasın formulirovkalawģa 

bolatuģının. 

III-Bap Lyapunovtıń ekinshiUsı lınıń stoxastikalıq analogı 

3.1Birge teń itimallıq ornıqlılıq. Lyapunovtıń ekinshiUsı lınıń stoxastikalıq 

analogı  

     Belgili Anıqlamalardı hám Lyapunovtıń ekinshiUsı lınıń Teóremaların 

keltiremiz sistema ushın 

Mudamǵı koeffitsientlarga iye bolǵan asimptotik tárepten turaqlı doğrusal 

deterministiksistema qatań túrde turaqlı ekenligi jaqsı belgili.Usı  funktsiya  

ózgeriwshen koeffitsientlargaiye bolǵan sistema ushın da ámel etedi, bul birdey 

asimptotik tárepten turaqlı. 

Usı  bólimdebiz mudamǵı koeffitsientlarga iye linear stokastik sistemalar ushın bul 

ayrıqshalıqlardıńuqsawlıǵın tastıyıqlaymız. Ózgeriwshen koeffitsientlarga iye 

sistemalar keyingi baptatalqılaw etiledi. 

Lemma 4. 1. Eger mudamǵı koeffitsientlar menen siziqli sistema bólsa.  
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Bul ayrıqshalıqlardan, atap aytqanda, itimallıq boyınsha asimptotik tárepten turaqlı 

bolǵanlinear stoxastik sistema asimptotik tárepten turaqlılıǵın menen ajralıp turadı. 

    

 

 Anıqlama 3.1.1.  ( ) 0tx  trivial sheshim (3.1.1)shi teńlemeler sistemasınıń birge 

teń itimallıq penen Lyapunov boyınsha ornıqlı dep ataladı, egerdde qálegen kishi   

sanı hám q ushın, sonday bir 0 sonın kórsetiw múmkin bólsa, yaģnıy ox  

shártinen   itimallıģı ushın    waqıya  

  ( )








=   tx
t

sup  

dan  

  q− 1  

kelip shıqsa. 

   Anıqlama 3.1.2. (3.1.1) shi teńlemeler sistemasınıq trivial sheshimi bire teń 

itimallıq penen Lyapunov boyınsha asimtotikalıq ornıqlı dep ataladı, egerde ol 

birinshi Anıqlama boyınsha ornıqlı bólsa, onnan basqa,   itimallıģı ushın  t  

waqıyası 

  ( )








==
+→

0suplim tx
tTtT

t

o

  

bólsa tomendegı baha orınlı 

  1= t  

      Teórema 3.1.1. Egerde (3.1.1) stoxastikalıq teńlemeler sisteması ushın ( )xV  oń 

anıqlanģan Lyapunov funksıyası bar bólsa, yaģnıy ( ) 00 =V hám (3.1.1) shi 

sistemanıń tolıq tuwındısınıń matematikalıq kútiliwi waqıt boyınsha alınģan teris 

bólsa, onda ( ) 0tx trivial. SHeshim birge teń itimallıq penen asimptotikalıq ornıqlı 

boladı.  

     Solay etip sistema sızıqlı, onda: (3.1.1) Lyapunovfunksıyasın oń anıqlanģan 

kvadratlı funksıya retinde tomendegı túrde izlewge boladı 

( ) 

=  xxxV x
  (3.1.2) 
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 2) (3.1.1) Teórema qaytımģa iye yaģnıy (3.1.2) shi kvadratlıq formanıń ishinde 

kvadratlıq forma bar boladı zárúrlik hám jetkiliklik shártleriniń informatsiyaların 

alıp keletuģın, asimtotikalıq ornıqlılıq shártlerinde. 

 

 

Silvestr teńlemesiniń juwmaģı. 

    Solay etip, (3.1.1)shi sistema ushın, stoxastikalıq Lyapunov funksıyası retinde 

(3.1.2)shi kvadratlıq formanı alamız, bunda 0  belgisiz turaqlı matritsa, anıqlaw 

kerek bolģan. Egerde bizlerge sızıqlı teńlemeni tabıw múmkin bólsa,   matritsasın 

tabıw múmkin bolģan, onda algebralıq ornıqlılıq kriteriyasın alıw máselesi 

sheshiletuģın. Ekenin aytıw kerek, járdemshi algebraik teńlemeniń túbirleri belgili 

bolǵan táǵdirde,mudamǵı koeffitsientlar menen bir qatarda birdey homogenli 

deterministik sistemanıńsheshimi jazılıwı múmkin. Ókiniw menen aytamiz, 

stokastik sistemalar ushın bundayyamasa soǵan uqsaw maǵlıwmatlar, itimal, 

múmkin emes 

     Ito formulasın paydalanıp quramalı funksıyanıń stoxastikalıq differensiallaw 

ushın, dv  stoxastikalıq differensialı ushın (3.1.2)shi Lyapunov funksıyası (3.1.1)shi 

Teóremaģa tiykarlanıp tomendegıge iye bolamız 

 

(3.1.3) 

   (3.1.1)shi sistemaģa tiykarlanıp  dtdv /  tuwındınıń matematikalıq kútiliwin 

esaplaymız. Tomendegıge iye bolamız 

   (3.1.4) 

(4)shidegi matematikalıq kútiliw sonda tekģana sonda teris boladı, egerde 


=

 ++
P

i

iBXBXAAX
1

teris anıqlanģan bólsa. 

    Teórema 3.1. 2. (birge teń itimallıq penen asimptotikalıq ornıqlılıq kriteriyası) 

(3.1.1)shi sistemanıń trivial sheshiminiń birge teń itimallıq penen A  gurvitsalı 
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matritsa ushın asimtotikalıq ornıqlılıģınıń zárúrli hám jetkilikli shárti bolıp X  oń 

anıqlanģan sheshiminiń bar bolıwı Silvestr matritsalı teńlemesi ushın 


=

 −=++
P

i

ii XBBXAAX
1

 (3.1.5) 

Bunda   bólsa nxn  ólshemli erikli saylap alınģan simmetriyalı oń anıqlanģan 

matritsa . 

   Sonı bayqaymız, (3.1.1)shi sistemada tosınanlı shámalardıń qalıp qoyıwı (yaģnıy 

0= ) (3.1.5)shi Silvestr matritsalıq teńlemesi Lyapunov teńlemesine keledi. 

Silvestr teńlemesiniń sheshiminiń oń anıqlanģanlıģı. 

(3.1.5)shi teńleme, Silvestr sızıqlı matritsalıq teńlemeler klassına baylanıslı, 

(3.1.1)shi sistemanıń sheshiminiń birge teń itimallıq penen ornıqlılıģınıń analiziniń 

quralı bolģan. 

     Joqarıdaģı belgilewlerdi saqlap, ( ) ii BB  =  dep alamız.  

( ) ( ) 
=

 =−−=
P

i

ii XBBXRXAAXXL
1

,       (3.1.6) 

Sonlıqtan (3.1.5)shi teńleme (3.1.3) túrge iye boladı hám másele (3.1.6)shı 

operatorlar tobınıń qaytımlılıq shártinen turadı RLM i −= , (3.1.1) shı talapta 

qanaaatlandırıwshı. 

   Meylı nxnB −  ólshemli matritsa, mına bloklı matritsanıń barlıq ģáressiz 

baģanalarınan dúzilgen 

 

Óz-ózinen anıq, egerde   tolıq rangke iye bólsa, onda nm = . Ulıwma jaģdayda 

nm  . Al barlıq iB  koeffitsientlerin B  arqalı ańlatıp skeletli joyılmaģa iye bolamız. 

  BCCCB p == ,1  

Bunda 1C  bólsa nxm  ólshemli bloklar, B  hám C m tolıq ranglı matritsa. 

     Al U  hám V  aperatorlarınıń tásirlerin tomendegıshe anıqlaymız 

( ) ( ) ( )    == CXXCdiagXVCZBZBZU mxm ,,,   (3.1.7) 

Al B  matritsasınıń ib  baģanaların ayırıp hám kC bloginiń )( z

iC  qatarların mına 

jayılmaģa iye bolamız, yaģnıy 
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Sonlıqtan, U  hám V  matritsaları bloklı birge teń rangqa iye hám sáykes m  

ge.Sonlıqtan  1, == UU rangmrang  

yaģnıy C  tolıq rangqa iye bólsa, onda ( ) 0XV  barlıq 0X ushın. Egerde ( )UL,

-oń basqarıwshı operatorlar jubı bólsa, yaģnıy mına teńlemeniń sheshimi 

 =−− BZBXAAX  (3.1.8) 

bar boladı hám barlıq 0Z  ushın oń anıqlanģan. Bul jaģdayda oń basqarılıw mına 

( )BA,  matritsalar jubınıń basqarılıwına alıp kelinedi hám A matritsasınıń 

gurvitsalılıģı. 

    Al (3.1.1)shi hám (3.1.2)shi Teóremalardı qollanıw ULVW 1−=  operatorlarınıń 

spektorlıq qásiyetlerin úyreniwge alıp keledi. Al W  operatorlarınıń tásiri dúzilgen V  

operatorlarınıń tásiri menen sáykes keledi, (3.1.8)shi teńlemeniń sheshiminde . 

Bunnan kelip shıģadı, (3.1.8)shi Lyapunov teńlemesiniń sheshimin dúziwdiń 

belgiliUsı lıbirge teń itimallıq penen asimptotikalıq ornıqlılıq kriteriyasın 

paydalanıwģa jol ashadı. 

   Tomendegı zárúrli shárt kelip shıģadı 

( ) YXBBXBB pp ++  11     (3.1.9) 

Bunda 0Y berilgen matritsa, 0X  berilgen teńlemeniń sheshimi. 

    Egerde nrangB= yamasa, eń bolmaģanda , mına ( )iBA,  matritsalar jubı 

basqarıwshı bólsa, onda ( )RL,  oń basqarıwshı operatorlar jubı. 

Al  

 =−− BBXAAXIX n ,   (3.1.10) 

 

 (3.1.5)shi teńlemeniń oń anıqlanģanlıģınıń bar bolıwınıń jetkilikli shárti ańlatadı. 

Egerde   ushın skelet joyılma belgili bólsa, ondaUsı ģan uqsas shárt (3.1.8)shi 

teńleme menen formulirovkalanadı (Mısalı, mIz = ) 

   Barlıq iB koeffitsientlerin sklet joyılma túrinde kórsetemiz. 
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pirrangFrangErangBFEB iiiiiii ,,1,, =====  bunda iE  hám iF  tolıq ranglı tuwrı 

múyeshli matritsa irxn hám xnri  ólshemli . sonnı ornatıw qıyın emes, yaģnıy barlıq 

0 ushın mına teńsizlik orınlanatuģın  

( ) ( )   iiiiiiiiii EEXFFtrXBBBBXtrXBB ,  (3.1.11) 

Bunnan bılay alıw múmkin 

 

 

bunda  

 

Jetkilikli shártin, joqarıdaģı nátiyjelerden alınģan, qısqalıq ushın 1−L keri operatorı 

járdeminde tastıyıqlaymız, oń tárepine sáykes 

   

 Egerde barlıq iB Ler birlik rangke iye bólsa, onda (3.1.11)shi teńsizliktiń ekinshi 

gruppası birdeylikke aylanadı. Bul jaģdayda ( ) )(ˆ xRxR = hám (3.1.13)shi teńsizligi 

(3.1.1)shi sistemanıń sheshiminiń birge teń itimallıq penen asimptotikalıq ornıqlılıq 

kriteriyasın kórsetedi.  

Al (3.1.14)niń jetkilikli shárti (3.1.15)ge qaraģanda zárúrligine qaraģanda jaqın, sol 

jaģdayda, egerde p= -qatań oń anıqlanģan bólsa. 

      Egerde bar iF  kóbeymeler skelet joyılmada iii FEB =  betlesse hám oF ge teń 

bólsa, onda (3.1.13) de barlıq k  lar birlik rangqa iye boladı. Bul jaģdayda 

ornıqlılıqtıń jetkilikli shártine iye bolamız sol 1=il zárúrlik 
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( ) 

− ULVtr 1

0/1   (3.1.16) 

bunda . 

     Usı ģan uqsas jaģday 
0EEE p === mına túrde boladı.  

( ) 0

1/1 ULVtr −

  ,  (3.1.17) 

bunda                                   pVVVEEU +== 



1000 , . 

 

Dara jaģdayda, (3.1.16) hám (3.1.17) teńsizlikler orınlanadı, egerde sáykes 

 

 

Ekinshi, úshinshi hám basqa buyrıqlar momentlerin qandiradigan teńlemeler 

sisteması Itoformulasıdan paydalanıp (3. 3. 8) isletiliwi múmkin. 

 

     Mısal. 1. Úshinshi tártipli skalyar standart vinerli protsessli )(1 tW  Ito teńlemeler 

sistemasın qaraymız, 

  (3.1.18) 

 

Al A  matritsası (3.1.18)de gurvitsialı, onnıń menshikli mánisleri  

 

(3.1.1)shi, (3.1.18)shi sistemalar ushın (3.1.5)shi Silvestr teńlemesiniń sheshimi 

21=Y , mına túrge iye boladı 

 

 

   Silvestr kriteriyasınan (3.1.19)shı matritsanıń oń anıqlanģanlıģınan kelip shıģadı, 

yaģnıy 0X sol jaģdayda, egerde .0231,0  Bunnan kelip shıģadı, 

(3.1.2)Teóremanıń kúshine tiykarlanıp (3.1.1)shi sistemanıń 0x sheshimi birge 
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teń itimallıq penen Lyapunov boyınsha asimptotikalıq ornıqlı boladı, sonda tek ģana 

sonda, egerde 0231,0  bólsa.  

     Mısal. Meylı (3.1.1)shi sistemada matritsalıq koeffitsientler tomendegı 

strukturaģa iye bolsın 

 

 (3.1.20) 

bunda  =  hám b = -parametrler.  

Al A  matritsası  gurvitsialı, úsh eseli menshikli mániske iye  -1 hám ( )1B  menen 

birgelikte tolıq basqarıw jubın dúzedi 0 de. 

    Skelet joyılmadaģı 1B  hám 2B  kóbeymeler tomendegı túrge iye boladı 

 

    Belgilewler kiritemiz 
2

11 ijzXFFZ ==  , tomendegıge iye bolamız 

( ) ZXVEEzZEEzUUVR i =+==  ,)(, 221111
 

   W  operatorınıń tásiri tomendegı túrde anıqlanadı 

 

 

. 

 

   Mınanı esapqa alsaq, yaģnıy ( ) ( ) wW = , bunda 0
2

= ij  bazı bir matritsa, 

 11 spektrol radiuske iye bolamız ( )
2

1
2b

w += . 
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EkinshiUsı nısqa tiykarlanıp, (3.1.1)sistema asimptotikalıq ornıqlı birge teń itimallıq 

penen sol jaģdayda, egerde mına teńsizlik orınlansa ( )  /1tw . Bunnan kelip shıģadı, 

  ushın maksimal múmkin bolģan interval tomendegı túrge iye boladı 

  (3.1.21) 

 Al b  parametriniń tásiri onnıń razmerine óz ózinen anıq. Dara jaģdayda, 0=b de 

(skalyar vinerli protsess)   bólsa birden asıp ketpeydi.  

    Egerde →b  da, onda (3.1.21) interval 0=  toshka arqalı ańlatıladı. (3.1.21)shi 

teńsizlikke bılay keliwge boladı, (3.1.5)shi teńleme arqalı. 

 

3.2 Stoxastikalıq sistemanıń ornıqlılıģı 

  (3.2.1) 

Meylı bılay esaplayıq, yaģnıy ),(),( XtbtX  hám ),( Xtr  bólsa E  degi vektorlar, )(tr  

ģáressiz vinerli protsessler  17,16 . Jáne bılay boljayıq, yaģnıy b  hám r  bólsa t  

boyınsha úzliksiz, hám Lipshits shártin qanaaatlandıradı x  boyınsha, yaģnıy 

 (3.2.2) 

     Ayırım jaģdaylarda bılay boljayıq, yaģnıy B  Lipshits turaqlısı oblastan ģáressiz, 

yaģnıy (3.2.2)shi qatnas ( )  xEtE 0=  orınlı. Bizler tek ģana 0)( tX  trivial 

sheshiminiń ornıqlılıq shárti menen shegaralanamız.Usı ģan sáykes bılay boljaymız, 

yaģnıy 

0)0,(,0)0,(  ttb r    (3.2.3) 

 

 

    Usı ģan baylanıslı tomendegı Anıqlamanı kiritemiz. 

     Meylı U -bazıbir oblast U -tuyıqlıģı menen EE =  de, al ( ) ( )  xxtU :,0 . Al 

( )xtV ,  funksıyası mına klassqa derek dep aytamız  
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( ) ( ) ( )( UCxtVUC 0

2

0

2 ,   , egerde ol eki mártebe x  boyınsha úzliksiz differensiallanıwshı 

bólsa hám t  boyınsha bir mártebe barlıq U  oblastında, onnan basqa, mınaw bolıwı 

múmkin, 0=x  kópligi ( )0\ UU  tuyıq kópliginde úzliksiz qálegen 0  ushın. 

Sonlıqtan sonı kútiw tábiyiy, yaģnıy úlken klasslar jaģdayında (3.2.1)shi sistemanıń 

ornıqlılıģı bolıp, egerde birinshi juwıqlasıw sisteması ornıqlı bólsa 

  (3.2.4) 

     Egerde mına jaģdayda, 
dx

b
 hám 

x

r




 lar t  ģa baylanıslı bolmasa, onda bunıń 

ushın (3.2.4)shi sistemanıń itimallıģı boyınsha asimtotikalıq ornıqlılıq jetkilikli. 

      Tilekke qarsı, ornıqsızlıq shártleri jaģdayı qıyınraq. Stoxastikalıq sistema ushın, 

ulıwma aytqanda, Lyapunov hám SHetaevtiń ornıqsızlıq Teóremalarınıń analogi 

durıs emes. Qatań aytqanda, bunıń sebebi sonnan ibarat, yaģnıy stoxastikalıq sistema 

ushın traektoriyası ornıqsızlıq kópliginen shıģıwı múmkin, tosınnanlı kúshlerdiń 

tásirinen. Determinirlengen sistema 2211 /,/ xdtdxxdtdx −==  kishi snostı hám kishi 

diffuziyanı qosıw nátiyjesinde buzıladı 

   (3.2.5) 

    Sonnıń ushın qálegen kishi 0  sonı ushın b  hám   funksıyaların tańlap alıw 

múmkin, mına shártti qanaatlandırıwshı 

( ) ( ) xxxxxb  + 2121 ,,  

 yaģnıy (5)shi sistema pútinley asimptotikalıq ornıqlı boladı. 

      Mısal. 2.  Meylı ( )xtV ,  eki mártebe úzliksiz differensiallanıwshı funksıya x  

boyınsha hám t  boyınsha bir mártebe U da, bunda EU   shegaralanģan tuyıq 

oblast, hám MeylıUsı  oblastta  

 

Bazı bir qosımsha nátiyjeler. 

    Meylı ( )PU,,  itimallıq keńisligi bolsın, CUt -bólsa,   dan alınģan   

algebra waqıyalarınıń jıyını, hár bir 0t  ushın anıqlanģan, hám sonday, yaģnıy 

tsC   egerde ts   bólsa. Meylı ( ) 0,, twty -tosınanlı protsess. ( )wty ,  shekli 
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matematikalıq kútiliw menen, sonlıqtan ( ) ( ) ttywty −=,  bólsa hár bir t  ushın 

ólsheniwshi tosınanlı sháma. Al ( )( )twty ,,  supermartingal dep ataladı, egerde 

qálegen ts   ushın         ( )( ) ( )syty s  /            (3.2.6) 

Egerde (3.2.6)teńsizlikti teńlik penen almastırsaq, onda martingal Anıqlamasına iye 

bolamız. 

      Mısal 1. ( )t vinerli protsessi martingal bolıp esaplanadı tN nıń   algebra 

sistemasına salıstırmalı, solay etip  

 

YAģnıy martingal bolıp mına ulıwma protsess esaplanadı 

( ) ( ) ( )=
t

sdsty
0

  

 Mısal.2.  Meylı ( )xtV ,  eki mártebe úzliksiz differensiallanıwshı funksıya x boyınsha 

hám t  boyınsha bir mártebe U  da, bunda EU  -shegaralanģan tuyıq oblast, hám 

MeylıUsı  oblastta 

Bılay belgileymiz ( ) ( )tt ,min  = , bunda  -bólsa birinshi shıģıw momenti ( )tU  

traektoriyadan ( )tX  protsesste, (3.2.6)shi teńleme arqalı anıqlanıwshı. Sonda 

( ) ( ) ( )( )( )tXtVty  ,=  supermartingaldı kórsetedi, tN  sistemaģa qarata 

Sonda                              

Bunnan kelip shıģadı, yaģnıy barlıq traektoriyalar ushın, s  ten, ( )( ) ( ) ,UsXsX =

, (3.2.6)shi shárt orınlanadı. Barlıq traektoriyalar ushın mına s  shártti 

qanaatlandırıwshı mına ( )( ) ( )syNty s = /  teńlik orınlı, solay etip bul jaģdayda 

( ) ( )  == ts . Egerde LV shárt orınlansa barlıq Ex  ushın, 0t , al ( )( )tXtVxs ,,  

bar boladı, yaģnıy protsess ( )( )tXtV ,  supermartingal bolıp esaplanadı. 

   Bul qásiyet, ulıwma aytqanda, durıs eemes, egerde 0LV  shárt buzılsa bazıbir 

kóplikte.  

    Lemma. 3.2.1. Meylı ( )xtV ,  funksıyası x  boyınsha eki mártebe úzliksiz 

differensiallanıwshı hám t  boyınsha bir mártebe   /U  kóplikte hám UI   
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shegeralanģan, bunda U  bólsa E  degi shegaralanģan kóplik, U bólsa )(tX

protsess ushın erisilmegen, (3.2.6) teńleme menen anıqlanģan. 

Meylı ( ) \U  oblastında 0VL  shárti orınlansın. Sonda ( ) ( )( )( )tXtV UU  ,  protsess-

supermartingal.  

   Dalılllew. Endi  ,U  dep ( ) ( )tUU UU ,min,\ ,,   =  kópligindegi birinshi shıģıw 

momentin belgileymiz. Solay etip   kópligi erisilmegen, sonda barlıq t  ushın 0→

da  

( ) ( )tt UU   →,     (3.2.7) 

Ekinshi jaqtan, ekinshi Mısaldan kórinip turıptı. 

 

Usı   teńsizlikte 0→ da shekke ótsek hám V  funksıyasınıń shegaralanģanlıģın 

esaplqa alsaq hám (3.2.7)shini, lemmanıń nátiyjesine iye bolamız.  

     Lemma3.2. 2. Meylı b  hám r  koeffitsientleri (1,1) t 

teńlemeniń (1.3) shártti qanaatlandıradı hám EE =  oblastında (1.2) shárti 

orınlanadı. Sonda qálegen haqıyqıy 0,,  xst  ushın teńsizlik orınlı 

( ) ( ) stkxtX xs − exp, 

 (3.2.8)  

bunda k -turaqlı, tek ģana ,  baylanıslı hám B turaqlısı (1.2) shártten. 

   Dalılllew. Al 


xxV =)(  funksıyası x  oblastında eki mártebe úzliksiz 

differensiallanıwshı 0  ushın.Usı  oblasta Ito formulasın qollanıp tomendegıge 

iye bolamız 

  (3.2.9) 

 

tomendegıshe belgilengen:   bólsa x , kóplikten shıģıwdıń birinshi momenti , 

al ( ) ( )tt ,min   = . Al ( )( )tY xs


,  tosınanlı sháması matematikalıq kútiliwge iye. Endi 
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(3.2.9)de matematikalıq kútiliwde esaplap, bazıbir ( ),,Bkk =  ushın tomendegı 

bahaģa iye bolamız 

 (3.2.10) 

Solay etip ( )tu   ushın uu =)(  qatnası orınlı, onda (3.2.10)den tomendegıge iye 

bolamız         

Keyingi teńsizlikten Gronuolla-Bellman teńsizliginiń tomendegı bahaģa iye bolamız                  

   (3.2.11) 

  Endi (3.2.6)da 1−=  dep alıp hám SHebıshev teńsizliginen paydalanıp, tomendegı 

teńsizlikke iye bolamız 

( )( )  ( )stk

xs e
x

tt −


 ,  

yaģnıy qálegen ts   ushın 

 da  (3.2.12) 

Al endi 0→  da (3.1.11)da shekke ótsek hám (3.1.12)ni esapqa alsaq (3.2.8.)ge iye 

bolamız. 

   Lemma.   3.2.3.  Egerde (3.2.6)shi teńlemeniń koeffitsientleri (3.2.8)shi shártti 

qanaatlandırsa, hár bir x  boyınsha shegaralanģan oblast (3.2.7) shárt orınlans, al 

( )tX xs,  protsessi regulyarlı bólsa, onda 0=x  toshka nedostijima onnıń traektoriyası 

ushın 00 x . 

   Lemma.   3.2.4.  Meylı ( )xtV ,  funksıyası ( )( )xUtC 00

2   klasqa derek bolsın hám 

( )xUt 0  oblasta shegaralanģan, bunda U -bólsa baslanģısh koordinatalar dógeregi, 

hámUsı  oblastta ( ) 0, xtLV  Sonda ( ) ( )( )( )tXtV UU  ,  protsessii supermortingal, solay 

etip Ux  ushın 
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  Teórema3.2.1. Egerde ( )( )0,,, tMwty t -oń supermartingal bólsa, onda birge 

teńitimallıq penen shekli sheek bar boladı ),( wtyimy =  Sonlıqtan 

( )wtyimy
t

,=
→

   

    Teórema3.2.2.  Egerde  ( )( )0,,, tMwty t  martingal bólsa, onda qálegen 0k  

ushın 

 

 Itimallıq boyınsha ornıqlılıq 

     Teńlemeniń ( )wtX ,  sheshimi itimallıq boyınsha ornıqlı dep ataladı 

0t  da, egerde qálegen 0S  hám 0  ushın 

 

bólsa. 

( )xtV ,  funksıyası oń anıqlanģan dep ataladı 0=x  kópliginiń dógereginde, 

egerde ( ) 00, =tV  hámUsı  dógerekte ( ) )(, xwxtV   bólsa, sonlıqtan 0)( xw  boladı 

0x  bólsa. 

  Teórema3.2.3.  Meylı  oblastında, 0=x  tuwrıģa iye bolģan úzliksiz oń 

anıqlanģan  Lyapunov mánisindegi ( ) ( )1

0

2, UCxtV   funksıyası bar boladı hám 0x

de tomendegı shártti qanaatlandırıwshı 

 

Sonda (3.2.6.) teńlemeniń trivial sheshimi itimallıq boyınsha ornıqlı boladı.  

 Dalılllew: r sanın sonday etip saylap alamız, yaģnıy rU diń r -dógeregi 0=x  

toshkada óziniń shegarası menen U da jatsın. Endi ( )xtVV
rUiUx

r ,inf


=  dep belgileymiz. 

Al (3.2.9)shi lemmadan rx   ushın tomendegıge teńsizlik orınlı 

 

Usı qatnastan hám SHebıshev teńsizliginen tomendegıge iye bolamız 
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Endi →t da shekke ótsek, tomendegıge iye bolamız 

 

Solay etip ( ) 00, =sV  hám ( )xsV ,  funksıyası úzliksiz, onda keyingi teńsizlikten 

Teóremanıń durıslıģı kelip shıģadı. 

      Eskertiw (3.2.6) teńlemeniń ( ) 0tX  sheshimin ot  de itimallıģı boyınsha teń 

ólshemli ornıqlı dep ataymız, egerde qálegen 0s  de ( )











tX xs

st

,sup  funksıyası 

0→x  da nolge umtılsa teń ólshemli 0s  de. 

 Teórema.  3.2.4.. Meylı (3.2.6) teńlemeniń 0X sheshimi waqıtqa baylanıssız 

rub   koeffitsientleri menen itimallıģı boyınsha ornıqlı. Bılay boljayıq, yaģnıy 0=x  

toshkasınıń dógereginde (3.2.7)shi shárt orınlansın hám aynımaģanlıq shárti  

   (3.2.13) 

bunda 0)( xm  boladı, 0x  de hám úzliksiz.  

        Sonda 0x  toshkasınıń dógereginde eki mártebe  úzliksiz differensiallanıwshı 

)(xV oń anıqlanģan funksıyası bar boladı, 0=LV  bolatuģın.  

   Dalılllew: Meylı  rxU r =  bólsa 0=x   toshkasınıń jetkilikli kishi dógeregi. Al 

)(xu  arqalı UU r \  oblastındaģı sheshimdi belgileymiz máseleniń  

0;1;0 ===
== xrx

uuLu  

yaģnıy 

( ) ( ) rXxu r

x ==


  ,  

bunda  ,r  bólsa    == xUrx  kópligindegi birinshi jetiskenlik momenti. 

  Óz-ózinen anıq, yaģnıy L  izbe-izlik ( )xu . 

Funksıyanıń  0→  monoton ósedi. Onnıń shegi ( )xV  bólsa, olda L -garmonikalıq 

funksıyaı kórsetedi. 
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Endi 0  arqalı nol toshkası jetiskenlik momentiniń traektoriya protsessin 

belgileymiz. Uaqıyalar arasındaģı qatnaslardan  

 

 

hám 2.3. lemmodan mına teńsizlik kelip shıģadı 

( )  )()(sup ,
00

xVrXimrtX r

xx

t

===









→




  

Usı teńsizlikten hám 0X sheshimnen itimallıq boyınsha ornıqlılıq ( ) 0→xV  eger 

0→x  kelip shıģadı. Maksimumnıń kúsheytirilgen prinsipinen ( )xu  funksıyasınıń 

oń ekenligi kelip shıģadı, ol bólsa, )(xV ta eger   1x . Solay etip , ( )xV  

funksıyası Lyapunov mánisi boyınsha oń anıqlanģan, al 0=LV  

   Mısal. Meylı )(tX -bir ólshemli protsess, tomendegı teńleme menen jazılģan 

( )tXdbXdttdX +=)(           (3.2.14) 

bunda b hám   turaqlılar. Differensialı tuwındılı operator protsess ushın mına túrge 

iye boladı. 

x
bx

x
x

t
L




+




+




=

2

2
22

2

1
 . 

Egerde 2

2/b  bólsa, onda ( ) 0tX  sheshim (3.2.14) sistemanıń ornıqlı, solay etip 

2/21
)(

b
xxV

−
= Teóremanıń shártin qanaatlandıradı. Al 0b  de bul funksıya nolde 

tuwındıģa iye emes. Sonnı ańsat kórsetiw múmkin, elliptikalıq teńleme ushın 

maksimum prinsipine tiykarlanıp, yaģnıy qálegen )(1 xV  funksıyası ushın sonday, 

yaģnıy ,)(,0)0( 11  = VV  al  x0  oblastında mına qatnas orınlanadı 

( )(
2/21

1 /)(



b

xxV
−

  

 Itimallıģı boyınsha asimtotikalıq ornıqlılıq hám ornıqsızlıq. 

(3.2.1)shi teńlemeniń )(tX  sheshimi itimallıģı boyınsha asimptotikalıq ornıqlı 

dep ataladı, egerde ol itimallıģı boyınsha ornıqlı bólsa hám onnan basqa, tomendegı 

qatnas orınlı bólsa 
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  10)(,

0
==

→→
tXimim xs

tx
      (3.2.15) 

 

    Bul paragrafta jiyi bılay boljaymız, yaģnıy tomendegı orınlanıwı kerek D shárti: 

(3.2.15)teńlemeniń sheshimi, rx  oblastta baslanatuģın, shekli waqıt 

aralıģında birge teń itimallıq penen shegaraģa shıģatuģın jetkilikli kishi r  hám 0  

qanday bolıwına qaramastan 

     D shárti orınlanadı, egerde rx 0  oblastında  ( )rxtCxtV 0),( 0

2   funksıyası 

bar bólsa, yaģnıy qálegen x ushın 

  xегерCxtLWxtW ,0),(,0),( (3.2.16.) 

Gezektegi Teóremada  E  koordinat basınıń bazibir dógeregi. 

      Teórema. 3.2.5  Meylı oń anıqlanģan, sheksiz kishi shámaģa iye 

 ( )xtCxtV 0),( 0

2   funksıyası bar bolsın hám 0LV  shártin qanaatlandırsın. 

Meylı, bunnan basqa, D shárti orınlansın. Sonda 0)( tX  teńlemeniń sheshimi 

itimallıģı boyınsha asimptotikalıq ornıqlı.  

    Dalılllew.  (3.2.18) lemmadan kelip shıģadı, yaģnıy ( )( )( )tXtV xs

  ,),(  tosınnanlı 

protsessii supermartingaldı kórsetedi.Usı dan hám (3.2.15) Teóremadan birge teń 

itimallıq penen shekke iye bolamız 

( )( )  =
→

)(),( , tXtVim U

xs

U
t
  (3.2.17.) 

Endi xB  arqalı )(, tX xs  traektoriyalarınıń kópligin belgileymiz. Solay etip V  

funksıyası 3.2.15 Teóremanıń shártlerin qanaatlandıradı, onda 0)( tX  sheshim 

itimallıģı boyınsha ornıqlı, hám bunnan kelip shıģadı 

( ) 1→ xB  dı 0→x  da (3.2.18) 

D shártten, yaģnıy xB  kópligindegi barlıq traektoriyalardan, nol itimallıqtaģı 

traektoriyalar kópliginen basqa, mına qatnas orınlı ( ) 0inf ,

0
=


tX xs

t
, ol egerde (3.2.17) 

lemmanı esapqa alsaq, onda júdá kúshlirek qatnasqa iye bolamız.  

( ) 0, =
→

tX
t

im xs
 



46 

 

Solay etip V  funksıyası joqarı tártipli shekke iye boladı, onda 0))(,( , =
→

tXtV
t

im xs
. 

Biraq (3.2.17) baylanıslı barlıq traektoriyalar ushın xB  kópligindegi shekke iye 

bolamız 

( ) ( )( ) ( ))(,)(, ,. tXtVimtXtVim xs

t
U

xs

U
t →→

=    

Bunnan hám ( )xtV ,  funksıyasınıń oń anıqlanģanlıģınan xB  traektoriyasınan mına 

teńlikke iye bolamız 

( ) 0=
→

tXim
t
  

Usı  qatnastan hám (3.2.18)ten Teóremanıń durıslıģı kelip shıģadı. 

Teórema 3.2.6   Meylı  ( )rxUtCxtV 0),( 0

2   funksıyası bar bolsın, mına shártlerdi 

qanaatlandırıwshı 

0LV  eger 0,  xUx r    (3.2.19) 

( ) =
→

xtVim
tx

,inf
00

           (3.2.20) 

    Bılay boljayıq, yaģnıy D  shárti orınlansın. Sonda 0)( tX  sheshim (3.2.15) 

teńlemeniń itimallıģı boyınsha ornıqsız. Bunnan,Usı  jaģdayda waqıya  












rxX xs

t

)(sup ,

0

 

 barlıq rUxs  ,0  ushın nolge teń itimallıqqa iye. 

    Dálilew. Endi  ,r -arqalı    == xrx  , ( )tt rr   ,, min)( =  kópliginiń jetiskenligin 

belgileymiz. Al UU r \  oblastta barlıq r  ler ushın (3.2.19) den hám lemmadan 

mına qatnas 

( )( )( ) ( )xsVtXtMV r

xs

r ,),)( ,

,

,    

Endi →t da shekke ótsek hám D shártin esapqa alsaq, mınaģan iye bolamız yaģnıy 

( )( )( ) ( )xsVtXMV r

xs

r ,) ,

,

,    

SHebıshev teńsizliginen tomendegı bahaģa iye bolamız. 

( ) ( ) ),(sup,inf ,

0
0,

xsVrtXxtV xs

t
tx













 
 

bunda   -bólsa =x  kópliginde erisilgen birinshi moment  

     Eskertiw. Ornıqsızlıqtıń tomendegıge jetkilikli shártin alıwģa boladı. 
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1) (3.2.15.) teńlemeniń ( ) 0tX  sheshimi ornıqsız egerde   rxUt 0  oblastında 

(3.2.19), (3.2.20) hám (3.2.15) shártleri orınlansa.  

2) (3.2.15) teńlemeniń 0)( tX  sheshimi ornıqsız, egerde (3.2.20) shárt orınlansa 

hám 0sup 


LV
rxs

 shárti qálegen 0  ushın. 

Anıqlama. (3.2.15) teńlemeniń ( ) 0tX  sheshimi pútkilley (asimtotikalı) ornıqlı dep 

ataladı, egerde ol itimallıģı boyınsha ornıqlı bólsa hám onnan basqa, barlıq xs,  lar 

ushın 

( )  10. ==
→

tXim xs

t
  

  Teórema-3.2.7. (3.2.15) teńlemeniń ( ) 0tX  sheshiminiń pútkilley ornıqlılıģınıń 

jetiskenligi , yaģnıy ol itimallıģı boyınsha teń ólshemli ornıqlı bolıwı kerek, onnan 

basqa, ( )tX  protsessii x  oblasta qálegen 0  ushın qaytımlı bolıwı kerek. 

    Dalılllew. Solay etip ( ) 0tX  sheshim itimallıģıboyınsha teń ólshemli ornıqlı 

bólsa, onda qálegen 0 ushın 0  sháması bar bolıp, yaģnıy  

( ) 














tX ys

sty

,

,0

supsup  

0  arqalı x  kópliginiń birinshi jetiskenlik momentin belgileymiz Markov 

protsessiniń qásiyetine tiykarlanıp hám 0  sonday etip alıp, yaģnıy x  da, 

tomendegıge iye bolamız. 

( )  ( )  ( )  ( ) 

( ) 


 














=





= =



= =
→→    

tX

dyXdutXimdyXdutXim

yu

ut

su y su y

xsyu

t

xsxs

t

,

,,,,

sup

,, 

 

Usı  teńsizlikten Teóremanıń durıslıģı kelip shıģadı. 

   Teórema-3.2.8.  (3.2.15) teńlemeniń 0)( tX  sheshimi pútkilley ornıqlı bolıwı 

ushın, sonday bir oń anıqlanģan ( )ECxtV 0

2),(   funksıyasınıń bar bolıwı jetkilikli, 

shekisz kishi joqarı shekke iye bolıwı kerek, yaģnıy LV  funksıyası teris anıqlanģan 

bolıwı kerek, sonlıqtan 

→


),(inf
0

xtV
t

 dı →x  
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   Teórema-3.2.9.  (3.2.15) teńlemeniń  0)( tX  sheshimi pútkilley ornıqlı bolıwı 

ushın, tomendegı shártlerdiń orınlanıwı jetkilikli. 

1) )(tX  protsessi regulyarlı. 

2) Sonday bir ( )ECxtV 0

21 ),(   teris emes funksıyası bar boladı, yaģnıy 1LV  funksıyası 

teris anıqlanģan. 

3) Sonday bir sheksiz kishi shekke iye ( )ECxtV 0

22 ),(   funksıyası bar boladı, oń 

anıqlanģan, yaģnıy 02 LV  

Mısallar. Bir ólshemli protsessti qaraymız, 1E  de Ito stoxastikalıq differensial 

teńleme menen berilgen 

( ) ( ) )(,,)( tdXtdtXtbtdX +=     (3.2.21) 

Onnıń tuwındılı differensial operatorı tomendegı túrde boladı 

( ) ( )
2

2
2 ,

2

1
,

x
xt

x
xtb

t
L




+




+




=    (3.2.22) 

Tomendegıshe boljaymız, yaģnıy 0=x  toshkasınıń dógereginde tomendegı joyılma 

orınlı 

      (3.2.23) 

Bunda ( )tb  hám ( )t  funksıyaları shegarlanģan. 

   Meylı bazibir 0,0  k  hám barlıq 0t  mına shártler orınlanadı.  

( )
( )

 







+−

t

kds
s

sb
0

2

2



         (3.2.24) 

 

Sonda járdemshi funksıya  

( ) ( )
( )

)(
2

exp,
0

2

1 tVxdss
s

sbxxtV

t
 

 =
















+−−=   

jetkilikli kishi 0  ushın Teóremanıń barlıq shártlerin qanaatlandıradı. 

Haqıyqatında da ( )xtV ,1   funksıyasınıń oń anıqlanģanlıģı (3.2.24)den kelip shıģadı. 

Ekinshi tárepinen (3.2.22) hám (3.2.16)ge tiykarlanıp tomendegıge iye bolamız  

( ) ( ) ( ) ( )
 xttVxxtLV 0

2

1
, 2

1 +







+−= . 
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Sonlıqtan ( )tx 2sup


  da ( )xtLV 

1  funksıyası teris anıqlanģan, jetkilikli kishi 

0=x  toshkasınıń dógereginde. Bunnan kelip shıģadı, 0X  sheshim (3.2.24)shi 

shárttiń orınlanıwında itimallıģı boyınsha ornıqlı. 

     Meylı bılay boljayıq, yaģnıy bazibir 0,0  k  de hám barlıq 0t de mına shárt 

orınlanadı 

( )
( )

kds
s

sb

t

−







−−

0

2

2



             (3.2.25) 

Bul jaģdayda járdemshi funksıya  

( ) ( )
( )

 







−−+−=

t

ds
s

sbxnxtV
0

2

2
2

, 


  

(3.3.21) shártti qanaatlandıradı. Bunnan basqa, bul jaģdayda  

( )10),(2 +− xtLV  

   Qaralıp atırģan jaģdayda linerizatsiyalanģan sistemanıń ornıqlılıģı 

( ) ( )tXdtXdttbtdX += )()(  

(3.2.15) sistemanıń ornıqlılıģın óziniń ishine aladı. Ulıwma jaģdayda bulUsı lay 

emes Al (3.2.19) shárti sonnı qanaatlandıradı, dara jaģdayda, (3.2.15) sistema oń 

)(sb funksıyası menen, egerde ( ) ( ) 2/2 ssb −  teris turaqlıdan kishi bólsa. Solay etip, 

ornıqsız sistema ),(/ xtbdtdx =  stobilizerlengen bolıwı múmkin ( ) ( )tdxt  ,  

stoxastikalıq aģzanı kiritiw menen, egerde shawqımnıń inteksivligi ( )xt,2  

jetkilikli kishi bólsa Mısalı, turaqlı koeffitsientli sızıqlı ( )tXdbXdtdX +=  sistema 

2

2
b  ornıqlı bólsa. Keyingi teńlemeni mına túrde jazıp  

( )XbX +=       (3.2.26) 

 alınģan nátiyjeni bılay aytıw múmkin.  
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3.3 Eksponensial p -ornıqlılıq hám q -ornıqsızlıq 

Teńlemeniń 0)( tX  sheshimi 

( ) )(,),()(
1

tdXtdtXtbtdX r

k

r

r 
=

+=     (3.3.1) 

E  de bılay aytıladı  17 . 

1) r-ornıqlı ( ) 0,0  tp  de, egerde  

              ( )00,0)(sup ,

0,

→→


stXM
p

xs

tx




 

 2) asimptotikalı  r-ornıqlı, egerde al r-ornıqlı hám, bunnan basqa,                          

→→ ttX
p

xs ,0)(,   

 3) eksponensial r-ornıqlı dep ataladı, egerde bazibir oń turaqlı A hám  

( ) .exp)(, stxAtX
pp

xs −−       (3.3.2) 

Teórema. 3.3.1. (3.3.1) sistemanıń trivial sheshiminiń eksponensial r-ornıqlı bolıwı 

ushın 0t de, ),( xtV  funksıyasınıń bar bolıwı jetkilikli ( )EC 0

2  klassqa derek bolģan 

hám bazibir turaqlı 321 ,, kkk  tomendegı teńsizliklerdi qanaatlandırıwshı  

( )
pp

xkxtVxK 21 ,    (3.3.3) 

p
xkxtLV 3),( −          (3.3.4.) 

Dálillew. (3.3.3),(3.3.4) shártler )(tX  protsessiniń regulyarlıģı ushın jetkilikli, solay 

etip ),( xtV  funksıyası Teóremanıń shártlerin qanaatlandıradı.Usı  Teóremadan kelip 

shıģadı, yaģnıy ( ))(, , tXtV xs  bólsa barlıq st   ler ushın bar boladı. Mına 

( ) ),(),( , xsVtXtV xs −  ayırmanı Ito formulası arqalı ańlatamız, matematikalıq kútiliwin 

esaplap, hám (3.3.3),(3.3.4) shártti paydalanıp, mına teńlikke iye bolamız  

( ) ( ) ( )( )=−

t

s

xsxs duuXuMLVxsVtXtMV ,, ,,)(,  

Usı teńlikti t  boyınsha differensiallap hám (3.3.3), (3.3.4) esapqa alıp mınanı 

tabamız ( ) ( ))(,)(, ,

2

3, tXtMV
k

k
tXtMV

dt

d xsxs −   

 

Bunnan bahaģa kelip shıģadı 



51 

 

 

 

Usı bahadan hám (3.3.3) ten (3.3.2) kelip shıģadı.  

Teórema dálillenedi. 

   Teórema. 3.3.2 Egerde (3.3.1) sistemanıń 0)( tX sheshimi eksponensial r-arqalı 

bólsa, al b  hám   koeffitsientleri x  boyınsha shegaralanģan úzliksiz tuwındılarģa 

iye bólsa ekinshi tártipli , onda ( ) ( )ECxtV 0

2,   funksıyası bar bólsa, (3.3.3), (3.3.4) 

teńsizliklerdi qanaatlandırıwshı hám bazibir 04 k  

2

4

2
1

4 ,
−−









 p

ji

p

i

xk
xx

V
xk

x

V
       (3.3.5) 

Dálillew. Endi mına funksıyanıń  

( ) 
+

=

Tt

t

p
xt duuXMxtV )(, ,   (3.3.6) 

Teóremanıń barlıq shártlerin qanaatlandıratuģının kórsetemiz, 0T  saylap alıwda. 

Haqıyqatındada , (3.3.2) ge tiykarlanıp 
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p
xkdutuxAxtV 1exp),( =−− 

+

  

Solay etip b  hám r  koeffitsientleri ix  boyınsha shegaralanģan dara tuwındılarģa 

iye bólsa, al ( ) ( ) 00,,00, == tbtr  onda mına baha orınlı 

( ) ( ) xkxtbxkxta iij 5

2

5 ,;,   

Bunnan kelip shıģadı, yaģnıy  

( ) pp
xkxL 6     (3.3.7) 

Endi 
p

x  funksıyaģa Ito formulasın qollanıp hám (3.3.7)ni paydalanıp, mınaģan iye 

bolamız 
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Endi T  saylap alıp, mına shárt orınlanatuģın etip  

( )
pp

xt xTtXM
2

1, +     (3.3.8) 

bunnan mına teńsizlikke iye bolamız ( )62/),( kpxxtV
p

 . Al (3.3.3) qatnas 

dálillenedi. ( )xtV ,  funksıyasınıń tegisligi talap etilgen hám (3.3.4) qatnastı alamız. 

Aqırında tomendegı bahaģa iye bolamız 
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  Lemma 3.3.1. Meylı ( )xtxtb r ,),,(   koeffitsientleri 3.3.2 Teóremanıń shártlerin 

qanaatlandırsın, sonlıqtan 


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
s

p
xs dttXM )(,       (3.3.9) 

Sonda  

0)(, =
→

p
xs

t
tXMim   (3.3.10) 

  Dalılllew Bazibir turaqlı 0k  ushın teńsizlik orınlı  


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Solay etip,  

p
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p
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t
)()( ,, 


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  (3.3.11) 

Al (3.3.9) hám (3.3.11), kelip shıģadı (3.3.10) qatnas 

   Endi q -ornıqsızlıq túsinigin úyrenemiz.  

(3.3.1) sistemanıń trival sheshimi q -eksponensial ornıqsız dep ataladı, egerde 

bazibir oń A  hám   turaqlısı ushın 

( ) stxAtXM
qq

xs −−
−−

exp)(,  

Al q asimtotikalıq ornıqsızlıqtan bazibir 0q  ushın itimallıģı boyınsha ornıqsızlıq 

kelip shıģadı, solay etip SHebıshev teńsizliginen qálegen 0R  ushın.  

 
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  Teórema 3.3.3 Eksponensial q -ornıqsızlıqtan (3.3.1) sistemanıń 0)( tX  sheshimi 

0t  de ( )xtV ,  funksıyasınıń bar bolıwı jetkilikli, )(0

2 EC klassqa derek hám mına 

teńsizliklerdi qanaatlandırıwshı 

( ) ( )
qqq

xkxtLVxkxtVxk
−−−

− 22 ,;,
1

    (3.3.12) 

 

  Teórema 3.3.4. Egerde b  hám r  koeffitsientleri ekinshi tártipli x  boyınsha 

úzliksiz tuwındılarģa iye bólsa, al (3.3.1) sistemanıń 0)( tX sheshimi eksponensial 

q -ornıqsız, onda ( )xtV ,  funksıyası bar boladı (3.3.12) teńsizlikleridi hám mına 

teńsizliklerdi qanaatlandırıwshı 
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Teórema 3.3.5  Egerde 3.3.1 Teóremanıń shártleri orınlansa, onda sonday bir 0  

turaqlısı bar boladı, yaģnıy qálegen ssEx  ,  bólsa birge teń itimallıq penen 

mına qatnas t

xs

xs KtX − ,

, )(  orınlı. Sonlıqtan xsK ,  tosınanlı sháma shekli derlik. 

Dálillew.    Mına  
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Funksıyası ushın (3.3.3) hám (3.3.4) shártten 0x  de mına teńsizlik kelip shıģadı  

0expexp
2

3

2

3

2

3 








+








= LV
tk

tk
V

tk

tk

k

k
LW  

Bunnan kelip shıģadı, ( ))(, , tXtW xs  protsessi supermortingal. Ol oń, barlıq xs,  ler 

ushın onda shekli shek bar boladı ))(,( , tXtW xs yaģnıy →t . Bunnan  

= xs

xs

t

AtXtW ,

, ))(,(sup  

Birge teń itimallıq penen. Sonlıqtan  

( ) t

xs

xs eAtXtV 
,
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Bunnan, (3.3.3) shártti esapqa alsaq, Teóremanıń nátiyjesine iye bolamız 

.  
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Juwmaq 

Bulxpitkeriu dkanigelik jumısında tomendegı tiykarģı nátiyjeler alınadı. 

1. Turaqlı koeffitsientli sızıqlı stoxastikalıq differensial teńlemesi qaraladı. 

Lyapunov funksıyasın d kvadratlı kóriniste alıp sızıqlı stoxastikalıq sistema ushın 

baha alınadı. Baslanģısh qozdırıwdı bahalaw qaraladı. Waqıt boyınsha ótiw 

protsessii kórsetiledi 

2. Sızıqlı stoxastikalıq sistemanıń ornıqlılıģın izertlew máselesi matritsalıq 

Lyapunov-Silvestr teńlemesin sheshiwge alıp kelinetuģın kórsetiledi. 

3. Sızıqlı stoxastikalıq sistemanıń baslanģısh qozdırıw oblastın bahalaw kórsetiledi. 

4. Optimal Lyapunov funksıyasınıń algoritmin tabıw qaraladı. Tuwındını 

parametrizatsiyalaw algoritmi hám funksıyanı parametrizatsiyalaw algoritmi. 

5. Sızıqlı stoxastikalıq sistemada waqıt boyınsha protsessin optimallastırıw máselesi 

qaraladı. Optimallastırıw máselesi qaraladı. Optimallastırıw máselesiniń 

sheshiminiń sistemasınıń túrine baylansılılıģı kórsetiledi.  

6. Optimizatsiyalaw algoritmleri keltiriledi. Nur boyınsha sozıw algoritmi hám 

menshikli vektor boyınsha sozıw algoritmi. 

7. Sızıqlı stoxastikalıq sistemanıń sheshiminiń ornıqlılıq máselesinde Silvestr-

Lyapunov matritsalıq teńlemesi qollanılatuģını kórsetiledi. 

 

 


