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So’z boshi

Ushbu qo’llanma Jizzax Politexnika institutining “Sanoat texnologiyasi va Qqurilish” hamda
“Transport vositalarini ishlatish” fakultetlarida o’rganiladigan analitik geometriya kursi dasturi asosida
tuzilgan.

Talabalar analitik geometriya kursini o’rganayotganda ushbu qo’llanmadan foydalanib
masalalarni mustaqil yechishda, nazariyani amaliyotda qo’llashni o’rganishda qiynalmaydilar.

Bu qo’llanmaga turli koordinatalar sistemalari, tekislikda analitik geometriyaning sodda
masalalari, vektorlar algebrasi, tekislikda chiziq tenglamasi, birinchi tartibli chiziglar tenglamasi
kiritilgan.

Qo’llanmani  yozishda, ya'ni materiallarni joylashtirishda A.V.Kletenikning “Analitik
geometriyadan masalalar to’plami” kitobining tartibidan foydalanildi.

Har bir paragrafning boshida shu paragraflardagi masalalarni yechish uchun kerak bo’ladigan
ta'riflar va formulalar kiritilgan.

Mazkur qo’llanma lotin yozuvida birinchi marta nashr etilmoqda, unda kamchilik va xatolar
bo’lishi ham shubhasiz.

Qo’llanma hagida bildirilgan fikr va mulohazalarni chuqur mamnuniyat bilan gabul gilamiz.

Avtorlar.



Birinchi bob.
Koordinatalar sistemasi.
Analitik geometriyaning sodda masalalari.

1-§. O’q va 0’q kesmalari. To’g’ri chiziqdagi Dekart koordinatalari.

Faraz gilaylik birorta to’g’ri chiziq berilgan bo’lsin. Uning ikkita o’zaro garama-garshi yo’nalishi
mavjud. Bu yo’nalishlardan birini tanlab olib, uni musbat deb, unda garama-qarshi yo’nalishni esa
manfiy yo’nalish deb ataymiz. Musbat yo’nalishi aniqlangan to’g’ri chizigni o’q deb ataymiz. To’g’ri
chizigning ikkita nuqtasi orasidagi bo’lagi kesma deb ataladi. Kesmaning yo’nalishini ta'riflash uchun
uni chegaralovchi nuqtalardan birini kesmaning boshi deb, ikkinchisini kesmaning oxiri deb olinadi.
Boshlang’ich A nugtasi va oxirgi B nuqtasi ko’rsatilgan kesma yo’nalgan kesma deyiladi va u AB
shaklida belgilanadi.

Biror o’qda yotgan kesmaning yo’nalishi o’qning musbat yo’nalishi bilan mos tushsa, u vaqtda
kesmaning algebraik miqdorini musbat deb olamiz, 0’qning musbat yo’nalishiga kesmaning yo’nalishi
teskari yo’nalgan bo’lsa, kesmaning algebraik miqdorini manfiy deb olamiz. Kesmaning uzunligi

hamma vaqt musbat son bilan ifodalanadi. AB kesmaning uzunligi |AB| shaklida yoziladi.

Yo’nalishlari gqarama-qarshi bo’lgan AB va BA kesmalarning uzunliklari bir-biriga teng, ya'ni
|AB|=|BA| ammo AB va BA kesmalarning algebraik miqdori bir-biridan ishorasi bilan farq giladi,
ya'ni

AB =—-BA

Agar AB kesmada A va B nugtalar ustma-ust tushib qolsa, kesmani nol kesma deb olamiz. Nol
kesmaning uzunligi nolga teng bo’ladi. A, B, C dan iborat uchta nuqta o’qda har qanday xolatda
joylashganda ham AB, BC, AC kesmalarning algebraik miqdori o’zaro ushbu

AB+ BC = AC (1)

ayniyat bilan bog’langan bo’ladi.

To’g’ri chizigdagi nuqtaning o’rnini aniqlash uchun, shu to’g’ri chiziqdagi biror yo’nalishni
musbat yo’nalish deb gabul gilamiz. So’ngra uzunlik birligini tanlab olib, 0’qdagi ixtiyoriy O nuqgtani
sanoq boshlanadigan nuqta deb gabul (koordinata boshi deb) gilamiz. Hosil bo’lgan o’qni OX o0’qi deb
ataymiz. Bu holda OX o’qdagi har ganday M nuqtaning o’rni OM kesmaning algebraik miqdori bilan
aniglanadi. M nugtaning koordinatasini x harfi bilan belgilasak, u holda: x=0M bo’ladi.

Agar koordinata sistemasida ixtiyoriy ikkita M, (x, ), M,(x,) nuqtalar berilgan bo’Isa, u holda

MM, =X, —x (2)
yoki
p(M1'M2)2|M1M2|:|x2_X1| (3)
formula M M, kesmaning uzunligini ifodalaydi.

1-masala. Koordinatalari |2x+ 7| =11 tenglamani ganoatlantiradigan nugqtalar topilsin.

Yechish: Berilgan tenglama, quyidagi ikkita 2x+7=11 va —2x—-7=11 tenglamalarda
ekvivalent. Bu tenglamalarni yechib x, =2 va x, = -9 ni topamiz.

Shunday gilib, izlangan nuqtalar A,(2) va M,(-9).

2-masala. Koordinatalari ushbu

x* —8x+15<0
tenglamani ganoatlantiradigan nugtalarning o’rni topilsin.

Yechish: x*—8x+15=0 kvadrat tenglama x, =3 va x, =5 ildizlarga ega. Demak, 3<Xx<5
tengsizlikni qanoatlantiradigan nuqtalarning koordinatalari berilgan tengsizlikni qanoatlantiradi.
3-masala. A(10)va p(A B)=|AB|=14 berilgan. B nugtanig koordinatalari topilsin.

Yechish: B nugtaning koordinatasi x, bo’lsin. U holda (2) formulaga binoan:
p(A B)=|AB|=|x, —x|=|x, —10| =14



Bu tenglama X, —10=14, X, —10=-14 tenglamalarga ekvivalent. Bulardan X, =24,X, =—4

Demak, B nugtaning koordinatalari x, =24 yoki x, =—4

4-masala. Uchta nugta berilgan: A(3),B(14) va C(9). Bu nugtalardan har biri golgan ikki nugta
orasidagi kesmani qanday nisbatda bo’lishini aniglang.

Yechish: 1) C nuqta AB kesmani 4, :% nisbatda bo’ladi;
AC_9-3 6
CB 14-9 5
. AB . -
2) B nugta AC kesmani A, =8¢ nisbatda bo’ladi;

j1:

AB 14-3 11

“"8sc 914 s

3) A nugta BC kesmani A, =% nisbatda bo’ladi;
L_BA_14-3 11
AC 9-3 6

5-masala. M(x) nugta M,(x,) va M,(x,) nuqtalar bilan chegaralangan M,M, kesmani

L MM

nisbatda bo’ladi. Shu nisbatni aniglang.
2

Yechish: (2) formulaga binoan M,M = x—x, va MM, = x, —x,. Demak, izlanuvchi nisbat

Pt (4)
Xy =X

formula bilan topiladi.

Mustaqgil yechish uchun masalalar

1-masala: Koordinatalari ushbu [2x+7|=11 tengsizlikni ganoatlantiruvchi nugtalar-ning o’rni
topilsin.

2-masala: A(21), B(—7) nugqtalar berilgan: 4B kesmaning algebraik miqdori 4B va uzunligi
p(AB) topilsin.

3-masala: C(~2) nugta A(4) va B(x) nuqtalar orasidagi kesmani ;tzg nisbatda bo’ladi.

B nugtaning koordinatasi topilsin.
4-masala: M(x) nugta M,(x,) va M,(x,) nugtalar bilan chegaralangan MM, kesmani

MM . . . . . o
A= M}l\/[ nisbatda bo’ladi. A nugtaning koordinatasi x topilsin.
2

5-masala: A4(7) va B(25) nuqtalar bilan chegaralangan kesma uchta teng bo’laklarga bo’lingan.
Bo’linish nugtalarining koordinatalari topilsin.

6-masala: 4B kesma M1(7) va M, (19) nuqtalar yordamida uchta teng bo’lakka bo’lingan. 4B
kesma uchlarining koordinatalari topilsin.

2-§. Tekislikdagi va fazodagi to’g’ri burchakli Dekart koordinatalari.

1.Tekislikdagi nuqtalarning koordinatalari. Tekislikdagi nuqtaning o’rnini sonlar yordamida
aniglash uchun biror O nuqtada kesishuvchi, bir-biriga perpendikulyar bo’lgan ikkita to’g’ri chiziq
olamiz. Ularning biri OX o’qi yoki abstsissalar o’qi, ikkinchisi OY o’qi yoki ordinatalar o’qi deb
ataladi. Bularning kesishgan O nuqtasi koordinatalar boshi deyiladi. Ularning har birida musbat
yo’nalishlar strelkalar bilan ko’rsatiladi.



AV Har bir 0’q uchun uzunlik birligini (PQ|=e)
M tanlab olamiz. M_ tekislikning ixtiyoriy nuqtasi

¥ bo’lsin. Bu nuqtaning berilgan sistemadagi
koordinatalari deb

x=0M,,y=0M, (1)
sonlarga (1-chizma) aytiladi. M nuqgta x abstsissa
P Q % va y ordinataga egaligini qisqacha ko’rsatish
> magsadida M(x;y) yozuvdan foydalaniladi.

O p Q M,

‘ 1- Chlzma . dinatalari. Fazoda to’q’ri burchakli Dekart koordinatalari
sistemasi uzunlikni o’lchovchi birlikning va biror tartibda belgilangan (ya'ni ulardan gaysi biri birinchi,
ikkinchi va uchinchi ekanligi ko’rsatilgan), bir nuqtada kesishuvchi o’zaro perpendikulyar uchta
o’gning berilishi bilan aniglanadi.

O’glarning kesishish nuqtasi koordinatalar boshi, o’qlarning 0’zi esa koordinata o’qlari deb
ataladi, bunda ulardan birinchisi abstsissa 0’qi, ikkinchisi ordinata o’qi,

AZ uchinchisi aplikata o’qi deb ataladi. Koordinatalar
boshini O harfi bilan, abstsissa 0’qini OX, ordinata
o’qini OY, aplikata o’qini OZ harfi bilan

M, belgilaymiz.
M _fazoning ixtiyoriy nugtasi bo’lsin (2-

o x chizma). Shu M nuqgtaning berilgan sistemasidagi

M, koordinatalari deb
fr x=0M,,y=0M,,z=0M, (2)
f 2-chizma sonlarga aytiladi.

M nugta x abstsissaga, y ordinataga va z aplikataga egaligini gisqacha ko’rsatish uchun
M (x; y;z) yozuvdan foydalaniladi.

1-masala. M (13;21), N(— 9;15) va P(?;—lO) nuqtalarning ordinata o’qidagi proektsiyalarining
koordinatalari topilsin.

Yechish: M, N, P nugtalarning OY o’qdagi proektsiyalarini mos ravishda M ,N, va P, bilan
belgilaymiz. U holda shartgako’ra M,N va P nugtalar koordinatalaridan (2) formulaga ko’ra
OM, =21,0N, =15 va OP, =10 bo’ladi.

Demak, M,N va P nugtalarning ordinata o’qidagi proektsiyalarining koordinatalari mos
ravishda M (0;21), N, (0;15) va P,(0;~10) ko’rinishda bo’ladi.

2-masala. M(35),N(~2;4) va P(6;-5) nugqtalar berilgan. OY o’qiga nisbatan M,N va P
nuqtalarga simmetrik bo’lgan nuqtalarning koordinatalari topilsin.

Yechish:OY o’qiga nisbatan M’ nuqgta, M nuqtaga simmetrik bo’lsin. U holda MM’ kesma
OY o’qiga perpendikulyar bo’lib, uning o’rtasini ifodalovchi Q nuqta OY o’qida yotadi. Shuning
uchun M’ nugtaning ordinatasi M nugqtaning ordinatasi kabi bo’ladi. QM kesmaning uzunligi QM
kesmaning uzunligiga teng bo’ladi, ya'ni:

=|QM|=
QM' va kesmalarning yo’nalishlari bir-biriga garama-garshi bo’lganligi uchun
QM"=-QM =-3

Demak, M’(~3;5) bo’ladi.

Xuddi shunday yo’l bilan OY o’qiga nisbatan N(— 2;4) va P(6;—5) nuqtalarga simmetrik
bo’lgan N’ va P’ nuqtalarning koordinatalari N’(2;4) va P'(-6;-5) bo’lishiga ishonch hosil gilish
giyin emas.

3-masala. Koordinatalari ushbu



1) xy>0
2) 4x-5y <0
3) 2x+3y =0
shartlarni ganoatlantiruvchi M(x; y) nugtaning gaysi choraklarda joylashishini aniglang.
Yechish: 1) M(x;y) nugtaning koordinatalari xy >0 tengsizlikni qanoatlantirsin. Bu tengsizlik
quyidagicha
X > 0} X < 0} L '
a) va b) tengsizliklarga ekvivalent.
y>0 y<0

Bu tengsizliklardan: a) xolatda M(x; y) nuqgta | chorakda va b) xolatda Ill chorakda yotadi
degan xulosa kelib chigadi.

2) M(x;y) nugtaning koordinatalari 4x—5y <0 tengsizlikni qanoatlantirsin. Bu tengsizlik
x>0,y <0 bo’lganda, yani M (X; y) nugta IV chorakda joylashganda bajarilmaydi.

Demak, 4x-5y<0 tengsizlik bajarilganda M(x;y) nugta LILIII choraklarda joylashishi
mumekin.

3) M(x;y) nugtaning koordinatalari 2x+3y =0 tenglikni qanoatlantirsin. Bu tenglik fagat uch
xolda:

a) x<0,y>0; b) x>0,y<0; ¢)x=0,y=0;

bajariladi. Bu xolatlardan, 2x+3y =0 tenglik bajarilganda, M(x; y) nugta Il yoki IV choraklarda
yotadi degan xulosa kelib chigadi.

Mustaqil yechish uchun masalalar

1-masala: A(7;2), B(— 3;9),C(11;—2) nugtalarning  abstsissa  o’qidagi  proektsiyalarining
koordinatalarini toping.

2-masala: M(7;5;10) nugtaning:a) OXY tekisligiga; b) OXZ tekisligiga; c¢) OYZ tekisligiga;
d) abstsissa 0’qiga; €) ordinata o’qiga; f) aplikata o0’qiga proektsiyasini toping.

3-masala: M(3;—4;1) nuqta berilgan: a) OXY,0OYZ,OXZ tekisliklariga; b) abstsissa, ordinata,
aplikata o’qlariga; c) koordinata boshiga nisbatan M nuqtaga simmetrik bo’lgan nuqtalar topilsin.

4-masala: A(5;4), B(— 4;2) va C(6;—3) nuqtalar berilgan: OX o’qiga nisbatan A, B,C nugtalarga
simmetrik bo’lgan nuqtalarning koordinatalari topilsin.

5-masala: Koordinata boshiga nisbatan A(2;4) nugtaga simmetrik bo’lgan nugta topilsin.

3-§. Qutb koordinatalar sistemasi.

Biz yuqorida nuqtaning vaziyatini aniqlash uchun to’g’ri burchakli Dekart koordinatalari
sistemasidan foydalanib keldik. Bu sistemadan tashqari yana bir necha koordinata sistemalari ham
mavjud.

Masalan: Qiyshiq burchakli Dekart koordinatalari sistemasi, qutb koordinatalar sistemasi,
silindrik va sferik koordinatalar sistemasi. Bu koordinatalar sistemasi matematik analiz, mexanika va
texnikada juda ko’p ishlatiladi. Bu sistemalardan qutb koordinatalar sistemasi ko’p masalalarni
yechishda ancha qulaylik beradi.

Bu sistema yordamida tekislikdagi nuqtaning vaziyatini aniqlash uchun qutb deb ataluvchi O
nuqta, shu nuqtadan chiquvchi qutb 0’qi deb ataluvchi OA nur, uzunlikni o’lchash uchun masshtabning
berilishi bilan aniqlanadi. Bundan tashqari qutb sistemasining berilishida O nugta atrofida ganday
burilishlar musbat hisoblanishi ham berilishi kerak. Odatda “soat strelkasi” yo’nalishiga teskari
bo’lgan burilishlar musbat hisoblanadi.

M Qutb koordinatalar sistemasida tekislikdagi
o har ganday M nuqgtaning vaziyati shu nuqgta bilan
qutb boshi O nugta orasidagi OM = p masofa va

@ A

\ B

6

3-chizma



OM bilan qutb 0’qi OA nur orasidagi ZAOM = ¢
burchak bilan aniglanadi.
p,=0Mni M nugtaning qutb radiusi, ¢
burchak esa M nuqtaning qutb burchagi deyiladi.
Burchakni ishorasini hisobga olib
+ 27K ko’rinishdagi qo’shiluvchilargacha aniqlikda olish mumkin. Shunday qilib M nugtaning qutb
koordinatalari M(p; @) ko’rinishda yoziladi.

M nuqtaning qutb burchagi gabul qilishi mumkin bo’lgan qiymatlari orasidan —z <@ <x
tengsizlikni qanoatlantiradigan aniq qiymat ajratiladi va bu qiymatni biz bosh qiymat deb ataymiz.
Agar qutb koordinatalar p va ¢@lar —oo dan +oo gacha o’zgaradigan bo’lsa, qutb koordinatalar
sistemasi umumlashgan qutb koordinatalar sistemasi deyiladi.

Endi biror nugtaning qutb koordinatalari ma'lum, uning Dekart koordinatalari hisoblansin va
aksincha, nuqtaning Dekart koordinatalari ma'lum, uning qutb koordinatalari hisoblansin degan

masalani ko’rib chigaylik.
Aytaylik, qutb koordinatalar  sistemasining

by qutbi to’g’ri  burchakli Dekart koordinatalar
M sistemasining  boshi  bilan, qutb o0’qi esa
0 abstsissalarning musbat yarmi bilan ustma-ust
tushsin ~ (4-chizma). M_  tekislikning  ixtiyoriy
L y nugtasi, (X; y)-uning Dekart koordinatalari, (p; go) -
q:r ) qutb koordinatalari bo’lsin. Bu koordinatalar orasida
0 x N g 7 C?S ¢} 1)
4-chizma y=psSing
munosabat mavjud. Bu formulalarga asosan:
<oy = pf @)
@ = arctg % (3)

munosabatlarni yozish mumkin.

1-masala. Qutb koordinatalar sistemasida M, (p;;@,) va M,(p0,;¢,) nugtalar orasidagi d masofa
topilsin.

Yechish:

5-chizma

Kosinuslar teoremasiga asosan:
d? =0OM; + OM? - 20M, -OM, - cos ¢ bunda @ = @, — @
d?=pf +p2—2p,- p,-cosp, — ) yoki

d=\pt+p:=2p, p,-cos(p, ~ ) (4)  bo’ladi.
2-masala. 1-masala chizmasi bo’yicha OM;M, uchburchakning yuzi topilsin.
Yechish: Bu uchburchakning yuzi quyidagi formula bilan hisoblanadi.

1 .
S=2pprsine, ~ ) (5)



Bu formulani S = %OM1 -OM, -sin ¢ formulaga asoslanib yozdik.

3-masala. Kvadratning ikkita garama-garshi uchining koordinatalari P(S;_%j va Q[G;%)

berilgan. Kvadratning yuzi topilsin.
Yechish: R & PRQS kvadratning yuzi

1., 1
S=>d*==PQ°
y ;07 =5

formula orgali ifoda gilinadi. PQ diagonalning
P g uzunligini  hisoblashda ~ (4)  formuladan
foydalanamiz:

6-011i2111a5
T Vs )
=8, =6, =——, =— bo’lib
£ P> 2] 12 P, 4

d? :82+62—%-8-6-cos% yoki

s=X(100-24.1)=1.88-44 S =44 kv.birlik
2 2 2
Mustaqil yechish uchun masalalar
1-masala: Qutb koordinatalar sistemasida ABCD parallelogrammning {4;—%), B(G; %j

uchlari berilgan. Parallelogramm diagonallarining kesishish nuqtasi qutb koordinatasi bilan mos
tushadi. Parallelogrammning qolgan ikki uchi topilsin.

2-masala: Qutb koordinatalar sistemasida Ml[S; Z—Zj va MZ(S;—%J nuqtalar berilgan. M, va

M, nugqtalarni birlashtiruvchi kesma o’rtasining qutb koordinatalari topilsin.
3-masala: Uchlari {4;%), 8(4;?_—72[) va C(S;%J qutb koordinatalar sistemasida berilgan
ABC uchburchakning yuzi topilsin.

4-§. Kesmaning ixtiyoriy o’qdagi proektsiyasi. Kesmaning
koordinata o’qdagi proektsiyasi. Kesmaning uzunligi va
qgutb burchagi. Ikki nugta orasidagi masofa.

Faraz gilaylik MM, kesma va bironta U 0’q berilgan bo’lsin (7-chizma). M, va M, nuqtalardan
U o’qqa perpendikulyarlar tushuramiz va bu perpendikulyarlarning asoslarini mos ravishda P, va P,
bilan belgilaymiz. PP, kesmaning miqdori berilgan M;M, kesmaning U o’qqa proektsiyasi deb
ataladi va bu 77p;M,;M, = B,P, ko’rinishda yoziladi.

Ixtiyoriy kesmaning OX o’qiga proektsiyasi X va OY o’qqa proektsiyasi Y bilan belgilanib,
M,M, kesmaning koordinata o’qlariga proektsiyalari mos ravishda X =X, —X,, Y =Yy, —Yy, bo’ladi.

M,(x;y,) va M,(x,;y,) nugtalar orasidagi masofa esa d =+/(x,—x ) +(y,-y,f formula bilan
aniglanadi. AT

(@)

7-chizima
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Endi M;M, kesmaning M, nuqgtasidan OX o’qiga parallel va uning yo’nalishi bo’yicha
yo’nalgan V nurni o’tkazamiz. V nurni M;M, nur bilan hosil gilgan burchakni « bilan belgilaymiz.
Bu a burchakka M;M, kesmaning berilgan koordinata o’qiga nisbatan qutb burchagi deyiladi. U
holda M,M, kesmaning koordinata o’qiga proektsiyasi:

X =d-cosa, Y =d-sinabo’ladi. Bu yerda d = M;M, kesmaning uzunligi. Bu formulalardan:

U2 X : Y
d=vX°+Y", COSa—m, smoz_\/W

Aytaylik L ixtiyoriy o’q bo’lsin. U holda M;M, kesmaning L o’qiga o’qish burchagini g
desak.

Ilp MM, =d -cos S bo’ladi.

Fazoda ikki M, (x,;y,;2,) va M,(x,;Y,;Z,) nuqtalar orasidagi d masofa

d= \/(Xz - X1)2 +(y2 - Y1)2 +(22 - 21)2

formula bilan aniglanadi.
1-masala. 7-chizmada M,(2;1) va M,(8;9) bo’lsin. « =% bo’lsa, M;M, kesmaning OX o’qiga

proektsiyasi topilsin.
Yechish: M,;M, kesmaning uzunligi

d =\/(X2—X1)2+(y2 —yl)2 =+/36+64 =10 bo’lib,

IIpoy MM, =d -c05a=10~cos%=10-§=5\/§

Demak, IIpyM,;M, =53 bo’ladi.
2-masala. Uchburchakning tomonlari a,b,c bo’lsin. Agar: a) a’+b®>c” bo’lsa, ¢ tomon

qarshisidagi burchakning o’tkir burchak ekanligi; b) a®+b® <c® bo’lsa, ¢ tomon qgarshisida yotgan
burchakning o’tmas burchak ekanligini isbotlang.
Isboti: Hagigatdan ham kosinuslar teoremasiga asosan: c°=a”+b*—2abcosC bundan
a’ +b® —c?

co0sC =—— bo’ladi.
2ab
Demak: a) agar a® +b* >c’bo’lsa, a* +b*—c*>0 va cosC >0 bo’lib, 0°<C <90°, ya'ni C
o’tkir burchak bo’ladi. b) agar a* +b* <c?® bo’lsa, a’>+b*-c®<0 va cosC <0 bo’lib,

90° < C <180°, ya'ni C o’tmas burchak bo’ladi.

3-masala. Uchlari A(7;-2), B(-3;2) va C(L-8) nugtalarda bo’lgan uchburchakning ichki
burchaklari ichida o’tmas burchagi bormi?

Yechish:

Avvalo uchburchak tomonlarining uzunliklarini hisoblaymiz.

|AB| = /(~3-7) +(2+2) =+100+16 =/4-29 = 2,29
IBC| = (1+3) +(~8-2)* =16 +100 =~/4-29 = 2/29
AC| = /(L= 7)? +(~8+2)* =+/36+36 = /2-36 = 6+/2




bundan ko’rinadiki VABC teng yonli
bo’lib, ZBAC = ZBCA bo’ladi. Shu bilan
B birga /BAC va /BCAlar o’tkir burchak
bo’ladi. VABC tomonlari uzunliklari

uchun  |AC|" <|AB[" +|BC|"  tengsizlik
o’rinli, bundan esa 2-masalaning isbotiga
4 asosan ZABC ning o’tkir burchakligi kelib

chigadi. Demak, VABCning ichki
burchaklari ichida o’tmas burchak yo’q

&=

ekan.
4-m \ _ ilsinki, undan A(2;4;3) nuqgtagacha bo’lgan masofa
8-chizma

13 gaten cC

Yechish: Izlanuvchi B nuqta abstsissa o’qida yotganligi uchun uning koordinatalari B(X;O;O) ga
teng. Shartga ko’ra |BA| =13 bo’lganligi uchun \/(X - 2)2 + (4 — 0)2 + (3 — 0)2 =13  yoki
(x—2f +16+9=169 = x—2=+12 dan x, =14,x, =—10 bo’lib, masalaning shartini ikki nuqta
B,(14;0;0) va B,(~10;0;0) nugtalar ganoatlantiradi.

Mustaqil yechish uchun masalalar

1-masala: Uchlari A(2;-53), A,(0;-9;6) va A,(4;-3;7) nuqtalarda bo’lgan uchburchakning
to’g’ri burchakli ekanligini isbotlang.

2-masala: Parallelgrammning uchta uchlari A(8;—4), B(8;3),C(— 4;5) berilgan bo’lib, to’rtinchisi
D esa B ga garama-garshi joylashgan. Parallelogramm diagonallarining uzunliklari topilsin.

3-masala: Uchburchakning uchlari A(5;2), B(7;6) va C(—2;9) berilgan. Bu uchburchakka tashqi
chizilgan aylananing markazi O va radiusi R topilsin.

4-masala: Ordinata o’qida A(—2;5;3) va B(3:;4) nugtalardan bir xil uzoglikda yotgan nugta
topilsin.

5-masala: M,(4;2),M,(14;3) nugqtalar berilgan. M,M, kesmaning A(-2;3) va B(10;8)
nuqtalardan o’tuvchi va yo’nalishi AB kesmaning yo’nalishiga mos tushgan L o0’qqa proektsiyasi
topilsin.
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5-§. Kesmalarni berilgan nisbatda bo’lish.

To’g’ri burchakli Dekart koordinatalari tekisligida ixtiyoriy ikkita Ml(xl; yl), MZ(Xz;yz)
nuqtalar berilgan bo’lsin. Bu nuqtalar orqali to’g’ri chiziq o’tkazib, unda musbat yo’nalishni
aniqlasak, o’q hosil bo’ladi. Bu o’qda M, va M, nugtalar bilan ustma-ust tushmaydigan uchinchi
M (x; y) nugta olamiz (9-chizma).

v L
AV A
L ¥ M,
Mg/
Fa
M,
Y Hy

J M

M, Y
A
o &1 x %3 v @] x X x =

9-cluzma

Agar M;M kesma algebraik miqdorini MM, kesma algebraik miqdoriga nisbati ﬂ(ﬁ # —1son) ga
teng bo’lsa, u holda M nugta MM, kesmani A nisbatda bo’ladi deyiladi. Bunda M nuqta har
ganday joylashgan bo’lsa ham bu nuqtaning koordinatalari

X:x1+/1xz’ _ Nt 1)

1+4 1+ 4
formulalar bilan aniglanadi.

Agar M nugta M, va M, nugtalar orasida yotsa, A musbat son, M nuqta M,M, kesmaning
tashqgarisida yotsa 4 manfiy son bo’ladi.
Agar M;M =MM, bo’lsa, M nugta M;M, kesmani teng ikkita bo’ladi. Bu holda A =1 bo’lib,
(1) formula
Xt X ity
X= . 2
R (2)

ko’rinishni oladi.
Agar MM, kesma fazoda berilgan bo’lsa, u holda M nugtaning koordinatalari:
X:xl+;tx2’ :y1+/1y2’zzzl+/1z2 (3)
1+ 4 1+2 1+2

formulalar bilan topiladi.
Shunday qilib (1)—(3) formulalar kesmani berilgan nisbatda bo’lish formulalari hisoblanadi.

1-masala. Parallelogrammning ikkita qo’shni A(3;4),B(~18) uchlari va uning diagonallari
kesishish nuqtasi E(— 5;3) berilgan. Parallelogrammning qolgan ikkita uchlarining koordinatalari
topilsin (10-chizma).

Yechish:

Parallelogrammning i . yD) bilan belgilaymiz (10-chizma).
Parallelogrammning diag; Y kiga bo’linadi, shuning uchun (2)
formulaga binoan 10-chizma

XE:XA+XC,YE:YA+YC va
2 2
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:XB+XD Y :YB+YD
v TE

X
E 2 2

bo’lib, bu

tengliklardan:
Xo=2X. —X,=2-(-5)-3=-13
Yo =2, -Y,=2-3-4=2
Xp =2Xg =Xy =2-(-5)—(-1)=-9
Yo =2Yg =Yy =2-3-8=-2
Demak, parallelogrammning izlanuvchi uchlari koordinatalari C(~13;2) va D(—9;—2) bo’ladi.
2-masala. To’rtburchakning uchlari A(7;7), B(0;11), C(—5;1), D(8;,-5) berilgan. Uning AC va BD
diagonallarining kesishish nuqtasi topilsin.
Yechish: AC va BD diagonallarining kesishish nuqtasini E(XE; yE) deb belgilaymiz (11-

chizma).
AY
B

L L

11-chizima

E nugta AC va
_AE
" EC

E nuqta bu kesmalarning ichki nuqtasi bo’ldagi uchun A4>0,4 >0 bo’ladi. U holda E
nuqtaning koordinatalari uchun quyidagi tengliklar o’rinli bo’ladi:

_ Xa+AXo  7-54 Y A, T+A
C1+A 144 T 144 142
_ Xg+AXp, 84 v Y+ AYy 11-54
Col+A 144 P 1w 144

BD kesmalarni mos ravishda

A va 4 = % nisbatlarda bo’ladi.

E

E

Bu tengliklardan:
7-54 84,
1+4 1+
A yoKki
7+A4 11-52
1+4 1+ 4

1344, + A, +54—-7=0

sistemaga ega bo’lamiz. Bu sistemadan A ni yo’qotish bilan A ni topish
3M1+621—5/1—2:0} 848 A miyoq P

uchun 24* + 1—1=0 tenglamaga ega bo’lamiz va bu tenglamani yechish natijasida 1 = 1 va A=-1

topiladi. Shartga ko’ra A >0dan masala shartini A :% ganoatlantiradi. A ning bu giymatini o’rniga

go’yib, X =3 va Y. =5 yoki ni hosil gilamiz.
3-masala. Uchburchak shaklidagi  bir jinsli  plastinka uchlarining  koordinatalari
A(xi; A ), B(Xz; Y, ), C(XS; Y, ), berilgan. shu uchburchak og’irlik markazining koordinatalari topilsin.
Yechish: mexanikadan ma'lumki, uchburchakning og’irlik markazi uning medianalari kesishgan
nuqtasida bo’ladi (12-chizma).
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L L

(9]

Uchburchak medianalari . | _ 12-chizma | belgilaymiz.
Demak, M nuqtaning koordinatalari (x,,;y,, )ni topish kerak bo’ladi. buning uchun avvalo D
nugtaning koordinatalarini topamiz. D nuqgta CB kesmaning o’rtasi bo’lgani uchun
y =X tXe X+ Xy, _YctYe _YstYo

5 ' Yo = bo’ladi.
2 2 2 2
Ma'lumki, uchburchak medianalari kesishish nuqtasi ularning har birini uchidan boshlab 2:1
nisbatda bo’ladi. Shuning uchun A = % = % = 2 tenglik o’rinli bo’ladi.
M nugta AD kesmini A =2 nisbatda bo’lgani uchun uning koordinatalari
0 Xt
Xpo+AXp 71 2 X + X, + X,
M= = = va
1+2 1+2 3
Y3+ Y,
y,+2-
Vi = Yat+ Ao _ 2 _YitYotYs bo’ladi.
1+2 1+2 3

Shunday qilib, uchburchak shaklidagi ABC plastinka og’irlik markazining koordinatalari
M(Xl Xt : it Yot y3jbo’lar ekan.

3 3
4-masala. Ikkita A(—l;l) va B(3;—6) nugqtalar berilgan:
a) B nugtaga nisbatan A nuqtaga simmetrik bo’lgan M nuqtaning koordinatalari topilsin.
b) A nugtaga nisbatan B nuqtaga simmetrik bo’lgan N nugtaning koordinatalari topilsin.
Yechish: @) M nuqgtaning koordinatalari M(xM;yM) bo’lsin. M nugta B nugtaga nisbatan A
nuqtaga simmetrik bo’lgani uchun B nugta AM kesmaning o’rtasi bo’ladi. Shuning uchun
xB=XM—;XA, B:% bo’lib, bundan
Xy =2Xg =Xy Yy =2Y5 — Y,  bo’ladi. U holda
X, =2-3-(-1)=7,y, =2-(-6)-(-1)=-11 dan
M nugtaning koordinatalari M(7;—11) bo’ladi.
b) N nugtaning koordinatalari N(xN;yN) bo’lsin. N nugta A nugtaga nisbatan B nugtaga
simmetrik bo’lgani uchun A nuqgta NB kesmaning o’rtasi bo’ladi, u holda
=%, X =% bo’lib, bundan
Xy =2X, —Xgs Yy =2YA — Y5 bo’ladi. U holda
Xy =2-(-1)-3=-5,y, =2-(-1)-(-6)=4  dan
N nugtaning koordinatalari N(-5;4) bo’ladi.
5-masala. P(3;6) va Q(1;4) nuqtalar bilan teng uchga bo’lingan kesmaning uchlari A va
B larning koordinatalarini toping.

Xa
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Yechish:

4 £ 2 5
Shakldan va yugoridagi muloxazalardan
X, + X Yt
Xp = % va Ve = ATQ dan
Xp =2Xp — Xo va Ya=2Yp — Yo bo’lib,

X,=2-3-1=5 va y,=2:-6-4=8 dan
A nugtaning koordinatalari A(5;8) bo’ladi.
Xuddi shuningdek,
Xg = 2Xo — Xp va Ye =2Yo — Yp bo’lib,
X =2-1-3=-1 va Y =2-4-6=2 = B(-12) bo’ladi.
6-masala. To’g’ri chiziq M,(5;8) va M,(9;14) nuqtalardan o’tadi. Bu to’g’ri chiziqda abstsissasi
— 3 ga teng bo’lgan nuqta topilsin.

Yechish: M, i M,
L - &
Izlanuvchi M nuqtaning koordinatalari M(-3;y) bo’lsin. Shakldan, M(—3;y) nugta M,M,
kesmani A = MM nisbatda bo’ladi. Shuning uchun
2
Xu, T4 X, 5+91 Yum, T4 Yv, 8+142
XM - = va yM = =
1+ 4 1+ 4 1+ 4 1+ 4
bundan  -3@1+1)=5+91 va A= —% bo’ladi.
8+14'(_§j 24-28

Demak, y= == -4 bo’lib,

1+[—2j 3-2
3

M nugtaning koordinatalari M (—3;,—4) bo’ladi.

Mustaqil yechish uchun masalalar

1-masala: A(— 2;6) va B(4;—3) nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri chiziqda ordinatasi 9 ga teng
bo’lgan nuqta topilsin.

2-masala: Uchlari A(5;—3;8), B(3;—2;5), C(—];4;—3) nuqtalarda bo’lgan uchburchak berilgan.
Uning A uchidan o’tkazilgan mediananing uzunligini hisoblang.

3-masala: M(3;6), N(6;5) va P(5;4) nuqtalar uchburchak tomonlarining o’rtalari bo’lsa,
uchburchakning uchlari topilsin.

4-masala: Uchlari A(2;1) va B(8;13) nugqtalarda bo’lgan kesma uchta teng bo’lakka bo’lingan.
Bo’linish nuqtalarining koordinatalari topilsin.

5-masala: To’g’ri chiziq A(2;—3) va B(6;3) nuqtalardan o’tadi. Bu to’g’ri chizigning abstsissa
0’qi bilan kesishish nuqtasi topilsin.

6-masala: Parallelogrammning uchta A(1;4), B(—3;1) va C(3,-5) uchlari berilgan. Uning B
uchiga garama-qarshi to’rtinchi D uchi topilsin.
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Ikkinchi bob.
Vektorlar algebrasi.

1-§. Vektor tushunchasi. Vektorlarning o’qdagi proektsiyasi.

O’zining son qiymati va yo’nalishi bilan berilgan miqdorlar vektorlar deyiladi. Vektorlarni
belgilashda ustiga chiziqcha qo’yilgan lotin harflaridan foydalaniladi: a,b,c,.... Agar vektor kesma

bilan tasvirlangan bo’lib, A uning boshi B uning keyingi uchi bo’lsa, u AB simvol bilan belgilanadi.
Vektorning absolyut giymati (yoki uzunligi) moduli deb shu vektorni tasvirlovchi kesma uzunligiga

aytiladi. a vektorning absolyut giymati \5\ bilan, AB vektorning absolyut giymati ‘E‘ bilan
belgilanadi. Vektorning boshi bilan oxiri ustma-ust tushsa, u holda bu vektorga nol vektor deyiladi.
Noldan farqli ikkita vektor bir to’qri chiziqda yoki parallel to’qri chizigda yotsa, bunday vektorlar
kolleniar vektorlar deyiladi. avab vektorlarning kolleniarligi a ||5 ko’rinishda belgilanadi.

Uzunliklari teng, kolleniar va bir xil yo’nalishli ikkita a va b vektorlar teng vektorlar deyiladi va

a=b ko’rinishda belgilanadi. Bir tekislikka parallel bo’lgan yoki shu tekislikda yotuvchi vektorlar
komplanar vektorlar deyiladi.

AB vektorning L o’qdagi proektsiyasi deb, uning boshi A uchi B bo’lgan nuqtalarning shu
ishora bilan

o’qqa tushirilgan A, B, proektsiyalarini tutashtiruvchi AB, kesmaning "+" yoki
olingan uzunligiga aytilib HpLE = A B, bilan belgilanadi.

a vektorning L 0’qga proektsiyasi uning moduli bilan vektorning shu 0’qqa og’ish burchagining
kosinusiga ko’raytmasiga teng, ya'ni:
Ilp_a=|al-cos @ (1)

Ixtiyoriy a vektorning koordinata o’qlaridagi proektsiyasini X,Y,Z bilan belgilaymiz va

koordinatalari X,Y,Z bo’lgan vektorni a= {X ,Y,Z} deb yozamiz.
Ikkita A(x,,Y;,z,) va B(x,,Y,,Z,) nuqta ganday bo’Imasin AB vektorning koordinata o’qlaridagi
proektsiyalari
X=X-X,Y=Y,-V,L=2,—1 (2)
formulalar bilan aniglanadi.
a vektorning moduli uning X,Y,Z koordinatalari orgali quyidagi
o[ =X +Y? 422 (3)
formula bilan topiladi.
Agar a vektor koordigata o’qlari bilan mos ravishda «, 8,7 burchaklarni tashkil etsa, u holda
COS , COs f3,cos y lar a vektorning yo’naltirilgan kosinuslari deyiladi.
= {X Y, Z} vektorning koordinata o’qlaridagi proektsiyalari
:‘5‘-cosa,Y :H-cosﬂ, Z:H-cos;/ (4)
bo’ladi.
Ikkita a va b Vektorlarning yig’indisi deb, istalgan A nuqgtaga a vektorni qo’yib, uning oxiri
Bga b vektorni qo yganda boshi a vektorning boshi Ada, oxiri b vektorning oxiri C da bo’lgan AC
vektorga aytlladl a va b vektorlarning yig’indisi a+b shaklda yoziladi. a va b vektorlarning
ayirmasi deb, a vektor bilan b vektorga qarama-garshi —b vektorning yig’indisiga aytiladi. a
Vektomlng K songa ko’paytmasi deb, shunday b vektorga aytlladlkl K >0 bo’lganda b ning
yo’nalishi amng yo’nalishi bilan bir xil, K <0da b ning yo’nalishi aning yo’nalishiga teskari bo’lib,
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b vektorning uzunligi esa aning uzunligi bilan K son modulining ko’paytmasiga teng. aning K
songa ko’paytmasi b = K - a shaklda yoziladi.
Agar a va b vektorlar koordinatalari bilan berilgan.
a= {X11Y1’ Zl}’ b= {Xz’Yz’Zz}
bo’lsa, u holda
a+b={X,+X,,Y,+Y,,2,+2,}
a-b={X,-X,.Y,-Y,,2,-7,}
bo’ladi.
Agar a={X,Y,Z} bo’lsa, har ganday k son uchun ka = {kX,kY,kZ} bo’ladi.
Ikki a=1{X,,Y,,Z } va b={X,,Y,,Z,} vektorning kolleniarlik sharti quyidagicha bo’ladi:
X, Y, Z
i,j,k vektorlar uchligi koordinata bazislari deyiladi, agarda ular quyidagi shartlarni
ganoatlantirsa:
1) i vektor OX o’qda, j vektor OY o’qda, k vektor OZ o’qda yotadi;

Xy _Yo_2p (5)

2) i, ], k vektorlardan har biri 0’z 0’qida musbat tomonga yo’nalgan;

3) I,],E vektorlar birlik vektorlardir, ya'ni M =1 m =1 ‘R‘ =1.

a vektor ganday yo’nalishda bo’lishidan gat'iy nazar i,],E bazislar bo’yicha

a=X-i+Y-j+Z-k (6)

shaklida yoyiladi.

1-masala. Vektorning X =5,Z =—6 koordinatalari berilgan. ‘5‘ =8 Shartda uning Y koordinatasi
topilsin.

Yechish: (3) formulaga binoan:

Y =+ \5\2 CX?-7% —+/64—25-36 = +4/3

Demak, Y =++/3 bo’ladi.
2-masala. a vektorning ‘5‘ =10, o =120°, =135° y =60° elementlari berilgan. a vektorning

koordinata o’qlaridagi proektsiyalari topilsin.

Yechish: X = \5\ .cosar =10-c0s120° =1o.(— %) -5
Y = H-cosﬂ =10-cos135° =10-(—§} =52

y =\5\-c05y=10-cos600:10-%=5

Demak, a = {-5,-5v2;-5] bo’ladi.

3-masala. a vektori i,],E bazislar bo’yicha yoyilgan: 5:—12i+3]—4k. a vektoriga parallel
va unga garama-qarshi yo’nalgan b vektorning i,],E bazislar bo’yicha yoyilmasi ‘5‘:52 shartda
topilsin.

Yechish: b vektor a vektorga kolleniar bo’lgani uchun shunday A soni mavjud bo’lib, b=Ja
tenglik bajariladi, b vektorning yo’nalishi a vektorning yo’nalishiga qarama-qarshi bo’lgani uchun bu
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tenglikda Aning qiymati manfiy bo’ladi. Shuning uchun \6\=|/1|-\5\, bundan esa

H = 2 = 52 =4. Shunday qilib, 4 =4.
o V122i34? 13
Demak, b vektorning i, ], k bazislar bo’yicha yoyilmasi:
b=—4a=48i-12j+16k bo’ladi.
4-masala, To’rtta a={2-4:1}, b={31-5}, c = {4,—2;3}, d = {20,-24;28} vektorlar berilgan. d
vektorning a,b,c bazislar bo’yicha yoyilmasi topilsin.
Yechish: a,b va ¢ vektorlar bazisni tashkil qilgani uchun m,n,k sonlari mavjud bo’lib,

d=m-a+nb+k-c yoyilmasi o’rinli bo’ladi,

4=

bundan
m-a+n-b+k-c={2m+3n+4k;—4m+n—2k;m—5n+3k } ni hosil gilamiz.
Shu bilan birgalikda d=m-a+n-b+k-c vektor tenglik, quyidagi skalyar tengliklar sistemasiga

ekvivalent:
2m+3n+4k =20

—4dm+n-2k =-24

m—-5n+3k =28
Bu sistemani Kramer qoidasiga asosan yechsak,
m :ﬁ, n :ﬁ, k :ﬁ formulalardan:
A A
2 3 4 20 3 4
A =l-4 1-2]=92 A =]-24 1-2|=276
1 -5 3 8-5 3
2 20 4 2 3 20
Ay=|-4-24-2/=-184, fy=|-4 1-24|=460
1 28 3 1-5 28

Demak, m=3, n=-2, k =5.
Shunday qilib, d vektorning a,b,c bazislar bo’yicha yoyilmasi d =3a—2b+5¢c bo’lar ekan.

Mustaqil yechish uchun masalalar

1-masala: R(l;—2;4) va B(3;7;—5) nuqtalar berilgan. AB va BA vektorlarning koordinatalari

topilsin.
2-masala: a= {— 3;6;—2} vektorning yo’naltiruvchi kosinuslari topilsin.

3-masala: a va b vektorning uzunliklari ‘5‘:7 va ‘5‘:9, ular orasidagi burchak o =135°
berilgan. ‘5+5‘ va ‘5—5‘ lar topilsin.
4-masala: 5:{3;7;—2} va B:{—15;—35;10} vektorlarning kolleniarligini tekshiring. Ularning

gaysi biri ikkinchisidan uzunligini aniglang.
5-masala: Tekislikda a={3,5}, b={2;—4} va c={16,—10} vektorlari berilgan. ¢ vektorning a va

b bazislar bo’yicha yoyilmasi topilsin.
2-§. Vektorlarning skalyar ko’paytmasi.
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Ikkita a va b vektor uzunliklari bilan ular orasidagi burchak kosinusining ko’paytmasidan hosil
bo’lgan son bu vektorlarning skalyar ko’paytmasi deyiladi.

avab vektorlarning skalyar ko’paytmasi (55) ko’rinishda belgilanadi. Demak,
(5 : 5): ‘5‘ ‘5‘ .cosg, (p=arb) (1)
Skalyar ko’paytma quyidagi sodda xossalarga ega:
1°. Ixtiyoriy a va b vektorlar uchun quyidagi munosabat o’rinlidir:
(a b) (b a)
2°. Ixtiyoriy a va b vektorlar va ixtiyoriy kK son uchun quyidagi tenglik o’rinlidir:
(ka-b)=k(a-b)

3°. Har qanday a,b va ¢ vektorlar uchun 5(5+E)=(5~5)+ (55) tenglik o’rinlidir.

4°, Har qanday vektorning 0’z-o’ziga skalyar ko’paytmasi bu vektorlar uzunligining kvadratiga
teng: (6_15):‘6_1‘

Ikkita a va b vektorlarning skalyar ko’paytmasi nolga teng bo’lsa, u vektorlar
perpendikulyardir. Agar a va b vektorlar koordinatalari bilan berilgan bo’lsa, ya'ni a= {Xl,Yl,Zl} va
b= {X2 Yy, Z, }, u holda ularning skalyar ko’paytmasi

(a-b)=X, X, +Y,-Y,+2,-2, 2)
formula bilan topiladi, bundan avab vektorlarning perpendikulyarlik sharti kelib chigadi:
X, X, +Y,-Y,+2Z,-Z,=0 (3)

Ikkita vektor a va b orasidagi burchak

COSQ = o (4)
|-
formula bilan hisoblanadi. Agar vektorlar koordinatalari bilan berilgan bo’lsa, ular orasidagi burchak
cos = X - X,+Y,-Y,+2,-Z, (5)

IXZ+Y2 422 X242 472
formula bilan hisoblanadi.
Ixtiyoriy a= {X Y, Z} vektorning biror L o’qiga proektsiyasi

~ HPL ( f) (6)
formula bilan ifodalanadi, bu yerda /¢ birlik vektor bo’lib, u L 0’qi bo’ylab yo’nalgan bo’ladi. Agar L
0o’qi koordinata o’qlari bilan mos ravishda «,f,y burchaklarni tashkil etsa, u holda

(= {COS a,Cos f3,cos 7/} bo’ladi va a vektorning L o’qiga proektsiyasi
Ilp,a=X-cosa+Y -cos B+Z-C0Sy (7)
formula bilan ifodalanadi.
— =2 (= SR L[z 2 o : . .
1-masala. <a+ b) - (a—b) = 2(a +b ) ayniyatni isbotlang va uning geometrik ma'nosini
aniglang.
Yechish: Skalyar ko paytmaning xossalariga ko’ra:

_(5_+5)i+_(5—_5)2_=((§+_5) (a+b))+((5 5)'(5—5))=

bo’ladi.
Endi isbot gilingan ayniyatning geometrik ma'nosini aniqlaymiz:

avab vektorlarning boshlarini O nuqtaga qo’yib, ulardan OACB parallelogramm yasaymiz
(chizma).
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a P4

|

U holda bu parallelogrammda OA=a, OB=h, OC=a-+b BA=a—b hosil gilamiz.
a’ =l =|oA’ b’ =[o =[0B[
a =jg =oA. b = -foB
(a+bf <[a+B[ —foc|,  (a-bf —Ja-b |4
bo’lgani uchun isbot gilingan ayniyatni quyidagicha yozamiz.
o+ = oA {08
Bu ayniyat parallellogramm diagonallari kvadratlarining yig’indisi uning tomonlari
kvadratlarining yig’indisiga tengligi haqidagi teoremani ifodalaydi.
2-masala. To’rtburchakning uchlari berilgan: A(-3;3,0), B(-1-3;4), C(5-7;6)va D(3-12).
To’rtburchakning AC va BD diagonalining perpendikulyarligini isbotlang.
Yechish: AC va BD vektorlarni haraymiz. A B,C va D nuqtalarning koordinatalari berilgan

bo’lganligi  uchun AC va BD vektorlarning  koordinatalari  quyidagicha  bo’ladi:
AC = {8,-10;6}, BD = {4;2,—2}. Demak, AC va BD vektorlarning skalyar ko’paytmasi
(AC-BD)=8-4+2-(~10)+6-(~2)=0 bo’ladi.

Bu tenglik ABCD to’rtburchakning AC va BD diagonallarining o’zaro perpendikulyar
ekanligini bildiradi.

3-masala. (Y-é): —166 shartni qanoatlantiruvchi va a = {5;—7;3} vektorga kooleniar bo’lgan X
vektori topilsin.

Yechish: X vektorning koordinatalari {Xl,Yl,Z } bo’lsin. Bu vektor a vektorga kooleniar

bo’lgani uchun shunday A soni mavjud bo’lib, X; =54, Y, =—7A, Z, =34 tengliklari o’rinli bo’ladi va
X ={54;—72;34} ni hosil gilamiz.

(Y . 5): —166 shartga ko’ra:

(X-a)=251+494+91=831=-166dan 1=-2.

Shunday qilib, X vektorning koordinatalari

X ={-10,14;-6} bo’ladi.

4-masala. a={X,Y,Z} vektor OX o’qi bilan o =45° OY 0’qi bilan S=60° burchak hosil
qilib, ‘5‘ =3 bo’lsa, uning koordinatalarini aniqlang.

Yechish: a vektorning OZ 0’qi bilan hosil gilgan burchagini topish uchun

cos® a+cos” B+cos’ y =1

formuladan foydalanamiz: cosa = c0s45° = % cos f# =€0s60° = %

2 2
(%J +(%) +c0s’y=1= cos;/zé, ¥ =60° bo’lib, a vektorning koordinatalarini aniglash uchun

X =‘e_1‘-005a, Y =‘e_1‘-cos,8, z :‘5‘-0057
formulalardan foydalanamiz:
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X:C’>-—,Y=3-1,Z:3-l ekanligidan
2 2
a=l>;3.3 bo’ladi.
2 2

Mustagqil yechish uchun masalalar

1-masala: Uzunliklari ‘5‘:7 va ‘5‘:10 bo’lgan vektorlar orasidagi burchak goz% bo’lsa, shu

vektorlarning ((45 — 55)- (25 + 95)) skalyar ko’paytmasi topilsin.

2-masala: a+b+c=0 shartni ganoatlantiruvchi a,b va ¢ birlik vektorlari berilgan.
(a-b)+(b-c)+(c-a)ni hisoblang.

3-masala: Uchburchakning uchlari berilgan: A(;3;2), B(2,—4;1) va C(3;2;1). Shu uchburchak A
uchining tashqi burchagi topilsin.

4-masala: Uzunliklari ‘5‘:7 va ‘5‘:3 bo’lgan a va b vektorlar o’zaro goz% burchak tashkil

etadi. p=a+b va q=a—b vektorlar orasidagi burchak « topilsin.
5-masala: Agar a= {1;—4;8}, b= {4;4;—2}, c= {2;3;6} bo’lsa, b+c vektorning a vektordagi
proektsiyasini toping.

3-§. Vektorlarning vektorli ko’paytmasi.

Agar uchta nokomplanar a,b va c¢ vektorlarni umumiy boshlang’ich nuqtaga keltirilgandan
so’ng (chizmaga qarang) vektorlardan birini ikkinchisi bilan ustma-ust
i tushgunga qadar ular orasidagi Kkichik burchak
bo’yicha aylantirish uchinchi vektorning oxiridan
Qaralganda  soat  strelkasiga  garama-garshi
yo’nalishda ko’rinsa, a,b,c vektorlar uchligi o’ng
uchlik (aks holda chap uchlik)ni tashkil giladi
deyiladi.
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Shunday qilib a va b vektorlarning vektorli ko’paytmasi deb, shunday uchinchi ¢ vektorga
aytiladiki bu vektor quyidagi shartlarni qanoatlantiradi:

1. [d/=fa-p|-sinla B} (o< (a B)< ).
2. ¢ vektor a va b vektorlarning har biri bilan o’zaro perpendikulyar, ya'ni
clavaclb.
3. {i; J:k} va {a,b, c} vektorlar uchligi 0’ng uchlikni hosil giladi.
Bu shartlarninig geometrik ma'nosi quyidagicha:

1-shart, ¢ vektorning uzunligi avab vektorlarga qurilgan parallelogramm yuzini ifodalovchi
songa teng;

2-shart, ¢ vektor va a va b vektorlar bilan aniqlanadigan tekislikka perpendikulyar;

3-shart, ¢ vektor yo’nalishini aniglaydi.

Vektorli ko’paytma quyidagi xossalarga ega:

1°. Agarda a va b vektorlar kolleniar bo’lsa yoki ulardan kamida biri nol vektor bo’lsa, ularning
vektor ko’ paytmasi nolga teng bo’ladi.

2°. Vektorli ko’paytma [5 . 5] yoki c= [5 . 6] ko’rinishda belgilanadi va [5 . B]: —[5 . 6_1] bo’ladi,
ya'ni ko’paytuvchilarning o’rinlarini almashtirganda vektorli ko’paytmaning ishorasi o’zgaradi.

3°. [/15 : 5]= —[&5 : 5]= A- [5 : 5], A —istalgan hagigiy son.

2°. |a+b)-cl]=[a-c]+[o-c| yoki

[a-b+c)|=[a-bJ+[a-c
5°. Agar a va b vektorlar o’zlarining
a= {X1;Y1; Zl}’ b= {Xz;Yz;Zz}

koordinatalari bilan berilgan bo’lsa, a vektorning b vektorga vektorli ko’paytmasi:

P }q Zl Xl Zl Xl }71
[ff--b = ; : yoKki
Y, Z,[ | X, Z,[| X, T,
i)k
la-3]< x, ¥, z, hisoblanadi.
Bundan esa: X, 5, Z,
‘[‘;'5”: ( Z,-ZY, ) +(X,Z, - Z X, + (X}, - K X, ]
bo’ladi.

formula bilan hisoblanadi.
Ortlarning vektor ko’paytmalari:

p i ilEiko ]
G- gk 7ho | boled

Fl=fe il o |

1-masala. Berilgan =5 [o|=1,ava b vektorlar 0’zaro perpendikulyar. = ---emmemmeee-

|42+ 35)-6a-25)]
Yechish: Vektorli ko’paytmaning xossalariga ko’ra:

|(42+3b)- (3a—2b)|=12[a-a|+ 9[o-a]-8la-b|-6b-b]=—9a-b|-8la-b]=-17[a-b]
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shartga ko’ra (;B)z % U holda

‘[(4a.+3b)- (3(1.—2!))]‘:‘—1? a-b]‘zl?-‘a‘-‘b‘-sin%z 595
bo’ladi.
2-masala. a+b va a—b vektorlar kolleniar bo’lishi uchun a va b vektorlar ganday shartni
ganoatlantirishi kerak.

Yechish: Faraz qgilaylik, a+b va a—b vektorlar kolleniar bo’lsin, ya'ni [(5+5)~(5—5)]=0.
Bundan esa [(5+5)-(5—5)]:[5-5]+[5-5]—[5-5]—[5-5]:0 va [5-5]:0, [5-5]:0 bo’lgani uchun
la-b=0.

Demak, a va b vektorlar o’zaro kolleniar ekan. Shunday qilib, a+b va a—b vektorlar kolleniar
bo’lishi uchun a va b vektorlar kolleniar bo’lishi kerak ekan.

3-masala. Uchlari A(2;];3), B(4;4;4) va C(5;7;5) nuqtalarda bo’lgan uchburchak berilgan.
Uchburchakning B uchidan AC tomonga tushirilgan balandlikning uzunligini hisoblang.
Yechish: Birinchidan: AB ={2;3:1} va AC = {3,6;2} bo’ladi.

Ikkinchidan:

__ iJ ok o
I:.‘.”} . _-_l(_-‘]: : 3 1 — 0; _ J' + 34&' bO hb,
3 6 2

g

lb'Jl:%-|l:1b’-:l£'J|=l_,f\fl+9=
uchidan AC tomoniga tushirilgan balandligini

S, :3-QA_C\-\E\):>\@\: 25, V010 g
2 AC| V9+36+4 7

Uchburchakning B

BD desak, u holda

4-masala. ‘)_(‘ —6+/38 bo’lgan X vektor a= {2;—3;1} va 5:{3;4;—2} vektorlarga perpendikulyar
vau OZ o’qi bilan o’tkir burchak tashkil giladi. Shu vektorning koordinatalari topilsin.
Yechish: a va b vektorlarning vektorli ko’paytmasini tuzamiz:

S|P J K - -
{’:[(r-b]: 2-3 1|=2+7j+17k
3 4
X vektorning koordinatalari X = {X,Y,Z} bo’lsin, bu vektor a va b vektorlarga perpendikulyar

bo’lgani uchun u c= {2;7;17} vektor bilan o’zaro kolleniar bo’ladi. Shuning uchun X vektorning
koordinatalari ¢ vektorning koordinatalariga proportsional bo’ladi.

X=21Y=74,2=174
U holda x vektorning moduli

X=X +Y?+2% =42 + 497 + 289" =338 |4
shartga ko’ra,

X =6+/38 dan || = 2 bo’ladi.

X vektor OZ 0’qi bilan o’tkir burchak tashkil qilgani uchun A >0 bo’lib, 4 =2 bo’ladi.
Shunday qilib, x vektorning koordinatalari X = {4;14;34} bo’lar ekan.

Maustaqil yechish uchun masalalar

1-masala: ‘5‘ =5, ‘5‘ =17 va ‘E‘ =51 berilgan. (5-5) topilsin.

2-masala: Berilgan: a= {2;4;—1} va b= {3;—],‘2}, [(35 — 25)~ (25 — 35)] vektor ko’paytmaning
koordinatalari topilsin.
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3-masala: ~ Uchlarining  koordinatalari ~ A(2,0;3), B(L2,-4), C(3L-5) bo’lgan  ABC
uchburchakning yuzini hisoblang.
4-masala: a = {4;4;2} va b= {2;3;6} vektorlar orasidagi burchak sinusini toping.

5-masala: Berilgan: ‘6_1‘=5, ‘5‘=3. a va b vektorlar orasidagi burchak a=37ﬂ bo’lsa,

[(25 + 55)- (45 - 35)]2 ni hisoblang.

4-§. Uch vektorning aralash ko’paytmasi.

a, b vac uch vektorning aralash ko’paytmasi deb, (vektorlarning ko’rsatilgan, tartibiga ko’ra) a

va b vektorlarning vektor ko’paytmasidan iborat vektorni c vektorga skalyar ko’raytmasidan iborat
bo’lgan songa aytiladi. Aralash ko’paytma

(a-b)-c) yoki [a-b)-c

Aralash ko’paytmaning ko’paytmaning geometrik ma'nosi quyidagicha: uchala a,b,c vektorlar
biror O nugqtaga qo’yilgan bo’lib, komplanar bo’lmasin hamda o’ng uchlikni hosil qilsin. Qirralari shu

ko’rinishda belgilanadi.

vektorlardan iborat parallelopipedni yasasak, ([55] - miqdor) shu parallelopiped asosining yuzini
bildiradi. Aralash ko’paytma ta'rifiga asosan

[a b| ‘[{1 b‘ |c CoSg
bo’lib, bu yerda ¢, [55] va ¢ vektorlar orasidagi burchak. ‘C‘-COSgo miqgdor esa c vektorning [55]
vektor yo’nalishidagi to’qri chiziqdagi proektsiyasiga teng bo’lib, parallelopipedning balandligidir,
‘(_:‘ .cosp=h.

Demak, a,b,c vektorlar o’ng uchlikni hosil qilsa, ularning aralash ko’paytmasi bu vektorlarga
yasalgan parallelopipedning hajmini ifoda qilar ekan.

Vparallelopped = (I:a B ’ (_:) (1)

Agar a,b va ¢ vektorlar o’zlarining koordinatalari
a= {X17Y1' Zl}' b= {Xz'Yz’Zz}! C= {X31Y3’ Zs}
bilan berilgan bo’lsa, aralash ko’paytma
Y Z
r, z
Y, Z,

bo’ladi.
Aralash ko’paytmaning asosiy xossalari.
1°. ([ab]c_ bc]a
2. (a-b|-¢)=~{b-a] c} (a-b}-c)=~{a | b} (a-b] c)-~{c-b) -a)
3°. Agar a,b va ¢ vektorlar komplanar bo’lsa, ularning aralash ko’paytmasi nolga teng bo’ladi.

4°. a,b,c vektorlardan istalgan ikkitasi kolleniar bo’lsa, ularning aralash ko’paytmasi nolga

teng, xususiy holda
(a-a)-b)=(a-b|-a)=(b-a]a)=
5°. Koordinatalari bilan berilgan a,b,c vektorlarga yasalgan parallelopipedning hajmi.
X, ¥ Z,
2P
formula bilan shu vektorlarga yasalgan tetraedrning hajmi esa:
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XYz
I/fsfmedr :Eln()d ‘YE }IZ ZZ

X 1 Z

“)

formula bilan hisoblanadi.
6°. Ko’pincha a,b,c vektorlarning aralash ko’paytmasi (5 -b- (_:) ko’rinishda ham yozilishi
mumkin, ya'ni
(a-b)-c)-(a-b-c) bo’ladi.
1-masala. ((5 + 5)- (5 + E)- (E + a)) ( ) ayniyatni isbotlang.
Yechish: Vektorlarning skalyar, vektorli va aralash ko’paytmasining xossalariga asosan:
((a—FB)-(B—FE) (c+a)) ([(a+b)-(b+c)]-(c+a)) =

~(([a-8l +[a-c| +[B-B +[B-d])-(c+al ) =

—(a-b-0)+(@-c-0)+(b-b-C)+ (b-c-0)+(a-b-a)+ (@-c-a )+ (b-c-a)
bunda uch vektorning aralash ko’paytmasida ikkitasi bir xil vektor bo’lsa, u holda aralash ko’paytma
nolga teng bo’ladi. Shuning uchun

(b-b-c)=0, (b-c-c)=0, (a-b-a)=0, (a-c-a)=0
bundan tashhari (5-6-5): (5-5-5) edi.
Demak, yuqoridagi tenglikdan:
(@+b)-(o+c)-(c+c))=2(a-b-c)ni hosil gilamiz.
2-masala. Tetraedrning uchlari A(—1;2;—3), B(2;1;4), C(ZL'—2;3), D(3;—2L'1) berilgan. Uning C
uchidan tushirilgan balandlikning uzunligi topilsin.

Yechish: ABCD tetraedrning hajmi V =%(E-E-E)ga teng. AB, AC,AD vektorlarning

koordinatalari esa:
AB = {3-1,7}, AC ={2,-4;6}, AD = {4,-3;4}
Tetraedrning hajmini hisoblaymiz:

L g3
v =-(4B-AC-AD)=~|2-46/=10
6 6l4-34
ABC uchburchakning yuzi esa:
i j ok
lj— — W/57«'0
Susc = 5| 4B-AD)|=5| 3-1 7|= |171+16_} Sk| =

4-3 4

Tetraedrning C uchidan ABD yoqqa tushirilgan balandlikni CE bilan belgilasak:

\ :%SAABD -CE, bundan

CE = 3V _30-2_2V570 bo’ladi.

Sweo V570 19
3-masala. a= {2;—1;2}, b= {1;2;—3}, c= {3;—4;7} vektorlarning komplanarligini isbotlang.
Yechish: a,b va ¢ vektorlar komplanar bo’lishi uchun ularning aralash ko’paytmasi [55]6 =0

bo’lishi kerak.
Demak,

2-1 2

[&-E-Ezl 2-3
3-4 7

Shunday qilib, 5, 5,(_: vektorlar komplanar ekan.

=0
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Mustaqil yechish uchun masalalar

1-masala: ¢ vektor a va b vektorlarga perpendikulyar. a va b vektorlar orasidagi burchak 60°
va la=7,|b[=4,|c/=5

(5 -b- E)— aralash ko’paytma topilsin.

2-masala: A(L;2:10), B(-13—4), C(2;-L~1), D(- 2,-31) nuqtalarning bir tekislikda yotishligini
isbotlang.

3-masala: Tetraedrning hajmi V =7, uning uchta uchlari A(3;2;1), B(14;3), C(2;1;3) nuqtalarda
joylashgan. Uning to’rtinchi uchi D applikata o’qida yotadi. Shu uchining koordinatalarini toping.

4-masala: Uchlari A(7;7;3), B(6;5:8), C(3,5;8), D(8;4:1) nuqtalarda bo’lgan piramida berilgan.
Quyidagilarni toping:

a) AD —qirraning uzunligini toping;

b) AB va AD qirralar orasidagi burchakni toping;
c) ABC yoqgning yuzasini toping;

d) ABCD piramida hajmi topilsin.
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Uchinchi bob.
Birinchi tartibli chiziglar.

1-§. To’g’ri chizigning umumiy tenglamasi. To’g’ri chizigning burchak koeffitsientli tenglamasi.
IkKi to’g’ri chiziq orasidagi burchak. Ikki to’g’ri chizigning parallellik va perpendikulyarlik
shartlari.

Dekart koordinata sistemasida har bir to’g’ri chiziq X,y koordinatalarga nisbatan birinchi darajali
algebraik tenglama bilan ifodalanadi va aksincha birinchi darajali har ganday algebraik tenglama
Ax+By+C=0 1)
tekislikda to’g’ri chiziqni aniqlaydi, bunda A, B va C o’zgarmas koeffitsientlar bo’lib, A va B sonlar
bir vaqtda nolga teng emas deb olinadi. Tenglamasi (1) shaklda bo’lgan to’g’ri chiziq n= {A; B}
vektorga ortogonal. Shuning uchun n= {A; B} vektorga (1) to’g’ri chizigning normal vektori deyiladi.
Agar A=0,B#0,C#0 bo’lsa, (1) tenglama
By+C=0 (2)

ko’rinishda bo’ladi. Bu tenglamani y ga nisbatan yechib, y=b; b= —% shaklga keltiramiz. Bu esa

abstsissalar 0’qiga parallel bo’lgan to’g’ri chiziq tenglamasini ifodalaydi.
Agar B=0, A#0,C#0 bo’lsa, (1) tenglama
Ax+C=0 (3)
ko’rinishni oladi. Bu tenglama ordinatalar o’qiga parallel bo’lgan to’g’ri chizigni ifodalaydi.
Agar C=0, A=0,B=#0 bo’lsa, (1) tenglama
Ax+By =0 (4)
ko’rinishni oladi. Buni y ga nisbatan yechsak:

y = —g X bo’lib, bunda —S =k deb olsak, y =kx bo’ladi. Bu tenglama koordinatalar boshidan

o’tgan to’g’ri chiziqgni tasvirlaydi.
Agar B=0,C=0A=0, bo’lsa, (1) tenglama Ax=0 yoki x=0 ko’rinishni oladi, bu
ordinatalar o’qining tenglamasidir.
Agar A=0,C=0B=#0, bo’lsa, (1) tenglama By=0 yoki y=0 ko’rinishni oladi, bu
abstsissalar o’qining tenglamasidir.
To’g’ri chizigning OX o’qqa og’ish burchagining tangensi shu to’g’ri chizigning burchak
koeffitsienti deb ataladi va
k=tgox (5)
deb belgilanadi. U holda
y =kx+D (6)
ko’rinishdagi tenglama to’g’ri chizigning burchak koeffitsientli tenglamasi deb ataladi, bunda k —
burchak koeffitsientini, b — esa OY o’qdan kesgan kesmaning uzunligini ifodalaydi.
Agar to’g’ri chiziq tenglamasi umumiy
Ax+By+C=0

shaklda bo’lsa, uning burchak koeffitsienti k = —g formula bilan aniglanadi.
Y= Yo =k-(x=x,) (7)

tenglama I\/IO(XO;yO) nuqtadan o’tuvchi, k burchak koeffitsientga ega bo’lgan to’g’ri chiziq

tenglamasini ifodalaydi.
Agar to’g’ri chiziq M,(x;y,) va M,(x,;y,) nuqtalardan o’tsa, u holda uning burchak
koeffitsienti
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k — y2 B yl
Xy =%
formula orqali topiladi. To’g’ri chizigning berilgan Ml(xl;yl) va Mz(xz; yz) nuqtalardan o’tuvchi

tenglamasi

X=X _ Y=Y (8)
=% Yo= %
ko’rinishda bo’ladi.
Berilgan to’g’ri chiziqqa parallel noldan farqli vektorga to’g’ri chizigning yo’naltiruvchi vektori
deyiladi.
Berilgan M 1(X1; yl) nuqtadan o’tuvchi va berilgan yo’naltiruvchi (= {m; n} vektorga ega bo’lgan
to’g’ri chiziq tenglamasi

X=X _ Y=Y
- - ©)
ko’rinishda bo’ladi. (9) tenglamaga to’g’ri chizigning kanonik tenglamasi deyiladi.
Adgar ikkita L, va L, to’g’ri chiziqlar o’zlarining umumiy
Ax+By+C =0va Ax+B,y+C, =0
tenglamalari bilan berilgan bo’lsa, u holda ular orasidagi y burchak
AA, +B,B, (10)
VAL + A B! +B]

Cos @ =

formula orgali aniglanadi.
A_B

2

L, va L, to’g’ri chiziglar o’zaro parallel bo’lish uchun shart bajariladi, perpendikulyar

bo’lishi uchun esa A/ A, + BB, =0 shart bajarilishi kerak.
Agar L, va L, to’g’ri chiziqlar o’zlarining kanonik tenglamalari
X_Xl — y_Y1 Ba X_Xl _ y‘Yl
ml r]l m2 r12
bilan berilgan bo’lsa, ular orasidagi burchak

m,-m,+n,-n, (11)

Cos @ =
Jm; +ng - Jm? + n

formula orqali topiladi. U holda parallellik sharti MmN ko’rinishda, perpendikulyarlik sharti esa
m2 n2

m, -m, +n, -n, =0 ko’rinishda bo’ladi.
Agar L, va L, to’g’ri chiziqlar o’zlarining burchak koeffitsientli tenglamalari bilan berilgn
bo’lsa, u holda ular orasidagi burchak
k, —k
tgp=—2_1_ 12
Tk K, 12)
formula orgali topiladi. Bu holda L, va L, to’g’ri chiziglarning parallellik sharti k, =Kk,,

perpendikulyarlik sharti esa k;, = _ki shaklda bo’ladi.

2
1-masala. Parallelogramm ikki tomonining 3x+7y+55=0, x—2y+1=0 tenglamasi va bitta

diagonalining 7x—y + 7 =0 tenglamasi berilgan. Parallelogramm uchlarining koordinatalari topilsin.
Yechish: Faraz gilaylik ABCD parallelogramm berilgan bo’lib,

B el

AB:3x+7y+55=0
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AD:x-2y+1=0
BD:7x—y+7=0

bo’lsin. U holda parallelogramm A uchining
koordinatalarini AB va AD tomonlarining kesishish nuqtasi sifatida topamiz.

3X+7y+55=0
X—-2y+1=0
B va D uchlarning koordinatalari esa BD diagonali bilan AB va AD tomonlarning kesishish
nugqtasi sifatida topiladi:

= A(-9;-4) bo’ladi.

{3x+7y =7 = B(-2,-7) va
IX—=y=—71

{X_Zy = D(-10)

IX—y=—71

Endi C nugta koordinatalarini topish uchun E nugta koordinatalarini topib olamiz:

. :xB+xD:—2—1:_§ va yE:yBerD:—7+O:_Z

g 2 2 2 2 2 2
Demak, E(—g;—gj, C nugtaning koordinatalarini x; = XAZXC , Ye = Ya er Yo formulalar
orgali topamiz. Bundan:
Xe =2Xg —X, =6 va
Yo =2Ye —Y,=3 bo’ladi.

Demak, C(6;3) ekan.
2-masala. 5x+4y+8=0to’g’ri chiziq berilgan. MO(—3;2) nuqtadan o’tuvchi va a) berilgan
to’g’ri chiziqqa parallel bo’lgan, b) berilgan to’g’ri chiziqqa perpendikulyar bo’lgan to’g’ri chiziq

tenglamasi tuzilsin.

Yechish: Berilgan to’g’ri chiziq tenglamasini y = —% X — 2 shaklda tasvirlaymiz, bunda k, = —% :

a) izlanayotgandan to’g’ri chiziq berilgan to’g’ri chiziqqa parallel bo’lgani uchun uning burchak

koeffitsienti k;, =Kk, =—% bo’lishi kerak. U holda (7) formulaga asosan, izlanuvchi to’g’ri chiziq

tenglamasi y—2 = —%(x +3) yoki 5x+4y+7=0 shaklida bo’ladi.
b) izlanayotgan to’g’ri chiziq berilgan to’g’ri chiziqqa perpendikulyar bo’lgani uchun uning

burchak koeffitsienti k, = _kl :g bo’ladi. U holda, M,(~3;2) nuqtadan o’tuvchi va berilgan to’g’ri
1

chiziqqa perpendikulyar bo’lgan to’g’ri chiziq tenglamasi y—-2= g(x +3) yoki 4x-5y+22=0

ko’rinishda bo’ladi.
3-masala. ABC uchburchak tomonlarining tenglamalari berilgan:
AB: x+9y-33=0
BC:2x+y+2=0,
AC:7x-5y-27=0
Shu uchburchak balandliklarining kesishish nuqtasi topilsin.
Yechish: Avvalo berilgan uchburchak uchlari A,B va Clarni topamiz. Bu nugtalarning
koordinatalari mos ravishda
B X+9y—-33=0
7X—-5y—-27=0

} = A6;3)



X+9y—-33=0
= B(-3;4)
2X+y+2=0
7X-5y-27=0
y = C(L-4)
2X+y+2=0
bo’ladi.
Endi AD, BE balandliklarining tenglamasini tuzamiz. BC tomonning burchak koeffitsienti
k, =—2. AD balandlik BC perpendikulyar bo’lgani uchun uning burchak koeffitsienti k, = _ki = % .
1
Demak, AD balandlik tenglamasi
y-3=3 (x 6) yoki
x—2y=0 bo’ladi.

AC tomonning burchak koeffitsienti k; =%ga teng bo’lgani, hamda BE balandlik AC ga

perpendikulyar ekanligidan BE balandlikning burchak koeffitsienti k, =—ki =—; ga teng. Demak,

1
BE balandlik tenglamasi y—4 = —g(x+3) yoki 5x+7y—13=0 bo’ladi.
Berilgan uchburchak balandliklarining kesishish nuqtasi Oni topamiz. Uning koordinatalari

Xx—2y=0 26 13 o
tenglamalar sistemasini qanoatlantiradi. Bu sistemani yechib O] —;=— | ekanligini
5X+7y=13 7

topamiz.

Mustaqil yechish uchun masalalar

1-masala: ABC uchburchaklarning AB,BC va AC tomonlarining 6x—7y—-23=0,
X+4y—-9=0 va 8x+ y+21=0 tenglamasi berilgan. Uning uchlarining koordinatalari topilsin.

2-masala: x+2y-10=0 to’g’ri chiziqqa nisbatan A(3;1) nuqtaga simmetrik bo’lgan B nuqta
topilsin.

3-masala: Uchburchak uchlarining A(3;2), B(~14) va C(~5,—6) berilgan. Uning tomonlarining
tenglamalari tuzilsin.

4-masala: P(-2;-8) nuqtadan o’tib, A(-4;2) va B(9;-1) nugtalardan bir xil uzoglikda bo’lgan
to’g’ri chiziq tenglamasi tuzilsin.

5-masala: 2x+5y—9=0 va 2x+7y+20=0 to’g’ri chiziqlar orasidagi burchak topilsin.

6-masala: Uchburchaklarning ikki uchi A(-5;3) va B(~18) berilgan, uning balandliklari O(2;4)
nuqtada kesishadi. Uchburchakning uchinchi uchini toping.

7-masala: Uchburchakning bitta B(~2;7) uchi va ikkita balandliklarining tenglamalari
5X+6y—28=0 va 10x—9y +79 =0 berilgan. Uning tomonlarining tenglamasi tuzilsin.

8-masala: Uchlari A(-14,) B(-5,-1) va C(5-2) nugqtalarda bo’lgan uchburchak B uchidan

o’tkazilgan medianaga A uchidan tushirilgan perpendikulyarning tenglamasi tuzilsin.
9-masala: Koordinatalar boshidan o’tuvchi va:

1) y= 4X —3 to’g’ri chiziqqa parallel bo’lgan,

2) y=— X +1 to’g’ri chiziqqa perpendikulyar bo’lgan,

3) y= 2x+5to g’ri chiziq bilan 45°li burchak tashkil gilgan,
4)
yozing.

y=X-1to’g’ri chiziqqa 60°li burchak ostida og’ma bo’lgan to’g’ri chiziq tenglamasini
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2-§. To’g’ri chizigning kesmalarga nisbatan tenglamasi. To’g’ri chizigning normal
tenglamasi. Nuqtadan to’g’ri chiziqqacha bo’lgan masofa. To’g’ri chiziqlar dastasining
tenglamasi.

AX+By+C=0 1)

ko’rinishdagi tenglama to’g’ri chizigning to’liq tenglamasi deyiladi. Agar (1) tenglamada a = —%,
C .
b= B deb olsak, bu tenglamani

Xy
24721 2
1 (2)

ko’rinishga keltirish mumkin. (2) tenglamaga to’g’ri chizigning kesmalari bo’yicha tenglamasi deb

ataladi. a va blar koordinatalar boshidan hisoblanganda to’g’ri chizigning koordinata o’qlarida
ajratgan kesmalarining miqdorlaridir.
Faraz qilaylik

Ax+B,y+C,=0
tenglamalar sistemasi berilgan bo’lsin. Bu sistemaning yechimi shu to’g’ri chiziglarning umumiy
nugtasini aniglaydi. (3) sistemani tekshirishda quyidagi xollar bo’lishi mumkin.

{A1x+ B,y+C,=0 o)

1) A #* % bo’lsa, to’g’ri chiziqlar bitta umumiy nuqtaga ega bo’ladi.
2

2) A = B # G bo’lsa, to’g’ri chiziqlar o’zaro parallel bo’ladi.
AZ BZ C2
A B C Y e g . syt 4 e e . .
3) -+ =—1 =—L bo’lsa, to’g’ri chiziglar bitta to’g’ri chizigni aniqlaydi.
A? BZ CZ

Ax+By+C =0, Ax+B,y+C,=0va Ax+By+C;=0
tenglamalar bilan berilgan uchta to’g’ri chizigning bir nuqtada kesishishi uchun

A4 B C
A, B, C,|=0
4, By Gy
tenglikning bajarilishi hamda
4 B | |4 B| |4 B
A, B, |4 B, |4 B,

determinantlarning hech bo’lmaganda birortasining noldan farqli bo’lishi zarur va yetarlidir.

Aytaylik XOY tekisligida biror to’g’ri chiziq berilgan bo’lsin. Koordinatalar boshidan berilgan
to’g’ri chiziqqa perpendikulyar qilib, n to’g’ri
chizigni o’tkazamiz (chizma), biz uni normal deb
ataymiz va berilgan to’g’ri chizigning ning normalni
kesadigan nuqtasini P harfi bilan belgilaymiz.

Normalga O nugtadan P nugtaga yo’nalgan
musbat yo’nalish kiritamiz. Agar ¢ normalning qutb

P burchagi bo’lsa, OP kesmaning uzunligi p bo’lsa,
u holda to’g’ri chiziq tenglamasi

AV

n

»'+ysing—p=0 (4)
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ko’rinishda bo’ladi.

To’g’ri chiziqning (4) ko’rinishdagi tenglamasiga normal tenglama deb ataladi. To’g’ri
chizigning Ax+ By +C =0 umumiy tenglamasini normal ko’rinishga keltirish uchun uning barcha
hadlarini normallovchi ko paytuvchi deb ataluvchi u = i% songa ko’paytirish kerak. g ning

A°+B
ishorasi tenglamadagi ozod had C ning ishorasiga teskari qilib olinadi. Agar C =0 bo’lsa, uning
ishorasini ixtiyoriy tanlab olish mumkin.
A

B
++A? + B? ++ A% + B?

to’g’ri chiziqning yo’naltiruvchi kosinuslari deyiladi. Koordinatalar boshidan to’g’ri chiziqqacha

C
++/ A% + B?
Tekislikdagi ixtiyoriy M 0(XO; yO) nugtadan xcose+ ysing—p =0 to’g’ri chizigqacha bo’lgan
masofani d deb belgilasak, bu masofa
d =[x, cosp+ Y, Sinp—p| (5)
formula bilan hisoblanadi. Agar to’g’ri chiziq umumiy tenglamasi bilan berilgan bo’lsa,
g =|Ax0+By0+C| 6)
JA? 4+ B?

CcoOSa = D sing =

bo’lgan masofa esa P = formula bilan aniglanadi.

formula bilan topiladi.
Tekislikning biror M,(X,;y,) nugtasidan o’tuvchi barcha to’g’ri chiziglarning to’plami M,
markazli to’g’ri chiziqlar dastasi deb ataladi.
Faraz gilaylik Ax+B,y+C, =0 va Ax+B,y+C, =0 to’g’ri chiziglar M, nuqtada kesishuvchi
bo’lib, & va g bir vaqtda nolga teng bo’lmagan ixtiyoriy sonlar bo’lsin, u holda
a(Ax+By+C,)+ B(Ax+B,y+C,)=0 (7)
tenglama M, nuqtadan o’tuvchi to’g’ri chiziglar dastasining tenglamasini aniglaydi.

Agar a =0 bo’lsa, s = A deb olib (7) tenglamadan
a

(A1X+Bly+cl)+/1(A2X+Bzy"‘Cz):O (8)
tenglamani hosil gilamiz, bu tenglama M, nuqtadan o’tuvchi va A,x+B,y+C, =0 to’g’ri chizigdan
tashhari hamma to’g’ri chiziglarni 0’z ichiga oladi.
1-masala. Ushbu a(ZX -3y + 4)+ ﬁ(SX -2y —1) =0 to’g’ri chiziqglar dastasiga tegishli va
1) A(9;5) nuqtadan o’tuvchi;
2) koordinatalar boshidan o’tuvchi ;
3) OX o’qiga parallel;
4) OY o’qiga parallel;
5) 2x+7y—12=0 to’g’ri chiziqqa parallel:
6) 4x—3y+10=0 to’g’ri chizigqa perpendikulyar bo’lgan to’g’ri chiziq tenglamasi topilsin.
Yechish: Berilgan to’g’ri chiziqlar dastasini quyidagi ko’rinishga keltiramiz:
(2+5A)x+(-3-24)y+4—-1=0 (*)
B

bu yerda A==
a

1) (*) to’g’ri chiziglar dastasidan A(9;5) nuqtadan o’tuvchi to’g’ri chiziq tenglamasini topamiz.
Buning uchun (*) tenglamaga A(9;5) nuqtaning koordinatalarini qo’yib, A ni topish uchun
34A+7=0

tenglamani hosil qilamiz, bundan /1:—% bo’lib, bu qgiymatni (*) tenglamaga qo’yib, A(9;5)

nuqtadan o’tuvchi 3x -8y +13 =0 to’g’ri chiziq tenglamasini hosil gilamiz.
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2) Izlanuvchi to’g’ri chiziq O(O; 0) nuqtadan o’tgani uchun (*) tenglamada ozod had nolga teng,
yani 4—1=0, A=4ni (*) tenglamaga qo’yib koordinata boshidan o’tuvchi to’g’ri chiziq tenglamasi
2X—Yy =0ni topamiz.

3) Izlanuvchi to’g’ri chizig OX o’qiga parallel bo’lgani uchun (*) tenglamada X oldidagi

koeffitsient nolga teng bo’ladi:

2+54 =0, /1:—2
5

Demak, OX o’qiga parallel bo’lgan izlanuvchi to’g’ri chiziq tenglamasi (*) tenglamadan
A= —% bo’lganda kelib chiqib, y —2 =0 bo’ladi.

4) Izlanuvchi to’g’ri chiziq OY o’qiga parallel bo’lgani uchun (*) tenglamada y oldidagi
koeffitsient nolga teng bo’ladi:

3+24=0, z:-%

Demak, OY o’qiga parallel bo’lgan izlanuvchi to’g’ri chiziq, (*) tenglamadan A ning o’rniga

A= —g qiymat qo’yishdan hosil bo’ladi.
x-1=0

5) Izlanuvchi to’g’ri chiziq: 2x+7y-12=0 to’g’ri chiziqqa parallel bo’lgani uchun

2+504 —-3-22
2

to’g’ri chiziqqa parallel bo’lgan izlanuvchi to’g’ri chiziq tenglamasi 2x + 7y —16 = 0 ni hosil gilamiz.

6) lzlanuvchi to’g’ri chiziq, 4x+3y+10=0 to’g’ri chiziqga perpendikulyar bo’lgani uchun

tenglik o’rinli bo’ladi, bundan A= —% bo’lib, (*) tenglamadan 2x+7y—12=0

4(2+51)-3(-3-21)=0 tenglik o’rinli bo’ladi, bundan A = —% bo’lib, (*)dan 4x-3y+10=0ga

perpendikulyar bo’lgan izlanuvchi to’g’ri chizigning 3X+4y —11=0 tenglamasini hosil qilamiz.
2-masala. Ushbu 2x—3y+5=0 va 3x+4y—-18=0 to’g’ri chiziglarning kesishish nuqtasidan
o’tuvchi va Ml(— 3;6) va M 2(— 5;4) nugtalar bilan chegaralangan kesmani teng ikkiga bo’luvchi to’g’ri
chiziq tenglamasi tuzilsin.
Yechish: Markazi 2x—3y+5=0 va 3x+4y—-18=0 to’g’ri chiziglarning kesishish nuqtasida
bo’lgan to’g’ri chiziglar dastasining tenglamasi quyidagicha bo’ladi:
2x -3y +5+ A(3x+4y—18)=0  yoki

(31 +2)x+(441-3)y+5-184=0 (a)
M,M, kesma o’rtasining koordinatalari:
X, = # =4, y,= 6LZ4 =5 M,(-4;5) bo’lib, bu (a) tenglamaga qo’yib, A ning giymatini

topamiz:
50+9=0=> 1= —%

Demak, (a) tenglamadan: X+3y —-11=0 bo’ladi.

3-masala. Quyidagi ax+8y+4=0, 2x+3y—b=0 to’g’ri chiziglar a va bning ganday
giymatlarida:

1) bitta umumiy nuqtaga ega bo’ladi;

2) parallel bo’ladi;

3) o’zaro ustma-ust tushadi?
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Yechish: 1) Berilgan to’g’ri chiziqlar bitta umumiy nuqtaga ega bo’lishi uchun (%;ﬁ%j

munosabat bajarilishi kerak, bundan esa a # % bo’lishi kerak.

2) Berilgan to’g’ri chiziglar parallel bo’lishi uchun (% :giibj munosabat o’rinli bo’lishi

kerak. Buning bajarilishi uchun esa a = E b= 3 bo’lishi kerak.

3) Berilgan to’g’ri chiziglar o’zaro ustma-ust tushishi uchun (% :g: —gj munosabat o’rinli

bo’lishi kerak. Bundan esa a = %, b= —g bo’lishi kerak.

4-masala. Quyidagi berilgan to’g’ri chiziq umumiy tenglamasini normal ko’rinishga keltiring:
1) 6x—-8y+15=0

2) 2x+5=0

3) 7y—-9=0

Yechish: 1) Berilgan tenglama uchun normallovchi ko’paytuvchi ,u:; = L

——. Bu
—+/36+64 10

yerda C=15>0 bo’lgani uchun g ning ishorasi manfiy olinadi. Berilgan tenglamani u =—i ga

10
, . 3 3 , . L
ko’paytirib "3 X+ c y —— =0 normal ko’rinishga keltiramiz.
1 1 .
2) 2x+5=0 tenglama uchun u=- =—=, chunki C=5>0. Berilgan tenglamadan
: ; 4T 2 an tene
normal ko’rinish ni—x— EZOiZ.
1 1 .
3) 7y—-9=0 tenglama uchun u= ==, chunki C=-9<0. Berilgan tenglamani
) Ty g H==5"7 g g

U= % ga ko’paytirish natijasida uni y — g =0 normal ko’rinishga keltiramiz.

5-masala. 5x—12y-13=0 to’g’ri chizigdan 3 birlik uzoqlikda yotuvchi tekislik nuqtalarining
geometrik o’rnini toping.
Yechish: Berilgan to’g’ri chiziqdan 3 birlik uzoglikda yotuvchi nugtalardan birini N(x;y) deylik.
Bu yerda nuqtadan to’g’ri chizigqacha bo’lgan masofani topish formulasidan foydalanamiz, ya'ni
Ax+By+C
VA? +B?
5x—-12y—-13
\25+144

Bu tenglama quyidagi ikkita tenglamaga teng kuchli:
5x-12y-52=0
5x-12y+26=0
Demak, berilgan to’g’ri chizigdan 3 birlik uzoglikda yotuvchi nugtalarning geometrik o’rni
5x—12y-52 =0 va 5x—-12y+26 =0 to’g’ri chiziglardan iborat bo’lib, bu to’g’ri chiziglar berilgan
to’g’ri chiziqqa parallel bo’ladi.

d= shartga ko’ra d =3.

yoki  [5x—12y—13/=39

Mustaqil yechish uchun masalalar
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1-masala: x— \/§y +14=0 va /3x+ y —18 =0 to’g’ri chiziq tenglamalari berilgan. Ularning har
biri uchun ¢ qutb burchagi va o kesmasi topilsin.

2-masala:  ABC  uchburchakning AB,BC va AC tomonlarini mos ravishda
X+4y—-13=0, 2x—-y—-8=0, x—5y+23=0 tenglamalari berilgan. Uchburchak og’irlik markazidan
BC tomongacha bo’lgan masofa topilsin.

3-masala: 6x—8y—15=0 to’g’ri chiziq berilgan. Bu to’g’ri chiziqqa parallel va undan d =4
masofadagi to’g’ri chiziq tenglamasi tuzilsin.

4-masala: P(L5) nuqtadan o’tuvchi va A(6;2),B(9;6) nugtalardan bir xil uzoglikda joylashgan
to’g’ri chiziq tenglamasi tuzilsin.

5-masala: Ushbu a(x +2y+ 6)+ ﬁ(ZX -y —8) =0 tenglamalar bilan aniqlanadigan to’g’ri
chiziglar dastasining markazini toping.

6-masala: M (4;—1) nugtadan hamda x—3y+2=0 va y—4=0 to’g’ri chiziglarning kesishish
nuqtasidan o’tuvchi to’g’ri chiziq tenglamasini tuzing.

7-masala: 2x—5y—-1=0va x+4y—7=0 to’g’ri chiziglarning kesishish nuqtasidan o’tuvchi

hamda A(4;-3) va B(-1,2) nuqtalar orasidagi kesmani z:% nisbatda bo’luvchi to’g’ri chiziq

tenglamasini tuzing.
8-masala: Uchburchak uchlarining koordinatalari berilgan:
A(12;-4), B(0;5) va C(-12;-11)
1) Uchburchak tomonlarining uzunliklarini;
2) Uchburchak tomonlarining tenglamalarini;
3) B uchidan tushirilgan balandlik tenglamasini;
4) A uchidan tushirilgan mediana tenglamasini;
5) AABC ning yuzini toping.
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1-§.

2-§.

1-§.

2-§.

Mustaqgil yechish uchun berilgan masalalarning javoblari.
I-bob.

1. Koordinatalari berilgan tengsizlikni ganoatlantiruvchi nugtalar, A(—5) va B(3) nuqtalar
bilan chegaralangan kesmadan tashqarida yotuvchi nuqtalar. 2.

AB =28, p(AB)=|AB|=28. 3. B(-6.) 4. x= X11+’;X2. 5. x, =13 va x, =19. 6. A(-5)
+

va B(31).
1. A(7;0),B,(-3,0),C,(11,0). 2. a) M, (7:-5,0), b) M, (- 7;0;10), ¢) M, (0;-5-10),
d) M,(7:00), €)M, (0-50). f)M,(0;010) 3. a) M, (3-4-1), M,(341),

M,(=3-41) b) M,G4-1) M, (-3-4-1), M,(-341) c) M(-34-1).
4. A(5-4), B'(-4;-2), C'(6;3). 5. A(- 2,-4).

1. c(4;37”j va D(G;—‘%). 2. M(4;%). 3. 14—5./3kvb.

z

1. Pifagor teoremasidan foydalaniladi. 2. 15 va 13. 3. O(2;6), R =5. 4.(0;1,5,0) 5. 112—35

1. (-4;9). 2. AD =+14. 3. A(25), B(4;7), C(8:3). 4. (45) va (6;9). 5. (4;0). 6.D(7;-2).
11-bob.

1. AB = {2;9;-9}, BA={-2;-9;9}. 2. cosa =—§, cos ﬂ:g, COSy:—é.

3.‘5+5‘:\/130—63\/§ . |a=b[=+130+632. 4. a va b vektorlari bir-biriga qarama-
qarshi yo’nalgan b va a vektoridan 5 marta uzun. 5.C = 2a+5b bo’ladi.

1. (4a-5b)-(oa +96))=-3198. 2. (a-b)+b-)+(c-a)=—> 3¢(%]

4. azarccos\/%. 5. Hpa(B-i-E):%.
1. (a-b)=+68. 2. [[3a—2b)- (2a—3b)|= {-35;7:14} 3. =ﬁ. 4, sin¢=—%. 5,

[(2a+5b)- (4230 =75050.
1. (5'5-5):135\/5. 2. Bunda: (E-E-E):o. Demak, AB,AC,AD vektorlar
komplanar bo’lib, ularning bir tekislikda yotishligi kelib chigadi. 3. (0;0;17), (0;0;—4)

nuqtalar masalaning shartini ganoatlantiradi. 4.
— 5 57 -

a)|AD|=+/30,b)cosp=————,¢) S=+261 va d)V =—kubbirlik.

)[AD|= Va0, B)eosg =~z ) S = V2B va d)V =g
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1-§.

2-§.

111-bob.

1. A(-2-5)B(1),C(-33) 2. B(55) 3. 5x-2y-11=0, x+2y-17=0,
4 23 172

X—y+5=0. 4.17x-9y-38=0. 5. =arctg —. 6. Cl——;—|

y y $=a% 3 ( 31 31)
7.AB:9x+10y—-52=0, BC:6x—-5y+47=0, AC: x+5y+2=0. 8. 7x+2y-1=0.
9.1) y=4x,2) y=-2%,3)y=-3x,4) y =X,

2r 6
1. ===, p=7. 2. /. 3 6x-8y-55=0,6x—8y+25=0.
=7 P NG y y

4.4x—3y+11=0, 2x+13y—67=0. 5. S(2,-4). 6. 5x—6y—26=0. 7.2x—y—-5=0.
8. 1)AB=15; AC =25; BC = 20. 2)AB:3X+4y—20=0, AC :7x—-27y—-180=0,
BC: 4x—3y+15=0. 3)3x+4y—20=0. 4) AE mediana  tenglamasi:
x+18y +60=0. 5) S =150kvb.
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